
MPRI 2-7-1Fondements des systèmes de preuvesGilles Dowek et Alexandre MiquelJeudi 1er Dé
embreDurée 2h.Tous do
uments autorisés.1(4 pts)Soit Γ = A, A ⇒ B, B ⇒ C, C ⇒ D. On donne la démonstration endédu
tion naturelle suivante
Γ, B ⊢ C ⇒ D

ΓB ⊢ B ⇒ C ΓB ⊢ B

Γ, B ⊢ C

Γ, B ⊢ D

Γ ⊢ B ⇒ D

Γ ⊢ A ⇒ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B

Γ ⊢ D(a) Cette démonstration est-elle sans 
oupures ?(b) Exprimer 
ette démonstration par un terme du λ-
al
ul simplement typé.(
) Quelle est la forme normale de 
e terme ?(d) A quelle démonstration 
orrespond-il ?2(4 pts)Dans le λΠ-
al
ul, donnez des termes des types suivants(a) ∀x ((∀y P (y)) ⇒ P (x))(b) P (0) ⇒ (∀x(P (x) ⇒ P (S(x)))) ⇒ P (S(S(0)))(
) ∀x P (x)(d) P (0) ⇒ (P (0) ⇒ P (0))



3(4 pts)Donner un terme dans le système T exprimant 
al
ulatoirement les fon
tionssuivantes, ou dire (sans justi�
ation) qu'il n'en n'existe pas.(a) la fon
tion qui a n asso
ie n + 2(b) la fon
tion qui a n asso
ie 0 ou 1 selon la parité de n(
) la fon
tion qui a n asso
ie 2 × n(d) la fon
tion qui a n asso
ie 2n4(4 pts)(a) Dans la théorie des types de Martin-Löf donnez un terme t de type
∀x ∃y (x = S(y) ∨ x = 0)(b) Quelle est la forme normale du terme (t 7) ?5(2 pts)Soit a un entier et g une fon
tion des entiers dans les entiers. On dé�nit lafon
tion g des entiers dans les entiers par

g(0) = a

g(S(n)) = f(g(n))montrer que si g est exprimable dans le système F (λ-
al
ul polymorphe) alors
'est aussi le 
as de la fon
tion f .6(2 pts)Le terme λx (x x) est-il typable dans le système F (λ-
al
ul polymorphe) ?
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