
Preuves Constru
tivesExamenDEA de Programmation13 Dé
embre 20001 E
hau�ementL'étudiant Géo Codetout a 
onstruit en théorie de Martin-Löf un terme 
los t de type suivant :t : �x : nat:�y : nat:((x = S(y) + x = 0):Dites 
e que l'on sait des formes normales des termes suivants : �1(t (S(S(S(0))))); �1(S(0)) et �1(0).2 Listes en dédu
tion moduloOn se pla
e en dédu
tion modulo. La signature de la théorie 
onsidérée permet de dé
rire des listesd'entiers naturels ; on a don
 les sortes nat et list. Les entiers sont 
onstruits à l'aide des 
onstantes 0 et S,
omme d'habitude. Les listes sont obtenues à partir des 
onstantes suivantes :� [℄ pour la liste vide,� _ :: _ pour le 
ons,� _�_ pour la 
on
aténation,� rev(_) pour la fon
tion qui renverse une liste.Le 
ons et la 
on
atenation sont notés de manière in�xe. Comme d'habitude, on s'autorise a noter [a; b; 
℄pour, par exemple, a :: b :: 
 :: [℄.On s'autorise à raisonner par ré
urren
e stru
turelle sur les listes. Le prin
ipe de ré
urren
e est semblableà l'axiome de Peano ; il est donné par le s
héma de regles suivantes pour 
haque prédi
at P sur les listes :� ` P ([℄) � ` 8nata:8listl:P (l)) P (a :: l)� ` 8listl:P (l) (Re
L)Par ailleurs, on raisonne modulo la 
ongruen
e engendrée par les règles de réé
riture suivantes :[℄�l � l (1)l�[℄ � l (2)(x :: l)�m � x :: (l�m) (3)(l�m)�n � l�(m�n) (4)rev([℄) � [℄ (5)rev(a : : l) � rev(l)�[a℄ (6)rev(l�m) � rev(m)�rev(l) (7)a) Donnez les signatures des di�érentes 
onstantes.b) Donnez une preuve que la fon
tion rev(_) est involutive :8listl:rev(rev(l)) = l:1



On rappelle à 
e sujet les deux règles prin
ipales 
ara
térisant l'égalité :� ` t = t (refl) � ` P � ` t = u� ` P 0 (Leibniz)Où, dans la se
onde règle, P 0 est obtenue en remplaçant une o

uren
e de u par t.
) On ajoute à la théorie un prédi
at dis
r sur les listes, ainsi que les deux règles de rédu
tions suivantes :dis
r([℄) � 0 = 0 (8)dis
r(a :: l) � ? (9)Informellement, que �signi�e� la proposition dis
r(l) ?A l'aide de 
e prédi
at, donnez une preuve de la proposition [℄ = x :: l) ?.d) Si vous deviez étendre la dé�nition de dis
r, par quoi rempla
eriez vous les points de suspensionsuivants : dis
r(rev(l))� : : : :Informellement, expliquez pourquoi on ne peut pas ajouter une règle de la forme dis
r(l�m)� : : :.3 Listes dans la théorie de Martin-LöfOn 
onsidère maintenant la théorie de Martin-Löf étendue par des listes. Seules les 
onstantes [℄ et _ :: _sont primitives, ainsi que la familles d'opérateurs Re
LP pour 
al
uler et raisonner sur les listes. Les règlessont don
 : � wf� ` list : Type � wf� ` [℄ : list� wf� ` _ :: _ : nat! list! list� ` P : list! Type� ` Re
LP : (P [℄)! (�a : nat:�l0 : list:(P l0)! (P a :: l0))! �l : list:(P l)La �-rédu
tion est étendue par les deux règles suivantes :(Re
LP p0 p
 [℄) � p0 (10)(Re
LP p0 p
 a :: l) � (p
 a l (Re
LP p0 p
 l)) (11)a) Dé�nissez les fon
tions _�_ puis rev(_) dans 
ette théorie des types.b) Certaines des rédu
tions de la partie 2 sont dire
tement véri�ées par 
es nouvelles dé�nitions. Les-quelles ?
) Les autres rédu
tions de la question 2 peuvent être transformées en égalités ; par exemple �l :list:(l�[℄) =list l. Enon
ez tous 
es lemmes. Dans quel ordre faut-il les prouver ? De quelles manières ?d) Indiquez les étapes prin
ipales de la preuve de l'involutivité de rev(_).4 Un doigt d'imprédi
ativitéSauriez-vous dé�nir la propriété �être divisible par trois� dans la théorie des types simples de Chur
h ?Donnez le �-terme qui dé�nit 
e prédi
at.
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