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Introduction

L’ordinateur est une machine somme toute assez mystérieuse. On tape des don-
nées sur un clavier, des courants se promeénent dans de petits fils, et finalement
s’affichent devant nos yeux ébahis des résultats auxquels il nous aurait mis
infiniment plus de temps d’arriver sans la machine. C’est d’autant plus impres-
sionnant que les résultats produits sont souvent justes. Ou parfois faux. Ou
encore ces résultats ne sont jamais produits. Ou méme 'ordinateur commet une
erreur fatale. Du point de vue de la machine, les résultats ne sont jamais ni
faux ni justes, ce sont simplement des courants qui déambulent dans ses cir-
cuits électroniques. Leur signification n’est pas intrinseque mais apportée par
I'observateur. Si I'informatique veut développer des théories et des techniques
permettant d’obtenir des programmes dont on peut étre siir qu’ils sont corrects
(c’est-a-dire qu’ils renvoient toujours un résultat qui est la réponse attendue),
elle doit commencer par formaliser la situation en cernant la notion générale
de calcul. D’une part, elle doit définir de fagon abstraite ce qu’est une machine
calculante telle qu'un ordinateur, d’autre part elle doit préciser la signification
que 'on préte aux calculs.

Modéeles de calcul. Plus généralement que sur un ordinateur, I’étude des
programmes se fait dans le cadre d’un modéle de calcul, qui définit le systeme
dans lequel les calculs vont se dérouler. Un tel modele est décrit par un lan-
gage dont les termes expriment 1’état du systéme, ainsi que par un ensemble de
regles de réduction selon lesquelles cet état va évoluer au cours du temps dans
le systeme. Le langage peut étre considéré comme la syntare d’un langage de
programmation abstrait, les regles décrivant les spécifications opérationnelles
de ce langage de programmation. Les nombreux modeles introduits montrent la
variété des approches possibles pour décrire ce qu’est une machine calculante.
Par exemple, parmi les modeles fondateurs de la discipline introduits dans les
années 1930, citons les machines de Turing qui ressemblent peut-étre le plus
aux ordinateurs actuels, le A-calcul de Church et de Kleene qui est un calcul
fondé uniquement sur le concept de fonction, ou encore les fonctions récursives
partielles de Kleene. Plus récemment, la palette a encore été diversifiée par I'in-
troduction de nouveaux modeles tels que le m-calcul, les divers réseaux logiques
(réseaux de preuve, d’interaction, différentiels), les automates cellulaires, etc.
Ainsi, loin de se cantonner a ’étude des ordinateurs, I'informatique a révélé de
nombreuses fagons de décrire les processus calculatoires, chacun mettant ’ac-
cent sur un aspect différent du calcul : la gestion des ressources, le parallélisme,
ou encore les liens avec la logique.



Invariants du calcul. Quel que soit le modele utilisé, les calculs se résument
essentiellement a une série de manipulations de symboles utilisant les regles
du modele. Par exemple, dans un langage contenant les entiers, le calcul de
I’addition de deux entiers m et n peut étre effectué par le programme add défini
récursivement de la fagon suivante :

add(m,n + 1) = add(m + 1,n) et add(m,0) =m

Le calcul de la somme des entiers quatre et trois peut étre réalisé par le pro-
gramme add(4,3) qui passe de I’écriture de I'entier sept sous la forme 4 + 3 &
son écriture sous la forme 7 par les étapes successives suivantes :

4+3 — 5+2 — 6+1 — 7+0 — 7

Au cours du calcul, I'expression manipulée est toujours une facon particuliere
d’écrire I'entier sept. Le role du programme est ainsi de transformer une écriture
quelconque d’un entier donné sous la forme d’une somme, en une écriture sous
une forme canonique, ne faisant pas intervenir de symbole d’addition. L’entier
dont les écritures sont manipulées est donc un invariant du calcul. Par exemple,
Pentier sept est un invariant du programme de add(4, 3) et, de fagon plus géné-
rale, 'entier qui est égal a la somme de deux entiers m et n est un invariant du
programme add(m,n). En ce sens, les invariants du calcul décrivent de fagon
abstraite ce que font les programmes. La sémantique d’un langage de program-
mation a pour but d’associer a tout programme une interprétation dans un
univers mathématique. Nous nous intéresserons en particulier aux sémantiques
dénotationnelles, qui sont invariantes au cours du déroulement du calcul, car
celles-ci décrivent de facon plus ou moins précise le « comportement » des pro-
grammes, capturant en partie la réalité abstraite qu’ils incarnent.

Preuves, programmes et systémes. L’une des découvertes a la base de
Iinformatique moderne est la correspondance précise, établie par Curry et Ho-
ward, entre des formalismes calculatoires et des formalismes logiques. Ainsi, les
termes du A-calcul simplement typé sont en bijection avec les preuves en lo-
gique intuitionniste minimale : une preuve est donc essentiellement la méme
chose qu’un programme typé. Cette correspondance apporte un éclairage nou-
veau sur la logique en lui donnant un aspect calculatoire allant bien au dela des
considérations de prouvabilité. Une preuve d’une implication A = B n’est en
effet pas simplement le témoin du fait que si I’on a une preuve de A alors on a
une preuve de B, mais véritablement une facon particuliere de transformer une
preuve de A en une preuve de B. De méme, la régle de coupure

'rA=B r-A
I'B

est le pendant logique de I'application des A-termes : a partir d’une preuve f
de A = B et d’'une preuve x de A, on peut construire la preuve fx de B.
L’évaluation d’une telle application par la régle d’évaluation du A-calcul, appelée
B-réduction, correspond alors a une transformation de la preuve qui élimine la
regle de coupure. Ceci permet entre autres de montrer que le type d’un terme
est préservé au cours de son évaluation, la logique fournit donc un invariant
des programmes typés. Et réciproquement, toute sémantique dénotationnelle
des programmes typés nous renseigne sur la nature des preuves mémes, en leur
associant des dénotations invariantes par élimination des coupures.



Logique linéaire. L’étude approfondie d’une sémantique d’un systéeme lo-
gique, les espaces de cohérence, a amené Girard a introduire la logique li-
néaire [Gir87]. Cette logique peut étre vue comme une décomposition de la
logique classique tenant compte de la notion de ressource : les régles de contrac-
tion et d’affaiblissement, qui permettent de dupliquer ou d’effacer certaines hy-
potheses, deviennent explicites et ne peuvent étre utilisées que sur certaines for-
mules qui les autorisent. Bien que bénigne en apparence, cette prise en compte
fine de la multiplicité des hypothéses a amené a une compréhension approfondie
des principes sous-jacents a la logique. Ainsi, la fleche intuitionniste habituelle
peut étre décomposée en logique linéaire a l'aide de deux ingrédients : d’une part
la fleche linéaire A — B qui est une implication dans laquelle la preuve de B
doit utiliser exactement une fois I’hypotheése A et d’autre part 'exponentielle ! A
qui représente une preuve duplicable de la formule A. La fleche intuitionniste
peut alors étre retrouvée grace a la formule

A=B = |A—B

La preuve d’une implication intuitionniste est une preuve qui doit utiliser exac-
tement une fois une hypothese utilisable un nombre quelconque de fois. De
méme, la conjonction et la disjonction se trouvent chacune différenciées en deux
connecteurs : le tenseur ® et le avec & pour la conjonction, et le par % et la
somme @ pour la disjonction. De fagon un peu surprenante au premier abord,
ces constructions ont des interprétations tres naturelles en utilisant les concepts
issus de la théorie de la concurrence. Intuitivement, par la correspondance de
Curry-Howard, un programme de type A ® B, tout comme un programme de
type A % B est constitué d’'un programme de type A et d'un programme de
type B qui s’exécutent en parallele. Dans le cas du programme de type A ® B,
les deux sous-programmes sont entierement indépendants, tandis qu’ils peuvent
communiquer et se synchroniser entre eux si le programme est de type A% B.
Le réle du critére de correction de la logique linéaire [Gir87, DR89], caractéri-
sant les réseaux correspondant a des preuves, est essentiellement d’assurer cette
indépendance entre les deux composantes d'un tenseur.

La logique linéaire posseéde une autre propriété remarquable : ses connec-
teurs sont naturellement polarisés — les connecteurs ® et @ sont positifs et les
connecteurs % et & sont négatifs — la polarité pouvant étre caractérisée par
des propriétés communes vérifiées par les connecteurs de méme polarité. Cette
remarque a été le point de départ de la découverte par Andréoli de la propriété
de focalisation des preuves en logique linéaire [And92] : toute preuve de logique
linéaire peut étre réorganisée en une preuve dans laquelle les connecteurs sont
introduits par « blocs » maximaux de méme polarité. Cette propriété est elle
aussi liée au caractere intrinsequement asynchrone et concurrent de la logique
linéaire.

L’étude, d’un point de vue dynamique, des phénoménes concurrents sous-
jacents aux programmes et a la logique est au cceur des motivations des travaux
contenus dans cette these.



Sémantiques de jeux asynchrones

Les sémantiques de jeux constituent une famille de sémantiques dénotation-
nelles des langages de programmation s’attachant a capturer le comportement
interactif des programmes ou des preuves, c’est-a-dire la fagon dont ils vont ré-
agir aux informations qui leur sont fournies. Les échanges d’informations entre
le programme et le reste du systéme y sont modélisés sous forme ludique, par
des échanges de coups dans un jeu auquel deux joueurs participent : le Joueur,
qui représente le programme, et ’Opposant, qui représente 1’environnement du
programme. Ainsi, le type d’un programme est interprété par un jeu, qui est
un ensemble de coups polarisés (la polarité d’un coup indique lequel des deux
joueurs peut jouer le coup), ainsi que les régles du jeu, modélisées ici par ’ordre
dans lequel les coups doivent étre joués. Par exemple, le type B des booléens en
appel par nom induit le jeu suivant :

/ q \
tt ff

Ce jeu contient un coup Opposant q et deux coups Joueur tt et £f. Lorsque
I’Opposant veut connaitre la valeur d’un booléen, il joue le coup q qui doit
étre pensé comme une question de ’environnement. Le booléen peut alors soit
répondre tt s’il est le booléen vrai, soit £f dans le cas contraire. Bien entendu, le
booléen ne peut donner sa valeur qu’apres que 'environnement la lui a demandé ;
ceci est représenté par des dépendances entre les coups imposées par le jeu, que
nous avons fait figurer par des fleches dans le diagramme ci-dessus. Au cours
du jeu, les deux protagonistes échangent des suites de coups, appelées parties,
jouant chacun tour a tour. Un programme est interprété dans le modele par
une stratégie représentée par ’ensemble des parties que le programme est prét a
jouer ; en ce sens, les sémantiques de jeux sont des sémantiques de traces, encore
appelées sémantiques entrelacées. Considérons par exemple le programme not,
de type B — B, qui prend en argument un booléen et renvoie sa négation. La
stratégie correspondante contient la partie suivante :

B — B
q
q
tt
ff

Au cours de cette partie, I’environnement cherche a savoir le résultat de la
fonction not en jouant le premier coup q. La fonction interroge ensuite son
argument pour connaitre sa valeur en jouant le second coup g. Si cette valeur
est vraie (Pargument joue le coup tt) alors la fonction renvoie faux (elle joue
le coup £f). Bien évidemment, la stratégie contient aussi la partie ¢ - ¢ - £ff - tt
correspondant au cas ou ’argument est faux.

On peut faire remontrer les premiers travaux de sémantique des jeux dans
les années 1960, & Lorenzen [Lor61] qui a considéré les preuves d’une formule



comme des « jeux de dialogues » dans lesquels le Joueur, qui essaie de montrer
que la formule est vraie, est face & un Opposant qui tente de réfuter la formule.
Ces travaux seront & la base du modele de jeux défini par Blass [Bla72] qui
fournira de facon trés naturelle 'un des premiers modeles de jeux de logique
linéaire [Bla92]. On cherche souvent & construire des modéles compositionnels,
dans lesquels l'interprétation de la coupure de deux preuves peut étre déduite
de Vinterprétation des deux preuves, et a les organiser ainsi en catégories. Ce-
pendant, la composition du modele Blass n’est pas associative a cause d'un
phénomeéne subtil 1ié & la polarité des jeux, analysé par Abramsky [Abr03],
soulignant ainsi la difficulté de construire un modele catégorique de jeux de la
logique linéaire. Les sémantiques de jeux peuvent néanmoins souvent étre struc-
turées en catégories. Ceci a été pour la premiére fois remarqué par Joyal [Joy77]
qui a montré que les stratégies alternées introduites par Conway [Con01] pou-
vaient étre munies d’une loi de composition et organisées de sorte a former une
catégorie.

Innocence. La théorie de la sémantique des jeux a véritablement pris son
envol dans les années 1990 grace a deux percées indépendantes. Les jeux de
Abramsky, Jagadeesan et Malacaria [AJMO00] d’une part, et les jeuz d poin-
teurs de Hyland et Ong [HOO0O0] (ainsi que Nickau [Nic94]) d’autre part. Ces
travaux, préfigurés par le modele des algorithmes séquentiels de Berry et Cu-
rien [BC82], et accompagnés par toute une série de modeles interactifs de la
logique linéaire [AJ94, HO93, Lam95, BDER97a], ont tous deux été motivés
par la recherche de modeles précis pour un langage de programmation minimal
mais réaliste appelé PCF, un langage fonctionnel en appel par nom avec des
types de base et un opérateur de point fixe. Par un modele précis, nous enten-
dons ici un modele pleinement adéquat, dans lequel deux programmes ont la
méme interprétation précisément lorsqu’aucun programme ne peut les distin-
guer [Plo77, Mil77]. La principale difficulté pour obtenir les résultats de pleine
adéquation des modeles de jeux que nous avons mentionnés a été de caractéri-
ser les stratégies définissables [Cur07], c’est-a-dire les stratégies se comportant
effectivement comme des programmes dans le sens ou elles sont l'interprétation
d’un programme. En particulier, dans le modele de Hyland et Ong, I'innocence
est 'une des propriétés fondamentales caractérisant les stratégies définissables.
Celle-ci nous apprend qu’une stratégie correspondant & un programme réagit
en fonction d’un souvenir partiel qu’elle a du déroulement de la partie, appelé
sa vue. Par la correspondance de Curry-Howard, ce résultat peut aussi étre in-
terprété du point de vue des preuves : une preuve est une fagon d’explorer une
formule qui ne dépend que de la branche courante de la dérivation en calcul des
séquents.

Ce domaine de recherche a été un véritable succes. En relachant de diverses
fagons les conditions imposées aux stratégies, telles que I'innocence, il est sou-
dainement devenu possible de donner des modeéles de PCF (ou de sa variante en
appel par valeur [HY99]) étendu par diverses constructions telles que les réfé-
rences [AM96], les opérateurs de controle [Lai97], le non-déterminisme [HM99],
etc. D’un point de vue pratique, ’élaboration de ces modeles est prometteuse et
permet progressivement le développement de nouvelles techniques d’analyse et
de vérification de programmes [MH98, Ong02, GMO03]. Celles-ci ont en particu-
lier ’avantage d’étre compositionnelles : on peut vérifier un programme morceau



par morceau, ce qui permet de pouvoir traiter des programmes de grande taille.

La notion d’innocence est encore cependant imparfaitement comprise. Des
travaux récents proposent des reconstructions abstraites de cette notion [HHMO7,
HHHO7], mais il reste difficile de ’étendre a des cadres plus généraux que les
stratégies séquentielles. Cette these investigue la possibilité de définir une notion
d’innocence pour les stratégies concurrentes.

Concurrence. La volonté d’utiliser simultanément plusieurs unités de calcul
pour pouvoir effectuer des calculs en parallele, plus rapidement que sur une
machine séquentielle, a progressivement amené l'introduction de modeles du
calcul distribué tels que les réseaux de Petri [Pet62], le calcul de processus
CCS de Milner [Mil80] ou le m-calcul de Milner, Parrow et Walker [MPW92].
Afin d’étudier les propriétés comportementales des processus de ces calculs,
des sémantiques ont été introduites, prenant en compte les communications
entre processus comme événements observables. D’une part, des sémantiques
de traces générées par des systemes de transition étiquetés ont été définies,
amenant en particulier a ’étude des équivalences engendrées par bisimulation.
D’autre part, des sémantiques causales s’attachant a modéliser la dépendance
entre les communications faites par les processus ont été proposées, telles que
la sémantique par structures d’événements de CCS de Winskel [Win82] ou plus
récemment du w-calcul interne [CVYO07].

Afin de faire le lien entre les sémantiques de traces et les sémantiques cau-
sales, il est apparu qu’il fallait enrichir les traces d’une relation d’indépendance
entre les événements constituant ces traces et passer ainsi aux traces de Mazur-
kiewicz [Maz88] : un événement dépend d’un autre lorsque le second ne peut
étre amené avant le premier par une série de permutations d’événements indé-
pendants. Pour comprendre le réle de la relation d’indépendance, considérons
le processus al|b de CCS (qui écoute en méme temps sur les canaux a et b) et
le processus a.b + b.a (qui écoute sur le canal a puis écoute sur le canal b, ou
le contraire). Ils générent tous deux les mémes traces : a - b et b- a. Cependant,
dans le premier cas, les événements a et b sont indépendants, alors qu’ils ne le
sont pas dans le second cas. L’absence d’indépendance entre deux événements
modélise ici des phénomeénes d’interférences dus par exemple a des écritures
concurrentes a un méme endroit de la mémoire d’un programme.

Les sémantiques assez fines pour faire la distinction entre ces deux types
de situations sont qualifiées de vraiment concurrentes et peuvent prendre des
formulations trés variées [WN95]. En particulier, on peut penser les traces
comme les chemins d’'un graphe asynchrone, c’est-a-dire un graphe muni de
tuiles 2-dimensionnelles. Par exemple, les graphes asynchrones correspondant
aux deux processus mentionnés sont respectivement

NN
N A A

allb a.b+b.a



Ils ont les mémes graphes sous-jacents, donc les mémes traces, mais dans le pre-
mier graphe asynchrone les chemins a-b et b-a sont liés par une relation notée ~
et appelée homotopie qui indique que ’on peut passer du premier chemin au
second chemin en faisant permuter des événements successifs indépendants. La
présence d’une homotopie doit étre pensée dans le sens de la topologie algébrique
(dirigée) [Hat02], comme la possibilité de déformer continfiment un chemin en
un autre : effectuer les actions a et b en parallele, c’est faire a puis b, ou b puis a,
ou n’importe quel entrelacement des deux actions entre ces deux cas extrémes.
Le lien avec la géométrie va ici plus loin que la simple analogie [Pragl, Gou00].
Le rapprochement de la théorie de la concurrence et de la topologie algébrique
s’est révélé fructueux et fournit progressivement de nouveaux outils pour 'ana-
lyse des programmes [GHO5].

Sémantiques de jeux asynchrones. La théorie de la concurrence étant re-
lativement récente, il ne s’est pas dégagé de consensus autour d’un calcul de
processus ou d’'un systeme de type qui soit canonique, contrairement au \-
calcul simplement typé dans le cadre séquentiel par exemple. Les sémantiques
de jeux et celles des calculs concurrents étant toutes deux des sémantiques de
traces, il est tentant de les rapprocher afin d’avoir un point de vue qui permette
d’affiner notre compréhension de la structure des interactions concurrentes. Les
jeuz concurrents introduits par Abramsky et Mellies [AM99] pour donner un
modele pleinement complet du fragment additif et multiplicatif de la logique li-
néaire ont commencé a explorer la définition d’une sémantique de jeux vraiment
concurrente. Dans ce modele, les stratégies sont décrites par des opérateurs de
cloture qui, a toute position du jeu, associent la plus haute position du jeu que
la stratégie est capable d’atteindre. La possibilité qu’a une stratégie de jouer
plusieurs coups en paralléle & une position donnée est ainsi grossierement re-
présentée. Cette sémantique restait cependant assez éloignée des sémantiques
entrelacées habituelles. Des sémantiques de jeux de langages comportant des
constructions concurrentes ont ensuite été introduites par Ghica, Laird et Mu-
rawski [Lai0l, GMO04, Lai05] dans lesquelles les stratégies sont décrites comme
des ensembles de traces. Afin de modéliser les constructions concurrentes, les
stratégies de ces sémantiques sont closes par permutation de certains coups.
Enfin, une version reldchée des desseins de la ludique [Gir01] a été proposée
par Curien et Faggian [CF05], les L-réseauz, qui vit & la jonction de la syntaxe
des preuves en logique linéaire et de la sémantique de jeux sur des structures
d’événements.

Les parties ont été pensées pour la premiere fois comme des traces de Ma-
zurkiewicz dans les travaux de Melliés sur les jeux asynchrones [Mel04]. Au lieu
d’étre des chemins dans un graphe comme dans les jeux de Conway, les parties
deviennent les chemins d’'un graphe asynchrone. Ceci a permis en particulier
a Mellies de donner une reformulation purement diagrammatique et locale de
la notion d’innocence de Hyland et Ong [Mel04], révélant ainsi une dynamique
asynchrone derriere les calculs séquentiels. Cette reformulation procede en deux
temps. Tout d’abord, on peut se ramener a des stratégies affines, dans lesquelles
un coup est joué au plus une fois : une stratégie utilisant plusieurs fois un ar-
gument peut étre vue comme une stratégie ayant accés a un nombre infini de
copies de cet argument, et utilisant au plus une fois chacune des copies, de fagcon
uniforme. Ici, 'uniformité signifie essentiellement que la stratégie agit de facon



indépendante du choix des copies qu’elle utilise, ce qui est modélisé dans les
jeux AJM [AJMO00] en imposant aux stratégies de respecter une relation d’équi-
valence sur les parties, et peut étre reformulé par une condition de stabilité des
stratégies par actions de groupe sur les coups [Mel03]. Dans un second temps,
on montre que la condition d’innocence sur les stratégies affines peut étre ra-
menée & deux conditions de cohérence. Considérons une stratégie innocente o
sur le type B x B (le produit de deux booléens). Si 'on interroge la composante
de gauche de o puis sa composante de droite et qu’elle répond respectivement
vrai et faux alors si on interroge sa composante de droite puis sa composante de
gauche, elle doit répondre respectivement faux et vrai. L’une des conditions de
cohérence impose ce type de comportement aux stratégies et I’autre condition
est similaire. Cette compréhension asynchrone de 'innocence a été a la base
d’un modele de jeu pleinement complet de la logique linéaire introduit par la
suite [MelO5a, Mel05b).

Asynchronie non-alternée. Notre travail tente a la fois d’unifier les diffé-
rentes approches des sémantiques asynchrones et de faire émerger les structures
propres a la concurrence.

Il existe de nombreuses définitions de stratégies vraiment concurrentes :

o comme un ensemble de parties (dans les sémantiques de jeux séquentielles),
o comme un sous-graphe asynchrone du jeu (le sous-graphe visité),

e comme une structure d’événements indiquant la causalité des coups,

o comme un opérateur de cloture (dans les jeux concurrents),

e comme une relation (une reconstruction du modele relationnel de la lo-
gique linéaire & partir des jeux a été initiée dans [BDER97D]).

Ces modeles apportent tous un angle de vue particulier sur le comportement
des programmes modélisés : certains présentent 'interaction de fagon dynamique
(les ensembles de parties, les opérateurs de cloture), d’autres de fagon entiere-
ment statique (les relations) ; certains présentent l'interaction & petits pas (les
ensembles de parties), d’autres & grands pas (les opérateurs de cléture) ; certains
présentent exhaustivement les interactions possibles (les ensembles de parties),
d’autres s’attachent a décrire la causalité qui génere ces interactions (les struc-
tures d’événements). Nous montrons dans cette theése que les jeux asynchrones
permettent d’établir un lien précis entre ces modeles en apparence tres différents.

D’un point de vue conceptuel, il nous a fallu repenser les jeux asynchrones
dans un cadre non-alterné. En effet, la plupart des sémantiques de jeux sup-
posent que, au cours d’une partie, I’Opposant et le Joueur jouent chacun a leur
tour un coup. Cette alternance joue le role d’une horloge qui assure le bon dérou-
lement de la composition des stratégies : & chaque instant, on sait dans quel sens
va le flux d’informations entre les deux stratégies. Elle est cependant contrai-
gnante et peu naturelle dans le cadre de processus concurrents, deux processus
évoluant de maniere indépendante n’ayant pas a priori de fagon de se synchroni-
ser. Afin de retrouver une composition ayant des propriétés satisfaisantes pour
les stratégies non-alternées, il faut remplacer le principe d’alternance par un
principe d’asynchronie. 1l est fondé sur la supposition que les échanges d’infor-
mation se font & des vitesses incomparables les unes aux autres et sur lesquelles



on ne peut rien savoir, ce qui impose aux stratégies d’étre closes par permuta-
tions de certains coups indépendants. Par exemple, supposons qu'une stratégie
joue un coup a puis un coup b, qui sont tous deux des coups Joueur. Si ces deux
coups sont indépendants, par le principe d’asynchronie elle ne peut pas savoir
si ces coups seront regus par son environnement dans l'ordre dans lequel elle
les a envoyés ou dans 'ordre inverse; la stratégie doit donc aussi pouvoir jouer
le coup b puis le coup a afin de ne pas faire de supposition sur la vitesse de
transmission des coups a et b. Il en est de méme si les coups a et b sont tous
deux des coups Opposant, ou si a est un coup Joueur et b un coup Opposant : le
seul type de dépendance qu’une stratégie a le droit d’imposer est la dépendance
d’un coup Joueur sur un coup Opposant.

Ceci nous a amenés a proposer une reformulation diagrammatique de la
condition d’innocence dans un cadre asynchrone et non-alterné. Cette caractéri-
sation est loin dans sa forme de la définition originelle de Hyland et Ong, car la
définition de la vue sur laquelle est fondée leur définition de I'innocence dépend
fortement de 'hypothese d’alternance sur les parties. Notre travail ouvre ainsi
la voie a une possible extension de la notion d’innocence aux calculs concur-
rents. Divers raffinements et extensions sont envisageables, nous montrons en
particulier comment la discipline d’indépendance des composantes d’un tenseur
imposée par la logique linéaire peut étre formulée dans notre cadre en équipant
les jeux de tests d’ordonnancement sur les stratégies.

Présentation algébrique de la causalité

L’utilisation de I’écriture influence grandement notre fagon de décrire les phé-
nomenes. En particulier, la représentation des programmes et des preuves s’est
longtemps faite uniquement a ’aide de langages de termes, ce qui essentiellement
restreint leur description & des arbres. Les sommets des arbres correspondant
aux termes sont des constructeurs

du langage et leurs fils sont les arguments de ces constructeurs. Ces sommets
peuvent naturellement étre vus comme des opérations ayant plusieurs entrées
(les arguments z1, ..., z, de f) et une sortie (le terme f(xy,...,xy,)). Sous l'in-
fluence de la logique linéaire en particulier, la nécessité de syntaxes graphiques
plus riches que des arbres s’est fait ressentir. Par exemple, les preuves formalisées
en calcul des séquents sont trop linéaires : des preuves

s s
-T,A4,B,C,D -T,A4,B,C,D
(®) (®)
FT,A,B,C3D FT,A® B,C,D
(™) et ()

FT,A®B,C3 D FT,A®B,C3 D

ne different que par la commutation bénigne des regles d’introduction du connec-
teur 7. Les réseaux de la logique linéaire [Gir87] ont été introduits afin de
disposer d’une syntaxe qui identifie deux preuves équivalentes par ce type de



commutations, représentant les deux preuves ci-dessus par un méme réseau de
la forme

e T

) )

AR B C®D

D’autre part, les fleches de contraction ¢4 : !4 — !A ® !A et d’affaiblisse-
ment wy : !A — 1, qui dupliquent et effacent respectivement une preuve de !A
de facon explicite, sont naturellement pensées comme des « co-constructeurs »
que 'on peut représenter respectivement par

1A 1A

Ao d

1A 1A

Ces deux opérations ont une entrée, la preuve de !A. L’opération cy a deux
sorties, les deux copies produites de la preuve, tandis que 'opération wa n’en
a aucune, car elle efface son argument. Ainsi, ont été progressivement dévelop-
pées des syntaxes dont les termes sont des diagrammes 2-dimensionnels, comme
les réseaux de la logique linéaire de Girard [Gir87], les réseaux d’interaction de
Lafont [Laf90], et plus récemment les bigraphes de Milner [Mil06], etc. Ces syn-
taxes sont toutes fondées sur la donnée d’opérations ayant un nombre d’entrées
et un nombre de sorties fixés, les termes de ces langages étant construits en re-
liant des instances de ces opérations par des liens, qui connectent les sorties de
certaines opérations aux entrées d’autres opérations. Elles apportent un regard
nouveau sur le calcul, le décrivant comme la déformation d’un nceud abstrait
représentant le programme, constitué des lignes entrelacées des diagrammes le
représentant.

Les langages diagrammatiques se sont révélés extrémement utiles et intuitifs
pour manipuler des preuves. Cependant, en raison de leur nature géométrique, il
n’est pas a priori simple de leur donner une définition formelle, qui décrive pré-
cisément les manipulations autorisées sur les termes. Une réponse a été apportée
en théorie des catégories, qui utilise le méme type de langages graphiques, appe-
lés diagrammes de corde a cause de leur ressemblance avec des assemblages de
bouts de ficelles. Joyal et Street [JS91] ont montré que ces diagrammes, consi-
dérés a déformations continues pres, peuvent étre munis de compositions les
structurant en 2-catégories, et ces 2-catégories sont précisément les 2-catégories
librement générées. Ces langages peuvent ainsi étre considérés comme la repré-
sentation géométrique de structures algébriques libres de faible dimension. De
par son caractére tres général, ce type de syntaxe a été indépendamment uti-
lisé dans divers domaines des sciences et apparait aujourd’hui comme un point
de jonction entre la théorie des catégories, la logique, la théorie du calcul, la
topologie et la physique [Kas95, Str07, Bae07].
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Présentations polygraphiques. Nous avons mentionné 1’équivalence entre
les 2-catégories de diagrammes et les 2-catégories libres. Mais libres sur quoi
exactement ? Intuitivement, ces 2-catégories sont générées a partir d’ensembles
typés de générateurs de dimension 0, 1 et 2. La définition précise de cette
structure génératrice est un cas particulier d’une construction introduite par
Burroni [Bur93], les polygraphes, qui donne un cadre formel pour décrire les
2-catégories librement générées, et qui permet dans toute sa généralité de géné-
rer des w-catégories libres en toute dimension.

Ce formalisme permet en particulier de généraliser aux catégories la notion
de présentation d’'un monoide. Rappelons que la présentation d’un monoide
est la description de ce monoide sous forme du quotient, par des relations, du
monoide libre sur certains générateurs. Les présentations finies, dont les géné-
rateurs et les relations sont en nombre fini, sont particuliérement intéressantes,
car elles permettent de décrire de facon finie un monoide de cardinal a priori
infini. Elles ouvrent par exemple la voie & une manipulation par 'ordinateur
de ces monoides, permettant d’automatiser certains calculs sur ces derniers. De
méme, une (n-)catégorie peut étre présentée par un polygraphe comme le quo-
tient d’une catégorie libre par certaines relations typées. Cette idée est naturelle
dés que 'on congoit une catégorie comme un « monoide typé », dans le sens
ou une catégorie a un objet est précisément un monoide. Elle était présente
deés l'introduction des polygraphes par Burroni et les techniques permettant
d’établir des présentations de catégories ont ensuite été retravaillées en profon-
deur par Lafont [Laf03]. D’un point de vue pratique, ces présentations ont les
mémes avantages que les présentations de monoides, en particulier lorsqu’elles
sont finies. De plus, elles permettent de révéler la structure algébrique interne
des catégories présentées. Par exemple, la catégorie simpliciale, dont les objets
sont les ensembles finis totalement ordonnés et les morphismes sont les fonc-
tions croissantes, est présentée par un polygraphe qui correspond précisément a
la théorie algébrique habituelle des monoides dans une catégorie monoidale. Ce
résultat dit en substance que la catégorie simpliciale est la plus petite catégorie
contenant un monoide. De ce point de vue, elle est entierement décrite par la
notion de monoide et décrit entierement la notion de monoide.

Causalité en logique du premier ordre. Afin d’étudier la structure sous-
jacente a la causalité en logique, nous nous sommes intéressés a une sémantique
de jeux qui s’attache a modéliser les dépendances du premier ordre en logique
propositionnelle. Les coups Opposant correspondent dans les preuves aux regles
d’introduction des connecteurs universels, et les coups Joueur aux regles d’in-
troduction des connecteurs existentiels. Cette modélisation est motivée par I'in-
tuition suivante. Pour prouver une formule de la forme Jz.P(x), la stratégie doit
fournir un terme ¢ pour lequel la formule P(t) est prouvable, tandis que lors des
preuves de formules de la forme Va.P(x), environnement va tenter de réfuter
la formule en fournissant un témoin ¢ pour lequel la stratégie va devoir prou-
ver la formule P(t). Pour fournir le témoin d’une quantification existentielle,
la stratégie peut avoir besoin de I'information fournie par I’environnement. Par
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exemple, considérons la preuve

P, Pl a
F=P(x),3y.Py)
FVz.-P(x),3y.P(y)

(v)

Le connecteur existentiel n’aurait pas pu étre introduit avant le connecteur
universel (en lisant la preuve de bas en haut), car la stratégie a besoin de I'in-
formation contenue dans la variable x fournie par I’environnement pour pouvoir
donner un témoin pour y. Dans la stratégie correspondant a cette preuve, cela
sera modélisé par une relation de dépendance

VY > Jy

du coup correspondant a Jy sur le coup correspondant a Vz.

Ainsi, les stratégies définissent des relations d’ordre sur les connecteurs des
formules. Les stratégies définissables, qui sont l'interprétation d’une preuve,
peuvent étre caractérisées par deux conditions externes qui imposent a ’ordre
de la stratégie d’étre compatible avec I'ordre imposé par le jeu et permettent
de s’assurer que les dépendances exprimées par cet ordre partiel sont toujours
d’un coup Joueur sur un Opposant. Nous montrons que la catégorie monoidale
de ces stratégies peut étre présentée par un polygraphe correspondant a une
version polarisée de la théorie des bigebres bicommutatives. Au dela d’une com-
préhension fine de la forme des stratégies de la catégorie, les intéréts d’une telle
présentation sont multiples. D’une part, elle donne une caractérisation interne
des stratégies innocentes : les stratégies ne sont plus caractérisées par certaines
conditions au sein d’une catégorie plus grosse, le polygraphe engendre toutes les
stratégies et n’engendre qu’elles. Ceci permet a posteriori de montrer de fagon
simple que les stratégies de la catégorie sont les stratégies définissables, et que
les stratégies composent (avec la caractérisation externe des stratégies, il faut
montrer que les conditions imposées aux stratégies sont préservées par compo-
sition). D’autre part, les diagrammes de cordes associés au polygraphe donnent
une description formelle des diagrammes de dépendance qui sont naturellement
utilisés pour représenter les stratégies, en reliant les coups Joueur aux coups
Opposant dont ils dépendent.

Plan

Apres le chapitre 0 rappelant quelques notions fondamentales en théorie des
catégories, la these est constituée de deux parties.

La premiere partie s’attache a étendre la notion d’innocence en sémantique
des jeux & un cadre asynchrone et non-alterné. Au chapitre 1, nous redémontrons
la caractérisation, par la Propriété du Cube, des graphes asynchrones générés
par un ordre partiel. Le chapitre 2 introduit progressivement une sémantique
de jeux asynchrone et non-alternée pour la logique linéaire. Nous commengons
par définir une classe de stratégies positionnelles dont nous caractérisons les élé-
ments soit comme des ensembles de traces, soit comme des sous-graphes asyn-
chrones du jeu sur lequel elles sont définies (section 2.1). Ces stratégies sont
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ensuite raffinées afin de prendre en compte la polarité des coups, ce qui permet
de définir une notion de composition et d’organiser ainsi ces stratégies en une
catégorie (section 2.2). Le modele des jeux concurrents peut en particulier étre
retrouvé a 'intérieur de cette catégorie, et nous en caractérisons les morphismes
a l’aide d’une condition caractéristique de ’asynchronie appelée courtoisie (sec-
tion 2.3). De méme, nous caractérisons les stratégies affines innocentes au sein
de cette catégorie (section 2.4). Nous montrons enfin comment ce modeéle peut
étre enrichi de tests interactifs afin de donner une sémantique de la logique
linéaire capturant sémantiquement la différence entre les connecteurs ® et %
(section 2.5).

La seconde partie est dévolue a la description d’une catégorie de jeux comme
une catégorie monoidale libre. Le chapitre 3 introduit la notion de présentation
d’une catégorie monoidale par un polygraphe, et rappelle les définitions de struc-
tures algébriques classiques dans les catégories monoidales. Dans le chapitre 4,
nous définissons une sémantique de jeux pour le fragment sans connecteurs de la
logique propositionnelle du premier ordre et donnons une présentation de cette
catégorie, qui correspond a une version polarisée de la théorie des bigebres bi-
commutatives. Au chapitre 5, les preuves de ces résultats amenant a considérer
de nombreux cas, nous nous sommes enfin intéressés a la possibilité d’une au-
tomatisation partielle de celles-ci et décrivons un algorithme d’unification pour
les termes de catégories monoidales libres, permettant d’étudier la confluence
locale de présentations monoidales.

Références. Une grande partie du contenu de cette these est disponible en
langue anglaise sous forme de publications ou de notes. Le contenu du Cha-
pitre 2 est présenté dans l'article Asynchronous Games : Innocence without Al-
ternation [MMO7], ainsi que dans une note plus détaillée intitulée Asynchronous
Games without Alternation. Enfin, la note Presentation of a Game Semantics
for First-Order Propositional Logic présente le contenu du Chapitre 4. Ces textes
sont tous disponibles en ligne sur mon site de I'internet.

13



Chapitre 0

Théorie des catégories

La théorie des catégories est une théorie de la structure en mathématiques.
Elle s’attache a étudier des classes d’objets mathématiques en décrivant non
pas directement la structure propre de ces objets, mais les rapports qu’ils entre-
tiennent les uns avec les autres. Ce point de vue « social » sur les mathématiques
a permis le développement d’une théorie qui s’est révélée étre trés générale et
suffisamment abstraite pour pouvoir s’appliquer a de nombreuses situations,
notamment celles proposées par 'informatique.

Il nous a semblé utile d’écrire un chapitre rappelant les outils principaux de
la théorie des catégories qui seront intensivement utilisés dans cette theése, en
particulier pour structurer la sémantique des jeux introduite au Chapitre 2, ainsi
que pour décrire une sémantique de jeux comme une structure catégorique libre
aux Chapitres 3, 4 et 5. Le sujet étant tres vaste, nous ne prétendons bien stir
pas étre exhaustifs. Nous avons en particulier tenté de présenter les catégories
structurées que nous utilisons (catégories, catégories monoidales, 2-catégories,
etc.), en mettant en avant les notations sous forme de diagrammes de corde des
morphismes de ces catégories. L’introduction donnée ici pourra notamment étre
complétée par I'ouvrage de référence de MacLane [Mac71] qui propose une ex-
cellente et trés compléte introduction au domaine, par le livre de Leinster [Lei04]
qui s’attache a décrire les développements récents de cette théorie en dimension
supérieure, et par le chapitre de Mellies [Mel08] qui explique les liens entre la
théorie des catégories et la logique linéaire.

0.1 Catégories

Définition 0.1 (Catégorie). Une catégorie C est la donnée :
e d’une classe Obe dont les éléments sont appelés objets ;

o d’une classe Hom¢ (A, B) pour toute paire d’objets A et B dont les élé-
ments sont appelés morphismes, on utilise souvent la notation

f:A— B

pour indiquer que f est un morphisme de Home (A, B), 'objet A est alors
appelé la source de f et I'objet B son but;



0.1. Catégories

e d’une opération binaire
—O¢c — HOmc(B,C) X HOmc(A,B) — HOch(A,C)

appelée composition, en particulier, pour tous morphismes f : A — B et
g: B — C, le morphisme

gocf:A—C
est appelé composée des morphismes f et g;

e d’un morphisme
idG:A— A
pour tout objet A appelé identité sur A;

qui satisfont les axiomes suivants :
e associativité : pour tous objets A, B, C et D, et tous morphismes
fitA—=>B, g:B—-C e h:C—D,
I’égalité
(hocg)oc f = hoc(gecf)
est vérifiée ;
e unité : pour tous objets A et B, et tout morphisme f : A — B, les égalités
idyocf = f = focid§
sont vérifiées.

Dans la suite, on omettra l'indice C de Hom, id, o, etc. lorsque la catégorie
dont il s’agit peut étre aisément déduite du contexte. L’identité id4 sur un
objet A est parfois simplement notée A et ’ensemble Hom¢ (A, B) est parfois
simplement noté C(A, B).

Deux morphismes sont qualifiés de coinitiauz lorsqu’ils ont méme source,
de cofinauz lorsqu’ils ont méme but, et de paralléles lorsqu’ils sont a la fois
coinitiaux et cofinaux.

Ezemple 0.2. A titre d’exemple, introduisons quelques catégories fondamentales.
e La catégorie Set dont les objets sont les ensembles et les morphismes entre

deux objets A et B sont les fonctions de A dans B avec la composition et
les identités habituelles.

e La catégorie Rel dont les objets sont les ensembles finis et les morphismes
entre deux objets A et B sont les relations de A dans B avec la composition
et les identités habituelles.

o La catégorie Mon dont les objets sont les monoides et les morphismes
entre deux objets (A, +,0) et (B, x,1) sont les morphismes de monoides,
c’est-a-dire les fonctions f: A — B telles que

Vm,ne A, fim+n)=f(m)x f(n) e f0)=1

avec la composition et les identités habituelles.
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0.1. Catégories

o La catégorie Grph dont les objets sont les graphes (voir Définition 1.1)
et les morphismes sont les morphismes de graphes.

o Tout ensemble partiellement ordonné (F, <) induit une catégorie dont les
objets sont les éléments de E, telle qu’il y a exactement un morphisme
d’un objet  a un objet y si x < y et aucun morphisme sinon.

Remarque 0.3. Le terme classe dans la Définition 0.1 ci-dessus peut étre infor-
mellement considéré comme un synonyme d’ensemble. Cependant, la classe des
objets d’une catégorie est parfois plus « grosse » qu’un ensemble. Par exemple,
dans la catégorie Set la classe des objets ne forme pas un ensemble, car la
théorie des ensembles de Zermelo-Frankel — ainsi que la théorie des ensembles
de Godel-Bernays — serait inconsistante si la classe de tous les ensembles était
un ensemble, par le paradoxe de Cantor. Il faut donc prendre des précautions
particulieres pour éviter ce type d’inconsistances lorsque 'on travaille avec de
telles grosses catégories. Ces détails subtils dépassent le cadre de cette these et
nous resterons volontairement informels sur ces points.

On représente souvent un morphisme f: A — B par un diagramme
f
A——B

De méme la composée go f : A — C de deux morphismes f : A — B et
g : B — C peut étre représentée par

A% ¢ ou Al p . ¢

Enfin, on représente souvent deux morphismes paralleles f : A — Betg: A — B
par un diagramme

Ce diagramme est dit commutatif lorsque les deux morphismes f et g sont égaux.
Les diagrammes commutatifs sont I’'un des moyens habituellement utilisés pour
exprimer des égalités entre morphismes en théorie des catégories.

Définition 0.4 (Sous-catégorie). Une sous-catégorie D d’une catégorie C est
une catégorie telle que

» Obp C Obg,
o pour toute paire A et B d’objets de C, Homp(A, B) C Hom¢ (A, B),

o pour tous objets A, B et C, et toute paire d’éléments f € Homp(A, B)
et g€ HOIIID(AA,B)7 g oc f S HOII?[D(fl,(j)7

« pour tout objet A, id§ € Homp(4, A).

La composition de deux morphismes f: A — B et g: B — C de D est définie
par gop f = goc f et lidentité sur un objet A est id; = idi. Une sous-
catégorie D de C est dite pleine lorsque pour toute paire d’objets A et B de D,
Homp(A, B) = Home (A, B).

16



0.1. Catégories

Ezxemple 0.5. Nous noterons FinSet la sous-catégorie pleine de Set dont les
objets sont les ensembles finis.

Définition 0.6 (Epimorphisme, monomorphisme). Un morphisme f : A — B
est un épimorphisme s’il est simplifiable a droite c’est-a-dire si pour tout objet C'
et toute paire de morphismes g1,g2 : B — C,

giof=geoof implique g1 = go.

De fagon duale, un morphisme f : A — B est un monomorphisme s’il est
simplifiable & gauche.

Définition 0.7 (Isomorphisme). Un morphisme f : A — B d’une catégorie C
est un isomorphisme (ou encore est inversible) lorsqu’il existe un morphisme
g: B — A tel que

gof:idA et fOQZidB.
Un tel morphisme g, lorsqu’il existe, est déterminé de facon unique par f et est
appelé 'inverse de f, souvent noté f 1.

Définition 0.8 (Catégorie opposée). La catégorie opposée d’une catégorie C,
notée C°P, est la catégorie dont les objets sont les objets de C, dont les mor-
phismes sont définis par Homgor (A, B) = Home (B, A), et dont la composition
et les identités sont induites par celles de C.

Par une « co-structure », on entend souvent la structure dans la catégo-
rie opposée. Par exemple, un comonoide dans une catégorie C est un monoide
dans C°P, etc.

Nous définissons a présent les notions de foncteur et de transformation na-
turelle, qui sont les notions naturelles de morphisme entre catégorie et entre
foncteurs.

Définition 0.9 (Foncteur). Un foncteur F : C — D entre deux catégories C
et D est la donnée :

e d’une fonction F : Obe — Obp qui & tout objet A de C associe un objet
FAdeD;

o d’une fonction F4 p : Hom¢(A, B) — Homp(FA, FB), souvent simple-
ment notée F', pour toute paire d’objets A et B, qui & tout morphisme
f:+A— B deC associe un morphisme F'f : FA — FB de D;

qui satisfont les axiomes suivants :

o préservation de la composition : pour tous objets A, B et C, et tous mor-
phismes f: A — Bet g: B— C de C, I'égalité

Fac(gocf) = FpogopFanf
est vérifiée ;
e préservation des identités : pour tout objet A de C, 1'égalité
Faaid§ = idBy,

est vérifiée.
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0.2. 2-catégories

Un foncteur F est plein (resp. fidéle) lorsque les fonctions F4 g sont injectives
(resp. surjectives) pour toute paire d’objets A et B de C.

Définition 0.10 (Catégorie Cat). On note Cat la catégorie dont les objets
sont les catégories et dont les morphismes entre deux objets C et D sont les
foncteurs F' : C — D. La composée G o F' de deux foncteur F' et G est parfois
simplement notée GF'. Le foncteur identité sur une catégorie C est noté Ide ou
parfois simplement C.

Définition 0.11 (Transformation naturelle). Etant données deux catégories C
et D et deux foncteurs paralleles F': C — D et G : C — D, une transformation
naturelle 0 : F' — G entre les foncteurs F' et G est une famille 84 : FA — GA
de morphismes de D, indexée par les objets A de C, appelés composantes de la
transformation naturelle, telle que pour tous objets A et B et tout morphisme
f:A— BdeC le diagramme

FA-". gA

v |o

FB——(GB
OB

commute dans D.

Définition 0.12 (Catégorie tranche). La catégorie tranche d’une catégorie C
au dessous d’un objet A de C, notée A ] C est la catégorie

« dont les objets sont les paires (f, B), ou B est un objet et f: A — B un
morphisme de C,

o dont les morphismes h : (f, B) — (g,C) sont les morphismes h : B — C
de C pour lesquels le diagramme

A
VN
B— = (C
h

commute,

la composition et les identités étant induites par celles de la catégorie C.

Dualement, la catégorie tranche C | B d’une catégorie C au dessus d’un ob-
jet B de C a pour objets les paire (A4, f), ou A est un objet et f : A — B un
morphisme de C, les morphismes étant définis de facon similaire a la définition
précédente.

0.2 2-catégories

La notion de catégorie peut étre généralisée en enrichissant sa structure de
« morphismes entre morphismes », appelés 2-cellules, qui équipent les caté-
gories d’une structure 2-dimensionnelle : si les morphismes décrivent comment
transformer un objet d’une catégorie en un autre, les 2-cellules d’une 2-catégorie
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0.2. 2-catégories

décrivent comment transformer un morphisme en un autre morphisme paralléle.
Nous verrons que ce cadre permet de formuler de fagon interne les définitions
de nombreuses structures catégoriques classiques (adjonctions, monades, etc.).
Une introduction plus poussée aux 2-catégories peut étre trouvée dans I'article
de Kelly et Street [KS72].

Définition 0.13 (2-catégorie). Une 2-catégorie C est la donnée :
e d’une classe Ob¢ dont les éléments sont appelés 0-cellules ou objets ;

o d’une catégorie Hom (A, B) pour toute paire d’objets A et B dont les objets
f A — B sont appelés 1-cellules, les morphismes « : f = g sont appelés
2-cellules, la loi de composition est notée e et est appelée composition
verticale et les identités sont appelées identités verticales;

e d’un foncteur — o — : Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A,C) appelé
composition horizontale ;

e d’une 1-celluleid4 : A — A pour tout objet A, appelée identité horizontale
sur A;

telles que la composition horizontale est associative : pour toutes 0-cellules A,
B, C et D, pour toutes 1-cellules f,f': A— B, g,¢' : B— Cet h,h/:C — D,
pour toutes 2-cellules a: f = f/, B:g=¢ et y:h=Hh,

(hog)of=ho(gof), (hog)of =ho(gof) et (yoB)oa=ryo(Boa)

et admet les identités comme éléments neutres : pour toutes 0-cellules A et B,
pour toutes 1-cellules f, f' : A — B, pour toute 2-cellule o : f = f/,

idgof=f=foida, idpof =f = foida et idigyoa=a=aoidyg,

Une 2-cellule a: f = f': A — B est souvent représentée par un diagramme

De méme, la composition horizontale de deux morphismes est figurée par

f g gof
PETES TS T
A o« B {BC = A Boa _ C
~ s ~
I’ g’ g'of’

et la composition verticale par

s
7 e N /
PR AT |pea>B
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0.2. 2-catégories

Ezxemple 0.14. La 2-catégorie Caty a les catégories comme O-cellules, les fonc-
teurs I’ : C — D comme 1-cellules entre deux O-cellules C et D, et les transfor-
mations naturelles 6 : F' = G : C — D comme 2-cellules entre deux 1-cellules
F:C—>DetG:C—D.

Remarque 0.15. Cette construction se généralise aux dimensions supérieures : il
est possible de définir une notion de n-catégorie pour tout entier n, ainsi qu’une
notion d’w-catégorie contenant des n-cellules en toute dimension n.

Propriété 0.16 (Lois d’échange et de Godement). Dans toute 2-catégorie C,

e la loi d’échange entre les compositions horizontale et verticale est vérifiée :
pour toutes 2-cellules

a: f=f.:A—B
o ff=f":A— B

B:9=¢g :B—=>C

el B8 :¢d =49 :B—C

on a
(B'eB)o(d/ea) = (f'od)e(Boa)
et pour toutes 1-cellules f: A— B etg: B— C, on a

idgof = idg o idf
e la loi de Godement est vérifiée : pour toute paire de 2-cellules
a:f=f:A—-B et B:g=g¢g:B-=C

on a

(Bof)elgoa) = (goa)e(Bof)

De méme qu’a la Définition 0.4, on peut définir la notion de sous-2-catégorie
D d’une 2-catégorie C, qui est une 2-catégorie telle que Obp C Ob¢, pour toute
paire de 0-cellules A et B, Homp(A, B) est une sous-catégorie de Home (A, B),
qui est close par composition et identités horizontales et telle que les identités
et les compositions coincident avec celles de C. Une sous-2-catégorie D d’une
2-catégorie C est dite pleine lorsque pour toute paire de O-cellules A et B de D,
les catégories Homp (A, B) et Home (A, B) sont égales. Si C est une 2-catégorie
et A et B deux 0-cellules de C, nous noterons Hom2 (A, B) la sous-2-catégorie
pleine de C n’ayant que A et B comme 0-cellules.

Définition 0.17 (2-foncteur). Un 2-foncteur F : C — D entre deux 2-catégories
C et D est la donnée

e d’une fonction F' qui a toute O-cellule A de C associe une 0-cellule FFA
de D;

o d’un foncteur Fy4 p : Home(A, B) — Homp(FA, FB), souvent simple-
ment noté F', pour toute paire de O-cellules A et B de C;

telles que

e la composition horizontale est préservée : pour toutes O-cellules A, B et
C, pour toutes 1-cellules f: A— Betg: B— C,

Fac(gof) = FpecgoFanf
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et pour toutes O-cellules A, B et C, pour toutes 1-cellules f, f': A — B
et g,g' : B — C, pour toutes 2-cellules a: f = ffet B:9=¢,

Fpc(Boa) = FpcofoFapa,
« les identités horizontales sont préservées : pour toute 0-cellule A de C,

Fyaida = idpa.

On note 2-Cat la catégorie des 2-catégories et 2-foncteurs.

0.3 Diagrammes de corde

Les égalités entre morphismes dans une 2-catégorie peuvent au premier abord
paraitre absconses et difficiles & manipuler. Cependant, leur nature géométrique
peut étre révélée en représentant les morphismes sous forme graphique a ’aide de
diagrammes appelés diagrammes de corde. Ces diagrammes ont été introduits
par le physicien Penrose [Pen71, PR84] comme des notations pratiques pour
manipuler les morphismes dans des catégories monoidales et ont ensuite été
formalisés par Joyal et Street [JS91]. Ils constituent toujours un sujet actif de
recherche; Baez et Dolan [BD95] cherchent par exemple a les généraliser en
dimension supérieure.

Supposons donnée une 2-catégorie C. Soient A, B et C des O-cellules et
f:A—=> B, ,g: B — Ce h: A — C des l-cellules de cette 2-catégorie.
Comme nous 'avons expliqué a la Définition 0.13, une 2-cellule p: go f = h
est habituellement représentée par

B

7N
bp  C
h

A

De ce diagramme de dimension 2, on peut déduire un diagramme de corde
en suivant le principe de dualité de Poincaré qui nous amene & transformer
éléments de dimension k de ce diagramme en éléments de dimension 2 — k.
Ainsi, les 0-cellules A, B et C deviennent des régions du plan, les 1-cellules f, g
et h deviennent (restent) des fils et la 2-cellule u devient un point. On obtient

alors le diagramme
f g
B
A C
h
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qui rend compte de l'intuition selon laquelle la 2-cellule p est une opération
qui prend deux entrées (de types respectifs f et g) pour produire une sortie
(de type h), de méme que 'addition + : N x N — N dans un langage de
programmation prend deux entiers (de type N) pour renvoyer un entier :

N N

\e/

N

En particulier, les identités prennent une entrée et la rendent en sortie. Une
identité Id : f = f: A — B sera donc représentée par un fil

Les compositions ont des représentations simples dans ce langage diagram-
matique. Ainsi, sia: f = f/: A > Bet f:9g =g : B — C sont deux
2-cellules représentées respectivement par

f g
AéODB et Bd@C
I g

le diagramme correspondant & leur composée horizontale
Boa : gof=gof : A=C

est obtenu en placant les deux diagrammes « cOte a cote » :

gof f g f g
B
A @Go C = A @Bo C = Al@WB@)C
B
gof o d g

De méme, le diagramme représentant la composée verticale

fea : f=h : A—B
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0.3. Diagrammes de corde

de deux 2-cellules a : f == g: A — Bet f:9g=h: A — B est obtenu en
mettant les deux diagrammes « 'un au dessus de 'autre » et en « reliant » les
fils de sorties de « aux fils d’entrée de 3 :

B

f
@
A @Ge> B = A
®
h

L’un des intéréts principaux de ces diagrammes est qu’ils intégrent les éga-
lités entre 2-cellules inhérentes aux 2-catégories comme des déformations to-
pologiques. Ainsi, I’égalité de Godement décrite a la Propriété 0.16 peut étre
représentée par

f g

f g
A | B | C = AJ.PB@TC
o d g

Cette égalité prend un sens géométrique des que 'on remarque que l'on peut
déformer de fagon continue le membre gauche de 1’égalité de sorte a obtenir le
membre droit. Il est aisé de vérifier qu’il en est de méme pour toutes les autres
égalités définissant les 2-catégories. En particulier, les deux membres de ’égalité
de la loi d’échange de la Définition 0.13 sont tous les deux représentés par le

méme diagramme
f g
(@
A B C
@
f// g//

La réciproque est aussi vraie et bien plus subtile : deux diagrammes équivalents
modulo déformations continues représentent le méme morphisme. Ce résultat
nous assure donc que 'interprétation d’un diagramme en termes de morphismes
dans une catégorie monoidale n’est pas ambigué. Il a été démontré et formalisé
en détail par Joyal et Street [JS91] et peut étre formulé de la fagon suivante :
la 2-catégorie des diagrammes modulo déformations continues est équivalente a
la 2-catégorie générée par un 2-polygraphe sans relations (voir Section 3.2).
Dans la suite, nous nous efforcerons de donner les représentations des dia-
grammes commutatifs sous forme de diagrammes de corde. On omettra parfois
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les étiquettes des 2-cellules lorsque celles-ci peuvent étre déterminées de fagon
univoque & 'aide du contexte, par le nombre de fils d’entrée et de sortie de
la cellule. Il en est de méme pour les étiquettes des 1-cellules et des O-cellules.
Nous donnerons aussi parfois des représentations graphiques de morphismes qui
permettent de visualiser des manipulations algébriques mais ne sont pas préci-
sément des diagrammes de corde dans le sens décrit ci-dessus. Nous préciserons
alors que ces représentations sont informelles.

Les diagrammes de corde de cette theése ont été dessinés par un programme
que nous avons créé avec l'aide de Nicolas Tabareau appelé strid — pour string
diagram. La syntaxe des fichiers décrivant ces diagrammes est similaire a celle du
paquet BTEX Xy-matrix (aussi utilisé ici pour dessiner les diagrammes commuta-
tifs) mais des diagrammes duaux sont générés, en calculant des splines cubiques
pour avoir de jolies cordes réalistes. Ce programme est librement disponible a
l’adresse http://strid.sf.net/.

0.4 Adjonctions

La notion d’adjonction peut étre définie dans un cadre 2-catégorique de la facon
suivante.

Définition 0.18 (Adjonction). Une adjonction (A, B, f, g,n,e) dans une 2-ca-
tégorie C est la donnée :

e de deux O-cellules A et B,
e de deux 1-cellules f,g: A — B,
e de deux 2-cellules
n:A=gof:A—-A e ¢e:fog=B:B—>B

respectivement représentées par

B 9 B f
/\ ot \/
fAg A
telles que les égalités
A
" A
A—f»%—Q»A—f»B = A | f B
S Ve 7 T
B
et
A

/@A s

B—9—> A —f—>

W \7/

B
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sont vérifiées. Graphiquement,

f f g g

La 1-cellule f (resp. g) est alors appelée adjoint ¢ gauche (resp. d droite) de g
(resp. de f). Les 2-cellules 7 et ¢ sont respectivement appelées unité et counité
de ’adjonction.

Les deux égalités de la définition précédente sont souvent appelées équations
de zig-zag en raison de leur représentation sous forme de diagrammes de corde.

Propriété 0.19. Dans une 2-catégorie, ladjoint & gauche (resp. a droite) d’une
1-cellule est unique a isomorphisme pres, lorsqu’il existe.

On retrouve la définition habituelle de foncteurs adjoints en spécialisant la
définition a la 2-catégorie Cats :

Définition 0.20 (Adjonction). Une adjonction entre deux catégories C et D
est la donnée de deux foncteurs F' : C — D et G : D — C et d’une famille de
bijections

Homp(FA,B) = Home(A,GB)
pour tous objets A de C et B de D, naturelle en A et B. On utilise parfois la
notation F' - G pour indiquer que le foncteur F' est ’adjoint a gauche de G.

Ezxemple 0.21. Notons U : Mon — Set le foncteur d’oubli qui a tout monoide
(M, +,0) associe 'ensemble sous-jacent M. Il est appelé ainsi, car il « oublie »
la structure de monoide sur I’ensemble. Ce foncteur admet un adjoint a gauche
F : Set - Mon qui & tout ensemble M associe le monoide libre (M*,- 1)
sur M : ses éléments sont les listes (mq, ma, ..., my) d’éléments de M, la multi-
plication est donnée par la concaténation des listes et 'unité est la liste vide ().
Alternativement, le monoide libre M™* sur un ensemble M peut étre décrit par la
propriété universelle suivante. Ce monoide est la donnée d’un objet M* de Mon
et d’'un morphisme i : M — UM™* dans Set tel que pour tout objet N de Mon
et tout morphisme g : M — UN il existe un unique morphisme f : M — N
dans Mon tel que le diagramme

M—" s UM*

Uf
Xv

UN

commute dans Set : il existe une unique fagon d’étendre une fonction de M
dans UN en un morphisme de monoides de M* dans N. L’unité de I’adjonction

F
T
Set 1 Mon

N N 00
U
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a pour composantes les fonctions ny; : M — UFM = M* qui a tout élément m
de M associent la liste (m) et sa counité a pour composantes les morphismes
de monoides €(py,. 1y : FU(M,-,1) = (M,-,1) qui a une liste (m1,ma,...,ms)
associe ’élément mq - mo - - - my, de M.

De fagon générale, les « constructions libres » sont les adjoints & gauche des
foncteurs d’oubli. A titre d’exemple, citons aussi I'exemple des catégories libres
sur un graphe : le foncteur d’oubli U : Cat — Grph qui a toute catégorie C
associe le graphe sous-jacent (i.e. oublie la composition et les identités) admet
un adjoint a gauche F : Grph — Cat qui a tout graphe G associe la catégorie
libre G* sur G. Les objets de G* sont les sommets de G, les morphismes entre
deux objets A et B sont les chemins de A & B dans G, la composition est donnée
par la concaténation des chemins et les identités sont les chemins vides.

Ezemple 0.22. Si (P, <) et (@, <) sont deux ensembles partiellement ordonnés
alors une adjonction entre les catégories associées est précisément une corres-
pondance de Galois entre ces ensembles partiellement ordonnés.

Définition 0.23 (Equivalence de catégories). Deux catégories C et D sont dites
équivalentes lorsqu’il existe une adjonction entre C et D dont 'unité et la counité
sont, inversibles.

Deux catégories sont équivalentes si elles sont isomorphes d isomorphisme preés.
Cette intuition peut étre raffinée par la caractérisation suivante de I’équivalence
entre catégories.

Propriété 0.24. Deux catégories C et D sont équivalentes si et seulement si il
eziste un foncteur F : C — D plein et fidéle tel que tout objet B de D il existe
un objet A de C' pour lequel B est isomorphe a FA.

En particulier, une catégorie est équivalente a chacun de ses squelettes :

Définition 0.25 (Squelette). Un squelette D d’une catégorie C est une sous-
catégorie pleine de C telle que tout objet de C est isomorphe (dans C) a un
unique objet de D.

0.5 Catégories monoidales

Il est fréquent que des catégories soient munies d’une structure de monoide
sur les morphismes, le morphisme produit f ® g de deux morphismes f et g
correspondant intuitivement a « effectuer les actions des morphismes f et g en
parallele ». La notion de catégorie monoidale permet donner un cadre formel
général pour décrire ce type de situations.

Définition 0.26 (Catégorie monoidale). Une catégorie monoidale (C,®, I, a, A, p)
est une catégorie C équipée :

¢ d’un foncteur
® : CxC-=C

appelé produit tensoriel ;

e d’un objet I de C appelé objet unité;
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e d’une transformation naturelle inversible o de composantes
QA BC: (A@B)@C—)A@(B@C)
appelée associateur

¢ de deux transformations naturelles inversibles A et p, de composantes res-
pectives
AMI®A—>A et pa:ARI— A

respectivement appelées uniteur a gauche et uniteur a droite;

tels que les diagrammes suivants commutent pour tous objets A, B, C et D :

QA B, D QA BRC,D
(AR B)®C)® D22 (A0 (BoO) @D 222" Ag (B®C)® D)
05A®B,C,Di \LA(X)(XB,C,D
(A® B)® (C® D) YWY A® (B®(C® D))
(A I)® B L A® (I® B)
AR B

Aa®B PA®RB

I®A)®B A®B I®I (AoB)®I A (B®I)

Ar PI
a1, A B AagB xA,B,I AQpp

I®(A® B) I A®(B®I)

Une catégorie monoidale est dite stricte lorsque les transformations naturelles
a, A et p sont des identités.

Dans la définition ci-dessus, la notation C x C fait référence au produit car-
tésien dans la catégorie Cat, voir 'Exemple 0.38.

Ezemple 0.27. La catégorie (Set, x, 1) est monoidale munie du produit cartésien
sur les ensembles avec I'ensemble & un élément 1 = {#} comme unité. Bien st
une catégorie peut admettre plusieurs structures monoidales (ou aucune). Ainsi,
la catégorie (Set,, () est aussi une catégorie monoidale avec 'union disjointe
comme produit tensoriel et ’ensemble vide comme unité.

Propriété 0.28. Dans la Définition 0.26, la commutation des deuzx premiers
diagrammes implique la commutation des trois derniers.

Propriété 0.29 (Lois d’échange et de Godement). Dans toute catégorie mo-
noidale (C,®,1),

e la loi d’échange est vérifiée : pour tous morphismes f : A— B, g: B — C,
h:D—FEeti:E—F, ona

(gof)®@(ich) = (9@i)o(f®h)
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e la loi de Godement est vérifiée : pour tous morphismes f : A — B et
g:C— D, ona

Begle(fel) = (feD)o(A®yg)
e [l’identité est monoidale : pour tous objets A et B, on a
idagp = ida®idp.

Définition 0.30 (Foncteur monoidal). Un foncteur monoidal liche entre deux
catégories monoidales (C, ®¢, Ic, ac, Ac, pc) et (D, ®@p, Ip, Ap, pp) est la donnée
d’un foncteur F' : C — D, d’une transformation naturelle ¢ de composantes
pap: FAQ FB — F(A® B) et d'un morphisme ¢; : Ip — Fl¢ tels que les

diagrammes

QFA,FB,FC

(FA® FB)® FC FA® (FB® FC)

¢A,B®Fcl J/FA®¢B,C
F(A® B) ® FC FA® F(B® C)
F((A® B)® 0) ————> F(A® (B® 0))
TQFA-FY L pa FA@I - S FA
¢1®FA\L TFAA FA®¢Il TFpA
FI®FA——F(I®A) FA®FI——F(A®)

commutent dans D pour tous objets A, B et C. Un foncteur monoidal lache
est fort (resp. strict) lorsque les morphismes ¢4 g et ¢ sont des isomorphismes
(resp. des identités) pour tous objets A et B de C. Dans la suite, sauf mention
contraire explicite, les foncteurs monoidaux considérés seront forts.

Définition 0.31 (Transformation naturelle monoidale). Une transformation
naturelle monoidale 6 : (F,¢) — (G, ) entre deux foncteurs monoidaux laches
(F,¢),(G,v¢) : (C,®¢,Ic) — (D,®p,Ip) est la donnée d’une transformation
naturelle § : F — G entre les deux foncteurs sous-jacents pour laquelle les
diagrammes

FA® FB-"%"_ GAwGB I

[ e N
bA, B YA, B et
F(A® B) ——>G(A® B) FI o GI

commutent dans D pour tous objets A et B de C.

Le théoreme de cohérence suivant dit & Mac Lane nous assure en un certain
sens que la définition que nous avons donnée des catégories monoidales est la
« bonne » et permet de plus souvent de simplifier les études de catégories monoi-
dales, car il montre qu’il n’est pas restrictif de ne s’intéresser qu’aux catégories
monoidales strictes, dans le sens suivant.
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Propriété 0.32 (Cohérence des catégories monoidales). Toute catégorie monoi-
dale est équivalente (via une paire de foncteur monoidauz forts) d une catégorie
monoidale stricte.

Nous noterons MonCat la catégorie des catégories monoidales et foncteurs
monoidaux forts et StrMonCat la sous-catégorie des catégories monoidales
strictes et foncteurs monoidaux stricts.

En topologie, la suspension d’un espace £ permet de considérer un espace
de dimension n comme un espace de dimension n+ 1 en le « suspendant » & un
point. De méme, une catégorie monoidale peut étre vue comme une 2-catégorie
a un objet (qui joue le rdle du point de suspension).

Propriété 0.33. La catégorie StrMonCat est équivalente d la sous-catégorie
pleine de 2-Cat dont les objets sont les 2-catégories avec une unique 0-cellule.

Remarque 0.34. De facon plus générale, la notion de 2-catégorie peut étre re-
lachée en la notion de bicatégorie (voir Définition 0.55) qui permet d’étendre
ce résultat aux catégories monoidales qui ne sont pas nécessairement strictes :
toute catégorie monoidale peut étre considérée comme une bicatégorie avec une
unique 0-cellule.

La Propriété 0.32 nous assure ainsi que dans la plupart des études menées
sur les catégories monoidales on peut se borner, sans perte de généralité, au
cas de catégories monoidales strictes. De plus, la Propriété 0.33 nous montre
qu’une catégorie monoidale stricte est essentiellement le méme objet mathéma-
tique qu’une 2-catégorie a une 0-cellule. Ceci justifie l'utilisation des diagrammes
de corde introduits a la Section 0.3 pour représenter les morphismes dans des
catégories monoidales. Bien entendu, les régions de ces diagramme seront toutes
du méme type car il n’y a qu'une seule 0O-cellule.

La notion habituelle de monoide peut étre généralisée et formulée dans le
cadre des catégories monoidales de la fagon suivante.

Définition 0.35 (Monoide). Un objet monoide (M, pu,n) dans une catégorie
monoidale (C,®,T) est la donnée d’un objet M et de deux morphismes

wMM—-M e n:I—-M

respectivement représentés par

M M
H/ T
M M
tels que les diagrammes
M, M,M Meu

(Mo M) M M@MeM)——MeM

u@Ml l

MM M
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et
TeM X MeM 2 MeT
g
AMm PM
M
commutent. Graphiquement,
M M M M M M M M M

M M

Un morphisme de monoides entre deux objets monoides (M, u,n) et (M', 1/, 7)
d’une catégorie C est un morphisme f : M — M’ de C tel que les diagrammes

Mo M-L2L v e

I— ' oM
#l J{u' et \ /
n' f
M/

M—— M

commutent.

Etant donnée une catégorie monoidale C, nous noterons Mon(C) la catégorie
dont les objets sont les monoides de C et les morphismes sont les morphismes
de monoides.

La propriété suivante montre qu'un monoide peut étre vu comme une ca-
tégorie. De ce point de vue, les catégories sont une généralisation typée de la
notion de monoide.

Propriété 0.36. La catégorie Mon des monoides dans Set est équivalente a
la sous-catégorie pleine de la catégorie Cat dont les objets sont les catégories
avec un objet.

De méme, nous avons expliqué qu’une catégorie monoidale peut étre vue comme
une 2-catégorie a un objet. Ce phénomene fait partie de ce que Baez appelle la
table périodique dont nous avons fait figurer les premieres cases a la Figure 1.
Dans la case (n, k) est décrite la (n + k)-catégorie avec une j-cellule pour tout
entier 7 < k.

Il arrive fréquemment qu’'une catégorie admette une structure monoidale
induite par 'existence de produits cartésiens. Le produit cartésien peut étre
défini de fagon générale dans le cadre catégorique par la définition suivante.

Définition 0.37 (Produit cartésien). Un produit de deux objets B et C' d’une
catégorie C est la donnée d’un objet noté B x C ainsi que de deux morphismes
m :BxC— Betm: BxC — C tels que pour toute paire de morphismes
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n=20 n=1 n=2
k=0 | ensembles catégories | 2-catégories
k=1 monoides catégories 2-catégories
monoidales | monoidales
k=2 monoides catégories | 2-catégories
commutatifs | monoidales | monoidales
tressées tressées

k=3 ¢ catégories | 2-catégories
monoidales | monoidales
symétriques | sylleptiques
k=4 ¢ ¢ 2-catégories
monoidales
symétriques

k=5 ¢ ¢ “

FIGURE 1 : Table périodique de Baez des n-catégories suspendues k fois.

f:A— Betg:A— C il existe un unique morphisme de A dans B x C, noté
f % g, pour lequel le diagramme

commute. Le coproduit (parfois appelé la somme) de deux objets est défini de
fagon duale.

Un objet 1 d’une catégorie C est dit terminal lorsque pour tout objet A de C
il existe un unique morphisme de A dans 1. Une catégorie C est cartésienne, ou
encore a les produits finis, lorsqu’elle a un objet terminal et toute paire d’objets
admet un produit.

Les produits sont uniques & isomorphisme preés : si D et D’ sont deux produits
d’une méme paire d’objets B et C alors D et D’ sont isomorphe. Ceci explique
pourquoi, par abus de langage, on dira parfois « le produit de deux objets ».
De méme deux objets terminaux d’une méme catégorie sont nécessairement
isomorphes.

Ezemple 0.38. Donnons quelques exemples courants de catégories cartésiennes.

o La catégorie Set est cartésienne. Le produit cartésien de deux ensembles
A et B est

AxB = acA et

{ (a,0) |

et I'objet terminal est I’ensemble a un élément.

be B}
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e La catégorie Rel est cartésienne. Les produits et 1'objet terminal sont
définis de la méme fagon que dans Set.

e La catégorie Cat est cartésienne. La catégorie C x D produit de deux
catégories C et D a pour objets

Obexp = Obe x Obp
et pour morphismes
Homeyp((4,A"),(B,B")) = Home(A, B) x Homp(A', B').
La composition et les identités sont définies par

(9,9 o (fif)=(gof,g of) et idaay=(ida,ida).

La catégorie terminale est la catégorie a un objet et un morphisme (1’iden-
tité sur cet objet).

o Une catégorie d’ordre est cartésienne lorsque 1'ordre sous-jacent admet un
élément maximal et que toute paire d’éléments admet une borne inférieure.

Propriété 0.39. Toute catégorie cartésienne est monoidale avec comme pro-
duit tensoriel sur une paire d’objets A et B un choix de produit cartésien noté
A® B = A x B, avec un objet terminal comme élément neutre et avec le produit
tensoriel de deux morphismes f : A — B et g : C — D le morphisme f ® g
défini par le produit (f om) x (goma).

Remarque 0.40. Les produits cartésiens étant définis par propriété universelle, ils
ne sont uniques qu’a isomorphisme pres. La construction ci-dessus faisant inter-
venir un choix de produits, elle ne définit pas strictement une unique catégorie.
On peut cependant montrer que deux catégories ainsi définies sont fortement
équivalentes, ce qui explique pourquoi par la suite nous parlerons parfois de la
structure monoidale associée au produit cartésien.

11 est parfois nécessaire de considérer des coproduits (ou des produits) qui
ne sont définis que sur les morphismes qui « proviennent » d’un objet A dans
le sens suivant.

Définition 0.41 (Somme amalgamée, produit fibré). La somme amalgamée
(ou pushout pour les anglophones) de deux morphismes coinitiaux f : A — B
et g: A = C d’une catégorie C est la donnée d’un objet D de C et de deux
morphismes f': C — D et ¢’ : B — D tel que le diagramme

A2

f if/

B——D

/

g9

commute et pour tout objet D” et morphismes [ : C — D" et ¢ : B — D" il
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existe un unique morphisme h : D — D" pour lequel le diagramme

A2

B ’ N

commute. Le produit fibré (ou pullback) de deux morphismes cofinaux f : A — C
et g: B — C d’une catégorie C est défini de facon duale.

Exemple 0.42. Soit B o4 cm diagramme dans la catégorie Set
et notons t; et 1o les injections respectives des ensembles B et C' dans leur
union disjointe B W C. La somme amalgamée du diagramme est alors l’en-
semble B W C' quotienté par la relation = qui est la plus petite relation telle
que ¢ o f(a) & 13 0 g(a) pour tout élément a € A. Cet exemple permet de com-
prendre la dénomination : c’est la somme B W C des ensembles B et C' dans
laquelle on a amalgamé les images par f et g des éléments de A.

La structure de catégorie monoidale peut étre enrichie de diverses fagons.
Il est en particulier souvent utile de considérer des catégories dans lesquelles
on peut échanger des objets, ce que la notion suivant de catégorie monoidale
tressée formalise.

Définition 0.43 (Catégorie monoidale tressée). Une catégorie monoidale tres-
sée (C,®,1,a, A\, p,7y) est une catégorie monoidale (C,®, I, a, A, p) équipée d’un
isomorphisme naturel v appelé tressage, de composantes Y45 : AQB - B® A
souvent représentées par

A B

/
(
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tel que les diagrammes suivants commutent pour tous objets A, B et C :

YA,BRC

A® (B®C) (BoC)® A
(A® B)® ® (C® A)
m\ B®vya,c
(A® B)® C 2225 0 ® (A® B)
A® (B®C) (CRA)®
M %f
® (C @ B) (A2 C)® B
Ay
ARIT I®A I®A%A®I

\/ RN

Informellement, ces diagrammes peuvent étre représentés graphiquement par

34
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Une catégorie monoidale tressée est symétrique lorsque les composantes du tres-
sage satisfont I’équation

YB,A°vA,B = Iidags.
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Le tressage étant alors sont propre inverse, il est souvent représenté par

A B

B A
et I’équation qu’il doit satisfaire peut étre représentée graphiquement par

A B A B

A B A B

Propriété 0.44. Dans la Définition 0.43, la commutation des deuzr premiers
diagrammes implique celle des deux derniers.

Propriété 0.45 (Egalité de Yang-Baxter). Dans toute catégorie monoidale tres-
sée (C,®,1), le diagramme suivant commute pour tous objets A, B et C :

v4,BQC ap,A,c
— Y >

(A B)® C (B A)eC B® (A®0)
l W\
OCA,B,C
A® (B®C) B®(C®A)
Ap oA

A®7B,Cl

A® (C® B)

ayoB
(A C)® B

m\

C®va,B
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A B C A B C

C B A C B A
Propriété 0.46. Soit (C,®,1,v) une catégorie monoidale tressée et e : I — I
un morphisme de C. Pour tout morphisme f: A — B de C, le diagramme

Graphiquement,

AL
A—25 T A
e®k
pAli !
ARIT I®B
f@e lAB
BI—B

PB

commute. Graphiquement,

A A
Po-o¢
A A

Démonstration. On a la suite d’égalités suivante en utilisant principalement la
naturalité de v, la loi d’échange et I'égalité p4 o yr 4 = A4 de la définition des
catégories monoidales tressées :

ppo(f@e)opy' = ppo(f@I)o(A®e)oryraoq; yop,
= ppo(fel)ovac(e®A)oryyopy’

(ppovrB)o(I®@ f)o(e®A)o(paocyra)”
Apo(e® f)oAg!

)
(

1
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Informellement, cette suite d’égalités peut étre représentée par

A A A A

e} e}

O

Définition 0.47. Soit (C,®c¢,I¢) et (D,®p,Ip) deux catégories monoidales
tressées. Un foncteur monoidal

(F,¢): (C,®¢,Ic) = (D,®p,Ip)

entre les catégories monoidales sous-jacentes est dit tressé lorsque le diagramme

FAQ FB-2% FBe FA

¢A,Bl l¢B,A

F(A® B) —= F(B® 4)

commute dans D pour tous objets A et B de C. Le foncteur est dit symétrique
lorsque les catégories (C,®¢, Ic) et (D,®p,Ip) sont de plus symétriques. Une
transformation naturelle monoidale entre deux foncteurs monoidaux tressés est
dite tressée; une transformation naturelle monoidale entre deux foncteurs mo-
noidaux symétriques est dite symétrique.

0.6 Catégories monoidales fermées

En A-calcul, un terme M ayant une variable libre x induit une valeur Az.M
représentant la fonction x — M. Cette notion de fermeture présente dans la
plupart des langages fonctionnels peut étre axiomatisée dans le cadre des caté-
gories monoidales par la notion de catégorie monoidale fermée. Informellement,
une catégorie monoidale est fermée lorsque tout morphisme est représenté par
un objet de cette catégorie. Nous donnons ici la définition de fermeture dans le
cadre, plus simple, des catégories monoidales symétriques.

Définition 0.48 (Catégorie monoidale symétrique fermée). Une catégorie mo-
noidale symétrique (C,®,1I,a, A, p) est fermée lorsque pour tout objet B, le
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foncteur — ® B induit par le produit tensoriel admet un adjoint a droite noté
B — —:
C(A® B,C) = C(A,B—C(C)

On impose de plus a cette bijection d’étre naturelle en A, B et C.

Ezemple 0.49. La catégorie Cat munie du produit cartésien est close; on note
souvent D Iobjet C — D qui est la catégorie dont les objets sont les foncteurs
F : C — D et les morphismes sont les transformations naturelles entre ces
foncteurs.

Dans toute catégorie monoidale symétrique close, un objet L induit un fonc-
teur de « négation » — —o L. Une telle catégorie dans laquelle tout objet est
isomorphe & sa double négation est appelée x-autonome [Bar79].

Définition 0.50 (Catégorie x-autonome). Supposons donnés une catégorie mo-
noidale symétrique fermée (C, ®, I, o, A, p) ainsi qu'un objet L de cette catégorie.
La cloture induit pour tout objet A un morphisme canonique

da : A —- (A—ol)—ol

La catégorie est dite x-autonome lorsqu’il existe un objet L pour lequel les
morphismes d 4 induits sont tous des isomorphismes.

Dans toute catégorie *-autonome, si l'on note (—)* : C°°? — C le fonc-
teur — — 1, on a un isomorphisme naturel A = A** et de plus il y a une
bijection naturelle C(A® B,C*) 2 C(A, (B® C)*). Ces catégories forment donc
souvent la base de modeles de la logique linéaire dans lesquels le tenseur est
interprété par le tenseur et le par A% B de deux objets par (A* @ B*)*.

Définition 0.51 (Dual). Un dual ¢ droite d'un objet A dans une catégorie
monoidale (C,®,I) est la donnée d’un objet A* et de deux morphismes

n: I >ARQA" et ec:A"QA—-1T

respectivement représentés par

tels que les diagrammes
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commutent. Graphiquement,

A A A~ A*

A A A* A*

Un dual @ gauche *A d’un objet A est un objet tel que A est un dual a droite
de *A.

Remarque 0.52. Un objet A* est un dual a droite d’un objet A dans une catégorie
monoidale précisément lorsque cet objet est adjoint & droite de 'objet A si I'on
considere la catégorie monoidale comme une 2-catégorie ayant un unique objet.

Définition 0.53 (Catégorie compacte fermée). Une catégorie monoidale symé-
trique est compacte fermée lorsque tout objet admet un dual a droite.

Ezxemple 0.54. La catégorie Rel munie de la structure monoidale induite par le
produit cartésien est compacte fermée, le dual d’un objet étant ’objet lui-méme.

La notion de catégorie compacte fermée a été introduite par Kelly et La-
plza [KL80]. Ces catégories constituent une famille de catégories *-autonomes :
on peut en effet montrer que toute catégorie compacte fermée est monoidale fer-
mée et *-autonome. Cette famille est particulierement simple (et parfois trop),
car on a l'isomorphisme A ® B = (A* ® B*)*. Ainsi, dans les modeéles de logique
linéaire fournis par des catégories compactes fermées, le tenseur et le par ont la
méme interprétation.

0.7 Bicatégories

Certaines structures mathématiques forment « presque » des catégories, dans le
sens ou l'on peut y définir une notion de composition qui n’est pas strictement
associative mais seulement associative a une transformation pres. Par exemple,
les chemins dans un espace topologique sont définis comme les fonctions conti-
nues d’un intervalle unité dans I’espace. La concaténation de tels chemins n’est
alors associative qu’a reparamétrisation preés des chemins. La notion de bica-
tégorie introduite par Bénabou [Bén67] relache celle de catégorie et donne un
cadre formel pour I’étude de telles structures.

Définition 0.55 (Bicatégorie). Une bicatégorie B est la donnée
e d’une classe Obg de 0-cellules ou objets,

o d’une catégorie Homg(A, B) pour toute paire d’objets A et B, dont les
objets sont appelés 1-cellules ou morphismes, les morphismes sont appelés
2-cellules et la composition composition verticale et est notée e,

o d’'un foncteur — o — : Homp(B,C) x Homp(A, B) appelé composition
horizontale pour tous objets A, B et C,
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o d’une 1-cellule distinguée id 4 de Hompg(A, A), pour tout objet A, appelée
identité horizontale sur A,
e d’un isomorphisme naturel
afgn : ho(gof) = (hog)of
pour tous morphismes composables f, g et h,
e d’isomorphismes naturels
Ap:foida=f e py:idpof=f
pour tout morphisme f: A — B
qui satisfont des axiomes similaires a ceux des catégories monoidales.

Un compas dans une catégorie donnée est un diagramme

A<f7E*g>B (1)

dans cette catégorie. Les compas d’une catégorie peuvent souvent étre structurés
en une bicatégorie de la fagon suivante.

Définition 0.56 (Bicatégorie de compas). Supposons donnée une catégorie C
ayant les produits fibrés. La bicatégorie des compas dans C, notée Span(C), est
la bicatégorie dont les objets sont les mémes que ceux de C, dont les mor-
phismes d’un objet A dans un objet B sont les triplets (f, F,g) formant un
diagramme (1) dans C et dont les 2-cellules entre deux morphismes paralléles
(f,E,qg) et (f',E',¢') sont les morphismes h : E — E’ de C faisant commuter

le diagramme
E
SN
A h B
:\ v /f
El

L’identité sur un objet A est le morphisme (id, A,id4) et la composée de deux
morphismes (f, E,g) : A — B et (h, F,i) de cette bicatégorie est induite par un

choix de produit fibré du diagramme F . B F .

NN

Les produits fibrés étant définis par propriété universelle, la composition n’est
associative qu’a une 2-cellule canonique inversible pres.
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Par exemple, la bicatégorie Span(FinSet) est presque la catégorie Mat(N)
dont les objets sont les entiers naturels et les morphismes M : m — n sont les
matrices de taille m x n, dans le sens suivant. Si n est un entier, notons n 'en-
semble n = {0,...,n—1}. A isomorphisme prés, tout ensemble fini est de cette
forme. Tout compas (f, E, g) : m — n induit une matrice de taille m x n définie
par M(i,j) =|{e€ E | f(e) =ietgle)=7}| En ce sens, un tel compas
peut étre considéré comme une matrice a coefficients dans N dans laquelle on
a nommé tous les entiers 1 apparaissant dans les coefficients de la matrice, un
coefficient k étant vu comme une somme de n entiers 1. La composition dans
la catégorie Span(FinSet) correspond & la composition habituelle des matrices
et n’est associative qu’a isomorphisme pres, car elle fait intervenir un choiz de
nommage des coefficients de la composée. Par exemple, I'ensemble 1 étant ter-
minal dans FinSet, un compas 1 — 1 est réduit a un ensemble E et la composée
de deux tels ensemble est donnée par 'union disjointe. Si ces deux ensembles
sont disjoints, on peut choisir leur union comme composée ; mais lorsque ces en-
sembles ont des éléments en commun, il faut renommer les coefficients communs
afin de pouvoir composer par union. Il est alors difficile de trouver un choix de
nommage rendant la composition strictement associative, mais les deux compo-
sées de trois morphismes composables seront de toutes fagons isomorphes quel
que soit le choix de nommage. Ce phénomene est bien connu en informatique
et on travaille souvent modulo a-conversion lorsque 'on définit des langages
de termes avec lieurs (le A-calcul par exemple). Cette technique a le pendant
catégorique suivant : a toute bicatégorie on peut associer une catégorie en quo-
tientant les morphismes de la catégorie par les 2-cellules canoniques o, A et p,
puis en oubliant la structure de 2-cellules. Par exemple, la catégorie obtenue
par ce procédé en rendant stricte la bicatégorie Span(FinSet) donne lieu & une
catégorie équivalente & la catégorie Mat(N). Ce procédé de strictification nous
sera ainsi utile, bien qu’il n’ait pas de bonne propriétés catégoriques; en parti-
culier, il ne donne pas lieu a une équivalence entre la catégorie des bicatégories
et la catégorie des catégories.

Remarque 0.57. Les catégories de compas apportent aussi un point de vue nou-
veau sur la théorie des catégories. On peut en particulier montrer qu’une monade
(en un sens bicatégorique) dans la bicatégorie Span(Set) est précisément une
catégorie. Nous décrivons un exemple d’utilisation de cette fagon de considérer
les catégories a la Section 3.5.

0.8 Monades

Il est parfois judicieux de considérer des structures algébriques comme des opéra-
tions agissant sur une catégorie. Par exemple, dans la catégorie Set, I'opération
qui a tout ensemble associe le monoide libre sur cet ensemble induit un foncteur
T : Set — Set. On peut alors considérer un monoide M quelconque comme
une fagon d’évaluer les éléments du monoide libre sur M, c’est-a-dire comme
un morphisme particulier h : TM — M. Les monades permettent, entre autres,
de formaliser cette vision des structures.

Définition 0.58 (Endofoncteur). Un endofoncteur F sur une catégorie C est
un foncteur F : C — C. Etant donnée une catégorie C, on note (End(C),®,I)
la catégorie monoidale stricte dont les objets sont les endofoncteurs de C et les
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morphismes sont les transformations naturelles entre ces endofoncteurs, et dont
le produit tensoriel ® est donné sur les objets par la composition o des foncteurs
et admet I’endofoncteur identité comme unité I.

Définition 0.59 (Monade). Une monade dans une 2-catégorie C est la don-
née d’une O-cellule A de C et d’un monoide dans la catégorie Hom3 (A, A) (la
2-catégorie Homg(A, A) n’ayant qu’'une seule O-cellule, on peut la considérer
comme une catégorie monoidale stricte par la Propriété 0.33). Une monade T
sur une catégorie C est une monade dans la 2-catégorie Cats.

Plus explicitement, une monade (T, i, €) sur une catégorie C est la donnée
d’un foncteur T : C — C et de deux transformations naturelles p: T T — T
et n: Id — T satisfaisant les diagrammes d’associativité et d’unité induits par
la Définition 0.35.

Propriété 0.60. Toute adjonction (C,D, F,G,n,¢e) entre deux catégories C et D
induit une monade GF : C — C sur C dont l'unité est n et dont la multiplication
est GeG : GFGF — GF.

Ezemple 0.61. L’adjonction entre Set et Mon de I’'Exemple 0.21 induit une
monade UF sur Set dont I'unité a été décrite et la multiplication est la fonction
qui & une liste de listes associe une liste de la fagon suivante :

1 1 p p 1 1 p p
<<m1,...,mkl>7...,<m1,...,mkp>> — <m1,...,mkl,...,ml,...,mkp>

De méme, nous avons vu a I’Exemple 0.22 qu’une correspondance de Galois
pouvait étre vue comme une adjonction. La monade associée est alors 'opérateur
de cloture associé a la correspondance.

Définition 0.62 (Algeébre d’une monade). Une algébre (A, h) d’une monade
(T, p,m) sur une catégorie C (aussi appelée T-algébre) est la donnée d’un objet A
de C et d’'un morphisme h : TA — A tel que les diagrammes

T2AT—h>TA A A - A
ml lh et \ /
nA h
TA?-A TA

commutent. Un morphisme d’algébres entre deux algebres (A, h) et (A’, h') d’une
méme monade (7T, i1, n7) sur une catégorie C est un morphisme f : A — A’ dans C
tel que le diagramme

A Ta
hl ih/
A Al

commute.

La composée des foncteurs sous-jacents a deux monades sur une méme caté-
gorie n’est pas nécessairement munie d’une structure de monade. C’est cepen-
dant le cas lorsqu’il existe une loi distributive [Bec69] entre ces derniéres.
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Définition 0.63 (Loi distributive entre monades). Une loi distributive entre
deux monades (S, 1, 7°) et (T, u¥',nT) sur une méme catégorie C est une trans-

formation naturelle
A TS — ST

représentée par

S T

/

T S
telle que les diagrammes
755 2% 575 2> 55T TS 2> 78T L5 STT
T“S\L i,uST /LTS\L iS/tT
TS ST TS X ST
S
/ \ ny wT
TS — ST TS — ST

commutent. Graphiquement,

ERLa
LT T L0

<l o
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Une telle loi distributive induit une structure de monade sur le foncteur ST
dont la multiplication est la transformation naturelle (1% uT)e(SAT) et I'unité la
transformation naturelle n°n” (I’'opération e désigne ici la composition verticale
de la 2-catégorie 2-Cat). La multiplication et 'unité de cette monade peuvent
étre respectivement représentées par

T S T S

||
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Premiere partie

Causalité dans les jeux
asynchrones



Chapitre 1

Graphes asynchrones cubiques

Les sémantiques de jeux sont habituellement définies comme des sémantiques
entrelacées : les stratégies y sont modélisées par des ensembles de traces. Nous
allons ici travailler dans I'esprit de la vraie concurrence et considérer des traces
modulo une relation d’indépendance sur les événements. Ces traces seront donc
non pas des chemins dans certains graphes, mais des chemins dans des graphes
asynchrones. Cette notion, que nous introduisons dans ce chapitre, étend 1é-
gerement celle de systéme de transition asynchrone initialement formulée par
Shields [Shi85] et Bednarczyk [Bed88], puis diffusée par Nielsen et Winskel [WN95].
Nous la définissons comme un graphe équipé de tuiles 2-dimensionnelles permu-
tant deux transitions successives m:x — y et n:y — z. Ceci nous mene
précisément a ce que Droste et Kuske appellent un automate avec des relation
de concurrence [DK95].

Nous nous intéresserons particulierement aux graphes asynchrones satisfai-
sant une propriété additionnelle, appelée Propriété du Cube (ou encore Aziome
du Cube), déja remarquée par Panangaden, Shanbhogue et Stark dans le cadre
des automates avec relations de concurrence [PSS90], par Melliés afin de définir
une axiomatique permettant d’étudier le théoréme de standardisation en A-cal-
cul [GLM92], et étudiée en détail par Kuske dans sa these de doctorat [Kus94] ;
voir [DK02] pour un panorama sur le sujet. Cette famille de graphes asynchrones
peut étre vue comme une extension bénigne des structures d’événements, qui
en capture les propriétés principales. Nous rappelons a la Section 1.2 que toute
structure d’événements (F, <,-—) génére un graphe asynchrone G, appelé son
graphe de transitions, dont les sommets sont les configurations de la structure
d’événements et les transitions sont les événements, et il s’avere que ce graphe
asynchrone vérifie la Propriété du Cube. Nous montrons a la Section 1.4 une
sorte de réciproque & cette propriété. A tout graphe asynchrone G, nous as-
socions une catégorie [G], dont les objets sont les sommets de G et dont les
morphismes sont les chemins de G considérés modulo permutation de transi-
tions indépendantes. Lorsque le graphe asynchrone G satisfait la Propriété du
Cube, tout chemin

mi meo mEg—1 mp
S I Tg—> T —> - — Tp_1 —> T

de ce graphe induit un treillis distributif Ls sur 'ensemble des préfixes du che-
min s, modulo permutation de transitions indépendantes. Par le Théoréme de



1.1. Graphes asynchrones

Représentation de Birkhoff [Bir33], ce treillis distributif est généré par un ordre
partiel (Mg, <;) sur 'ensemble My = {my,...,my} des événements apparais-
sant dans le chemin s. Cette ordre partiel est une structure d’événements parti-
culiere, dans laquelle deux événements m; et m; sont deux a deux compatibles.
Pour cette raison, un graphe asynchrone vérifiant la Propriété du Cube doit étre
vu comme un graphe asynchrone se comportant localement comme une structure
d’événements.

La preuve de cette propriété fondamentale des graphes asynchrones (ou de
variantes de cette notion) peut étre trouvée dans la littérature [Pra91, BDK97].
Nous avons cependant trouvé intéressant d’en présenter une preuve, utilisant
des techniques de résidus sur les chemins issues de la réécriture, pour plusieurs
raisons. Tout d’abord, cette propriété montre qu’il est possible d’imposer lo-
calement D’existence d’une structure de dépendance causale globale. Ceci est
peut-étre un peu surprenant au premier abord, et les preuves permettent de
véritablement comprendre les mécanismes a 1’ceuvre, notamment de calcul d’in-
tersections et d’unions de chemins, pour passer de la formulation locale a la
formulation globale. D’autre part, la plupart des outils techniques que nous
introduisons ici seront utilisés dans la suite, lorsque nous étudierons les sé-
mantiques de jeux asynchrones, en particulier les manipulations de résidus de
chemins modulo homotopie. Enfin, le cadre des graphes asynchrones est lége-
rement plus général que celui habituellement proposé dans la littérature. En
effet, un aspect intéressant de notre formulation est le fait que la notion d’évé-
nement n’est pas primitive dans le systéme mais est reconstruite en utilisant les
tuiles 2-dimensionnelles du graphe asynchrone. De méme, la notion d’incompa-
tibilité devient implicite : deux événements m et n sont incompatibles lorsqu’ils
n’apparaissent jamais dans le méme chemin.

1.1 Graphes asynchrones
Définition 1.1 (Graphe). Un graphe (orienté) (V, E, 0y, 01) est un diagramme

Ao
V=>%F
01

dans la catégorie Set. Les éléments de ensemble V' sont appelés sommets (ou
positions) et les éléments de l'ensemble E sont appelés arétes (ou transitions).
Le morphisme dy : E — V (resp. 01 : E — V) est appelé morphisme source
(resp. morphisme but). Une aréte m telle que dgm = x et §m = y sera souvent
notée
m:x—y ou x5y

Un chemin dans un graphe G est une suite mq,mso, ..., mg, souvent notée
my - My ---my, dont les éléments sont des arétes de G telles que pour tout
entier i, avec 1 < i < k, on ait dym; = dym;y1. Un chemin s = my - mg---my,
d’un sommet £ & un sommet y sera souvent noté

S

S:x—»Yy ou T—»Yy

ou encore
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si on veut préciser les arétes qui constituent le chemin ainsi que leur source et
leur but. La concaténation de deux chemins s et t tels que 018 = Oyt est notée
s -t et le chemin vide sur un sommet z est noté £, (ou simplement ¢ lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité sur le sommet = concerné). La longueur |s| d’un chemin s
est définie par induction sur s par |e| = 0 et |s-m| = |s| + 1, ot m est une aréte.

Définition 1.2 (Graphe asynchrone). Un graphe asynchrone (G,<), encore ap-
pelé systeme de transition asynchrone, est un graphe G équipé d’une relation
symétrique ¢, appelée tuilage, sur les chemins coinitiaux et cofinaux de lon-
gueur 2 de G, notée

Ty Lz o xSy -2 (1.1)

Diagrammatiquement, une relation de la forme (1.1) définit une tuile 2-

dimensionnelle
T
>N
U1 ~ Y2
N Y
z

N L . , 1 .
La cloture par concaténation de la relation ¢ est notée ~. Elle met en relation
deux chemins coinitiaux et cofinaux

s:x—»z et t:x—»H=z

lorsque ces chemins admettent des factorisations respectives de la forme

s m P t s n ;4 t

S=T—HY1—Y—Ys —»z et = —HYy —> Yy —>Ys —» 2
telles qu’il existe une tuile
m P n r4q
Yi—— Y2 —— Y3 © Y1 Yy — Y3

dans le graphe asynchrone.
Définition 1.3 (Homotopie). La relation d’homotopie ~ est la plus petite re-
lation d’équivalence sur les chemins qui contienne la relation A,

Deux chemins s et ¢ tels que s ~ t sont nécessairement coinitiaux et cofinaux
et sont alors dits homotopes, ce que 'on représentera graphiquement par un

diagramme
T

SQN)/t
Y
L’homotopie est par définition compatible avec la concaténation : pour tous

chemins
S1,82:x —»y et ti,lary—»=z

tels que s1 ~ so et t1 ~ to, on a s1 -t ~ So - t2. La classe d’équivalence modulo
homotopie d’un chemin s : z —» y est notée [s].
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Dans la suite, nous suivons les principes de la vraie concurrence et travaillons
modulo homotopie. Ceci nous ameéne a définir la catégorie [G] des chemins mo-
dulo homotopie d’un graphe asynchrone G.

Définition 1.4 (Catégorie des chemins modulo homotopie). La catégorie [G]
des chemins modulo homotopie associée a un graphe asynchrone G a les som-
mets de G pour objets et les classes d’équivalence [s] de chemins s : z —» y
modulo homotopie comme morphismes de x & y. La composition est donnée
par concaténation des chemins et 'identité sur un objet x est le chemin vide
Ex i T —» T.

Définition 1.5 (Compatibilité). Deux transitions coinitiales
m n
r—Yyr et T —Ys
sont dites compatibles si il existe deux transitions cofinales
U1 Ly 2 et Y2 4z

formant une tuile (1.2) dans le graphe asynchrone. La notion de transitions
cofinales compatibles en arriére est définie dualement.

Dans la suite, on supposera de plus que dans tous les graphes asynchrones
que 'on consideére, les tuiles (1.2) satisfont les propriétés suivantes :

1. les transitions m et n sont distinctes;
2. les transitions p et ¢ sont distinctes;

3. la paire de transitions (n,q) est uniquement déterminée par la paire de

transitions (m, p) (et réciproquement) : pour tout chemin z — y} 2,

tel que 'on ait une tuile

onayhb=ys,n =netqg =q.
Les deux premiéres conditions interdisent des tuiles de la forme

.
b QN) a pi

z

3
L=—28

La derniére condition permet de s’assurer qu’un chemin peut étre complété d’au
plus une fagon en une tuile (1.2).
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Définition 1.6 (Evénement). On définit la relation ~ sur les transitions d’un
graphe asynchrone G comme la plus petite relation d’équivalence telle que

m € q
r — Y1 ~ Yo —» 2

lorsqu'il existe deux transitions z —= ys et y; —— z telles qu’il existe une
tuile (1.2) dans G. L’événement "m™ associé & une transition z — y est la

, . el € X . ol m
classe d’équivalence de la transition m par ~. A l'inverse, la transition © — y
sera considérée comme une occurrence de ’événement "m ™.

Dans la suite, on supposera que les graphes asynchrones que nous considérons
satisfont de plus les conditions suivantes :

. oy o ey m n .
1. pour toute paire de transitions coinitiales t — y; et £ — yo,si"m'="n"
alors m =n;

L

2. pour toute paire de transitions cofinales 1 — y et £9 — vy, si"m n

alors m =n;

3. dans tout chemin s : x —» y il n’apparait pas de transitions z —= ' et
y — 2 telles que "m™ = "

La derniere condition implique en particulier que le graphe est acyclique. Ces
suppositions ne sont pas strictement nécessaires mais elles simplifient ’exposé
des preuves et sont validées dans tous les graphes asynchrones que nous serons
amenés a considérer. En particulier, si e est un événement, on parlera parfois
d’une transition x — y pour désigner une transition z — y telle que "m™ = e.
La premiere des conditions ci-dessus nous assure que cet abus de langage n’in-
troduit aucune ambiguité. De méme, par abus de langage, nous parlerons d’un
chemin e; - es---ex : * —» y, ol les e; sont des événements. Il est a noter
que par les deux premieres conditions ci-dessus, la suite d’événements eq, ..., e
définit, lorsqu’il existe, un unique chemin ayant le sommet x pour source et le
sommet y pour but.

6finiti . rmutation entre événements). ux événements m n
Définition 1.7 (Pe tation entre événements). Deux événements et
permutent a une position x, ce que ’on note

m-mn o, n-m
lorsqu’il existe trois positions y1, y2 et z, et quatre transitions formant une tuile
m n n m
T— Yy —— 2z O T — Y — 2.

Définition 1.8 (Indépendance). Un événement m est indépendant d’un chemin
s:x —» z, ce que l'on note
m | s

lorsqu’il existe une transition m : x — x’ de la source x du chemin et
e le chemin s est le chemin vide ¢, : * —» x,
e ou bien le chemin s se factorise en
n t
T—Y —»z
ou n est un événement et ¢ un chemin tels que

m-no,n-m et ml t.
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Diagrammatiquement, notre définition inductive d’indépendance peut étre
représentée par

z Y z
Aok
x/ — y/ Z/

ou la notation utilisée pour la tuile de droite a la signification suivante. Lorsqu’un
événement m est indépendant d’un chemin

niy ne Nk—1 ng
T—T] —>  — T —2 Y

il existe un diagramme

ni Nk
r—=1T Tp—1 ——>
1,/ x/ :L,/ /
n1 1 k—1 ny Y
que nous abrégeons en
niy Nk
r—>T Tp—1 —>
I/ :L,/ 1:/ !
BT ! k=1 n, Y

La propriété suivante est immédiate.

Propriété 1.9 (Compatibilité de I'indépendance avec la concaténation). Soit
m un événement et s: x —» y et t:y —» z sont deux chemins dans un graphe
asynchrone G. On a alors :

m| s-t ssi mi s e m]|t.

1.2 Structures d’événements

Nous rappelons quelques définitions classiques liées aux structures d’événements.
Une introduction plus compléte pourra étre trouvée dans [Win87].

Définition 1.10 (Structure d’événements). Une structure d’événements (E, <,~)
est un ensemble partiellement ordonné (E, <), dont les éléments sont appelés
événements, muni d’une relation irréflexive et symétrique — sur F, qui satisfait
les propriétés suivantes.

1. Finitude de la causalité : tout événement e définit un ensemble clos par
dépendance causale

el = {€e€E | ¢<e}

qui est fini.
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2. Héréditarité de ’incompatibilité : pour tous événements eq, es et eg de F,

e1— ey et ey <es implique e1 “ e3.

La relation < est appelée dépendance causale et la relation — incompatibilité.
Deux événements e; et ey sont dit causalement dépendants lorsque e; < es;
causalement indépendants lorsque ni e; < es, ni eg < es; incompatibles lorsque
ey “— ea, compatibles sinon ; indépendants lorsqu’ils sont a la fois compatibles et
causalement indépendants.

En particulier, tout ensemble partiellement ordonné peut étre considéré comme
une structure d’événements dont la relation d’incompatibilité est vide.

Remarque 1.11. Nous utilisons dans cette these la notation — des espaces de
cohérence [Gir89] au lieu de la notation originelle # de Winskel pour dénoter la
relation d’incompatibilité binaire.

Définition 1.12 (Configuration). Une configuration x d’une structure d’évé-
nements (F, <,w) est un ensemble d’événements deux & deux compatibles, clos
par dépendance causale :

Vecx,Ve' € E, ¢ <e implique ¢ €.

Un événement e est dit activé en une configuration = lorsque x W {e} est une
configuration.

Un domaine (D, <) est un ensemble partiellement ordonné avec un plus petit
élément, dans lequel tout ensemble filtré admet une plus petite borne supérieure.
Rappelons qu’un sous-ensemble X de D est filtré lorsque

Ve,ye X, dzeX, <z e y<z

Toute structure d’événement génére un domaine (D, C) qui peut étre décrit de
la fagon suivante [WN95].

Définition 1.13 (Domaine généré par une structure d’événements). Le do-
maine généré par une structure d’événements (D, C) est le domaine dont les
éléments sont les configurations, ordonnées par inclusion. Son plus petit élé-
ment est la configuration vide et la borne supérieure d’un sous-ensemble X C D
est I'union de toutes les configurations dans X.

De fagon plus générale, une structure d’événements définit un graphe asyn-
chrone :

Définition 1.14 (Graphe de transitions). Le graphe de transitions (G, <) d’une
structure d’événements (E, <,-) est le graphe asynchrone dont

¢ les positions sont les configurations = de F,

o les transitions (z,e) : ¥ —» y sont les couples (z,e) formés d’une confi-
guration x et d'un événement e activé en x, et relient la position = a la
position y = z W {e}, o W désigne 'union disjointe,
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e deux chemins de longueur 2 de la forme

x (ﬂ) U1 (M) z et = (ﬂQ Y2 (yZ—’n;) z

dans le graphe G sont reliés par une tuile

2Oy O o @y, ),

dans le graphe asynchrone G.

Dans le graphe de transitions d’une structure d’événements, deux chemins paral-
leles de longueur deux sont toujours homotopes, car leurs transitions proviennent
de deux événements indépendants de la structure d’événements.

Remarque 1.15. Cette construction est tres similaire au plongement de Yoneda
d’une catégorie C dans la catégorie de préfaisceaux Set®” associée. En par-
ticulier, supposons que (E, <) soit un ensemble partiellement ordonné et no-
tons &£ la catégorie d’ordre associée. Le plongement de Yoneda associe a tout
élément m de FE le foncteur Homg(—, m). L’'image d’un élément n de E par ce
foncteur étant un ensemble non vide si et seulement si n < m, la fonction qu’il
induit sur les objets est uniquement déterminée par la donnée de I’ensemble
{neFE | n<m} Defagon plus générale, la catégorie image de la caté-
gorie £ par le plongement de Yoneda est équivalente & la catégorie [G], ot G
est le graphe de transition de l'ordre partiel, considéré comme une structure
d’événements.

Si G est le graphe de transitions d’une structure d’événements (E, <, ), les
événements associés a deux transitions

(z,m) / (z',m") /

r—y e x —y

sont les mémes si et seulement si m = m’. Pour cette raison, nous assimilerons
dans la suite les événements associés aux transitions du graphe asynchrone aux
événements de la structure d’événements.

Ezemple 1.16. Considérons la structure d’événements (E, <,—), ou E est I'en-
semble fini {a, b, ¢, d, e, f}, dans laquelle ’événement f est initial et incompatible
avec tous les autres événements et les autres événements sont deux a deux com-
patibles, et l'ordre partiel sur {a,b, ¢, d, e} est le suivant :

XN,

(les lignes entre deux éléments figurent les relations de dépendance, les plus
petits éléments étant figurés en haut). Le graphe de transitions associé a cet

53



1.3. La Propriété du Cube

ordre partiel est le suivant :

) ———

/\
S

{a, b} {b,e}

| T

{a,b,c} ~ {a,b,e} ~ ~ {a,b,d}
{a,b,c,e} ~ ~ {a,b,c,d} ~ Ha,b,d e}
\\\\\\\\E\\\\\\\x l A///<;///

{a,b,c,d, e}

Remarque 1.17. Deux transitions coinitiales dans le graphe de transitions d’une
structure d’événements sont compatibles au sens de la Définition 1.5 si et seule-
ment si elles proviennent d’événements indépendants dans la structure d’événe-
ments.

Remarque 1.18. Si (F, <) est un ensemble partiellement ordonné dont G est le
graphe de transitions alors les chemins maximaux de G (ayant la position () pour
source) sont en bijection avec les linéarisations de Pordre partiel, c’est-a-dire les
ordres totaux sur F étendant 'ordre <.

On peut constater que le domaine (D, C) associé a une structure d’événe-
ments et son graphe de transitions G sont essentiellement la méme entité. Par
exemple, deux configurations z et y sont reliées par une inclusion x C y dans le
domaine si et seulement si il existe un chemin (potentiellement infini) du som-
met = au sommet y dans G. La seule différence entre le domaine et le graphe
de transitions est ainsi que la vision ordre partiel est remplacée par une vision
diagrammatique.

1.3 La Propriété du Cube

Nous formulons dans cette section la propriété du cube sur les graphes asyn-
chrones. Nous avons vu a la Définition 1.14 qu’a toute structure d’événements
on pouvait associer de fagon canonique un graphe asynchrone. On est alors natu-
rellement amené a se demander si, a isomorphisme pres, tout graphe asynchrone
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peut étre généré de la sorte. Il n’en est rien. Par exemple, le graphe asynchrone

r—" s

_wd

1’1—>Z/3

o ~ o yl

A

Yo ———>Y

n’est le graphe de transitions d’aucune structure d’événements (par souci de
clarté, nous avons étiqueté les transitions par les événements). En effet, les
événements m, n et o associés aux transitions étant deux a deux compatibles,
en vertu de la Remarque 1.17 une structure d’événements générant ce graphe
asynchrone serait nécessairement de la forme E = ({m,n,o0}, <,<) ou « est la
relation vide. De plus, < est aussi nécessairement la relation vide. Par exemple,
dans le chemin m-o0-n, I’événement o se produit avant n, on n’a donc pas n < o,
et le chemin n - o0-m montre que ’on a pas non plus o < n. L’événement o étant
ainsi minimal dans la structure d’événements, si le graphe (1.4) était le graphe
de transitions de la structure d’événements F, il contiendrait une transition
x -2 y3. En poussant plus loin ce raisonnement, on montre que le graphe de
transitions de la structure d’événements E contient aussi le graphe asynchrone

n
A —— )

$3—>y1

AR

Yo——F =Y

Réciproquement, il est facile de constater que tout graphe de transition conte-
nant un graphe asynchrone de la forme (1.5) contient aussi un graphe asynchrone
de la forme (1.4).

On en déduit donc que tout graphe asynchrone vérifie la Propriété du Cube
que l'on peut formuler de la fagon suivante.

Définition 1.19 (Propriété du Cube). Un graphe asynchrone G vérifie la Pro-
priété du Cube, encore parfois appelée Aziome du Cube, lorsque tout diagramme
hexagonal dans G, induit par deux chemins

m n o p q T
T—— X — Y2 —Yy et T—To—>Y —Y

coinitiaux et cofinaux, est rempli par des tuiles 2-dimensionnelles comme fi-
guré dans le membre gauche du diagramme ci-dessous si et seulement si il est
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rempli par des tuiles 2-dimensionnelles comme figuré dans le membre droit du
diagramme ci-dessous.

p P
r———————>To r—————————— To
I ~ q Tl ———> Y3 q
~ — ~
/ ~ / /
yQ%y yQﬁ.y

Il apparaitra dans la suite que chaque direction de 1’équivalence de la Pro-
priété du Cube décrit une propriété bien précise de la causalité dans le graphe
asynchrone. L’implication de gauche a droite indique que 1'occurrence d’un évé-
nement "n' ne peut pas rendre compatible deux événements "m et "p? qui
étaient auparavant en conflit. Cette situation, que la Propriété du Cube écarte,
est étudié par van Glabeek et Plotkin dans [vGP04], ou elle est appelée conflit
résoluble. L’'implication de droite & gauche indique qu'un événement "n ' ne peut
pas dépendre d’'un événement "m? ou d’un événement "p : il dépend de 1'un,
de l'autre, des deux ou d’aucun, mais les causalités disjonctives sont écartées.
Cette propriété est un avatar de la propriété de stabilité de Berry [Ber78], ce
qui a été étudié par Panangaden, Shanbhogue et Stark [PSS90], ainsi que par
Mellies [GLM92, Mel05¢]. En particulier, considérons la fonction ou paralléle
ajoutée par Plotkin [Plo77] au langage de programmation PCF. Cette fonction,
notée por, a pour type B x B — B, ou B désigne le type des booléens dont les
valeurs sont tt (pour vrai) et ££f (pour fauz), et a pour définition

por(tt, M) = tt por(M,tt) = tt por(ff,ff) = ff

ou M est un terme quelconque et = désigne la relation de réduction du calcul.
Informellement, cette fonction évalue donc ses deux arguments en paralleéle et
renvoie tt dés que 'un de ses arguments s’est évalué vers la valeur tt, ou £f si
ses deux arguments s’évaluent vers £f. Une sémantique de trace naturelle pour
cette fonction contiendrait le graphe

z—>12

yanawal

Ll ——————— Y3

tt ~ Y1

Yo%, Y

ol tty, (resp. ttr) est la valeur tt de la composante de gauche (resp. de droite)
de largument. Ce graphe asynchrone ne vérifie donc pas 'implication de droite
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a gauche de la Propriété du Cube, précisément parce que la fonction por n’est
pas stable. Nous distinguerons dans la suite les deux directions de la Propriété
du Cube de la facon suivante.

Définition 1.20 (Propriété du Cube en avant et en arriére). L’implication de
gauche a droite de la Propriété du Cube est appelée Propriété du Cube en avant
et celle de droite a gauche est appelée Propriété du Cube en arriére.

Propriété 1.21. Le graphe de transitions d’une structure d’événements vérifie
la Propriété du Cube.

1.4 Caractérisation des graphes de transitions

La Propriété du Cube permet essentiellement de caractériser les graphes asyn-
chrones qui sont isomorphes au graphe de transitions d’une structure d’événe-
ments, fournissant ainsi une réciproque a la Propriété 1.21 : la classe d’homotopie
d’un chemin s : x —» y est caractérisée par un ordre partiel sur les événements
apparaissant dans ce chemin. Cette section est dévolue a la démonstration de
ce Théoreme 1.68.

1.4.1 Evénements initiaux

Commengons par introduire deux notions différentes, mais liées, d’événement
initial d’'un chemin. La premiére définition est simple et conceptuelle, tandis
que la seconde définition est plus technique mais amene a une définition plus
naturelle de résidu.

Définition 1.22 (Evénement initial modulo homotopie). Un événement m est
initial dans un chemin s : x —» y modulo homotopie lorsqu’il existe une tran-
sition m : © —» y et un chemin ¢t : y —» z tel que le chemin

m t
T— Yy —»z
est homotope au chemin s.

La seconde définition d’événement initial est fondée sur une méthode, prove-
nant de la théorie de la réécriture, pour « extraire » un événement m apparais-
sant dans un chemin s : x —» y en le « tirant » jusqu’a obtenir une occurrence
de cet événement a la position x.

Définition 1.23 (Evénement initial modulo indépendance). Un événement m
est initial dans un chemin s : x —» y modulo indépendance lorsque le chemin s
peut étre factorisé en
S1 m 82,
T—HYr — Yo —» 2

de sorte que 'on ait
m | st

On note x(s) ensemble des événements du chemin s qui sont initiaux modulo
indépendance.

Ces deux définitions d’événement initial coincident dans le cas ou le graphe
asynchrone sous-jacent vérifie la Propriété du Cube en avant :
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Propriété 1.24. Dans un graphe asynchrone G satisfaisant la Propriété du
Cube en avant, un événement m est initial dans un chemin s : x —» y modulo
homotopie si et seulement si il est initial dans le chemin modulo indépendance.

Démonstration. L’implication de droite & gauche est immédiate par définition
de I'indépendance (Définition 1.8) et peut étre montrée par induction sur le che-
min s. L’implication de gauche a droite est plus subtile et nécessite la Propriété
du Cube en avant. Supposons que ’événement m soit initial dans le chemin
s : x —» y modulo homotopie. Par définition, il existe un chemin m -t : z —» z
tel que m -t ~ s. Ceci signifie qu’il existe une suite de pas d’homotopie

mt = t; ~ ty A~ ... Aty = s

mettant en relation des chemins ¢1,...,%; de la position x a la position z. On
montre par induction sur k£ que chacun des chemins ¢; se factorise comme indiqué
dans 1’énoncé de la Propriété. Pour k = 0, le chemin admet une factorisation
qui convient en posant s; = € et s = t car s = m - t. Sinon, supposons la
Propriété vérifiée par les chemins t1,...,t; et montrons qu’elle est encore vraie
pour tgxy1 = s, avec tg kS tx+1. Par définition de ’équivalence i, les chemins ¢,
et s se factorisent respectivement en

tp, =81'nN-p-S9 et s=81-p-n-s2

c’est-a-dire que le chemin s est obtenu a partir de ¢; en permutant les deux
événements consécutifs n et p. Nous distinguons alors plusieurs cas, selon la
position de I’événement m dans le chemin .

e Sil’événement m apparait dans le chemin s; alors le chemin s; se factorise
en s; = s} -m- sy oum || s par hypothése d’induction. Le chemin s se
factorise donc de fagon convenable en

_ / 1
S = S1-M-S1-pPp-N-82
et la PI'OpI'lété est vérifiée.

o Siles événements m et n coincident alors m || s par hypothése d’induction.
La permutation
m-p oy p-m

a partir du but du chemin s; implique alors que m || s1 - p. On en déduit
que le chemin s se factorise de fagcon convenable en

S = S1p-m- S
et la Propriété est vérifiée.
e Siles événements m et p coincident alors m || s1-n par hypothése d’induc-
tion. On en déduit immédiatement que m || s; et le chemin s se factorise

de fagon convenable en

S = S1-MmMm-n- Sso.
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e Le cas véritablement intéressant est celui ot I’événement m apparait dans

le chemin sg, c’est-a-dire lorsque le chemin s, se factorise en

S2 S M- Sy,
Par hypothese d’induction, on a alors
!/
m || s1-n-p-s,
ce qui est équivalent, d’apres la Propriété 1.9, a

ml s, ml|n-p et ml sh

Diagrammatiquement,

n p
’
S1 So
—_— ~ _—
N

S1 ’

Nous pouvons maintenant appliquer la Propriété du Cube en avant et
obtenir ainsi le diagramme

s1 S5
—_— —_—

Il l
/ X
B — ~ B —
S1 8/2
P n

On en déduit alors aisément que

m m

ml s, mlp-n et ml sh
En utilisant encore une fois la Propriété 1.9, ceci est équivalent a
m || s1-p-n-sh.
On a finalement établi que le chemin s se factorise en
s = S1-p-n-sh-m-shy

et la Propriété est vérifiée.
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O
On en déduit aisément que lorsque la Propriété du Cube en avant est satisfaite,

Propriété 1.25. Pour tout événement m et chemins s,t: x —» vy,
ml s e s~t implique m | t.

Démonstration. La preuve est fondée sur ’observation suivante : dans tout
graphe asynchrone,
m| s ssi mex(s-m).

On en déduit la série d’équivalences
m| s ssi mex(s-m) ssi mex(t-m) ssi m|t

ou I’équivalence du milieu peut étre déduite de I’homotopie s-m ~ t-m et de
la Propriété 1.24. O

1.4.2 Résidu d’un chemin apres un événement

Nous adaptons maintenant un outil clé de la théorie de la réécriture a notre
cadre et définissons la notion de résidu s/t d’un chemin s : x —» y apreés un
chemin coinitial compatible ¢ : x — z. Intuitivement, le résidu s/t est le chemin
partant de la position z qui contient tous les événements de s qui n’ont pas déja
eu d’occurrence dans le chemin ¢. Ce résidu n’est défini que si les deux chemins
s et t sont compatibles dans un sens précisé plus loin.

Tout d’abord, nous définissons le résidu s/m d’un chemin s apreés un événe-
ment m lorsque cet événement est indépendant de s, ou initial modulo indépen-
dance.

Définition 1.26 (Résidu d’un chemin aprés un événement indépendant). Si
$:x —» y est un chemin et m est un événement indépendant de s, le résidu s/m
du chemin s apres I’événement m est défini inductivement par

o £;/m =¢e,,ou 2 est la position définie par la transition m : x — 2/,
e (n-s)/m=mn-(s/m).

Ainsi, le diagramme (1.3) décrit une situation ou le chemin

S ni ng
r—»y r— T —> - — T —Y
admet le chemin

s/m .
CC/ / y/ _ l‘/ 1 x/l $;€,1 2 :l//

comme résidu apres I’événement indépendant m.

Définition 1.27 (Résidu d’un chemin aprés un événement initial). Sis:z —» y
est un chemin et m € x(s) est un événement initial du chemin s modulo indé-
pendance, le résidu s/m : ' —» z du chemin s aprés 'événement m est défini
inductivement par

o £;/m =¢e,, ol 2 est la position définie par la transition m : x — 2/,
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s sim=n

-<n~s>/m{

n-(s/m) sinon.

D’apres la Définition 1.23 d’un événement initial modulo indépendance, le
chemin s se factorise en s1 - m - s, ou ’événement m est indépendant du che-
min s;. On peut alors observer que

s/m = (s1/m) - s2
ou s1/m est défini & la Définition 1.26. En particulier,

Propriété 1.28. Supposons que m € x(s) est un événement initial d’un che-
min s modulo indépendance. On a alors :

s~ m-(s/m).

Propriété 1.29. Dans un graphe asynchrone G satisfaisant la Propriété du
Cube en avant, tout événement m et tous chemins s,t : x —» y satisfait :

m | s et s~t implique m | ¢ et s/m~t/m,
m € x(s) et s~t implique m € x(t) et s/m~t/m.

Nous étendons maintenant la notion de résidu et définissons le résidu d’un
chemin s : * —» y aprés un chemin ¢ :  —» 2. Comme nous l'avons précé-
demment expliqué, ce résidu s/t n’est défini que lorsque les chemins s et ¢ sont
compatibles dans le sens suivant.

Définition 1.30 (Chemins compatibles). Deux chemins coinitiaux s : ¢ —» y
et t:x —» z sont compatibles, ce que I’on note

s Tt

lorsque
e le chemin ¢ est le chemin vide ¢,
e ou bien le chemin ¢ se factorise en
PRNISLING
ol m est soit un événement indépendant du chemin s :
m| s
soit un événement initial du chemin s modulo permutation
m € x(s)

et ¢ est un chemin tel que

s/m 1 t.
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La relation de compatibilité s 1 ¢ est définie de facon asymétrique, par induc-
tion sur le chemin s. En effet, nous « remplissons par des tuiles » le diagramme

x
y z

formé par les chemins s et ¢ dans un ordre prédéterminé et assez rigide. Il

est possible de donner une définition équivalente et entiérement symétrique,

en construisant le diagramme progressivement, tuile apres tuile, en mettant

les tuiles dans n’importe quel ordre, suivant ainsi un principe déja utilisé par

Dehornoy [Deh00]. On peut alors en déduire que la relation de compatibilité est
symétrique :

Propriété 1.31. Etant donnés deux chemins coinitiauz s : x —» y et t : & —» z,
on a
sTt ssi tTs.

Elle est aussi réflexive :

Propriété 1.32. Pour tout chemin s :x —» y, on a
s T s

Remarque 1.33. La relation de compatibilité n’est cependant pas une relation
d’équivalence car elle n’est pas transitive. Dans le graphe asynchrone

n
Y ~ 1~ o2
m o
Y2 22
on a les chemins m : * —» y; et n : * —» x; sont compatibles, ainsi que

les chemins n : * —» x1 et 0 : * —» 21. Mais les chemins m : * —» y; et
0:x —» z1 ne sont pas compatibles.

Nous pouvons maintenant définir notre notion générale de résidu de la fagon
suivante.

Définition 1.34 (Résidu d’un chemin aprés un chemin). Le résidu d’un chemin
s :x —» y aprés un chemin compatible ¢ : © —» z est le chemin s/t : z —» v
défini par induction sur le chemin ¢ par :

o /e, =s,

 s/(m-t) = (s/m)/t.

Il est & noter que I’hypotheése de compatibilité entre les chemins s et ¢ nous
assure que le résidu s/t est toujours bien défini.

Nous montrons maintenant que les notions de compatibilité et de résiduation
interagissent comme on pourrait s’y attendre avec la concaténation des chemins
et ’homotopie entre chemins.
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Propriété 1.35 (Compatibilité et concaténation). Soient s : © —» yo et
t:x —» z deur chemins tels que s se factorise en

Ty Y.
Le chemin s est alors compatible avec le chemin t si et seulement si

sitt et saf(t/s1).

Propriété 1.36 (Résiduation et concaténation). Supposons que s : x —» Yy
ett: x —» 29 soient deux chemins compatibles, se factorisant respectivement en

TSy By et 1z 2 2.
On a alors
s/t = (s1/t)-(s2/(t/s1)) = (s/t1)/tz
les membres des égalités étant tous définis en vertu de la Propriété 1.35.

Propriété 1.37 (Compatibilité et homotopie). Soient s : x —» y, t : @ —» 2
et t' : x —» z trois chemins tels que t ~t'. On a alors

sTt  ssi sTt.

Propriété 1.38 (Résiduation et homotopie). Soient s :x —» y et t:x —» 2
deuz chemins compatibles et t' : x —» z un chemin homotope a t. On a alors

s/t = s/t

le résidu s/t' étant défini car les chemins s et t sont compatibles d’aprés la
Propriété 1.37

Propriété 1.39 (Auto-résiduation). Pour tout chemin s:x —» vy, on a
s/s = &g
le résidu étant défini d’aprés la Propriété 1.32.

Ces deux dernieres propriétés nous permettront dans la suite d’utiliser la notion
de résidu sur des chemins considérés modulo homotopie.

1.4.3 La catégorie des chemins modulo homotopie

Nous tirons maintenant parti de la notion de résidu et montrons que, dans la
catégorie [G] des chemins modulo homotopie associée & un graphe asynchrone G
introduite & la Définition 1.4, tous les morphismes sont & la fois épi et mono
lorsque la catégorie vérifie la Propriété du Cube. Plus précisément, nous mon-
trons que la propriété d’étre épi découle de la Propriété du Cube en avant, et
dualement la propriété d’étre mono découle de la Propriété du Cube en arriere.
Ces deux propriétés referont surface lorsque nous associerons une catégorie L &
tout chemin s : x —» y du graphe asynchrone. Cette catégorie, appelée catégo-
rie de factorisations du chemin s, se révélera en effet étre une catégorie d’ordre
lorsque la propriété d’étre épi (ou d’étre mono) est satisfaite.
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Propriété 1.40. Si G est un graphe asynchrone satisfaisant la Propriété du
Cube en avant, tout morphisme de [G] est épi.

Démonstration. Soit m : x — y une transition et s,¢ : y —» z deux chemins
du graphe asynchrone G tels que

m-s ~ m-t.

L’événement m est initial modulo indépendance dans chacun des chemins m - s
et m-t. Nous appliquons alors les Propriétés 1.28 et 1.29 et en déduisons la série
d’équivalences homotopiques

s ~ (m-s)/m ~ (m-t)/m ~ ¢t

On en déduit que le morphisme [m] :  — y associée & la transition m : x — y
est épi dans la catégorie [G]. Comme tout morphisme de [G] est la composée de
tels morphismes, nous pouvons conclure. O

Nous avons pris soin depuis le début de définir les graphes asynchrones de
fagon « auto-duale » dans le sens ou, en inversant les direction des transitions,
on obtient toujours un graphe asynchrone. La dualité & son importance car elle
transporte par exemple la Propriété du Cube en avant en la Propriété du Cube
en arriere. Ceci nous permet d’énoncer une propriété duale de la Propriété 1.40.

Corollaire 1.41. Si G est un graphe asynchrone satisfaisant la Propriété du
Cube en arriére, tout morphisme de [G] est mono.

Nous montrons que la catégorie [G] a les produits fibrés et les sommes amal-
gamées de morphismes compatibles lorsque le graphe asynchrone G satisfait
le Propriété du Cube. Caractérisons tout d’abord les situations dans lesquelles
deux chemins coinitiaux s : x —» y; et t : © —» yo sont compatibles.

Propriété 1.42. Deux chemins coinitiour s : © —» y; et t : x —» yo sont
compatibles si et seulement si il existe un sommet z et deux chemins s’ : y; —» 2
et t' : yo —» z tels que

s-s ~ t-t.

En particulier, st s : x —» yy1 et t : x —» ys sont deux chemins compatibles
alors il existe une position z et deux résidus

sty —»z et t/s:ys —» 2.
Ces résidus sont cofinaux et satisfont
s-(sft)y ~ t-(t/s).

Démonstration. Nous montrons les deux directions de I’équivalence séparément.
Nous montrons I'implication de gauche a droite par induction sur la longueur
du chemin s, c’est-a-dire que si

sty —» 21 et t/s:ys —» 29
sont les résidus respectifs de s aprés ¢ et de t apres s alors z1 = 25 et

s-(t/s) ~ t-(s/t).
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Si s est le chemin vide €, alors s/t =€y, 1 ya —» Y2 et t/s =t : 2 —» yo, et
par réflexivité de I’homotopie on a

s-(tfs) = t ~ t = t-(s/t).

Sinon, supposons que le chemin s se factorise en

T o/ Y1-
Les chemins s et ¢t étant compatibles, nous savons que (s/m)1(t/m) et
m|t ou me x(t).
Par hypotheése d’induction, nous savons que
(s/m) - ((t/m)/(s/m)) —~ (t/m)-((t/m)/(s/m))

(et cette homotopie est définie, dans le sens ou les deux chemins sont coinitiaux
et cofinaux), ce qui nous permet de déduire

s-(t/s) =m-(s/m)-((t/m)/(s/m)) ~m-(t/m)-((t/m)/(s/m)) =t (t/s)

ce qui conclut notre preuve par induction.

L’implication de gauche a droite peut étre montrée par induction sur la
longueur du chemin s. Si s est le chemin ¢, alors les chemins s’ =t et ¢’ = ¢,
conviennent. Sinon, le chemin s se factorise en

r 2 @ S/—»m Y1
D’apres la Propriété 1.29, nous savons que
(s/m)-s" = (s-8)/m ~ (t-t)/m.
De plus m € x(t - t'). Il s’en suit aisément par la Propriété 1.24 que
m|t ou me x(t)
et dans ces cas, on a respectivement
(t-thY/m=(@t/m) - t'/m) e (t-t')/m=(/m)-t.

On peut donc appliquer I’hypothése d’induction et prouver dans les deux cas
que (s/m)T(t/m), ce qui nous permet de conclure que s t. O

Définition 1.43 (Morphismes compatibles). Deux morphismes coinitiaux
firx—>y1r et forx—ys

dans une catégorie C sont compatible lorsqu’il existe une paire de morphismes
cofinaux
g1:Yy1 —~z et taiys— =z

telle que
giofi = g0 fa.
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Définition 1.44 (Catégories avec sommes amalgamées compatibles). Une caté-
gorie C a les sommes amalgamées compatibles lorsque toute paire de morphismes
coinitiaux compatibles a une somme amalgamée.

Propriété 1.45. Soit G un graphe asynchrone ayant la Propriété du Cube en
avant. Alors [G] a les sommes amalgamées compatibles : si [s1] 1 ® —» y1 et
[s2] : ¢ —» y2 sont deux morphismes compatibles de [G], alors leur somme
amalgamée existe et est donnée par la position y, et les deux morphismes

[sa/s1) i1 —»y et [s1/s2] iy —»y.

T
2N\
Y1 Y2
[52/51]\\ /51/82]
Y

Démonstration. Soient [s1] : © —» y1 et [s2] : ¥ —» yo deux morphismes
compatibles dans [G]. Par définition de la compatibilité, il existe une paire de
chemins ¢1 : y;1 —» z et to : yo —» z tels que s1 - t; ~ sy - tg. D’apres la
Propriété 1.42, nous savons que

(s2/s1) - (t1/(s2/51)) ~ t1-(s2/s1)/ta

ou (s2/s1)/t1 est le chemin vide e, car

Diagrammatiquement,

(s2/s1)/t1 = s1/(s1-t1) d’apres la Propriété 1.36,
s2/(s2-t2) d’apres la Propriété 1.37, car sy -t1 ~ s - to,
(sa/s2)/ta  d’apres la Propriété 1.36,
Ex/t2 d’aprés la Propriété 1.39,
= & par définition des résidus.

De méme, on a
(s1/52) - (t2/(s1/52)) ~ ta.
Notons que pour toute autre paire de chemins s§ € [s1] et s5 € [s2], on a

s5/8) ~ sa/s1 et s)/sh ~ s1/s2.

La somme amalgamée sera donc définie modulo homotopie. De I’équivalence
précédente on peut déduire les équivalences homotopiques

s1-(sa/s1) - (t1/(s2/s1)) ~ s1-t1 ~ sa-ta ~  (s1/s2)-(t2/(s1/52))

et

(s2/s1) - (t1/(s2/s1)) ~  (s1/s2) - (t2/(s1/s2))

car les morphismes de [G] sont épi.
Soit y la position telle que

safsiiyr —»y et si/syiys —» Y.
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Supposons qu’il existe un chemin u : y —» z tel que
(sa/s1) - un~ty et (s1/82) u~to.

On a alors

(s2/s1) - (t1/(s2/s1)) ~ w ~ (s1/s2) (t2/(s1/52)).

Il existe donc un chemin u : y —» 2z, qui est unique modulo homotopie, tel que

le diagramme
T
N
Y1

Y2Yy2
[s2 k\ %82]
[t1] 4 [t2]
v
z

commute.

Ceci montre que la position y munie des deux chemins [s3/s1] : y1 —» y et
[s1/s2] : y2 —» y modulo homotopie forme la somme amalgamée des chemins
[s1] : @ —» y1 et [s2] : # —» y2 modulo homotopie. O

Les définitions posées jusqu’ici étant auto-duales, le dual de la Propriété 1.45
est aussi vérifié lorsque le graphe asynchrone a la Propriété du Cube en arriere.

1.4.4 La catégorie de factorisations

Nous introduisons la notion de catégorie de factorisations associée a un mor-
phisme s : © —» z et appliquons cette construction aux morphismes de la
catégorie [G].

Définition 1.46 (Catégorie de factorisations). A tout morphisme f : z — z
d’une catégorie C, une catégorie de factorisations peut étre associée de la fagon
suivante :

« ses objets sont les paires composables (f1,y1, f1) de morphismes
fiix—y et fliiyr— 2

tels que
fiecfi = f

o sesmorphismes h : (f1,y1, f1) = (f2,y2, f4) sont les morphismes h : y1 — yo

tels que le diagramme
V \ﬁ

T h z

N

Y2

1

comimute.
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De facon équivalente, la catégorie de factorisations associée & un morphisme
f :x — z peut étre définie comme la catégorie tranche au dessous de f de
la catégorie tranche de C au dessus de z (la notion de catégorie tranche est
introduite & la Définition 0.12). Cette construction peut étre effectuée dans
deux ordres différents qui menent a deux catégories isomorphes :

(@lO)Lf = flCla)

Définition 1.47 (Catégorie des factorisations). A tout chemin s : x —» z
d’un graphe asynchrone G on peut associer la catégorie des factorisations de s,
notée Lg, qui est la catégorie des factorisations de sa classe d’homotopie [s]
considérée comme un morphisme de la catégorie [G].

Plus explicitement, un objet (z, s1,y, s2, 2) de la catégorie Ly est une paire
de chemins composables

vy et y2z (1.6)
considérés modulo homotopie, tels que s ~ s1 - s3. Un morphisme
. / / !
u (,I,Sl,y,5272)*)(I’,Sl,y,SQ,Z)
est un chemin u : y —» 3/, considéré modulo homotopie, tel que
! /
S1-u~S8; et Y-Sy~ Sa.

La situation dans laquelle le graphe asynchrone G satisfait la Propriété du Cube
en avant est particulierement intéressante. En effet, nous avons montré que
dans ce cas tout morphisme de [G] est épi. Par conséquent, toute paire de mor-
phismes (1.6) telle que s ~ s1 - o est déterminée de fagon unique modulo ho-
motopie par son préfixe s;. On peut donc identifier les objets de la catégorie L,
avec les préfixes de s modulo homotopie. Nous allons voir que la catégorie L est
réduite & un ordre partiel dont les éléments sont les préfixes de s modulo homo-
topie ordonnés par la relation de préfixage modulo homotopie. La construction
d’un ordre partiel sur les chemins partant d’une position donnée x est bien
connue dans la littérature sur les graphes asynchrones [WN95]. Ici, nous restrei-
gnons cette construction aux préfixes du chemin s afin de montrer qu’il définit
un treillis distributif L.

Définition 1.48 (Catégorie d’ordre). Une catégorie d’ordre C est une catégorie
dans laquelle il y a au plus un morphisme entre deux objets.

Une catégorie d’ordre définit une relation < sur ses objets, définie par x <y
lorsqu’il existe un morphisme de x a y, et cette relation caractérise la catégorie.
Notons que la relation < est nécessairement réflexive (car la catégorie a des
identités) et transitive (car la catégorie admet une loi de composition), mais pas
nécessairement antisymétrique.

Il n’est pas difficile de constater que, lorsque le graphe asynchrone sous-
jacent G satisfait la Propriété du Cube en avant,

Propriété 1.49. La catégorie de factorisations Ls est une catégorie d’ordre.
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Démonstration. Comme nous ’avons précédemment mentionné, nous identifions
les objets de Ly avec les préfixes du chemin s considérés modulo homotopie;
et les morphismes t : s; — sy avec les chemins ¢ tels que s; -t ~ so aussi
considérés modulo homotopie. La preuve découle immédiatement du fait que,
par la Propriété 1.40, les morphismes de [G] sont épi. Toute paire de morphismes
t,u: 51 — So satisfait en effet les équivalences homotopiques

S+t ~ S ~ S§1-u
et le caractere épi des morphismes implique que ¢ ~ wu. O

Il est possible de caractériser simplement ’ordre induit par L4 sur les préfixes
du chemin s modulo homotopie. En effet, en notant s = t lorsqu'un chemin
s :x —» y est un préfixe d’un chemin ¢ : £ —» z modulo homotopie, on a :

Propriété 1.50. Soient s1 et so deux préfives d’un chemin s : x —» y modulo
homotopie. Il existe un morphisme de la classe d’homotopie [s1] d la classe
d’homotopie s3] dans la catégorie Ly si et seulement si s1 3 Sa.

Dans un graphe asynchrone satisfaisant la Propriété du Cube en Avant, la
relation X définit un préordre dont les classes d’équivalence sont simplement les
classes d’homotopie :

Propriété 1.51. Pour toute paire de chemins coinitiaur s : © —» y ett: z —» z,
on a
s3t=3 s  implique s ~t.

On en déduit immédiatement que

Propriété 1.52. La catégorie Ly induit un ordre partiel sur ses objets.

1.4.5 Un treillis distributif

Nous montrons maintenant que la catégorie Ly est un ordre partiel sur ses objets
qui a une structure de treillis distributif. Ceci nous permettra grace au théoreme
de représentation de Birkhoff de montrer le Théoreme 1.68, qui peut véritable-
ment étre considéré comme le théoréeme fondamental des graphes asynchrones.
Commengons par rappeler quelques notions de la théorie des treillis qui nous
seront utiles par la suite.

Définition 1.53 (Semi-treillis). Un sup-semitreillis (L, <) est un ensemble par-
tiellement ordonné dans lequel toute paire d’éléments x et y admet une borne su-
périeure. Dualement, un inf-semitreillis est un ensemble partiellement ordonné
dans lequel toute paire d’éléments admet une borne inférieure.

On rappelle que la borne supérieure x V y de deux éléments = et y est un
élément z de L tel que z > x et 2 > y et, pour tout élément 2’ de L,

>z et >y implique 2 >z

Définition 1.54 (Treillis). Un treillis (L, <) est un ensemble partiellement
ordonné qui est a la fois un sup-semitreillis et un inf-semitreillis.

Remarque 1.55. Un treillis fini (L, <) admet toujours un élément maximal
T =V L et un élément minimal L = A L.
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Définition 1.56 (Treillis distributif). Un treillis (L, <) est distributif lorsque
pour tous éléments x, y et z de L, on a

zA(yVvz) = (xAy)V(zAz).

La catégorie des treillis distributifs finis est notée FinDLat. Ses objets sont les
treillis distributifs de support fini et ses morphismes sont les fonctions préservant
les bornes supérieure et inférieure.

Remarque 1.57. L’axiome de la définition précédente est équivalent a I’axiome

dual
xV(yAnz) = (xVy A(zVz).

Ezemple 1.58. Pour tout ensemble E, 'ensemble (P(E), C) des sous-ensembles
de F ordonnés par inclusion est un treillis distributif, la borne supérieure de deux
ensembles A et B étant donnée par leur union A U B et leur borne inférieure
étant donnée par leur intersection A N B.

Définition 1.59 (Sup-irréductibilité). Un élément m d’un treillis (L, <) est
sup-irréductible lorsqu’il est distinct de I’élément minimal de L (s’il en existe
un) et pour tous éléments n et o de L,

m=mnVo implique m=mn ou m=o.
On note J(L, <) ensemble des éléments sup-irréductibles de (L, <).

Ezemple 1.60. Les éléments sup-irréductibles d’un treillis distributif fini sont les
éléments qui couvrent exactement un élément. On rappelle qu’un élément y d’un
treillis (L, <) couvre un élément x de ce treillis lorsque x < y et qu'’il n’existe pas
d’élément z de L tel que = < z < y (on dit aussi parfois que y est un successeur
immédiat de x). Ainsi, nous avons figuré par e les éléments sup-irréductibles de

lordre partiel
o)

|
./ \.
N/
|

représenté par son diagramme de Hasse, I’élément minimal étant figuré en haut.

Définition 1.61 (Idéal). Un idéal I d’un ensemble partiellement ordonné (E, <)
est un sous-ensemble de E clos vers le bas :

Vm e E,Vn € I, m <n implique m € I.

Nous noterons Z(E, <) I'ensemble des idéaux de ’ensemble partiellement or-
donné (E, <).

Pour tout ensemble partiellement ordonné (F, <), 'ensemble Z(F, <) muni
de Pordre induit par l'inclusion est un treillis distributif. De méme, pour tout
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treillis distributif (L, <) la restriction de l'ordre partiel < & l’ensemble J (L, <)
munit ce dernier d’'un ordre partiel. Les fonction Z et [J peuvent ainsi étre
étendues en une paire de foncteurs

T

T

FinPOSet FinDLat

\K\\\\\s‘____,,//////

J

ou FinPOSet est la catégorie des ensembles finis partiellement ordonnés. Le
théoréme de représentation de Birkhoff [Bir33, DP02] pour les treillis distributifs
nous indique alors que

Théoréme 1.62 (Théoréme de représentation de Birkhoff). La paire de fonc-
teurs T et J induit une équivalence de catégories

FinPOSet = FinDLat.

Nous avons montré a la Propriété 1.52 que la catégorie de factorisations L
d’un chemin s : x —» y d’un graphe asynchrone G satisfaisant la Propriété du
Cube est réduite & un ordre partiel, noté (Ls, ). Nous montrons maintenant
que cet ordre partiel a une structure de treillis distributif. La preuve est fon-
dée sur une réduction de toute factorisation s; - so de s modulo homotopie a

I’ensemble M, des événements qui apparaissent dans le chemin s;.

Définition 1.63. L’ensemble M, d’événements apparaissant dans un chemin
s :x —» y est défini inductivement par

d Me :ma
L] Mm-t = {m} () Mt.

En particulier, le chemin vide ¢ est le seul chemin dont I’ensemble d’événements
soit vide.

La propriété suivante renforce I'intuition déja mentionnée que le résidu s1 /59
d’un chemin s; apreés un chemin s, est le chemin contenant les événements de s
qui n’ont pas déja eu lieu dans ss.

Propriété 1.64. Sisy : x —» y1 et So : ¢ —» yo sont deux chemins compatibles
alors le résidu de s1 aprés so satisfait

M, = M, \ M,,.

1/82

Commencons par expliquer comment les bornes supérieure et inférieure de
deux éléments

SI SI
T2y >z et Dy 2 (1.7)

de l'ordre partiel Ly sont calculées dans un graphe asynchrone G satisfaisant la
Propriété du Cube en avant. Par définition de la factorisation, on a

! /
S1 857 ~ S ~ 52 So.
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D’apres la Propriété 1.42, les deux chemins s; et so sont compatibles. Ceci nous
permet de définir ’élément s; V sy comme la factorisation de s dont le préfixe
est det

81\/52 = 81'(82/81)
qui est unique modulo homotopie. Il découle de la Propriété 1.45 que ceci dé-
finit une borne supérieure dans I’ensemble partiellement ordonné L. La Pro-
priété 1.64 nous permet en particulier de déduire que 'identité

Mg,vs, = Mg UM,
est vérifiée.

Propriété 1.65. Soient (s1,y1,5}) et (s2,y2,sh) deux éléments de L. Alors,
Ms, =M, ssi  S1~ Sa.

Démonstration. L’implication de droite & gauche est simple. Montrons 1'impli-
cation de gauche & droite. Soient (s1,y1,s]) et (s2,y2, sh) deux éléments de Ly
tels que Mg, = Ms,. Par définition de Lg, on a

s1-87 ~  sg-8h
Par la Propriété 1.42, on a donc
s1-(s2/s1) ~  s2-(s1/82).
On sait de plus que

M, = M,\M, = 0 = M,\M, = M,

2/51 1/82

par la Propriété 1.64. On en déduit que les chemins ss/s; et s1/s2 sont tout les
deux vides et finalement les chemins s; et so sont homotopes. O

De fagon duale, si le graphe asynchrone G satisfait la Propriété du Cube en
arriére, on peut montrer que les chemins s} et s, de (1.7) on un produit fibré
dans [G], c’est-a-dire qu’il existe une position y; A yo et une paire

ty:y1 Nys —»y1 et taiyr Ays —» Yo

de chemins tels qu’il existe un chemin ¢ : x —» y; A y2, unique modulo homo-
topie, tel que
t-t1 ~ 581 et t'tQNSQ.

Ce chemin t sera noté s; A so car il est déterminé de fagon unique modulo
homotopie par les chemins s; et so. De plus, on peut montrer que ce chemin
satisfait

M ps, = Mg, NDM,,.

Remarque 1.66. L’intersection de deux chemins s; : @ —» z1 et so : & —» 29
compatibles peut étre calculée de facon plus concrete de la fagon suivante, par
induction sur le nombre d’événements communs a s1 et so. S’il n’existe pas de tel
événement alors l'intersection des deux chemins est le chemin vide € : x —» .
Sinon, notons m I’événement commun a s1 et ss qui apparaisse le premier dans s
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(le plus proche de la position initiale commune ). Les chemins s; et s se
factorisent alors respectivement en

" 1"

S, S S, S
Ty Sy = et T ys — yh —»
Par utilisation répétée de la Propriété du Cube en arriére I’événement m peut
étre tiré au début des deux chemins :

T T
¥ N
n Il Y2

mi lm . / \ .
V S;// 8/211 V

i~ Y~ Y .
\y/

%)

Nous obtenons ainsi une transition m : x — 2’ et deux chemins

st il —» Yl et sy il —»yl

tels que 8] -m ~m- s et s5-m ~m- s’ De plus, par hypothése d’induction,

il existe un chemin d’intersection u : ' —» z des chemins s}’ - s} : 2’ —» z; et

sy’ - sh 1 &' —» z5. Finalement, I'intersection des chemins s; et sy est le chemin

m-u:xr —»=Z.

Nous pouvons déduire de ce qui précede que

Propriété 1.67 (Structure de treillis distributif). L’ensemble partiellement or-
donné (Ls, 3) est un treillis distributif, avec les opérations V et A\ précédemment

S~

définies comme bornes respectivement supérieure et inférieure.

Démonstration. D’aprés la Propriété 1.65, le treillis (Lg, 3) est isomorphe au
treillis (Ps, C), ou lensemble Py est défini par P, = { M; | t € L } et
ordonné par inclusion ensembliste. Ce treillis étant un ensemble d’ensembles
clos par union et intersection, il est distributif. O

1.4.6 Représentation des classes d’homotopie
Nous pouvons finalement prouver le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme 1.68 (Représentation d’une classe d’homotopie par un ordre par-
tiel). La classe d’homotopie d’un chemin s : x —» y d’un graphe asynchrone G
est isomorphe d l'ensemble des linéarisations de 'ordre partiel (Ms, <), ot M,
est l’ensemble des événements apparaissant dans le chemin s et l’ordre < est
défini par m < n si et seulement si m apparait avant n dans tout chemin de la
classe d’homotopie de s, c’est-a-dire si

Vit € [s], Jt1,ta, t=t1-n-ta impligue mE My.

v I _
/ y / Yy y ¥ \
21 2
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Démonstration. Nous avons vu a la Propriété 1.67 que 'ensemble partiellement
ordonné (L, %) est isomorphe au treillis (Ps, C). Par le Théoréme 1.62 de repré-
sentation de Birkhoff, il est donc isomorphe au treillis des idéaux de 'ordre par-
tiel induit sur ses sup-irréductibles ordonné par inclusion. Pour tout élément m
de T’ensemble partiellement ordonné (M, <), la cldture vers le bas {m} | de
Pensemble {m} est un élément de P;. Les éléments de l’ensemble Ps étant clos
par union, pour tout élément M de Ps, si 'on note (m;);c; la famille (finie)
des éléments maximaux de M par rapport a l'ordre <, on a M = J,c; {m:} .
Un tel ensemble M est donc sup-irréductible dans (Ps, C) précisément lorsque
I’ensemble d’indice I est réduit a un élément, c’est-a-dire lorsque M est de la
forme {m} | pour un certain élément m de M. Il est de plus simple de vé-
rifier que l'ordre d’inclusion sur les ensembles de la forme {m} | correspond
précisément a l'ordre < sur les éléments de M, dans le sens ou l’ensemble
des sup-irréductibles {m} | (avec m € M;) ordonné par inclusion est iso-
morphe & ’ensemble partiellement ordonné (M, <). On en déduit finalement
que les chemins ¢ de la classe d’homotopie de s, qui sont en bijection avec les

suite maximales e_tg,%1,...,tp—1,t, = t de préfixes de s modulo homotopie
(i.e. les t; sont des éléments de L), sont en bijection avec les linéarisations de
Pordre partiel (M, <). O

Ezemple 1.69. Considérons le graphe asynchrone suivant (figuré a gauche)

€

A SN
T~

m-n-o-p

et notons s le chemin s = m-n-o-p. Nous avons dessiné a droite I’ensemble par-
tiellement ordonnée correspondant (Lg, 3) des préfixes de s modulo homotopie.
L’ensemble {m,m -n,m-o,m-n-o-p} des éléments sup-irréductibles de cet
ordre partiel a été calculé a 'Exemple 1.60. On peut alors constater que 1’ordre
partiel induit sur ces éléments sup-irréductibles par la relation de préfixage mo-
dulo homotopie (figuré a gauche dans la figure ci-dessous) est bien isomorphe a
Pordre partiel (M, <) sur les coups M = {m,n,o0,p} de s décrit dans ’énoncé
du théoreme (figuré a droite).

TN
N NS

m-n-o-p
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1.4. Caractérisation des graphes de transitions

La notion de position dans un graphe asynchrone ne correspond pas toujours
exactement a la notion de classe d’homotopie. Par exemple, dans le graphe
asynchrone ci-dessous (figuré & gauche)

X X

Y W Y2
pl Pll ipz

z Z1 Z92

deux chemins non homotopes de source x ont pour but la position z : les che-
mins m-p et n-p. Cependant, ce graphe asynchrone peut toujours étre transformé
en un graphe asynchrone déplié dont les positions sont précisément les classes
d’homotopie de chemins ayant la position z pour source (figuré a droite dans la
figure ci-dessus) de la fagon suivante :

Définition 1.70 (Dépliage d’un graphe asynchrone). Le dépliage DG d’un
graphe asynchrone G & partir d’une position « de G est le graphe asynchrone
dont les objets sont les classes d’homotopie [s] de chemins s : & —» y de G et les
transitions de la forme m : [s] = [s-m], ol s : & —» y et m : y —> z sont des
chemins de G. Les tuiles rendent homotopes toute paire de chemins coinitiaux et
cofinaux. Un graphe asynchrone est dit déplié a partir d’une position x lorsqu’il
est isomorphe a sont dépliage a partir de x.

Les graphes de transitions d’une structure d’événements vérifient aussi la
variante suivante de la Propriété du Cube :

r—" 1y T
m y
~ m
n
- >
T Y3 o €z Y3 o
~ ~ —t ~ ~
o T3 ——— VY1 ° x3 n
m
m m
—_—
Y2 Y2 p Y

Il peut étre montré que les graphes asynchrones dépliés qui vérifient la Propriété
du Cube ainsi que la variante décrite ci-dessus sont précisément les graphes asyn-
chrones qui sont le graphe de transitions d’une structure d’événements [SNW93].
Intuitivement, cette nouvelle propriété impose que si m, n et o sont trois événe-
ments deux & deux compatibles alors ils sont tous les trois compatibles. Elle est
donc liée a la facon dont nous avons axiomatisé I'incompatibilité dans les struc-
tures d’événements, par une relation binaire. Il est possible de formuler la défi-
nition de structure d’événements de sorte a se passer de cette nouvelle propriété
dans les graphes de transitions associés, en équipant les structures d’événements
non pas d’une relation d’incompatibilité binaire mais d’un ensemble spécifiant
les sous-ensembles d’événements qui sont compatibles [Win87).
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Chapitre 2

Sémantique des jeux asynchrones

Les jeux asynchrones ont été introduits par Mellies [Mel04] dans le but d’unifier
Papproche entrelacée offerte par les jeux a pointeurs de Hyland et Ong [HOO00]
et les jeux concurrents, capables de représenter des stratégies jouant plusieurs
coups en parallele [AM99]. Dans ces sémantiques, les jeux sont des graphes
asynchrones dans lesquels les transitions, ou coups, sont généralement munis
d’une polarité indiquant si elles doivent étre jouées par le Joueur ou I’Opposant.
Une partie est un chemin partant de la position initiale du jeu, souvent notée x*,
et une stratégie est un ensemble de parties satisfaisant certaines propriétés.

Tout d’abord, remarquons que les tuiles asynchrones du jeu fournissent une
nouvelle fagon de décrire les pointeurs de justification entre les coups (voir ’An-
nexe B pour un bref rappel des jeux a pointeurs). Par exemple, considérons
le jeu correspondant au type des booléens B déja présenté en introduction, ou
I’Opposant commence par poser une question q et le Joueur répond en répon-
dant soit tt (vrai) ou £f (faux). Ce jeu, décrit dans les jeux & pointeurs par
I’aréne

q

N\

tt ff

sera représenté dans les jeux asynchrones par I'arbre de décision

*
y
q
AN
T F
ou * est la position initiale du jeu et les trois autres positions sont définies par

*=0, qg={q}, T ={qtt} et F = {q,ff}

Il n’y a aucune concurrence au sein de ce jeu, qui peut étre vu aussi bien comme
un jeu a pointeurs que comme un graphe asynchrone. Le jeu B® B est constitué
de deux copies de ce jeu, jouées « en parallele ». Il simule une machine tres



simple, contenant deux cellules mémoire booléennes. Au cours d’une interaction
typique, I'Opposant commence par jouer un coup q; pour demander la valeur
de la cellule mémoire de gauche et le Joueur répond tt;. Ensuite, ’Opposant
demande, avec le coup qp la valeur de la cellule mémoire de droite, et le Jouer
répond f£f . La partie est représentée de la facon suivante dans les jeux a poin-

teurs : Pan Pan
qp - ttr - qp - ffgr

La partie contient deux pointeurs de justification, chacun étant représenté par
une fleche partant d’un coup en direction d’un coup précédent. Par exemple, le
pointeur de justification du coup tty, au coup q; indique que la réponse tt, doit
nécessairement étre jouée apres la question q;. La méme situation est décrite
en utilisant des tuiles 2-dimensionnelles dans le jeu B® B :

* Xk

NN
N \f\q/

ffr ttL

T®F

(nous n’avons représenté qu’une portion du jeu B® B, qui ressemble & une fleur
dont 'un des pétale est figuré ci-dessus, le pétale correspondant au cas ou la
cellule mémoire de gauche contient vrai et celle de gauche contient fauz). Le
pointeur de justification entre la réponse tt;, et sa question q; est ici remplacée
par une dépendance entre les deux coups, empéchant le coup tt d’étre permuté
avant le coup q;. La dépendance elle-méme est exprimée par une obstruction
« topologique » : ’absence de tuile 2-dimensionnelle permutant la transition tty,
avant la transition q;, dans le jeu asynchrone B®B. Le passage de I'une a 'autre
des représentations se fait précisément grace a la Propriété du Cube expliquée
au Chapitre 1. Nous avons en effet vu que toute structure d’événements génere
un graphe asynchrone vérifiant la Propriété du Cube. Et une aréne, dont la
définition est rappelée a I’Annexe B, peut étre vue comme une structure d’évé-
nements. Réciproquement, les graphes asynchrones des jeux asynchrones seront
toujours supposés vérifier la Propriété du Cube et pourront ainsi étre considérés
comme des sortes d’arénes généralisées.

Cette correspondance simple entre les pointeurs de justification et les tuiles
asynchrones permet une reformulation, dans le langage des jeux asynchrones, de
la définition initiale de stratégie innocente dans les jeux a pointeurs, définition
qui était fondée sur la notion de vue. De facon surprenante, cette reformulation
permet d’aboutir & une définition de I'innocence locale et purement diagram-
matique, qui ne mentionne plus la notion de vue. Cette reformulation, d’abord
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effectuée dans un cadre alterné [Mel04], puis étendue ici & un cadre non-alterné
(Section 2.4), nous révele que les stratégies innocentes sont positionnelles, dans
le sens ou elles sont caractérisées par le sous-graphe asynchrone du jeu qu’elles
explorent. Ainsi, si une stratégie innocente contient une partie s et une par-
tie t - u, ou t est un chemin homotope a s, alors le chemin s-u sera aussi dans la
stratégie (voir la Section 2.1). Il s’en suit qu’une stratégie innocente est entie-
rement caractérisée par I'ensemble des positions du jeu (pensées ici comme des
classes d’homotopie de parties) qu’elle atteint. Nous montrons a la Section 2.3
que cet ensemble de positions définit un opérateur de cléture et donc une stra-
tégie au sens des jeux concurrents. Les jeux asynchrones offrent ainsi un point
de vue simple permettant d’unifier les jeux a pointeurs et les jeux concurrents.

Asynchronie non-alternée. Nous avons précédemment expliqué comment
construire le jeu B ® B en mettant deux copies du jeu B en parallele. Plus géné-
ralement, toute formule de la logique linéaire définit une structure d’événements,
qui a son tour géneére un graphe asynchrone associé a la formule. Par exemple,
la structure d’événements associée a la formule

(BeB) —B (2.2)
contient ’ensemble partiellement ordonné suivant de coups compatibles :

q

SN

ar dr (2.3)

ttr ff ffgr

qui peut aussi étre vu comme une position (maximale) dans le jeu asynchrone
associé a la formule.

Ce jeu implémente 'interaction entre une fonction booléenne de type (2.2) et
ses deux arguments booléens. Au cours d’une partie type, ’Opposant commence
en jouant le coup q, demandant la valeur du résultat booléen. Le Joueur réagit
alors en demandant avec q; la valeur de 'argument de gauche, et ’Opposant
répond tty. Ensuite, le Joueur demande avec qp la valeur de 'argument de
droite et ’'Opposant répond £ffz. A ce point de linteraction, connaissant la
valeur de ses deux arguments, le Joueur répond ff a la question initiale :

q-q-ttr-qp-ffp-£ff (2.4)

Bien sfir, le Joueur aurait pu décider d’explorer ses deux arguments dans ’ordre
inverse, de la droite vers la gauche, ce qui aurait induit la partie

q-qp-ffr-qp -ttty - £f (2.5)

Les deux parties débutent de la position initiale % et atteignent la méme position
du jeu asynchrone. Elles peuvent étre vues comme les différentes linéarisations
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(au sens de la théorie de l'ordre) de 'ordre partiel (2.3), dans le sens suivant :

/ q q\
qz ar

ffp

ttL”

(2.6)

£f ff

La partie (2.4) est un élément de la stratégie représentant I'implémentation
gauche de la conjonction stricte, tandis que la partie (2.5) est un élément de
la stratégie représentant son implémentation droite. Remarquons que ces deux
stratégies sont alternées. Une troisieme implémentation de la conjonction est
possible, I'implémentation paralléle, ou la conjonction demande la valeur de ses
deux arguments en méme temps. La stratégie associée n’est plus alternée : elle
contient la partie (2.4), la partie (2.5), ainsi que toutes les autres linéarisations
(qui peuvent étre non-alternées) de 1’ordre partiel suivant :

q

SN

ar qr
(2.7)

ttp ffr

._ff .

Ceci illustre un phénomene intéressant, de nature concurrente : toute partie
s : * —» x d’une stratégie asynchrone o cohabite avec d’autres partiest : « —»
au sein de la stratégie qui atteignent la méme position x et sont homotopes a s.
Ces parties explorent un sous-graphe du jeu qui vérifie la Propriété du Cube.
Autrement dit, Pensemble des parties homotopes a s de la stratégie o est iso-
morphe a l’ensemble des linéarisations d’un ordre partiel sur les coups appa-
raissant dans s, et cet ordre partiel raffine ’ordre du jeu sur ces coups — dans
Pexemple (2.7), ce raffinement correspond a ’ajout des dépendances du coup ff
sur les coups tty, et £f i figurées en traits pointillés. Notre définition de stratégie
ingénue nous assurera de 'existence d’un tel « ordre de causalité » sous-jacent,
pour toute position x atteinte par la stratégie. Elle définira un faisceau d’ordres
partiels, induisant une structure d’événements obtenue en recollant les ordres
partiels les uns avec les autres.
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2.1. Jeux et stratégies monochromes

Stratégies ordonnancées. Nous introduisons a la Section 2.5 la notion de
stratégie ordonnancée, définie comme une stratégie ingénue satisfaisant des pro-
priétés permettant de s’assurer que la composition va bien se dérouler dans le
sens suivant. Considérons la stratégie ingénue o de type BB générée par I’ordre
partiel suivant :

ar ar

(2.8)

ttr vffR

La stratégie répond ttz a la question q; mais ne répond ffr & la question qp
que si la question q; a déja été posée. La composition de la stratégie o avec
limplémentation droite de la conjonction stricte dessinée & droite de (2.6) in-
duit une partie q - qp qui se termine en un interblocage (deadlock) a la posi-
tion {q,qp}. D’un autre coté, la composition de cette stratégie o avec I'implé-
mentation gauche ou I'implémentation paralléle se déroule bien, et meéne a une
interaction complete.

Ce phénomeéne dynamique peut étre compris en introduisant deux nouveaux
connecteurs binaires @ et © qui décrivent une composition séquentielle dans les
jeux asynchrones. Le jeu A © B est défini comme la restriction 2-dimensionnelle
du jeu A ® B aux parties s telles que tout coup joué avant un coup de A est
aussi un coup de A ; ou de fagon équivalente, tout coup joué apres un coup de B
est un coup de B. Le jeu A S B est simplement défini comme le jeu B& A, dans
lequel la composante B débute les parties. La stratégie o de B ® B se restreint
en une stratégie dans le sous-jeu B © B, qui la réfléchit dans le sens ou toute
partie s € o est homotope & une partie ¢ € ¢ du sous-jeu B © B. Ceci n’est
plus vrai lorsque la stratégie o est restreinte au sous-jeu B © B, car la partie
qr-ttr-qp-ffg est un élément de o qui n’est pas équivalent modulo homotopie
a une partie t € o du sous-jeu B ® B. Pour cette raison, nous considérons que
la stratégie o se comporte bien dans le jeu B @ B mais pas du jeu B ® B.

Ceci nous a amené a un critere interactif, détectant dynamiquement si une
stratégie o respecte 'indépendance des composantes d’un tenseur dans les for-
mules de la logique linéaire. Ce critére est fondé sur des conditions d’ordonnance-
ment. L’idée consiste a aiguiller tout produit tensoriel ® de la formule en € ou &
et a tester si chaque partie s de la stratégie o est équivalente modulo homotopie
a une partie t € o dans le sous-jeu induit. Chacun de ces aiguillages . reflete
un choix d’ordonnancement de la part d’une contre-stratégie : il permet ainsi
de s’assurer que les stratégies sont assez flexibles pour s’adapter a tout ordon-
nancement du produit tensoriel par 'Opposant. Syntaxiquement, ceci signifie
que la stratégie satisfait une variante dirigée du critere d’acyclicité introduit par
Girard [Gir87] et reformulé par Danos et Regnier [DR89).

Les résultats contenus dans ce chapitre ont en partie été publiés dans [MMO07].
La Figure 2.1 récapitule les principale conditions que nous considérerons pour
les stratégies.

2.1 Jeux et stratégies monochromes

Les catégories de jeux et stratégies considérées en sémantique des jeux sont géné-
ralement définies sur des jeux a deux joueurs. Cependant, certaines constructions
de bases ne font pas intervenir la polarité des coups et peuvent étre réalisées en
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2.1. Jeux et stratégies monochromes 81

Condition Sec. (Déf.) Définition

Positionalité 2.1.2 (2.15)

Compatibilité en avant 2.1.3 (2.22) implique

Compatibilité en arriere | 2.1.3 (2.22) implique

NSNS

/ \ 7 \
Déterminisme 2.2.1 (2.33) implique \N/

R N

Courtoisie 2.3 (2.40) ~ > implique

L \_

N\
PN

Forte courtoisie 2.3 (2.44) ~ - implique

Réceptivité 2.3.2 (2.67) o implique Ol

| /| I\
Séquentialité en avant | 2.4.2 (2.69) VNX implique l / N\ ou / N\l
NSNS NS

SN SN N
Séquentialité en arritre | 2.4.2 (2.69) x % implique l\\ / ou \ / i
g N "

FIGURE 2.1 : Principales conditions imposées aux stratégies positionnelles.




2.1. Jeux et stratégies monochromes

toute généralité dans une catégorie de jeuxr monochromes, dans laquelle les coups
ne sont pas polarisés. Nous commencons par construire une catégorie Jeux; de
tels jeux qui sera a la base des catégories de jeux que nous introduirons dans les
sections suivantes. Nous étudions ensuite une classe de stratégies qui vérifient
une condition de positionalité. Ces stratégies sont particulierement intéressantes,
car elles peuvent étre assimilées au sous-graphe du jeu qu’elles explorent, nous
permettant ainsi d’utiliser, pour les stratégies, les techniques développées au
Chapitre 1 sur les graphes asynchrones. Lorsque ces stratégies vérifient de plus
des propriétés tres naturelles de préservation de la compatibilité, nous verrons
que les stratégies positionnelles peuvent étre caractérisées comme des ensembles
de traces particuliers.

2.1.1 Une catégorie de jeux monochromes

Les jeux sont habituellement définis comme des structures d’événements par-
ticulieres. Toute structure d’événements induisant un graphe asynchrone (son
graphe de transitions), nous définissons ici plus généralement un jeu comme un
graphe asynchrone muni d’une position initiale.

Définition 2.1 (Jeu). Un jeu A = (G, *) est un graphe asynchrone G avec
un sommet distingué *, appelé position initiale, tel que toute position z est
atteignable, c’est-a-dire qu’il existe un chemin s : * —» . Un événement d’un
jeu est appelé un coup.

Pour simplifier notre présentation, quitte a travailler avec le dépliage des graphes
asynchrones a partir de la position initiale (voir la Définition 1.70), nous sup-
poserons que les graphes que nous considérerons sont contractibles, c’est-a-dire
tels que deux chemins coinitiaux et cofinaux sont homotopes et que toute po-
sition est atteignable a partir de la position initiale * (i.e. il existe un chemin
Sk —» ).

Définition 2.2 (Partie). Une partie sur un jeu A est un chemin s : * —» x
ayant pour source la position initiale du jeu.

Définition 2.3 (Stratégie). Une stratégie o sur un jeu A est un ensemble de
parties sur le jeu A.

Nous écrirons o : A pour indiquer que o est une stratégie sur un jeu A. Il
est & noter que nous n’imposons pas (pour le moment) & nos stratégies d’étre
closes par préfixe comme c’est le cas dans la plupart des sémantiques de jeux.
Ceci jouera un roéle crucial lors de la construction des morphismes identité de la
catégorie. Nous ne leur imposons pas non plus d’étre non vides, car la composée
de deux stratégies non vides peut étre vide.

Deux jeux A et B peuvent étre combinés pour former leur produit tenso-
riel A ® B, qui représente le jeu correspondant aux jeux A et B sur lesquels on
peut jouer en paralléle.

Définition 2.4 (Produit tensoriel). Le produit tensoriel AQ B = (G agB, *AoB)
de deux jeux A = (G4, *4) et B = (G4,%4) est défini comme suit. Son graphe
asynchrone sous-jacent est le graphe dont

o les positions sont les paires (x4, xp), aussi notées x4 ® g, ol 4 est une
position de G4 et xp est une position de Gp,
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2.1. Jeux et stratégies monochromes

e les transitions sont de la forme
mQxp
TARxp — YaRxp
oll T4 — y4 est une transition de A, ou de la forme
rTARQM
TAQTR o TA® YB

N m oy . . YA
ol xp — yp est une transition de B. Par souci de simplicité on notera
parfois simplement ces transitions

TA QxR ﬂ>y,4®:n];e et TA®uxp ﬂ>ac,4®y3.
La relation de tuilage relient deux chemins de la forme

TARXxR

mQxp n®Rrp

N
A

/
Yya Qxp ~ Ya ®xp
M %3
zZA® B
lorsqu’il existe une tuile
TA

YA

7N
N/

A

dans A, de méme les tuiles de B induisent des tuiles dans A ® B, et enfin
tous les chemins de la forme

rARxp

mQrp zARN

N
/i

Ya Qxp ~ TA®YB

ya®n meyp

4
A

Ya®yYB
sont reliés par une tuile. Enfin, la position initiale du jeu A ® B est la
position xggp = %4 ® *p.
Par construction, tout chemin de A ® B peut étre vu comme ’entrelacement

d’un chemin s4 de A et d’un chemin s de B définis comme suit.

Définition 2.5 (Projection d’un chemin). Si s:z4 ® xp —» ya @ yp est un
chemin d’'un jeu A® B alors la projection s : 4 —» ya du chemin s sur le jeu
A est le chemin défini par induction sur la longueur de s de la fagcon suivante.
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2.1. Jeux et stratégies monochromes

o Si s est le chemin vide alors (€4, 0y.)A = €xa-

¢ Sinon s se factorise en

mRx s’
TAQrp — T @rp —»ya®yp
auquel cas s4 =m - sy, ou en

TAQm s’
TAQxp o TARTH —» Ya YB

auquel cas s4 = §.
La projection sp : g —» yp de s sur le jeu B est définie de facon similaire.

En particulier, si s : *agp —» T4 ® xp est une partie d’'un jeu A ® B alors sa
projection s4 : x4 —» x4 sur le jeu A est une partie, ainsi que sa projection
sp : g —» xp sur le jeu B. Les entrelacements de deux mémes chemins sont
toujours homotopes par définition du jeu A ® B :

Propriété 2.6. Pour touts chemins paralléles s,t: x4 @ xtp —» ya @ yp d’un
jeu AR B, si sy =ty et sg =tp alors les chemins s et t sont homotopes.

A T'inverse, les chemins de A et de B peuvent étre injectés dans le jeu A ® B :

Définition 2.7 (Injection d’'un chemin). Si s: x4 —» y4 est un chemin d’un
jeu A et g est une position d’un jeu B, ’injection du chemin s dans le jeu AQ B
a la position xp, notée sQRrp: x4 @ xp —» ya g, est le chemin défini par
induction sur la longueur de s par

hd EIA ®xB :EJZA®I37
e et(m-s)@zp=mMrp) (s®zxp).

On définit de méme l'injection d’un chemin s : x5 —» yp de B dans A® B a
une position x4 de A.

Dans la suite, si s : x4 —» x4 est une partie de A, on parlera simplement de
I'injection de s dans A® B pour désigner la partie s® * g, que I’on notera parfois
encore s. De plus, par souci de concision, on considérera que le produit tensoriel
ainsi défini est strictement associatif et on notera s 4 p pour la restriction au jeu
A ® B d’'un chemin s sur le jeu A® B ® C, etc.

Tout paire de stratégies 0 : A® B et 7: B® C induit par interaction une
stratégie o + 7 sur le jeu A ® B ® C définie par

o7 = {scA®B®C | sap€oc et spc€T}

On déduit alors la composée des stratégies o et 7 en masquant, dans les traces
de l'interaction, les coups joués dans la composante interne B. Ce type de com-
position est parfois appelé composition paralléle avec masquage.

Définition 2.8 (Composition). La composée de deux stratégies o : A ® B
et 7: B® C est la stratégie 7 o o sur le jeu A ® C définie par

Too = {sac | s€o=+7}
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2.1. Jeux et stratégies monochromes

Lemme 2.9. La composition est associative.

Définition 2.10 (Stratégie identité). La stratégie identité ids : A ® A sur un
jeu A est la plus petite stratégie contenant la partie vide et telle que, pour toute
partie s : %4 @4 —» x4 Qx4 dans ida, et toute transition m : x4 — ya dans
A, les parties

s mex ya®m
KA R kg —H TARTA —F Ya@Ta > Yya®ya

et
s TARMm meya
KA RHA —HTARTA 2 TAQYA — YA D Ya

sont aussi dans id 4.

Lemme 2.11. Pour toute stratégic 0 : AQ B, on a
idpooc = o = ooidy.

Définition 2.12 (Catégorie des jeux monochromes). La catégorie des jeur mo-
nochromes Jeux; est la catégorie dont les objets sont les jeux monochromes et
les stratégies entre deux jeux A et B sont les stratégies sur le jeu A® B. La com-
position est donnée par la Définition 2.8 et les identités par la Définition 2.10.

Définition 2.13 (Stratégie close par préfixe). Une stratégie o : A est close par
’ . S m .

préfize lorsque pour toute partie de o de la forme x —» x — y, la partie s est

aussi dans o. La cléture par préfixe d’une stratégie o : A est notée prefix(A).

Remarque 2.14. Les stratégies closes par préfixe de Jeux; ne forment pas une
sous-catégorie de cette catégorie car 'identité n’est pas close par préfixe. Il est
donc important, pour pouvoir définir une catégorie de jeux monochromes, de
considérer des stratégies qui ne sont pas closes par préfixe, contrairement a la
coutume en sémantique des jeux.

La catégorie (Jeux;, ®, I) est monoidale avec comme unité du produit ten-
soriel le jeu I réduit a une unique position. Elle est de plus symétrique si on la
munit de plus de la transformation naturelle v de composantes

’)/A7B:A®B—>B®A

définies de facon similaire & I'identité : une stratégie v4 p est définie comme la
plus petite stratégie qui contienne la partie vide eagpgBoAa €t telle que si

S ¥4 R*pR*pR*kg —»TARTpRrpRTa
est une partie de y4,p alors pour toute transition m : x4 — ya de A les parties
*AQ*pRF pR* A —» TARTERTERTA — YARTERTERT A — YARDTERTERYA
et
*AR*BR*BR* A —» TAQLBRTBRTA —= TAQLBRTBRYA —= YAQTBRTBRYA
sont aussi dans y4, g et pour toute transition m : xtp — yp de B les parties

*AQ*pRF pR* A —» TARDTERTRRTA — TARYRRTERTA — TARYRRYBRT A
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2.1. Jeux et stratégies monochromes 86

et
* AQ*BR*BR* A —» TARTRRTRRATA — TARTRRYBRTA — TAQYBRYBRDT A

sont aussi dans v4 . Enfin, la catégorie monoidale symétrique (Jeux;, ®,I,7)
est compacte fermée si on la munit de la dualité définie par A* = A pour tout
jeu A avec comme unité la stratégie n4 : I — A* ® A définie comme l’identité
id4 et la stratégie e4 : A ® A* — I aussi définie comme l'identité id 4.

2.1.2 Stratégies positionnelles

Nous nous intéresserons dans la suite a des stratégies que nous appelons posi-
tionnelles, qui sont caractérisées par le sous-graphe du jeu qu’elles visitent. Nous
commencons par donner la définition de ces stratégies dans le cadre des stra-
tégies closes par préfixe puis nous étendons la définition au cas général. Cette
définition adapte la définition de positionalité donnée par Mellies dans le cadre
alterné [Mel04] & un cadre monochrome et nous verrons qu’elle s’étend de fagon
immédiate au cadre non-alterné.

Définition 2.15 (Stratégie close par préfixe positionnelle). Une stratégie close
par préfixe o : A est positionnelle lorsque

s*u€oc e s~t e teo implique t-u€o

pour tous chemins s, : % —» x et u: x —» y. Diagrammatiquement,

* " *
L) )
o> X et x et €0 implique r €0
ui u
Y Y

Une stratégie close par préfixe positionnelle o : A est essentiellement la
méme chose qu’un sous-graphe du graphe du jeu A dans lequel toute position
est atteignable & partir de la position initiale * du jeu. Ce sous-graphe hérite d’'un
structure 2-dimensionnelle du graphe asynchrone sous-jacent, induisant ainsi un
graphe asynchrone, noté G, dont les positions sont les positions z atteignables
par une partie s : *x —» x de o et les transitions sont les transitions visitées par
au moins une partie de o. A l'inverse, la stratégie o peut étre retrouvée comme
I’ensemble de toutes les parties de G, .

Il est conceptuellement intéressant de remarquer que notre notion de stra-
tégie positionnelle est de méme nature que la notion de jeu asynchrone. En
effet, une stratégie close par préfixe positionnelle o : A est la méme chose qu'un
sous-jeu du jeu original A dans le sens suivant :

Définition 2.16 (Sous-jeu). Un jeu B = (Gpg,*p) est un sous-jeu d’'un jeu
A = (G4, *4) lorsque le graphe sous-jacent de G est un sous-graphe du graphe
sous-jacent de G 4, avec la méme position initiale *g = %4, dans lequel toute
position est atteignable a partir de la position initiale, et la relation de tuilage o5
de B est héritée de la relation de tuilage o4 de A dans le sens ou

m-nopp-q SSi Mm-nosap-q
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pour toutes transitions m:x — y1, n:Yy1 — 2, p:x — Y2 et q:Ys — 2
du jeu B.

Propriété 2.17. Pour tout jeu A, l’ensemble des stratégies mon vides, closes
par préfize et positionnelles o : A est en bijection avec l'ensemble des sous-jeux
de A.

Démonstration. Notons SG la stratégie associée a un graphe asynchrone G,
définie comme ’ensemble des parties de G. Il est aisé de constater que pour
tout sous-jeu G d’un jeu A, le graphe Gg¢ est isomorphe a G. Réciproquement,
considérons une stratégie o : A. L’inclusion 0 C SG, est simple a établir,
montrons 'inclusion inverse SG, C ¢ en montrant que toute partie s de G, est
dans o par induction sur la longueur de s. Si s est la partie vide alors s est dans
la stratégie o qui est non vide et close par préfixe. Sinon, soit * —» = — y une
partie de GG,,. Par hypothese d’induction, la partie s est dans la stratégie o. De
plus, la transition m : x — y étant dans G, il existe un chemin x ELIGAUN Y
dans la stratégie o. Les chemins s et ¢ étant coinitiaux et cofinaux, ils sont
homotopes. Par positionalité de la stratégie o, la partie s-m est aussi dans 0. [

Cette propriété est techniquement intéressante, car elle nous permettra dans
la suite de considérer des chemins s : * —» y d’une stratégie positionnelle o
dont l'origine n’est pas la position initiale * du jeu : nous parlerons d’un tel
chemin s de o pour désigner implicitement un chemin dans le sous-jeu associé
a la stratégie.

Nous étendons maintenant la notion de stratégie positionnelle au cas général
des stratégies qui ne sont pas nécessairement closes par préfixe.

Définition 2.18 (Stratégie positionnelle). Une stratégie o : A est positionnelle
lorsque

1. sa cloture par préfixe prefix(o) est positionnelle au sens de la Défini-
tion 2.15,

2. et pour tous chemins s,t: % —» x et u:x —» y, on a

scu€o et s~t et teo implique t-u€o.
Diagrammatiquement,
* * * *
Lo ) )
o3 et x et , €0 implique T €o.

(S

Remarque 2.19. 11 semble difficile de donner une version directe de la Défini-
tion 2.18, qui ne ferait pas intervenir — directement ou indirectement — la cléture
par préfixe prefix(c) de la stratégie o et imposerait néanmoins que prefix(o) soit
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positionnelle au sens de la Définition 2.15. En effet, considérons le jeu

et une stratégie o qui contiendrait les parties m -n -p et n-m - ¢q. On doit
imposer & prefix(c) d’étre positionnelle en tant que stratégie close par préfixe,
c’est-a-dire en particulier que les parties n-m-p et m -n - ¢ soient aussi dans o.

Une stratégie positionnelle non vide ¢ : A est donc caractérisée par la donnée
du sous-jeu Grefix(s) de A, que nous noterons simplement G, induit par sa
cloture par préfixe et de ’ensemble o® de ses positions acceptantes défini comme
suit.

Définition 2.20 (Positions acceptantes). L’ensemble o® des positions accep-
tantes d’une stratégie o : A est 'ensemble des positions atteintes par une partie
de la stratégie :

o* = {z | Js:x—»zx, sco}
La stratégie o peut étre retrouvée a partir du sous-jeu G, qu’elle induit ainsi
que par ’ensemble o® de ses positions acceptantes par

c = {s:x—»x | s€G, e zxz€0°} (2.9)

Par la Propriété 2.17, on sait en effet que la stratégie prefix(c) est égale a
la cloture par préfixe de la stratégie définie dans le membre droit de (2.9).
L’égalité (2.9) peut ensuite étre prouvée de fagon similaire a la Propriété 2.17.
On peut remarquer que toute position maximale x du sous-jeu G, d’un jeu A,
associé a une stratégie positionnelle o : A, appartient a ’ensemble ¢® de ses
positions acceptantes. Réciproquement, un couple (G, X) ot G est un sous-jeu
de A et X est un ensemble de positions de G vérifiant cette propriété provient
d’une stratégie positionnelle :

Propriété 2.21. Pour tout jeu A, ’ensemble des stratégies positionnelles non
vides o : A est en bijection avec les couples (G, X), ot G est un sous-jeu de A
et X est un sous-ensemble des positions de G contenant toutes les positions
maximales de G.

Cette Propriété généralise la Propriété 2.17 au cadre des stratégies positionnelles
non nécessairement closes par préfixe.

Les stratégies positionnelles forment une classe intéressante de stratégies,
mais cette classe n’est pas close par composition : la composée de deux stratégies
positionnelles n’est pas nécessairement positionnelle. En effet, considérons le
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jeu A réduit a une position et les jeux B et C dont les graphes asynchrones sont
respectivement

’ NG TN
: N

et les stratégies 0 : A — B et 7 : B — C définies comme les clotures par préfixe
des ensembles respectifs

{Zaj} et {Zmpr,]nq}

Il immédiat de vérifier que ces deux stratégies sont positionnelles. Cependant
leur composée, qui est la cloture par préfixe de I’ensemble

{m-p-r,n-q}

n’est pas positionnelle, car elle ne contient par exemple pas la partie n - q - 7.
Cette disparité semble étre liée au fait que nos stratégies sont monochromes et
non déterministes. A la Section 2.2.1, nous introduisons la catégorie des jeu et
stratégies ingénues pour lesquelles ces propriétés sont préservées par composi-
tion.

2.1.3 Stratégies préservant la compatibilité

Dorénavant, nous supposerons que tous les jeux que nous considérons satisfont
la Propriété du Cube 1.19. Nous considérerons de plus des stratégies qui sa-
tisfont deux propriétés de préservation de la compatibilité tres naturelles. Ces
conditions imposent & une stratégie de ne pas « créer d’incompatibilité » : si une
stratégie joue deux transitions m : x — y; et n : * — yo qui sont compatibles
dans le jeu alors elles doivent étre aussi compatibles dans la stratégie, dans le
sens ou jouer 'une de ces transitions ne peut pas empécher de jouer I'autre.
Ainsi, si une stratégie joue deux coups qui sont spécifiés comme étant indépen-
dants par le jeu, elle doit pouvoir les jouer en paralléle. Il est simple de vérifier
que le graphe asynchrone associé & une stratégie positionnelle o : A, préservant
la compatibilité, vérifie la Propriété du Cube lorsque A la vérifie. Ceci qui nous
permettra par la suite d’utiliser les techniques développées au Chapitre 1 di-
rectement sur les stratégies : on peut calculer I'intersection de deux chemins ou
I'union de deux chemins compatibles a 'intérieur d’une telle stratégie.

Nous montrons dans cette section que les stratégies positionnelles préservant
la compatibilité peuvent étre directement caractérisées comme un ensemble de
chemins vérifiant certaines propriétés.

Définition 2.22 (Préservation de la compatibilité). Une stratégie position-
nelle o : A préserve la compatibilité lorsqu’elle vérifie les deux propriétés sui-
vantes.
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1. Préservation de la compatibilité en avant : si
m:x—1Yy; et n:x— Y

sont deux transitions coinitiales de o telles qu’il existe deux transitions
p:ys — z et q: yo — z formant une tuile

m D n q
r—Y1 — 2 < r—>Y2 — 2

dans A alors les transitions p et g sont aussi dans la stratégie . Diagram-

matiquement,
z z
o By \nia o By \nia
Y ~ Y2 implique Y ~ Y2

p g ) co
N2 X\ %
z

z
ou les fleches en traits pointillés indiquent des transitions dans A.

2. Préservation de la compatibilité en arriére : dualement, si
p:yn—2 et qiys—z

sont deux transitions cofinales de o telles qu’il existe deux transitions
m:x — y; et n:x — yo formant une tuile

m P n q
rT—Yy —>2 O T ——Y — 2

dans A alors les transitions m et n sont aussi dans la stratégie o. Dia-

grammatiquement,
m n Uay \nio‘
e . | .
Y1 ~ Y2 implique Y1 ~ Y2
z z

Ces deux conditions peuvent étre simplement reformulées directement sur les
stratégies vues comme des ensembles de parties (et non comme des sous-jeux)
dans le cas des stratégies positionnelles closes par préfixe.

Propriété 2.23. Une stratégie close par préfize o : A est positionnelle et satis-
fait les deux propriétés de préservation de la compatibilité de la Définition 2.22
si et seulement si elle satisfait les trois propriétés suivantes.

1. Pour toute paire de parties cofinales

s m-p:x —»x e s n-qik—HT
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et pour tout chemint:x —» y, on a

sm-pt€o, mp~ngq e Snqgeco implique sn-qteo.
Diagrammatiquement,
* *

o> \ et 7~ ~ € o implique /
P q - P q
A p N / BN

2. Pour tout partie s : x —» x et toute paire de transitions coinitiales
m:x—y; etn : x — yy telles qu’il existe une position z et deux
transitions p : y1 — z et q : yo — z induisant une tuile

m P n q
T—Yy—>2 O T ——>Yy —> 2

si les chemins s-m et s-n sont dans la stratégie o alors les chemins s-m-p
et s-n-q sont aussi dans o. Diagrammatiquement,

*

i |

x
m n . . m n
= / \ €o implique o3 / \ €
Y ~ Y

1 ~ Y2

1 2
Ty x %
SN~
z

3. Pour toute paire de parties
s m-nm-o:¥ —»y e Sp-qg-rTix—=HY

dans la stratégie o, les parties deux a deux homotopes du membre gauche
du diagramme ci-dessous sont dans o si et seulement si les parties deux d
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deux homotopes du membre droit du diagramme ci-dessous sont dans o :

* *
s si
p

r— > 212 x—>m2
X1 ~ q — Tl ———————>1Y3
n T3 —————> 1 n ~ Y1

/ N / /

Yo————>Y Yo——F5—>Y

(2.10)

Il est aisé de constater que si o : A est une stratégie close par préfixe po-
sitionnelle vérifiant les propriété de préservation de la compatibilité alors elle
vérifie les trois conditions ci-dessus. La condition 1 peut étre déduite de la posi-
tionalité de o, la condition 2 de la préservation de la compatibilité en avant et
la condition 3 des propriétés de préservation de la compatibilité et du fait que le
jeu A vérifie la Propriété du Cube. L’'implication inverse est plus subtile, nous
la montrons maintenant.

Définition 2.24 (o-homotopie). Nous définissons une relation Ay sur les par-
ties d’une stratégie o par

1 . 1
S~yt ssi s~ t.

La relation de o-homotopie, notée ~, est la plus petite relation d’équivalence

. . 1 L . .
qui contienne ~,. La classe d’équivalence d’un chemin s par o-homotopie est
notée [s,-.

Si 'on considére une homotopie entre deux chemins s et ¢ comme la pos-
sibilité de « déformer de facon continue » s en ¢, une relation de o-homotopie
entre les chemins s et ¢ exprime donc la possibilité de déformer s en t tout en
restant dans la stratégie o. Bien entendu deux chemins homotopes ne sont pas
nécessairement o-homotopes dans le cas général. Par exemple, sur le jeu

les chemins m -n-o et p-q-r de la stratégie o = {m-n-o0,p- ¢q-r} sont homo-
topes mais ne sont pas o-homotopes. Nous allons cependant voir que lorsque la
stratégie o vérifie les conditions de la Propriété 2.23, les relations d’homotopie
et de o-homotopie coincident sur les chemins de o.
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Définition 2.25 (Graphe asynchrone o-positionnel). Le graphe asynchrone
o-positionnel associé & une stratégie o : A est le graphe asynchrone, noté G(o),
dont

o les sommets sont les classes d’équivalence [s], par o-homotopie des che-
mins s de o,

e les arrétes sont les transitions m de A telles que

m : [sle — [s-m]s

¢ les tuiles sont de la forme
[s]gﬁ)[s~m]oi>[s~m~n}a Co [S]UL[S’p]UL[S'p'Q]O

of15~m-nets-p-qsontdeuxcheminstelsques-m~nf}Js-p-q(ona
donc [s-m-nl, =[sp-qls)-

Supposons donnée une stratégie o : A, close par préfixe, qui vérifie les trois
conditions de la Propriété 2.23.

Lemme 2.26. Pour tous chemins s,t:x —» x et u:x —» y de A tels que les
chemins s - u et t sont dans la stratégie o et s ~, t, le chemin t - u est aussi
dans o.

Démonstration. Les chemins s et t étant supposés o-homotopes, il existe une

suite de pas d’homotopie s = s K S9 LA s, = t entre les chemins s et t telle

que tous les chemins s; sont des parties de la stratégie o. On peut alors raisonner
par récurrence sur la longueur de cette suite et montrer le résultat en utilisant
la premiere propriété de la Propriété 2.23 pour montrer le cas inductif. O

Nous en déduisons la Propriété suivante qui nous assure que considérer des
chemins dans le graphe G(o) a un sens.

Propriété 2.27 (o-positionalité). Pour toute transition m : [s], — [s - M|,
du graphe asynchrone G(o) et tout chemin t de la classe de o-homotopie [s],
du chemin s, le chemin t - m est une partie de o.

Propriété 2.28. Le graphe asynchrone G(o) satisfait la Propriété du Cube.

Démonstration. Montrons que le graphe asynchrone G(o) satisfait la Propriété
du Cube en avant (la Propriété du Cube en arriére peut étre montrée de fagon
similaire). Supposons qu’il existe une paire de chemins

S

[ele = [s]le —= [s-m]e —= [s-m 1], —>[s-m-n-0],

et
lels —» [s]o — s plo -4 (s p-qlo — [s-p-q-7]o

dans G(o) qui induise trois tuiles

m-mn-o ~ ]k;o ~ jlr ~ p-q-r
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telles que figurées dans le membre gauche de (2.10) :

[s-p-qlo

[s-m-n],

- [s-m-n-o],

D’apres la Propriété 2.27, on en déduit que les chemins
S-m-n-o ~ S.j.k.o ~ S.j.l.r ~ S.p.q.r

sont des chemins de ¢ homotopes. On peut donc conclure car la stratégie sa-
tisfaisant la deuxiéme propriété de la Propriété 2.23, le graphe G, satisfait la
Propriété du Cube en avant. O

Propriété 2.29. Soient s : x —» x, s1 :x —» y et t : © —» 2 trois chemins
de A tels que les parties sg - $1 et sg -t soient dans la stratégie o. S’il existe un
chemin sq 1 y —» z tel que s1-so ~ t alors il existe un cheminty =1t/s1 1y —» 2
tel que

§-81-ta €0, So~ty et S-81-ty~yS-t.

Diagrammatiquement,
* *
x x
S1 S1
= / €0 implique = / €o
Y ~ t Y ~o t
B B t2
S2 S2 '
=z =%

Démonstration. Le résultat est montré par induction sur la longueur du che-
min s1. Si s; est le chemin vide alors le chemin ¢, = t convient. Sinon, le

chemin s est de la forme z — 2’ Sy y. Les chemins s; - so et t étant supposés
homotopes, la transition m est initiale modulo homotopie dans le chemin t. Le
graphe asynchrone sous-jacent au jeu A étant supposé vérifier la Propriété du
Cube, la transition m est initiale modulo indépendance dans le chemin ¢ par la
Propriété 1.24. On a donc

sis2 = (m-s)-s2) ~ t/m
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par la Propriété 1.38. Le chemin ¢ peut donc s’écrire t} - m - t}, et la stratégie o
induit un sous-graphe asynchrone du graphe asynchrone du jeu A de la forme

*

|
-

m/

y\

" N /
X
z

et par une utilisation répétée des conditions 1 et 2 de la Propriété 2.23, que
la stratégie o est supposée satisfaire, il est aisé de montrer que le chemin
s-m-ty-th=s-m-(t/m) est dans la stratégie o et, en notant ¢’ le chemin
t/m:az —» z,que s-t=s-t -m-th ~, s-m-t. On peut donc appliquer
Ihypothese d’induction aux chemins s-m : * —» ', s} : &’ —» yett/ : 2’ —» 2
et en déduire I'existence d’un chemin t5 : y —» 2z tel que

s-m-s)-ta€0o, sy ~ty et s-m-s]-ta~gs-m-t.

Le chemin s-$1 -ty = s-m - 8] -t est donc dans o, les chemins sy et to sont
homotopes et on a

s-81:ty = s-m-8|-tar~gs-m-t ~ys-t
ce qui nous permet de conclure. O

En spécialisant la Propriété précédente au cas ou le chemin s, est vide, on
en déduit immédiatement

Corollaire 2.30. Sis:*x —» x et t:*x —» x sont deur chemins homotopes de
la stratégie o alors ils sont o-homotopes :

s~t implique s ~gt.
On peut finalement aisément en conclure que
Propriété 2.31. Les graphes asynchrones G, et G(c) sont isomorphes.

En particulier, la stratégie o est positionnelle et le sous-graphe asynchrone G,
du jeu A qu’elle induit est un jeu, car il vérifie la Propriété du Cube d’apres
la Propriété 2.28. On peut donc en particulier calculer I'intersection de deux
chemins modulo homotopie dans ce graphe asynchrone. Si p : y; — 2z et
q : y2 — z sont deux transitions de G, il existe deux chemins s1 : * —» ¥y
et s9 1 %k —» 1y tels que s1 - p et so - ¢ sont des parties de o. L’intersection des
parties s; et so est une partie s : x —» = de o telle qu’il existe deux transitions
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m:x — Yy et n: r —> yo induisant un diagramme

:l;
yly ~ XyQ
WA

dans le graphe asynchrone G, montrant que la stratégie o préserve la compa-
tibilité en arriere. Ceci conclut notre preuve de la Propriété 2.23.

Cette caractérisation est particulierement intéressante car elle nous permet-
tra de manipuler les stratégies soit comme des ensembles de traces, soit comme
des sous-jeux du jeu sur lequel elles sont définies. Elle peut étre étendue de fagon
évidente au cadre général des stratégies qui ne sont pas nécessairement closes
par préfixe : il nous suffit d’'imposer aux stratégies o de satisfaire

1. une variante de la premiere propriété : pour tous chemins
S m-p:x —»zx, s n-q:x—Hxr et t:x—Hy
tels que
s m-p-t€o, m-p~n-q et s-n-qé€ prefix(o)
le chemin s -n - q -t appartient a la stratégie o,

2. la seconde et la troisiéme des propriétés de la Propriété 2.23 sur la cloture
par préfixe prefix(o) de la stratégie o.

2.2 Une catégorie de stratégies a deux joueurs

Notre notion de jeu polarisé est obtenue de facon simple en séparant les coups
des jeux monochromes en deux classes, les coups du Joueur et les coups de
I’Opposant. La polarisation va nous permettre d’introduire une reformulation
asynchrone de la notion de déterminisme. Si les stratégies positionnelles ne com-
posent généralement pas, nous verrons que les stratégies positionnelles détermi-
nistes préservant la compatibilité forment une catégorie.

2.2.1 Stratégies ingénues

Définition 2.32 (Jeu). Un jeu polarisé A = (G,*,A) est un jeu monochrome
(G, %) équipé d’une fonction A : E — {—1,+1} qui & toute transition du graphe
asynchrone sous-jacent G = (V, E, ¢) associe une polarité compatible avec les
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tuiles dans le sens ol pour toute tuile
T
N
Y1 ~ Y2
N
z

de G, on a A(m) = A(q) et A(n) = A(p). Un coup m est appelé un coup Joueur
lorsque A(m) = +1 et un coup Opposant sinon.

De méme que dans le cadre monochrome, une stratégie est définie comme un
ensemble de parties et les notions de stratégie positionnelle, de préservation de la
compatibilité, etc. s’étendent de facon immédiate. Cependant la polarisation des
coups nous permet maintenant d’introduire les notions de stratégie déterministes
et ingénues.

Définition 2.33 (Stratégie déterministe). Une stratégie o : A close par préfixe
est déterministe lorsque pour tout chemin s : * —» x et toutes transitions
m:x —> y; et n:x — y9, ol m est une transition Joueur, tels que les parties
s-m et s-n soient dans la stratégie o, il existe une paire de transitions cofinales
p:yir — z et q:ys — z formant une tuile m - po n - ¢q. Diagrammatiquement,

* *
| |
x x
y X implique y X
Y1 Y2 Y1 ~ Y2
N
z

Une stratégie est dite déterministe lorsque sa cloture par préfixe 'est, dans le
sens précédent.

On peut remarquer que notre notion de déterminisme est asynchrone et differe
de la notion habituelle de déterminisme : en particulier, une stratégie peut étre
préte a jouer plusieurs coups joueur dans une position donnée, a condition de
pouvoir converger plus tard. Dans le cas ou la stratégie est positionnelle, la
définition de déterminisme peut étre légerement simplifiée.

Propriété 2.34. Une stratégie positionnelle est déterministe si et seulement si
pour toute paire de transitions coinitialesm : x — y; etn:x —> Yy de g, oum
est une transition Joueur, il existe une paire de transitions cofinales p : y1 — z
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et q : Yo — z formant une tuile. Diagrammatiquement,

X X
Y1 Y2 Y ~ Y2
x /
z

Par application répétée de cette propriété, il est aisé de constater qu'une stra-
tégie positionnelle déterministe est close par résiduation apres une transition
Joueur :

implique (2.11)

Lemme 2.35. Sim : © — y; est une transition Joueur et s : © —» y un
chemin appartenant tous deux a une stratégie positionnelle déterministe o alors
les chemins m et s sont compatibles et le chemin m-(s/m) est dans la stratégie o.

Définition 2.36 (Stratégie ingénue). Une stratégie o : A est ingénue lorsqu’elle
satisfait les propriétés suivantes :

1. elle est positionnelle,
2. elle préserve la compatibilité,

3. elle est déterministe.

2.2.2 La catégorie des stratégies ingénues

Le produit tensoriel A® B de deux jeux polarisés A et B est défini de méme que
dans le cadre monochrome (Définition 2.4), avec la polarité des coups préservée
dans chaque composante. Le dual A* d’un jeu polarisé A = (G, ) est le jeu A
dans lequel les polarités ont été inversées : A* = (G, —\). L’implication linéaire
A —o B de deux jeux A et B est définie de la facon habituelle par

A—~B = (A®BY)

On peut remarquer que ce jeu est aussi égal au jeu A*® B, préfigurant le fait que
la catégorie que nous allons construire est compacte fermée. Nous adoptons la
méme convention que précédemment pour noter les positions et écrivons parfois
T4 —o xp pour une position de A — B constituée d’une position z 4 du jeu A
et d’une position zp du jeu B.

La composée Too : A —o C de deux stratégie 0 : A —o Bet 7: B —o (' est
définie de la méme facon que dans le cadre monochrome. Nous allons montrer
que la composée de deux stratégies ingénues est ingénue. La preuve de cette
propriété repose sur la propriété de confluence subtile énoncée ci-dessous.

Propriété 2.37 (Témoin d’interaction maximal). Supposons données deux stra-
tégies ingénues o : A —o B et 7: B —o C' ainsi qu’une partie u : ¥ —» T —o 2
dans leur composée T o 0. Supposons qu’il existe deux chemins

§1:%g oYy —H T —o Y1 et Sg:Xg—o Yy —H T —o Y
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dans la stratégie o et deux chemins
l1:yYo—o20 —»y1—o2 et taiyp—o20—HY2—o2
dans la stratégie T telles que
(s1)a=(s2)a, (s1)p=(t1)p, (s2)p=(ta)p, (t1)c = (t2)c

alors il existe une position y et deur chemins

S:xg—oY —r»Tr—oyY et t:iyg—ozg—HyY-—oz
respectivement dans o et T telles que

sa=(s1)4=(52)4, sp=tp, tc=(t1)c = (t2)¢

et les chemins sy et sy (resp. ti et ta) sont des préfives du chemin s (resp. t)
modulo homotopie. Diagrammatiquement,

Zo Yo 20
(s1)p (s2)p
SA to
o ~ Y2
N
x Y z

Démonstration. La preuve est faite par induction sur la longueur des chemins s,
S, t1 et to. Elle est immédiate lorsque 1'un de ces chemins est vide (supposons
que ce soit s9) puisque la position y = y; convient alors.

Supposons que le chemin s; commence par une transition de A, que nous
notons m : g —o Yo — 1 — Yo (le cas onl s5 commence par une transition de A
est similaire). Par hypotheése on a (s1), = (s2) 4. Le chemin sy est donc de la
forme so = s -m- s}, ol s est un chemin ne contenant que des coups du jeu B.
Par définition du jeu A — B, la transition m est indépendante du chemin s5.
Les positions x1 —o yg et £ —o y» sont donc compatibles et par suite le chemin
m - (s3/m) : Ty — Yo —> T —o Yo existe et est dans la stratégie o. Quitte a
remplacer le chemin sy par le chemin m - (so/m), on peut donc supposer que
les chemins s; et so commencent par la méme transition m de A. On peut alors
appliquer I’hypotheése d’induction aux chemins s1/m : x1 — yg —» & —o Y1,
So/m :xy —o Yo —» T —o Yo, 1 et to et en déduire Iexistence de deux positions x
et y et deux chemins s: x1 —oyg —» x —o y et t : yg — 20 —» y —o z vérifiant
les hypotheéses de la propriété. Les chemins m-s et t permettent alors de conclure.
Le cas I'un des chemins ¢ ou to commence par une transition de C' est similaire.

Sinon, les chemins si, So, t1 et to commencent tous les quatre par une tran-
sition de B. Notons m : yo — ¥} le coup de B par lequel commencent les
chemins s1 et t; et n : yo — y5 le coup de B par lequel commencent les che-
mins $o et to. Siles coups m et n sont les mémes alors on peut conclure comme
précédemment, en utilisant I’hypothése d’induction. Dans le cas contraire, nous
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allons montrer que ’on peut se ramener a ce cas. Supposons que m soit un coup
Joueur de B. La stratégie o étant déterministe, on sait par le Lemme 2.35 que les
positions y] et y2 sont compatibles et que le chemin m-(s2/m) existe et est dans
la stratégie o. La compatibilité des positions nous assure que le chemin m-(t2/m)
existe et est dans la stratégie o par préservation de la compatibilité. Quitte a
remplacer le chemin sy par m - (sa/m) et le chemin t5 par m - (t2/m), on peut
donc se ramener au cas ot les quatre chemins commencent par le méme coup. Le
cas ol le coup n est Joueur est similaire. Si m et n sont tous les deux des coups
Opposant de B, alors ce sont des coups Joueur de B —o C' et les chemins 7 et ¢y
commencent tous les deux par des coups Joueur. On peut alors conclure de la
méme fagon, en échangeant les roles des stratégie o et 7 dans ce qui précede. [J

Cette propriété montre que, étant données deux interactions entre les stra-
tégies o et 7 amenant a la méme partie u dans la stratégie composée 7 o o,
leur union (par rapport a 'ordre préfixe modulo homotopie) peut étre atteinte
par interaction. Cette propriété de « témoin maximal » est fondamentale pour
établir la préservation de I'ingénuité par composition.

Propriété 2.38. Sioc: A — B et 7: B — C sont deux stratégies ingénues
alors leur composée T oo : A —o C est ingénue.

Démonstration. Montrons par exemple que la composée 7 o o est déterministe,
la préservation des autres propriétés de l'ingénuité étant montrée de fagon si-
milaire. Supposons donné un chemin u : * —» x — z et deux transitions
coinitiales m et n, ayant pour source la position x — 2z, ou m est une transition
Joueur, telles que les parties u - m et u - n sont dans la cléture par préfixe de
la composée T o . Supposons de plus que ces transitions sont toutes les deux
dans le jeu C (le cas ou elles sont toutes les deux dans le jeu A ou le cas ot elles
sont 'une dans le jeu A et 'autre dans le jeu C' sont similaires) ; ces transitions
sont donc de la forme m : @ — 2z — x —o z1 et n : x — 2 — T —o 29.
La partie u - m (resp. u - n) résulte de l'interaction de deux parties s; € o et
t;-m € 7 (resp. s2 € o et to -n € 7). La Propriété 2.37 nous assure que l'on
peut considérer que ces parties proviennent essentiellement de l'interaction de
la méme paire de parties : s€ocett-m e T pouru-m,s€oett-neT pour
u-n. La stratégie T étant déterministe, les transitions m et n induisent une tuile
de la forme (2.11) et les parties t-m-p et ¢ -n- g sont dans la cléture par préfixe
de la stratégie 7, ce qui nous permet de déduire que les chemins m -p et n - ¢
sont dans la stratégie 7 o 0. O

Nous pouvons ainsi définir une catégorie Jeuxs dont les objets sont les jeux
polarisés et les morphismes d’un jeu A dans un jeu B sont les stratégies ingénues
du jeu A — B. La catégorie peut étre munie d’une structure monoidale symé-
trique et est compacte fermée. Le foncteur d’oubli de Jeuxs dans la catégorie
Jeux; est monoidal strict et préserve la dualité.

2.3 Stratégies courtoises

Dans cette section, nous étudions une classe particuliere de stratégies ingénues,
qui satisfont une propriété supplémentaire de courtoisie. Ces stratégies sont re-
marquables, car elles sont completement déterminées par leurs positions d’arrét.
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Par une position d’arrét, nous entendons une position dans laquelle la straté-
gie n’a plus de coup a jouer et attend un coup de ’Opposant ou ne veut plus
interagir.

Définition 2.39 (Position d’arrét). Une position d’arrét d’une stratégie posi-
tionnelle close par préfixe o : A est une position = atteinte dans la stratégie par
une partie s : * —» x telle qu’il n’existe pas de transition Joueur m : x — y
pour laquelle la partie s - m est dans o. Une position d’arrét d’'une stratégie
positionnelle est une position d’arrét de sa cloture par préfixe, dans le sens
précédent.

Cette propriété nous permet ainsi de faire le lien entre les jeux asynchrones et les
jeux concurrents introduits par Abramsky et Mellies [AM99]. Nous supposons
dans cette section que les stratégies que nous considérons sont ingénues et ont
leur positions d’arrét comme positions acceptantes. La notation o°® dénotera
donc l'ensemble des positions d’arrét d’une stratégie o. Dans ce cadre, une
stratégie o est entiérement déterminée par sa cloture par préfixe prefix(o), car
elle peut étre retrouvée par

o = {s:*x —»uxcprefix(c) | =z € (prefix(o))® }

par positionalité de la stratégie. Dans la suite, nous travaillerons donc avec la
cloture par préfixe des stratégies et noterons simplement o : A pour la cloture
par préfixe d'une stratégie sur A, vérifiant les conditions évoquées ci-dessus.
Formellement, ceci revient a considérer le parties du graphe asynchrone induit
par la stratégie et non seulement les parties de la stratégie elle-méme.

Définition 2.40 (Courtoisie). Une stratégie o : A est courtoise lorsque pour
tous chemins s : x —» x et t : y —» z et toute paire de transitions m : @ —
et p:y; — zde A, o m est une transition Joueur, tels que la partie s-m-p-t soit
dans o et tels qu’il existe une paire de transitions n:x — ys et q: yo — ¥y
de A induisant une tuile m - po n - q, la partie s-n - ¢ -t est aussi dans o.
Diagrammatiquement,

| |
v N

o3 N ~ Y2 implique

N, N
ti ti

z z

Y2 €0

Cette propriété nous assure qu’'une stratégie o qui accepte un coup n apres
avoir joué un coup Joueur indépendant m est préte a retarder son action m en
acceptant le coup n avant le coup m. Ainsi, l'ordre de causalité sur les coups
induit par une telle stratégie raffine I'ordre de justification du jeu, en n’ajoutant
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que des dépendances m =< n, ou m est un coup Opposant. Ceci adapte au
cadre non-alterné le fait que, dans les jeux alternés, l'ordre de causalité p < ¢
fourni par la vue d’une stratégie innocente coincide avec l'ordre de justification
lorsque p est un coup Joueur et ¢ un coup Opposant. La courtoisie est une
propriété typique de ’asynchronie et semble étre une composante fondamentale
des sémantiques de jeux concurrentes. Elle est en particulier utilisée par Ghica
et Murawski pour définir une sémantique de jeux de Idealized Algol (un langage
impératif avec références) étendu avec des constructions paralléles [GMO04], ainsi
que par Laird pour modéliser une variante asynchrone du m-calcul [Lai05].

Propriété 2.41. Une stratégie positionnelle o : A est courtoise lorsque pour
toute transition Joueur m : x — yy et toute transition p : y1 — z de la stra-
tégie o telles qu’il existe des transitions n : © — yo et q : yo —> z dans le
jeu A formant une tuile m - pon - q, les transitions n et q sont ausst dans la
stratégie o. Diagrammatiquement,

T T
0‘7 : n g'ay \n%\o.
{ . .
Y1 ~ Y2 implique Y1 ~ Y
aap\ 4 T q ’791’\ /QGU
z z

La composée Too : A — C de deux stratégies ingénues courtoises o : A — B
et 7 : B — C est elleeméme une stratégie ingénue courtoise; ceci peut étre
montré en utilisant essentiellement le méme argument que dans la preuve de
la Propriété 2.38. Les stratégies ingénues courtoises forment ainsi une catégorie
Jeux¢ qui n’est pas une sous-catégorie de la catégorie Jeuxs, des jeux polarisés
et stratégies ingénues car leurs identités different. En effet, la stratégie identité
de la catégorie Jeuxc est définie de la fagon suivante.

Définition 2.42 (Stratégie tampon). Notons o : A — A la plus petite stratégie
ingénue contenant la partie vide et telle que pour toute partie s : x —» x —
de o,

e pour toute transition Opposant m : x — y de A, la partie
S m m
¥ —HT—oOT —T oY —Y-——oY
est dans o,
e pour toute transition Joueur m : x — y de A, la partie
S m m
¥ —HT oL —Y-—oT—>Y oY
est dans o.

La stratégie tampon buf4 : A — A sur un jeu A est la plus petite stratégie
ingénue et courtoise contenant la stratégie o.

Ces stratégies tampon permettent de caractériser les stratégies courtoises
parmi les stratégies de Jeuxs.
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Propriété 2.43. Une stratégie ingénue o : A — B est courtoise si et seulement
st on a
cobuf4, = o = Dbufgoo.

Ce résultat étend a notre cadre la notion d’agent asynchrone temporisé intro-
duite par Selinger [Sel97] et montre que la catégorie Jeux des stratégies ingé-
nues courtoises peut étre déduite de la catégorie Jeuxs des stratégies ingénues
par une construction similaire a celle de 'enveloppe de Karoubi, en « rempla-
cant » tout morphisme o : A — B de la catégorie Jeuxs par le morphisme
bufgoocobufy: A — B.

Nous utiliserons parfois dans la suite la variante suivante de la propriété de
courtoisie :

Définition 2.44 (Stratégie fortement courtoise). Une stratégie est fortement
courtoise lorsqu’elle est courtoise et vérifie la propriété obtenue en supposant
dans la Définition 2.40 de la courtoisie que les transitions m et p sont Opposant.

2.3.1 Caractérisation des positions d’arrét

A tout ensemble X de positions, on peut associer une stratégie de la facon
suivante.

Définition 2.45 (Stratégie associée & un ensemble de positions). Etant donné
un ensemble X de positions d'un jeu A, nous définissons la stratégie X ¢ sur le
jeu A comme le plus petit ensemble de parties de A tel que :

e X' contient la partie vide,

o pour toute partie s : ¥ —» z dans X¢,sim :z — y est une transition
telle qu’il existe une position z € X et un chemin ¢ : y —» z ne contenant
que des coups Joueur alors la partie s-m : ¥ —» y est dans la stratégie X ?.

Le Théoreme 2.49 va donner une caractérisation des ensembles qui sont les
ensembles de positions d’arrét d’une stratégie courtoise. Il montre de plus qu'une
stratégie courtoise est entierement caractérisée par son ensemble de positions
d’arrét. En effet, étant donné ’ensemble X des positions d’arrét d’une stratégie
courtoise o, la stratégie peut étre retrouvée par l'opération que nous venons
d’introduire : 0 = X*¢.

Lemme 2.46. Soit x une position d’une stratégie positionnelle o : A dominée
par une position d’arrét z de o (et il existe toujours une telle position z). Il
eriste une position d’arrét y C z et un chemin s : x —» y dans o ne contenant
que des coups Joueur.

Démonstration. La position x étant par hypothése dans o, il existe un chemin
s : % —» r ayant x pour but, qui est le préfixe d'une partie ¢t : * —» 2’ de o,
oll 2’ est une position acceptante de la stratégie. De méme, la position z est le
but d’un chemin ¢’ : ¥ —» 2 de la stratégie. Quitte & remplacer le chemin ¢ par
le chemin (¢t At') - (¥'/(t At')), on peut toujours supposer z’ = z. La position z
est, par hypothese, une position d’arrét de o. On peut construire par récurrence
une suite de chemins s; : * —» x; de 0, ne contenant que des transitions Joueur,
définie par sg = € et s;41 = $;-m; oum; : T; —> x;41 est une transition Joueur
dans la stratégie o.
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Montrons par récurrence sur i que les positions x; sont sous la position z,
dans le sens ou il existe un chemin s} : ; —» z. Pour i = 0, on a zy =
et, le chemin s : ¥+ —» x étant un préfixe du chemin ¢ : * —» z, il existe un
chemin s : g —» z. Sinon, le chemin s;1;1 est de la forme s; - m; et, par hy-
pothése de récurrence, il existe un chemin s : x; —» z. La stratégie o étant
déterministe et la transition m; étant une transition Joueur, par le Lemme 2.35
les chemins m; : x; —» ;41 et s; : x; —» 2z sont compatibles, ce qui nous
assure de lexistence d’une position 2z’ et de chemins résiduels m/s} : z —» 2/
et si/m:x;11 —» 2/, et ces résidus sont dans la stratégie o par déterminisme.
Par définition des résidus, le chemin m/s} est soit vide, soit réduit & une transi-
tion Joueur. Or, le second cas est impossible, car la position z est une position
d’arrét de la stratégie o, on a donc 2’ = z et m/s;, = ¢ : z —» z. Le chemin
s;/m : ¢;+1 —» z montre ainsi que la position x;4; est sous la position z.

Les positions z; étant toutes sous la position z, la suite de chemins (s;)
est nécessairement finie. Supposons que cette suite soit maximale et notons n
Iindice de son dernier élément. Par maximalité de la suite, la position y = x,, est
nécessairement une position d’arrét de la stratégie o et le chemin s,, : @ —» y
nous permet de conclure, car il ne contient que des transitions Joueur. O

Lemme 2.47. Sis:x —» y est un chemin d’une stratégie positionnelle cour-
toise o : A ne contenant que des transitions Joueur et t : x —» y est un chemin
du jeu A homotope d s alors t est aussi dans la stratégie o.

Démonstration. Par récurrence sur le nombre de pas d’homotopie entre les che-
mins s et ¢ en utilisant la propriété de courtoisie de o. O

Théoréme 2.48. Supposons que o : A soit une stratégie ingénue et courtoise.
Alors la stratégie o est caractérisée par son ensemble de positions d’arrét :

o = (% (2.12)

Démonstration. Nous montrons 1’égalité par double inclusion.
o C (0')é. Soit s : * —» y une partie dans la stratégie o. Nous montrons que s

est dans I’ensemble (U.)é par induction sur la longueur de la partie s. Si s est la
partie vide € alors elle est dans ’ensemble (a')é par définition de cet ensemble.
Sinon, la partie s est de la forme

t m
* —H T — Y

ou la partie t est dans (a')é par hypothese d’induction et, d’apres le Lemme 2.46,
il existe une position d’arrét z de o et un chemin ¢’ : y —» z ne contenant que
des coups Joueur. Le chemin s -m est donc dans la stratégie o.

oD (6°)%. Soit s : * —» y une partie de (¢*)?. Montrons que s est dans la
stratégie o par induction sur la longueur de s. Si s est la partie vide alors elle
est dans la stratégie o, qui est close par préfixe et non vide, car sinon ¢® serait
vide et (0*)? aussi. Sinon, la partie s est de la forme

t m
X —» T — Y

ol t est une partie de (0®)? et il existe un chemin ¢ : y —% z ne contenant que
des transitions Joueur, ayant pour but une position d’arrét z € ¢°®. La position z
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étant une position d’arrét de la stratégie o, il existe une partie v : x —» z dans o.
On peut alors appliquer la Propriété 2.29 aux parties u et ¢ et en déduire que la
partie t - (u/t) : * —» z est dans la stratégie o. Finalement, par application du
Lemme 2.47 aux chemins homotopes u/t et m - ', on en déduit que le chemin
m -t est dans la stratégie o. Le chemin s - m est donc aussi dans o. O

Réciproquement, il est possible de donner une caractérisation directe des
ensembles de positions qui sont les ensembles ¢°® de positions d’arrét d’une
stratégie ingénue et courtoise o :

Théoréme 2.49. Etant donné un jeu A, un ensemble X de positions de A est
de la forme X = 0°, ou o est une stratégie ingénue courtoise, si et seulement
si il satisfait les propriétés suivantes.

1. L’ensemble X est clos par intersection :

Ve,ye X, xAyeX

2. L’ensemble X préserve la compatibilité : deuzx positions compatibles dans
le jeu A sont aussi compatibles dans X .

3. Pour toute position x de X dominée par une position z de X distincte
de x, il existe une transition Opposant m : x — x1 ainsi qu’une suite de
transitions Joueur ny,...,ng formant un chemin

mE.

m ma.
rT—> X1 —> T2 T —> Y
ot la position y est dominée par la position z.

4. Pour toutes paire de positions x, y et y' de X telles qu’il existe deux
chemins

m mi my m/ /mll /
T—T] — T T —>Y € T —>T] —> Ty Ty —>Y

ot m et m’' sont deux coups Opposant compatibles et les m; et les m), sont
des coups Joueurs, les positions y et y' sont compatibles dans A.

5. Si Uensemble X est non vide, il existe une position x € X et un chemin
s % —» x ne contenant que des coups Joueur.

Démonstration. Soit o : A une stratégie ingénue courtoise dont les positions
d’arrét sont les éléments de I'ensemble X = ¢°®. La stratégie o étant courtoise,
elle est positionnelle et le sous-graphe du jeu A qu’elle induit vérifie la Propriété
du Cube. Par la Propriété 1.67, 'ensemble de ses position est donc clos par
intersection et union bornée. Montrons que X satisfait les quatre axiomes de la
propriété.

1. Soient y et z deux éléments de X. Supposons que la position x = y A z ne
soit pas dans ’ensemble X des positions d’arrét de o. Il existe donc une
transition Joueur m : * — 2’ dans o. La position z étant incluse dans
les positions y et z, il existe deux chemins s : ¢ —» y et t : x —» 2. Par
déterminisme de la stratégie o, la transition m étant une transition Joueur,
les résidus m/s et m/t existent et sont dans la stratégie o. De plus, 'un de
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ces deux résidus est une transition Joueur, car si les deux étaient réduits
au chemin vide la position ' serait incluse dans y et dans z contredisant
le fait que la position x est I'intersection de y et z. Nous aboutissons ainsi
a une contradiction : les positions y et z étant des positions d’arrét de
la stratégie o, il n’existe pas de transition Joueur dans la stratégie ayant
pour source I'une de ces deux positions. La position z est donc une position
d’arrét de la stratégie et appartient a X.

2. Soient z et y deux positions de X qui sont compatibles. Il existe donc
deux chemins s : x —» x et t : x —» y dans o. La stratégie étant close
par union de chemins compatibles, le chemin s- (¢/s) : * —» x V y montre
que la position x V y est dans la stratégie o. Enfin, par le Lemme 2.46, il
existe une position d’arrét z € X au dessus de x V y.

3. Soient x et z deux positions de X telles que la position z soit au des-
sus de la position x. Ces positions étant dans X, il existe deux chemins
s:kx —»xett:x —» z dans o. La stratégie étant close par union de
chemins compatibles, le chemin ¢/s :  —» z est dans la stratégie 0. La
position x étant une position d’arrét de la stratégie, la premiére transition
m : x — 7’ de ce chemin est Opposant et finalement le Lemme 2.46 nous
permet de conclure.

4. La propriété découle du déterminisme de la stratégie o.

5. Pour toute position y € X, la position initiale * est dominée par la posi-
tion y et le Lemme 2.46 permet de conclure.

Réciproquement, soit X un ensemble de positions vérifiant les conditions de
I’énoncé. Montrons que o = X ¢ est alors une stratégie telle que 0® = X.

L’ensemble de chemins o est positionnel et clos par préfixe par définition
de X*#. On peut donc considérer des chemins s : & —» 3 de cet ensemble, dont
la source n’est pas la position initiale. Remarquons notamment que si x est une
position de X alors toute transition m : * — y, ayant x pour source, est une
transition Opposant. En effet, par définition de X ¢, il existe une position z de X
et un chemin my ---myg : y —» 2z ne contenant que des coups Joueurs. Par la
troisiéme propriété, il existe de plus une position z’ de X sous z et un chemin
mj---mp, 1 & —» 2’ tel que m} soit un coup Opposant et les autres coups m/
soient des coups Joueurs. La position 2z’ étant sous z, les coups m; sont soit
I'un des m;, soit m. On en déduit que le coup Opposant m/ est nécessairement
le coup m. Réciproquement, si x est une position telle que toute transition
m : x — y ayant x pour source est un coup Opposant, on montre de méme
que x est nécessairement un élément de X. L’ensemble o® des positions d’arrét
de la stratégie o est donc ’ensemble X.

Il nous reste a vérifier que o vérifie les propriétés requises pour étre une
stratégie courtoise.

o Positionalité. Nous avons déja montré que la stratégie o est positionnelle.

o Atteignabilité. Montrons que toute position z de X?¢ est atteignable &
partir de la position initiale * du jeu. Par la cinquiéme propriété que X
vérifie par hypothese, il existe une position y de X pour laquelle, il existe
un chemin s : * —» y ne contenant que des coups Joueur. Par définition

106



2.8. Stratégies courtoises

de X* il est simple de vérifier que le chemin s est dans X ¢. L’ensemble X
des positions étant supposé clos par intersection, la position x Ay existe et
est dans I’ensemble X . Les positions de X étant des positions d’arrét de la
stratégie et le chemin s ne contenant que des coups Joueur, la position zAy
est au dessus de la position y et les positions x et y sont compatibles. Par
utilisation répétée de la troisieme propriété, on peut donc construire un
chemin t : y —» = dans X#. Ainsi, la position z est atteignable par le
chemin s-t: % —» z.

Préservation de la compatibilité en avant. Supposons que m : x — y; et
n : x — Yy soient deux transitions coinitiales compatibles de o et notons y
la position y; V yo. Par définition de X*, il existe deux positions z; et zo
de X et deux chemins s; : y; —» 21 et s : yo —» 29 de X ne contenant

que des coups Joueur.
x
N
Y1 ~ Y2
o

Z21 22

Supposons que 'un des deux coups m ou n soit un coup Joueur, m par
exemple. L’ensemble X est supposé clos par intersection, la position z; A 29
est donc dans ’ensemble X. Le chemin m - s; ne contenant que des coups
Joueur et les éléments de X étant des positions d’arrét de o, la posi-
tion zy A z9 est nécessairement au dessus de z;, et on en déduit que la
position z; est au dessous de z5. La position y est donc aussi sous la po-
sition 2. Par le Lemme 2.46, il existe une position 2’ de X ainsi qu'un
chemin s : y —» 2’ ne contenant que des coups Joueur. On en déduit alors
par définition de X?¢ que les chemins m-n: 2 —» yetn-m:z —» y
sont dans o. Si les deux coups m et n sont des coups Opposant alors par
la quatrieme propriété de X les positions y; et yo de X sont compatibles.
Par la deuxieme propriété de X leur union est dominée par une position z
de X et on peut conclure de facon similaire au cas précédent.

Compatibilité en arriere. La compatibilité en arriére se déduit facilement
de 'hypothese de cléture par intersection de X.

Déterminisme. La preuve du déterminisme de o est similaire a celle de la
préservation de la compatibilité en avant.

Courtoisie. Soient m : © — y; et n : y1 —> z deux transitions consé-
cutives de o telles que m soit un coup Joueur. Supposons de plus qu’il
existe deux transitions consécutives n : x — ys et m : yo —> z dans le
jeu, induisant une tuile m - n o n - m. Par définition de X#, il existe une
position 2z’ de X et un chemin s : z —» 2’ ne contenant que des coups
Joueur. Le chemin m - s : yo —» 2’ ne contenant que des coups Joueur, la
transition n : x — ys est dans o et de méme, la transition m : yo — 2
est dans o, car la position z est dans o.
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Nous avons ainsi montré que X*¢ est une stratégie courtoise dont les positions
d’arrét sont précisément les éléments de X. O

Cette propriété étend au cadre non-alterné la caractérisation des stratégies in-
nocentes par leurs positions d’arrét donnée par Melliés dans [Mel04] o les stra-
tégies o qui vérifient 1'égalité (2.12) sont qualifiées de relationnelles.

2.3.2 Stratégies concurrentes

Si une stratégie courtoise joue deux coups Joueur consécutifs m et n indépen-
dants alors elle doit pouvoir les jouer en parallele. On peut donc envisager entre
deux telles stratégies o : A — B et 7 : B — (' une fagon d’interagir plus gros-
siere, dans laquelle les deux stratégies jouent alternativement par « blocs » de
coups, qui peut étre informellement décrite de la fagon suivante. Partant d’une
position initiale zy —o yg pour o et yy —o zo pour T, la stratégie 7 joue simulta-
nément tous les coups Joueur qu’elle peut jouer a la position yy —o zg, atteignant
ainsi une position y; —o z1, puis la stratégie o joue tous les coups Joueur qu’elle
peut jouer, atteignant ainsi une position r; —o y2, puis la stratégie 7 joue si-
multanément tous les coups Joueur qu’elle peut jouer a la position yo —o 27,
atteignant ainsi une position y3 —o 2o, etc. L’interaction s’arréte lorsque 1'une
des stratégies n’a plus de coups a jouer lorsque c’est a son tour de jouer.

A—2s>B-Ts(C

Zo Yo 20

> '
Zo Y1 Z1
Z1 Y2 21

x Y ZQT

Il est alors naturel de modéliser une stratégie o comme une fonction sur les
positions du jeu, qui a chaque position = associe la plus grande position qu’elle
peut atteindre en ne jouant que des coups Joueur (i.e. la position qu’elle atteint
en jouant tous ses coups Joueur en parallele dans la description ci-dessus). De
plus, cette fonction doit étre un opérateur de cloture :

o elle est extensive, car elle ajoute des coups Joueur a la position courante,

e elle est croissante, car plus elle a d’information donnée par I’Opposant,
plus elle & de coups a jouer,
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e elle est idempotente, car une fois qu’elle a joué tous les coups Joueur
qu’elle pouvait jouer elle n’a plus de coup a jouer.

En particulier, les points fixes de cet opérateur de cléture seront les positions
d’arrét de la stratégie. Ce modele est précisément le modele des stratégies
concurrentes introduit par Abramsky et Mellies [AM99]. Dans cette section,
nous établissons le lien entre les jeux asynchrones et les jeux concurrents.

Définition 2.50 (Opérateur de cloture). Un opérateur de cloture p sur un
ensemble partiellement ordonné (E, <) est une fonction p: E — E qui est

1. extensive :
Ve e B, x<p(x)

2. croissante :

Ve,y e B, z <y implique p(z)<p(y)

3. idempotente :
Ve € B, plp(x)) = p(a)

Un point fize d'un opérateur de cldture p est un élément x € E tel que
p(z) = x. En particulier, par idempotence de p, I'image p(z) de tout élément
x € E est un point fixe de p. Nous notons fix(p) I'ensemble des points fixes
d’une fonction p.

On rappelle qu'un sup-semitreillis (resp. un inf-semitreillis) (E, <) est dit
complet lorsque tout sous-ensemble A de E admet une borne supérieure \/ A
(resp. une borne inférieure A A). Un treillis est dit complet lorsque c’est a la
fois un sup-semitreillis complet et un inf-semitreillis complet. En particulier, un
treillis complet admet nécessairement un élément minimal L = \/() = A E et
un élément maximal T = A0 =\ E.

Définition 2.51 (Famille de Moore). Un ensemble X d’éléments d’un treillis
complet (E, <) est une famille de Moore lorsque X est clos par intersections
quelconques :

vwwcx, AYeXx.

En particulier, 'élément maximal A @) de F est dans X.

Lemme 2.52. L’ensemble des points fizes d’un opérateur de cloture p sur un
treillis complet (E, <) est une famille de Moore.

Démonstration. Notons X l’ensemble des points fixes de p. Soit ¥ un sous-
ensemble de X. Par extensivité de p, ona AY < p(AY). Réciproquement, pour
tout élément y € Y, on a AY < y et donc p(AY) < p(y) = y par croissance
de p et car y est un point fixe de p. On a donc p(AY) < AY et finalement AY
est un point fixe de p, donc X est clos par intersections quelconques. O

Lemme 2.53. Si X est une famille de Moore d’un treillis complet (E, <) alors
la fonction définie pour tout élément x € E par

ple) = Nyex | =<y}

est un opérateur de cloture.
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Démonstration. Pour tout élément x de E, nous notons R(z) I'ensemble défini
par R(z) ={y€ X | =z <y}. Pour tout élément z de E et pour tout élément
y € R(x), on a x <y donc xz < p(x). Si x et y sont deux éléments de E tels que
x < y alors pour tout z € X, y < z implique x < z, soit encore R(y) C R(z) et
donc p(z) < p(y). Enfin, pour tout € E, on a x < p(z) par extensivité de p et
p(x) < p(p(z)) par croissance de p. Réciproquement, par définition de p, p(x)
est un élément de X, car X est une famille de Moore. Donc p(z) € R(p(z)) et
on en déduit que p(p(z)) < p(x). La fonction p est donc idempotente et p est
un opérateur de cloture. O

Propriété 2.54. Soit (E, <) un treillis complet. Les fonctions ¢ et ¢ suivantes
définissent une bijection entre les opérateurs de clotures de (E, <) et ses familles
de Moore :

opérateurs de cloture familles de Moore
¢ = p = {zeE|px)=1x}
@ MyeXlz<y}) X = ¥

Démonstration. Nous avons vu aux Lemmes 2.52 et 2.53 que les fonctions ¢ et ¢
sont bien définies dans le sens ou 'image par ¢ d’'un opérateur de cléture est
une famille de Moore et I'image par ¢ d’une famille de Moore est un opérateur
de cloture.

Montrons que pour toute famille de Moore X, on a ¢ o ¢(X) = X. Notons
p=¢Y(X) et Y = ¢(p). Par définition de p, pour tout élément z € X on a
p(x) = z et donc X C Y. Réciproquement, tout élément 2 € Y est la borne
inférieure d’un ensemble d’éléments de X et est donc dans X, car X est clos
par intersections quelconques.

Réciproquement, montrons que pour tout opérateur de cloture p, on a I’éga-
lité 1) o p(p) = p. Notons X = ¢(p) et 0 = P(X). Soit x un élément de E.
L’image de x par p est un point fixe p(z) € X de p qui est supérieur & = par
idempotence et extensivité de p. Par définition de o, on a donc o(z) < p(z). Ré-
ciproquement, pour tout élément y € X tel que x < y, on a p(z) < p(y) = y par
croissance de p. On en déduit que p(z) < o(z) et finalement p(z) = o(zx). O

La Propriété 2.54 établit une bijection entre les opérateurs de cloture définis
sur un treillis complet et les familles de Moore. Le graphe asynchrone sous-jacent
a tout jeu A est supposé vérifier la Propriété du Cube. Nous avons vu au a la
Section 1.4.5 que ses positions formaient presque un treillis : cet ensemble est
clos par intersection, et union de positions compatibles. On peut le transformer
librement en un treillis complet par la construction suivante.

Définition 2.55 (Complétion par élément maximal). La complétion par élé-
ment mazimal d’'un ensemble partiellement ordonné (E, <) est l'ordre partiel
(ET,<T) défini par

e PT =Puw{T}ou T est un élément qui n’appartient pas & E,
e pour tous éléments x et y de E, <"y si et seulement si

—soitx e E,ye Eeta<y,
— soit y =TT.
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Les propriétés suivantes permettent de montrer que la complétion par élé-
ment maximal de I’ensemble des positions d’un jeu est un treillis complet.

Propriété 2.56. Si (E,<) est un treillis qui est un sup-semitreillis complet
alors c’est un treillis complet.

Démonstration. Montrons que le treillis (E, <) est un inf-semitreillis complet.
Soit X un sous-ensemble de E. Notons Y I’ensemble des minorants de X ainsi
que z = \/ Y. Pour tout élément = de X et tout élément y de Y, on a > y donc
x> VY et \/Y est un minorant de X. Réciproquement, pour tout minorant
y€Y de X,onay<\Y.Onen déduit que y est la borne inférieure de X, le
treillis F est donc un inf-semitreillis complet. O

Propriété 2.57. La complétion par élément maximal d’un ensemble partiel-
lement ordonné (E, <), dans lequel tout sous-ensemble borné admet une borne
supérieure, est un sup-semitreillis complet.

Démonstration. Soit X un sous-ensemble de E'T. Si I’élément maximal T de ET
appartient & X alors T est la borne supérieure de E. Supposons que T n’ap-
partienne pas a X. Si X est borné alors il admet une borne supérieure par
hypothése. Sinon, aucun élément = de E n’est un majorant de X et donc T est
la borne supérieure de X. O

Corollaire 2.58. Pour tout jeu A, la complétion par élément mazximal de ’en-
semble des positions de A est un treillis complet.

Démonstration. Nous avons vu & la Section 1.4.5 que lensemble (F, <) des
positions de A, muni de 'ordre < défini sur toute paire = et y de positions par
x < y si et seulement si il existe un chemin s : z —» y, est clos par intersection
et union bornée. Montrons qu’il est clos par union bornée quelconque. Par la
Propriété 2.57, nous en déduirons que (F, <) est un sup-semitreillis complet et
donc un treillis complet par la Propriété 2.56.

Soit X un ensemble de positions de A borné par une position z. Si (X;)
est une suite croissante (pour l'inclusion) d’éléments de X alors nécessairement
la suite de positions (\/ X;) qu’elle induit est stationnaire & partir d’un certain
rang, car ces positions sont toutes bornées par z. En effet, lorsque \ X; <V X},
il existe deux chemins s; : \/ X; —» y et s; : \/ X; —» y tels que le chemin s;
est de longueur strictement inférieure a celle du chemin s;. On en déduit que
pour toute suite (X;) convergeant vers X, la suite (\/ X;) converge vers une
position y. Par construction, cette position y est supérieure a toute position
z € X et réciproquement si ¢’ est un majorant de tous les éléments z € X alors
pour tout 7 on a 3’ > \/ X, soit encore y’ > y. La position y est donc la borne
supérieure de I’ensemble borné X. O

Si o : A est une stratégie ingénue et courtoise, par le Théoréme 2.49 1’en-
semble de ses position d’arrét o® est clos par intersections. Comme toute suite
strictement décroissante de positions de A est finie, cet ensemble est de plus
clos par intersections non vides quelconques. L’ensemble o® W {T} est donc une
famille de Moore sur la complétion par élément maximal des positions de A.
Par la Propriété 2.54, il existe donc un unique opérateur de cléture p, sur cet
ensemble dont les points fixes sont exactement les éléments de o® W {T} : la
fonction qui a toute position x associe la plus petite position d’arrét de o au
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dessus de z, ou T s’il n’existe pas de telle position d’arrét. De plus, le Théo-
reme 2.49 donne une caractérisation des opérateurs de cloture ainsi générés, par
leur ensemble de points fixes.

Théoréme 2.59. Sio : A est une stratégie ingénue et courtoise, la fonction py
définie sur la complétion par élément mazimal de I’ensemble des positions de A
par

Po = T /\{yEU' | 2<y} (2.13)

est un opérateur de cloture vérifiant les conditions de la Propriété 2.49. Réci-
proquement, tout opérateur de cloture sur la complétion par élément mazximal
des positions de A, dont l’ensemble des points fizes vérifie les conditions de la
Propriété 2.49, est l'image d’une stratégie ingénue et courtoise o par la trans-
formation (2.13). La correspondance ainsi établie est bijective.

Stratégies focalisantes. Nous avons ainsi montré qu’une stratégie ingénue
et courtoise peut toujours étre réorganisée de sorte a jouer en une position don-
née tous les coups qu’elle peut jouer, en un bloc. Cette propriété est similaire a
la propriété de focalisation en logique linéaire découverte par Andreoli [And92] :
considérée dans le sens de la recherche de preuve (du bas vers le haut en cal-
cul des séquents), une preuve de logique linéaire peut étre réorganisée en une
preuve qui commence par décomposer tous les connecteurs négatifs du séquent,
choisit une formule (positive) et en décompose tous les connecteurs, puis dé-
compose tous les connecteurs négatifs des séquents a prouver, puis pour chacun
des séquents produit choisit une formule (positive) et en décompose tous les
connecteurs positifs, etc. La polarité des connecteurs en logique linéaire est rap-
pelée a ’Annexe A. Cette propriété est fondamentalement liée au fait que les
connecteurs négatifs sont asynchrones : les régles d’introduction des connecteurs
négatifs peuvent toujours étre « tirées vers le bas » dans les preuves en calcul des
séquents, de fagon similaire & la condition imposée par la courtoisie. En ce sens,
les stratégies ingénues courtoises peuvent étre considérées comme des stratégies
focalisantes. Nous revenons plus en détails sur cette propriété de focalisation a
la Section 2.5.8.

Composition des stratégies concurrentes. La composition de deux opé-
rateurs de cléture peut étre définie de la facon suivante. Etant données deux
stratégies ingénues et courtoises 0 : A — Bet 7: B —o (| et une position x —o 2
de A — C, on peut définir par induction trois suites (x;), (y;) et (z;) d’éléments
des complétions par élément maximal des jeux respectifs A, B et C, par xg = «,
Yo =*p, 20 = 2 €t

Ti41 —© Y2i42 = Pa(ﬂ% —0 y2i+1) et Yoir1 —o Zip1 = Pf(ym —0 Zz)

L’image (pr o py)(x —o z) de composée des opérateurs de cloture sur la posi-
tion z —o z est alors définie par

T—oT si V,ui=T,
(V;zi) — (V, 2i) sinon.

formalisant ainsi la composition décrite dans I'introduction de cette section. Le
choix du premier opérateur de cléture a interagir importe peu. On montre en

(propo)a —2) = {
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effet aisément, en utilisant 'extensivité et de la croissance des fonctions 7 et p,
que l'on aurait obtenu la méme composée en définissant les suites de positions
par

Ti41 —© Y2i41 = pa(xi —° yzz‘) et Yojpo o Zip1 = Pr(y2i+1 —° Zz)

La composition de deux opérateurs de cloture peut aussi étre définie de la fagon
suivante, techniquement plus simple mais moins intuitive [AM99]. Si 7 et p sont
deux opérateurs de cléture sur un méme treillis complet X, commencons par
définir leur position d’interaction (w|p) par

(mp) = Vpem*L) = \(mop*)

keN keN

La composée des opérateurs de cléture correspondant a deux telles stratégies
0:A—o BetT:B — (C est alors définie par

(props)(x —z) = (moo(r—y)) —(mo0o(y —z))

ou 7 et mo désignent les deux projections et y est la position d’interaction a
partir de la position x — z définie par

y = (moo(x— —)|roo(— —02))

Cette composition est équivalente a celle que nous avons précédemment décrite.

Il est aisé de montrer que la composition de deux opérateurs de cloture
m:A— Betp: B —o C correspond a la composition relationnelle des ensembles
de points fixes correspondant :

fix(pomw) = fix(p) o fix(w)

Une position de 7 étant une paire x —o y constituée d’une position z de A et
d’une position y de B, I’ensemble fix(7) peut étre considéré comme une relation
des positions de A dans les positions de B. De méme, l'ensemble fix(p) peut étre
considéré comme une relation des positions de B dans les positions de C et le
membre droit de 1’égalité ci-dessus désigne la composée relationnelle des deux
ensembles de positions.

On pourrait s’attendre a ce que pour toute paire 0 : A —o Bet 7: B — C' de
stratégies ingénues courtoises, la composition en tant que stratégies asynchrones
corresponde elle aussi a la composition en tant que stratégies concurrentes, c’est-
a~dire que l'on ait

Pr © Po - Proo-

Nous expliquons a la Section 2.5 pourquoi cette égalité n’est pas toujours véri-
fiée et introduisons la notion de stratégie ordonnancable pour remédier a cette
disparité.

2.4 Stratégies séquentiellement innocentes

Les stratégies ingénues et courtoises sont une extension non alternée des straté-
gies innocentes, telles que définies par Hyland et Ong [HO00] pour caractériser
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les stratégies définissables dans leur modeéle de jeux du langage PCF. Nous mon-
trons en effet que les stratégies innocentes sont en bijection avec les stratégies
ingénues et courtoises qui vérifient certaines conditions additionnelles, la prin-
cipale étant une condition de séquentialité qui empéche une stratégie de lancer
deux calculs en paralléle ou de se synchroniser sur deux résultats.

2.4.1 Stratégies alternées innocentes

Commencgons par rappeler les définitions habituelles de sémantique des jeux
asynchrones alternés en les adaptant a notre cadre. Une présentation plus dé-
taillée des définitions introduites dans cette section ainsi que les preuves des
propriétés énoncées peuvent étre trouvées dans I'article de Mellies sur les jeux
asynchrones alternés [Mel04].

Définition 2.60 (Jeu alterné). Un jeu A est alterné lorsque pour toute paire
de transitions consécutives m : x — y1 et p : y1 —> 2z de méme polarité, il
existe une paire de transitions n : x — ys et ¢ : yo —> z dans A formant une
tuile m-pon-q.

Définition 2.61 (Stratégie alternée). Une partie alternée est une partie de
longueur paire mj - mg - - - moy telle que les coups mo; 41 sont Opposant et les
coups my; sont Joueur (en particulier, notre définition implique que toute partie
alternée commence par un coup Opposant). Une stratégie alternée o sur un jeu
alterné A est un ensemble non vide de parties alternées, clos par préfixe de
longueur paire.

Une stratégie alternée o est déterministe lorsque pour toute parties s-m-nq
et s-m-no onany = ns.

La notion d’homotopie peut étre adaptée au cadre alterné par la définition
suivante de OP-homotopie, plus grossiere que la notion d’homotopie : deux
chemins sont OP-homotopes si 'on peut passer de I'un a l’autre en permutant
non pas des transitions consécutives mais des paires de transitions consécutives
formées d’'un coup Opposant suivi d’'un coup Joueur.

Définition 2.62 (OP-homotopie). On définit la relation ~op sur les chemins
d’un jeu A comme la plus petite relation reliant deux chemins paralléles

S-mp-nyp-Mmg-Nag-t:x—»y et S-Mmg-Ng-Mmy-np-t:2—»y

ol my et my sont des coups Opposant et ny et ny sont des coups Joueur, tels que
les chemins my -mq -mo-ng et ma-ng-my -nq sont homotopes. La cloture réflexive

et transitive de la relation flvop est notée ~op et appelée OP-homotopie.

Les stratégies alternées innocentes au sens de Hyland et Ong, dont la défini-
tion est rappelée a I’Annexe B, sont précisément les stratégies alternées déter-
ministes satisfaisant les deux conditions suivantes, qui peuvent étre considérées
comme une reformulation purement diagrammatique de la notion d’innocence.
Ces conditions imposent aux stratégies dans un cadre asynchrone d’étre sans
mémoire, au sens de Abramsky et Jagadeesan [AJ94].

Définition 2.63 (Stratégie cohérente). Une stratégie alternée o : A est cohé-
rente lorsqu’elle satisfait les deux conditions suivantes.
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o Cohérence en arriére. Pour toute partie s-mq -ny-ms-no -t de o, ot my
et mo sont des coups Opposant et ny et ny sont des coups Joueur, telle
que le coup mo est indépendant du chemin m; - n1, le coup nsy est aussi
indépendant du chemin m;y - ny et la partie s-ms - no - mq - nq -t est dans
la stratégie o. Diagrammatiquement,

£

h P ~ €o implique

A \ /
N
S N A
ti t
e (Cohérence en avant. Si s-mq-ny et t-mq - ng sont des parties de o, telles

que le coup m; est indépendant du coup ms (en particulier les coups m;
et mqy sont distincts) alors le coup mo est aussi indépendant du coup na,
le coup ny est indépendant du chemin ms - ny (en particulier les coups ng

et ny sont distincts) et les parties s-my -ny -mg-ng et s-mg-ng My - Ny
sont dans la stratégie 0. Diagrammatiquement,

2 /\
o3 :/ V NL\ e s / \
N A

NV

Théoréme 2.64 (Innocence asynchrone alternée). Une stratégie alternée dé-
terministe est innocente si et seulement si elle est cohérente.

co

Les propriétés de cohérence permettent de montrer que les stratégies inno-
centes sont tres régulées.
Propriété 2.65. Une stratégie alternée cohérente est nécessairement position-
nelle et close par intersection modulo OP-homotopie de deux parties et par union
modulo OP-homotopie de deux parties compatibles.
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En particulier, la propriété de cloture par intersection découle de la propriété
de cohérence en arriere et celle de cloture par unions compatibles découle de la
propriété de cohérence en avant.

2.4.2 Stratégies séquentiellement innocentes

Dans la suite de cette section, nous supposerons que les jeux que nous men-
tionnerons sont alternés. Nous allons considérer des stratégies qui satisfont les
conditions suivantes.

Définition 2.66 (Stratégie négative). Une stratégie o sur un jeu A est négative
lorsque toute partie non vide de o commence par un coup Opposant (i.e. la
position initiale * est une position d’arrét lorsqu’elle appartient & la stratégie).

Ainsi, une stratégie est négative lorsqu’elle attend nécessairement une action de
I’Opposant avant de pouvoir jouer.

Définition 2.67 (Stratégie réceptive). Une stratégie positionnelle o : A est
réceptive lorsque pour toute position = atteignable par la stratégie, si il existe
une transition Opposant m : x — y dans A alors cette transition est dans o.

Cette condition de réceptivité est aussi appelée complétude par contingence
dans [HOO00]. Elle implique en particulier la variante suivante de la propriété
de courtoisie :

Lemme 2.68. Soit 0 : A une stratégie positionnelle et réceptive. Pour toute
paire de transitions Opposant m : x — y1 et p:y1 — z de o telles qu’il existe
une paire de transitions n : x — yo et q : yo — z dans A formant une tuile
m-pon-q dans A, les transitions n et q sont dans o. Diagrammatiquement,

T T
097/ o 0'97 &O’
. A . .

Y1 ~ Y2 implique Y1 ~ Y2
) g o3 co
N N
z z

En particulier, une stratégie positionnelle, courtoise et réceptive est fortement
courtoise.

Définition 2.69 (Stratégie séquentielle). Une stratégie positionnelle o sur un
jeu A est séquentielle lorsqu’elle satisfait les deux conditions suivantes.

o Séquentialité en arriere. Pour toute transition Opposant m : z — y et
toute paire de transitions Joueur compatibles n:y — y; et 01y — yo
de o, I'une des transitions n ou o est le résidu d’une transition p : v — 2’
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de o apres la transition m. Diagrammatiquement,
x
mJ/

implique

~

4 1%
l/\ " /\l
SN

e Séquentialité en avant. Dualement, pour toute paire de transitions Op-
posant compatibles en arriere m : x1 — y et n : xo —> y, et toute
transition Joueur o : y — 2 de o, il existe une transition p : ;1 — 2’
ou une transition p : xo — 2’ de o telle que o est le résidu de p aprés m

(resp. apres n). Diagrammatiquement,

SN
\/
]

z
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implique
T T
x1 ~ T2 T ~ L2
(o= pl N / ou N / lp €0
2~ ~ 2

Dans une stratégie séquentielle, deux coups Joueur ne peuvent pas dépendre
d’un méme coup Opposant et aucun coup Joueur ne dépend de deux coups
Opposant.

Définition 2.70 (Stratégie séquentiellement innocente). Une stratégie est sé-
quentiellement innocente lorsqu’elle est

e non vide,

e close par préfixe,
e négative,

e ingénue,

e courtoise,

e réceptive,

e et séquentielle.

Nous commencons par établir quelques propriétés des stratégies séquentiel-
lement innocentes.

Lemme 2.71. Dans toute stratégie séquentiellement innocente o sur un jeu A,
pour toute partie alternée s : x —» y de o, si x est une position d’arrét alors y
est une position d’arrét.

Démonstration. Par induction sur la longueur de la partie alternée s. Si s est la
partie vide € alors il n’existe pas de transition Joueur m : x — z dans o, car la
position z est une position d’arrét par hypothése (la stratégie o est négative).
Sinon, le chemin s peut se décomposer en s = s’ - m - n, ol m est un coup
Opposant et n est un coup Joueur. Supposons que la position y ne soit pas
une position d’arrét pour o. Il existe alors un coup Joueur o tel que la partie
s’ -m - n - o soit dans 0. Le jeu A étant alterné, la partie s’ - m - 0 - n existe
dans le jeu et est aussi dans ¢ par courtoisie de o. Par séquentialité en arriere
de la stratégie o, on en déduit que I'une des parties s’ -n-m-oous -0o-m-n
existe et est dans o. Supposons que 1’on soit dans le premier cas (l'autre cas est
similaire). Par hypothése d’induction, la position d’arrivée du chemin s’ est une
position d’arrét et n est un coup Joueur. On a donc abouti & une contradiction
et la position y est une position d’arrét. O
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Remarque 2.72. La position initiale d'une stratégie séquentiellement innocente
o : A étant une position d’arrét de cette stratégie, ce lemme implique immédia-
tement qu’il n’existe pas de partie de la forme s-m dans o, ou s est une partie
alternée et m est un coup Joueur.

De fagon similaire, on a aussi :

Lemme 2.73. Dans une stratégie positionnelle, courtoise et séquentielle en
avant o sur un jeu alterné A, toute partie s =mq Mg -+ Mg -N : T —» 2z, avec
k > 0, ou les coups m; sont Opposant et n est un coup Joueur, admet un préfize
de la forme m; - n modulo homotopie.

Démonstration. Par induction sur k. Pour k = 1, la propriété est immédiate-
ment satisfaite. Sinon la partie s est de la forme s = s’ - my_1 - my - n. Le jeu A
étant alterné, la partie s’ - my, - myp_1 - n existe et est aussi dans o par courtoisie
de 0. La stratégie o étant séquentielle en avant, I'une des parties s’ -my_1-n-my
ou s -my -n-my_1 existe et est dans o. Supposons que 1’on soit dans le premier
cas (lautre cas est similaire). On peut alors appliquer ’hypothése d’induction
au chemin s’ - my_1 - n, ce qui nous permet de conclure immédiatement. O

On en déduit alors immédiatement :

Lemme 2.74. Dans toute stratégie positionnelle, courtoise et séquentielle en
avant o sur un jeu alterné A, toute partie s : x —» y de o est homotope d une
partie de la forme sy - So, ot S1 : x —» x est une partie alternée et sg : x —» Yy
est un chemin ne contenant que des coups Opposant.

Démonstration. Montrons que la partie s admet une telle factorisation par in-
duction sur la longueur de s. Si s est la partie vide € alors la propriété est
immédiate. Sinon, par hypotheése d’induction, s admet une décomposition de la
forme s = t-m, ou t admet une décomposition de la forme t; -5, ol £1 : * —» x
est une partie alternée et t5 : © —» x’ est un chemin ne contenant que des coups
Opposant. Si m est un coup Opposant alors la factorisation s = t; - (t2 - m) per-
met immédiatement de conclure. Supposons que m soit un coup Joueur. La
stratégie o étant négative, la position initiale % est une position d’arrét de la
stratégie. On en déduit par le Lemme 2.71 que la position x qui est le but du che-
min alterné t; est une aussi position d’arrét. Le coup m étant un coup Joueur, le
chemin ¢y ne peut donc étre vide. Ainsi, on peut appliquer le Lemme 2.73 et en
déduire que le chemin t5-m est homotope & un chemin de la forme n-m-t}, ot n
est un coup Opposant et 5, est un chemin ne contenant que des coups Opposant.
Finalement, la décomposition s = (¢; - n - m) - t;, permet de conclure. O

Remarque 2.75. 1l est aisé de vérifier que le chemin s; - so construit par la preuve
du lemme précédent se réécrit par courtoisie en le chemin s.

Par réécriture par courtoisie, on entend ici :

Définition 2.76 (Réécriture par courtoisie). Sis-m-n -t est un chemin d'un
jeu A homotope a un chemin s-n-m - ¢, o m est un coup Joueur et n est

un coup Opposant, on dira que le premier chemin se réécrit en le second par
courtoisie, ce que nous noterons

s-m-n-t — s-n-m-t

Nous noterons =* la cloture réflexive et transitive de la relation =—.
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Remarque 2.77. Les stratégies séquentiellement innocentes o : A sont closes par
réécriture par courtoisie. En effet, si s - m - n - ¢t est une partie de o telle qu’il
existe un chemin s-n-m -t alors, si n est un coup Joueur, le chemin est aussi
dans ¢ par courtoisie de la stratégie et, si m et n sont des coups Opposant, le
chemin est aussi dans o par réceptivité de la stratégie (Lemme 2.68).

De méme qu’a la Propriété 1.38, on peut montrer que la réécriture par courtoisie
est compatible avec la résiduation.

Propriété 2.78. Sis:x —» y ett: y —» x sont deux chemins qui se réécrivent
par courtoisie respectiverent en s’ 1 x —» y et t' 1y —» z, alors t/s:x —» 2
se rééerit par courtoisie en t'[/s' i x —» 2.

A toute stratégie o close par préfixe, on peut associer une stratégie alter-
née alt(o) en ne gardant que les parties alternées de o. Réciproquement, a toute
stratégie alternée o, on peut associer une stratégie desalt(c) définie comme la
plus petite stratégie courtoise et réceptive contenant o. Nous allons montrer que
les stratégies séquentiellement innocentes sont en bijection avec les stratégies in-
nocentes au sens habituel, que nous appellerons stratégies alternées innocentes,
et que cette bijection est donnée par les fonctions alt et desalt.

En utilisant la définition de desalt, il est aisé de montrer que

Lemme 2.79. Pour toute stratégie o, une partie s : x —» y est dans la stra-
tégie desalt(o) si et seulement si il existe une partie t1 : x —» x de o et un
chemin ty : © —» y ne contenant que des coups Opposant tels que t1 - to se
réécrit par courtoisie en s.

Propriété 2.80. La catégorie des stratégies séquentiellement innocentes se
plonge dans la catégorie des stratégies alternées cohérentes déterministes. Plus
explicitement, pour toute stratégie séquentiellement innocente o : A, alt(o) est
une stratégie alternée déterministe cohérente et on a desalt(alt(c)) = o.

Démonstration. Commencgons par montrer 1'égalité desalt(alt(o)) = o. L’en-
semble alt(o) étant inclus dans la stratégie o et la stratégie o étant courtoise et
réceptive, on a l'inclusion desalt(alt(c)) C o. Réciproquement, la Remarque 2.75
nous assure que ’on a l’inclusion inverse.

Montrons que alt(o) est une stratégie alternée déterministe cohérente. La
stratégie o étant non vide, 'ensemble alt(o) est non vide (il contient la partie
vide €). De plus la stratégie o étant close par préfixe, 'ensemble alt(c) est clos
par préfixe de longueur paire. Ainsi, alt(o) est une stratégie alternée. Supposons
que s-m-ny et s-m - ng soient deux parties de alt(c) C o. Par déterminisme
de o, si les coups n; et no étaient distinct alors la partie s - m - ny - no serait
aussi dans o, ce qui est impossible par le Lemme 2.71, la partie s - m - ny étant
alternée. Les coups n; et ng sont donc égaux et la stratégie alternée alt(o)
est déterministe. Pour montrer que la stratégie alternée alt(o) est cohérente en
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arriere, supposons que la stratégie o contienne une partie de la forme

oo
A
Z10 ~ Zo1
. n2
N \
11 ~ 02
A
T12
%
22

ou la position xgg est atteignable par une partie alternée s : x —» xqg, M1 €t mo
sont des coups Opposant et n; et ng sont des coups Joueur. Par réceptivité de
la stratégie, la transition my : xgg — x19 est dans o et par préservation
de la compatibilité, les transitions my : xg1 —> 11, Mo : T19 —> T11 et
ng 1 r11 — T12 sont aussi dans la stratégie. Le jeu étant alterné et les coups ny
et no étant tous deux des coups Joueur, il existe une tuile z1; DYy o 22
Tog © T11 —2 T1y —2 T dans le jeu et par courtoisie de la stratégie, les
transitions ny : x11 —> T21 et no : T91 —> Tao sont aussi dans la stratégie.
Les transitions ms : x19 — =11 et m1 : Tgy — x11 étant Opposant, par
séquentialité en arriere de la stratégie, la transition n; : 17 — xo1 est le
résidu d’une transition ny : g1 — 2(; ou d’une transition ny : £19 — 20
de 0. Le premier cas est impossible par le Lemme 2.71, car la partie s - mg - ng
serait dans la stratégie o et s est une partie alternée et ms et no sont des coups
Joueur. Enfin, on peut montrer que la transition ms : Tog — X271 est dans o
par préservation de la compatibilité de la stratégie : le diagramme

N
/ /\
RN \/
/

/
\
/
\

est dans la stratégie o, montrant ainsi que la stratégie alt(o) est cohérente en
arriéere. On peut montrer de fagon similaire que la stratégie alt(o) est cohérente
en avant en utilisant le déterminisme et la préservation de la compatibilité en
avant de la stratégie o. O

Réciproquement, on a aussi
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Propriété 2.81. La catégorie des stratégies alternées cohérentes déterministes
se plonge dans la catégorie des stratégies séquentiellement innocentes. Plus ex-
plicitement, pour toute stratégie alternée cohérente déterministe o : A, desalt(o)
est une stratégie séquentiellement innocente et on a alt(desalt(o)) = o.

Démonstration. Montrons I'égalité alt(desalt(c)) = o. La stratégie o étant in-
cluse dans ’ensemble desalt(o), on a immédiatement o C alt(desalt(c)). Ré-
ciproquement, soit s une partie de alt(desalt(c)). Cette partie est une partie
de desalt(c). Par le Lemme 2.79, cette partie est homotope a une partie de
la forme s; - s, ou s; est une partie alternée de o et sy est un chemin ne
contenant que des coups Opposant. La partie s étant alternée et I'homotopie
préservant les coups, le chemin s est le chemin vide (sinon s; - so aurait plus
de coups Opposant que de coups Joueur). Il est alors facile de montrer qu’une
partie alternée ne se réécrit par courtoisie en aucune partie alternée, excepté
elle-méme. On a donc s; = s et la partie s est dans o, montrant ainsi I'inclusion
inverse alt(desalt(c)) C o.

Montrons que la stratégie est close par union modulo homotopie de deux
chemins compatibles. Soient s : * —» x et ¢ : ¥+ —» y de chemins compatibles
de la stratégie desalt(o). Par le Lemme 2.79, ces parties peuvent étre obtenues
en réécrivant par courtoisie des parties respectives s1-ss et t1-t9, ol s1 et t1 sont
des parties alternées de o et ss et to sont des chemins ne contenant que des coups
Opposant. Par la Propriété 2.65, les chemins sy - (t1/s1) et t1 - (s1/t1) existent
et sont dans la stratégie o donc dans la stratégie desalt(c). Les chemins sy
et t2 ne contenant que des coups Opposant, il est alors facile de montrer que
les parties s1 - so - ((t1 - t2)/(s1-52)) et t1-ta- ((s1-82)/(¢1-t2)) sont aussi dans
la stratégie desalt(o). Diagrammatiquement, la stratégie desalt(o) contient les
chemins suivants :

s1 t1

/ \15\1/81\\ ;/1h/ \
tl/(ﬁ\\ s2/(t1/s1) t2/(s1/t1) %tl £2)
ta/(s1- S2N\ /2/(751 “ta/s1)

Finalement, par la Propriété 2.78, les parties s - (t/s) et t - (s/t) peuvent étre
obtenues par réécriture par courtoisie des parties s1-so-((t1-t2)/(s1-52)) et t1-ta-
((s1-82)/(t1-t2)) de desalt(o), elles sont donc aussi dans la stratégie desalt(o). On
en déduit que desalt(o) est close par union de parties compatibles. On montre
de fagon similaire que la stratégie desalt(o) est close par intersection de parties.
Montrons que desalt(o) est une stratégie séquentiellement innocente.
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La stratégie o étant non vide, elle contient la partie vide . La straté-
gie desalt(o) contient donc aussi cette partie et est toujours non vide.

Montrons que la stratégie desalt(o) est positionnelle. Si s-u est une partie
de desalt(c) ol s est une partie homotope & une partie ¢ de desalt(o) alors
par cloture par unions compatibles de desalt(o) la partie t - (s-u)/t =t - u
est aussi dans desalt(o). La stratégie desalt(o) est donc positionnelle. Par
cloture par unions compatibles de desalt(o), la stratégie préserve la com-
patibilité en avant et, par cléture par intersections, elle préserve la com-
patibilité en arriere.

Par le Lemme 2.79, toute partie s de desalt(c) peut étre obtenue par
réécriture par courtoisie d’une partie s1 - s, ol s1 est une partie de o et sg
est un chemin ne contenant que des coups Opposant. En raisonnant par
induction sur le nombre de pas de réécriture, on peut montrer que pour
toute décomposition s =t; -m-n-o-ty du chemin s, o m est un coup
Joueur et n et o sont des coups Opposant, I'un des chemins ¢t -n-m-o-tg
out-o-m-n-ty existe et est une partie de desalt(c) homotope & s et
que pour toute décomposition s = t1 - m -n - o -ty du chemin s, ou m
et n sont des coups Joueur et o est un coup Opposant, I'un de chemins
ti-m-o0-n-tyouty-n-o-m-ty existe et est une partie de desalt(o)
homotope & s, montrant ainsi que la stratégie desalt(c) est séquentielle en
avant et en arriere.

La stratégie o est négative, courtoise et réceptive par définition de desalt.

Montrons que la stratégie desalt(c) est close par préfixe. Soit s - m une
partie de o. Par le Lemme 2.79, la partie s - m est obtenue par réécriture
par courtoisie d’un chemin s1-s9 ou §1 est une partie alternée de o et s5 est
un chemin ne contenant que des coups Opposant. Nous allons montrer que
le chemin s; - s5 est homotope & un chemin s - s, - m, ou s| est une partie
alternée de o et s} est un chemin ne contenant que des coups Opposant
et en déduire que la partie s est dans la stratégie desalt(o). On distingue
alors deux cas suivant la polarité de m.

— Supposons que m soit un coup Opposant. Le coup m ne peut étre
un coup de s1, car on ne pourrait aboutir au chemin s-m par réécri-
ture par courtoisie (par réécriture par courtoisie, le coup m ne peut
pas « passer apres » le coup Joueur qui lui succede immédiatement
dans s1). Le coup m est donc un coup de sg, et le chemin sy - 5 est
homotope & un chemin de la forme s; - s -m, car s; - s est homotope
au chemin s - m. Comme le chemin sy - s se réécrit par courtoisie
en s - m, on peut alors montrer que le chemin s; - s§ se réécrit par
courtoisie en s (informellement, la dérivation s; - sf =>* s se fait par
la suite de permutations s; - s, =" s-m a laquelle on a enlevé les
permutations faisant intervenir le coup m).

— Supposons que m soit un coup Joueur. La partie s; - so de desalt(o)
se rééerit alors par courtoisie en la partie s} - so - m de desalt(o),
o s} est la partie obtenue & partir de s; en enlevant le coup m.
La stratégie desalt(o) étant positionnelle, courtoise et séquentielle en
avant, le Lemme 2.74 montre que le chemin s} est homotope & un
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chemin s - s, ot s/ est une partie alternée de o et s}’ est un chemin

ne contenant que des coups Opposant. Le chemin s - (s7” - s2) - m est
alors bien de la forme voulue. Le chemin s - (s{" - s2) se réécrit par
courtoisie en le chemin s - so qui lui-méme se réécrit en le chemin s

pour les mémes raisons que dans le cas précédent.

Dans les deux cas, nous avons montré que la partie s est dans la straté-
gie desalt(c), qui est donc close par préfixe.

o Montrons que la stratégie desalt(o) est déterministe. Soient s-nq et s-ng
deux parties de o, out ny et ny sont deux coups Joueur. La stratégie étant
close par préfixe, le chemin s lui appartient donc. Par le Lemme 2.79, ce
chemin est obtenu par réécriture par courtoisie d’un chemin sy - so, oll $1
est une partie alternée de o et s est un chemin ne contenant que des coups
Opposant. Les chemins s; - s2 - ny et s - s9 - no étant dans la stratégie,
par le Lemme 2.71 le chemin sy est non vide. Par utilisation répétée de la
propriété de séquentialité en arriere de desalt(o), on peut montrer que soit
il existe un coup Opposant m de ss tel que les parties s1-m-nq et s1-m-nq
soient dans desalt(o) (donc dans o car ces parties sont alternées), soit il
existe deux coups Opposant compatibles distincts mi et my de so tels que
les parties s1-my - ny et s -mso - ng soient dans desalt(o) (donc dans o car
ces parties sont alternées). Dans le premier cas, on conclut que n1 = ng
par déterminisme de o. Dans le second cas, par cohérence en avant de la
stratégie o, les coups n1 et mo sont distincts mais compatibles et on en
déduit que les parties s-nj -ng et s-ng - ny sont dans desalt(o), car cette
stratégie préserve la compatibilité en avant. O

Remarque 2.82. Nous avons omis la preuve de la fonctorialité des fonctions alt
et desalt qui n’est pas dure a montrer par ce qui précede. Ces fonctorialités
rendent essentiellement compte du fait que toute interaction asynchrone entre
deux stratégies séquentiellement innocentes peut étre réorganisée en une inter-
action alternée amenant a la méme partie dans la composée.

Finalement, on a donc

Théoréme 2.83. La catégorie des stratégies alternées innocentes déterministes
est isomorphe a la catégorie des stratégies séquentiellement innocentes.

Remarque 2.84. Une caractérisation des positions d’arrét des stratégies alter-
nées, cohérentes et déterministes est donnée par Mellies dans [Mel04]. On pou-
vait comparer cette caractérisation a celle donnée par le Théoreme 2.49 pour
en déduire de facon indirecte la correspondance bijective entre les stratégies
alternées cohérentes déterministes et les stratégies séquentiellement innocentes.

Remarque 2.85. Dans la définition des stratégies séquentiellement innocentes,
on pouvait remplacer la condition de réceptivité par

o la propriété de forte courtoisie (Définition 2.44),

e et une condition de totalité imposant a toute position y, qui est le but
d’une transition Opposant m : x — y, de ne pas étre une position d’arrét
de la stratégie,
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la stratégie desalt(o) étant alors définie comme la plus petite stratégie courtoise
et close par préfixe contenant une stratégie alternée o. Les stratégies acceptant
tous les coups Opposant que le jeu permet sont en effet en bijection avec les stra-
tégies n’acceptant aucun coup Opposant auquel elles ne peuvent pas répondre.

2.4.3 Modélisation d’un A-calcul affine parallele

La condition d’innocence a été introduite par Hyland et Ong [HOO00] pour ca-
ractériser les stratégies définissables du modele de PCF. En particulier, les stra-
tégies innocentes correspondent précisément aux arbres de Béhm du A-calcul
simplement typé sur un unique type de base o [DHR96, Cur98]. Ce résultat
peut étre compris de la fagon suivante dans notre cadre. La formulation donnée
ici est inspirée de [Mel04]. Nous reviendrons sur les liens entre ce résultat et la
logique linéaire a la Section 2.5.7.
Les termes du A-calcul sont définis par la grammaire suivante :

M = z | MM | XM

ou x est un élément d’un ensemble x des variables. Ces termes sont considérés
modulo la relation d’a-conversion habituelle. La regle de g-réduction est définie
par

(Ae.M)N —3 M[N/x]

ou M[N/z] désigne le terme M dans lequel toutes les occurrences de la variable
ont été remplacées par le terme N. Les A-termes peuvent étre typés par les types
simples du A-calcul sur un unique type de base « : ces types sont soit le type de
base «, soit de la forme A = B, ol A et B sont des types. Les régles de typage
du A-calcul affine sont les suivantes.

'-M:A=10B AFN:A

I,AFMN:B

e:A-M:B
'kXxxeM:A= B

— (A A
Rx:Al—x:A( %) (App)

(Abs)

Les termes typables sont tous affines dans le sens o une variable apparait au
plus une fois libre dans tout sous-terme. Les arbres de Bohm n-longs sur un type
simple A; = ... = A, = « sont de 'une des trois formes suivantes :

1. Axy... Axp.yMy -+ - M, ou
e les variables z; sont de type A;, pour 1 <i <mn,

e la variable y est de type By = ... = B,, = «, pour certains types B;,
o les M; sont des arbres de Bohm n-longs de type B;, pour 1 < i < m,

2. ou 24, ou {24 est une constante de type A,

3. ou Azq...Ax,.0, ou U est une constante donnée du type de base « et les
variables x; sont de types A;, pour 1 <i <n.

On impose de plus aux arbres de Bohm d’étre affines.
Tout type simple A peut étre interprété en un jeu [A] défini par induction de
la fagon suivante. L’interprétation du type de base « est le jeu [o] défini comme
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le jeu n’ayant qu’'une unique transition Opposant q : * — x et 'interprétation
d’un type simple A = B est le jeu [A = B] = [A] — [B]. Tout arbre de Bhm
n-long M : A peut quant a lui étre interprété comme une stratégie sur le jeu
associé au type simple A. Cette stratégie correspond a une sémantique de traces
sur les arbres de Bohm, chaque trace étant une une exploration particuliere de
larbre de Bohm. Ainsi, les transition Opposant sont générées par la régle

QA — /\l‘l/\a?nU

ouAd=A;=...= A, = «a et les variables z; sont de type A;, pour 1 <i < n.
Les transitions Joueur sont générées par la regle

@) — {EQAl---QA

n

ou = est une variable de type A = A4; = ... = A, = «. Tout arbre de
Bohm M : A induit alors une stratégie o définie comme la cléture par préfixe
de I'ensemble des traces s : 04 —» M. Cette opération induit une bijection
entre les arbres de Béhm ne contenant pas de constantes )4 et les stratégies
séquentiellement innocentes (les stratégies correspondant aux arbres de Bohm
contenant des constantes {24 ne sont pas réceptives).

Ezxemple 2.86. Considérons le terme
MAxAy.fzy @+ (a—a—a)sa—a—a (2.14)
La stratégie associée a ce terme correspond a l'ordre partiel suivant sur les coups

du jeu :
(¢ - a = a = a = a —- «

7

A< <.

Lorsque ’'on demande son résultat & cette stratégie (le premier coup), elle inter-
roge son argument f pour connaitre sa valeur (le deuxiéme coup). Si, lors de son
calcul, f demande la valeur de I'un de ses arguments, la stratégie demande la
valeur de son argument correspondant. Les dépendances en trait plein figurent
les dépendances imposées par le jeu (ce que 'on appelle parfois les pointeurs
de justification) et les dépendances en pointillés figurent les dépendances im-
posées par la stratégie. Cet ordre partiel génere un graphe asynchrone qui est
isomorphe au graphe asynchrone généré par I’ensemble des traces menant de €2 4
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au terme (2.14), ot A est son type :

Q4

|

Axy.O

|

Afxy. fQaQa

\
/

Afxy.fOQ, ~ Afxy. fQ,0

/
\

Afzy.fxQ, ~ Afzy. fOU ~ Afzy. fQuy

\ /

Afzy. fzO ~ Afzy. fOy

/\
\/

Afxy. fry

Les stratégies asynchrones ayant été introduites pour modéliser des interac-
tions concurrentes, il est naturel de s’intéresser aux stratégies qui vérifient toutes
les conditions des stratégies séquentiellement innocentes, excepté les conditions
de séquentialité, car ces conditions empéchent certains coups Joueur d’étre joués
en paralléle ou de se synchroniser sur des coups Opposant joués en parallele. Ces
stratégies permettent de modéliser un calcul obtenu en enrichissant la syntaxe
du A-calcul par une construction M|N, similaire & celle du 7-calcul, permettant
d’exécuter deux A-termes en parallele. Nous obtenons ainsi une variante du cal-
cul étudié par Boudol [Bou94]. Les termes sont considérés modulo la congruence
structurelle = définie comme la plus petite relation telle que

(M|N)|P = M|(N|[P) M|IN=N[M (.M z.N) = \a.(M|N)

et
(M1|M2)N = (M1N|M2N)

La regle de typage permettant de typer cette nouvelle construction est

'M:A AFN:A
AFM|N: A

(Par)

et les arbres de Bohm 7-longs sont maintenant de la forme
LoAwy ..o (ytME - ML | [ yPME - ME ),
2. ou QA,

.oudxy...z,.(G] ... | V),
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satisfaisant diverses contraintes de typage similaires a celles des arbres de Bohm
correspondant au A-calcul introduits précédemment. On impose de plus aux
nouveaux arbres de Bohm d’étre affines dans le sens ou ils doivent avoir un
représentant modulo la congruence structurelle = qui soit affine. Les transitions
Opposant sont maintenant générées par la regle

Qa4 — ... 22, (G| ... |0)

et les transitions Joueur sont générées par la méme regle que précédemment.

Ezxemple 2.87. La stratégie associée au terme
Mz y.(fzly) @+ (ea—=a)mDa—a—a
peut étre décrite par I'ordre partiel

(¢ - a) - a = a —- «

Le graphe asynchrone généré par cette stratégie est isomorphe au graphe asyn-
chrone suivant :

Qa
l
Afay.(O]0)
/ \
Afry.(fQa]O) Afzy.(Oly)
Afzy.(fO|0) ~ Afzy.(fQaly)
Afzy.(fz]0) Afzy.(fOly)

\

Mary.(fxly)

N/



2.5. Stratégies ordonnancées

Ezemple 2.88. La stratégie associée au terme Az.\y.(z|y) a un comportement
similaire a celui de I'implémentation paralléle de la conjonction décrite en in-
troduction de ce chapitre : elle interroge ses deux arguments en parallele.

Remarque 2.89. Si les termes restent « affines », certains calculs peuvent étre
partagés. Par exemple, dans le A-terme

Az Ag.(flo)z @ (a—a) 2 a— (a—a) >«

la variable z est partagée en tant qu’argument des deux fonctions comme le
montre la stratégie correspondante :

(¢ - a) - a = (a - a - «

Ces partages rendent la définition précise des transitions générées par un arbre
de Bohm n-long plus subtile que dans le cadre du A-calcul : si un terme N se
réduit en un terme N’ en un coup alors le terme (M;N|MyN) se réduit en le
terme (M7 N'|M3N') en un coup. Par exemple, le graphe asynchrone correspon-
dant a la stratégie décrite ci-dessus contient la transition

Mzg.(fOlg0) —  Afwg.(fx|gz)

Les stratégies considérées ne sont pas toutes définissables dans ce langage,
car la discipline imposée par le tenseur n’est pas nécessairement respectée. Nous
expliquons & la section suivante comment ceci peut étre pris en compte en raf-
finant la notion de stratégie que nous avons introduite.

2.5 Stratégies ordonnancées

Nous renforgons maintenant notre notion de stratégie ingénue en imposant un
critére d’ordonnancement qui rend distincts le produit tensoriel A ® B de deux
jeux A et B du produit par le connecteur dual A% B. Ce critere joue le role, dans
notre cadre non-alterné, des conditions d’aiguillage introduites par Abramsky
et Jagadeesan [AJ94] pour les jeux alternés. Comme nous le verrons, ce cri-
tere permet de s’assurer que les stratégies ne vont pas se trouver en situation
d’interblocage durant la composition et donc que les ensembles de positions
acceptantes refletent correctement la fagon dont les stratégies composent — ren-
dant ainsi strict le foncteur lache de la Section 2.5.1 des stratégies asynchrones
vers les relations.
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2.5.1 Vers le modéle relationnel

Nous avons vu a la Définition 2.20 qu’une stratégie o : A — B de la catégorie
Jeuxy induit un ensemble ¢® de positions du jeu A — B défini comme 1’en-
semble des positions atteignables par une partie de la stratégie o. Toute telle
position étant un couple (x4,xp), encore souvent noté x4 — zp, formé d’une
position x4 du jeu A et d’'une position zg du jeu B, I'ensemble o°® peut étre
considéré comme une relation entre les positions de A et celles de B. On peut
ainsi associer une relation a toute stratégie, passant ainsi d’une représentation
dynamique a une représentation statique de la stratégie. Cette traduction n’est
cependant pas fonctorielle, & cause d’une disparité subtile entre la composition
des stratégies et celle de relations. Ainsi, sio: A — B et 7: B — C sont deux
stratégies, 1’égalité
*00® = (r00)°

entre la composée relationnelle 7° o 0® des ensembles de positions d’arrét et les
positions d’arrét (7 o0 o)® de la stratégie composée, ne sera pas nécessairement
vérifiée.

De la composition dynamique a la composition statique. L’inclusion
700 D (100)°

est toujours vérifiée, ce que ’on peut justifier de la fagon suivante. Par définition,
toute position z — z de (7 00)® est atteinte par une partie u : * —» x —o 2
dans la stratégie composée 7 o . Toujours par définition, cette partie provient
de l'interaction d’une partie s : * —» & —o y de la stratégie o et d’une partie
t:* —» y —o z de la stratégie 7. La position x —o z appartient donc a 7* o ¢*
car la position z —o y est dans ¢°® et la position y —o z est dans 7°. Reformulée
catégoriquement, cette propriété permet de munir 'opération (—)* d’une struc-
ture de foncteur lache de la catégorie Jeuxs, vue comme une 2-catégorie dont
les seules 2-cellules sont les identités, dans la 2-catégorie Rels des relations,
dont la catégorie sous-jacente est la catégorie Rel, et qui admet une 2-cellule

entre deux relations 71 : X — Y et 75 : X — Y si et seulement si la relation ro
est incluse dans la relation 7.

De la composition statique a la composition dynamique. Cependant,
Iinclusion inverse
T*00® C (r00)°

n’est pas toujours vérifiée. Par exemple, considérons la stratégie o : [ — B ® B,
décrite en introduction de ce Chapitre 2 et représentée en (2.8), qui implémente
la paire (tt,ff) qui ne veut pas donner la valeur de sa composante de droite

130



2.5. Stratégies ordonnancées

avant d’avoir été interrogée sur sa composante de droite. Composée avec la stra-
tégie 7 : B® B — B qui est 'implémentation droite de la conjonction, représen-
tée & droite de (2.6), qui commence par demander la valeur de son argument de
droite, puis celle de son argument de gauche avant de calculer sa réponse. Les
positions acceptées par la stratégie o sont

o = {*®x, x®q, TQF}
et ’ensemble 7° des positions acceptées par T contient les positions
{(x@x) —ox, (x®q) —q, (@F)—~q, (TRF) —oF}

La composée relationnelle 7® o o® contient donc la position F', bien que cette
position ne soit pas un élément de (*7 o). Ceci détecte un interblocage durant
I'interaction des deux stratégies, empéchant la position d’étre effectivement at-
teinte : & la position * ® ¢ de B ® B, la stratégie o attend d’étre interrogée sur
sa composante de gauche tandis que la stratégie 7 attend la valeur de la com-
posante de droite. De facon plus conceptuelle, ce phénoméne provient du fait
que les catégories de jeux sont compactes fermées : le produit tensoriel ® est
identifié avec sont dual %. Afin d’empécher ce type de situations, nous imposons
un critére supplémentaire a nos stratégies.

2.5.2 Jeux avec tests d’ordonnancement

Notre critere d’ordonnancement est fondé sur 1'idée selon laquelle une stratégie
d’un type A donné doit étre capable de réorganiser son comportement interactif
suivant 'ordonnancement choisi par I’Opposant. Un tel ordonnancement sera
décrit pas une sorte particuliere de contre-stratégie ingénue du jeu original A,
c’est-a-dire une stratégie du jeu dual A*.

Définition 2.90 (Ordonnancement). Un ordonnancement . est une stratégie
ingénue dans laquelle deux parties s et t sont soit homotopes, soit incomparables
par rapport & I'ordre préfixe modulo homotopie.

En d’autres termes, toute position acceptante d’un ordonnancement . est maxi-
male dans le graphe asynchrone associé a ’ordonnancement.

Informellement, une stratégie o peut s’adapter & un ordonnancement . de
I’Opposant lorsque, pour toute partie s € ¢ homotope a une partie t € ., il
existe une partie © homotope a la fois & s et a t, qui appartienne aux deux
stratégies : u € o et v € . La difficulté principale consiste & comprendre
quels ordonnancements doivent étre autorisés pour tester une stratégie d’un
type A donné. Bien siir, toute contre-stratégie peut étre vue comme une sorte
d’ordonnancement particulierement rusé. Notre tache consiste donc a établir une
classe de contre-stratégies basiques, que nous appelons tests d’ordonnancement,
qui géneére en un sens approprié la classe de toutes les contre-stratégies possibles
de type A.

Il apparait que la solution est bien plus simple que ce a quoi on aurait pu
s’attendre. En effet, nous allons montrer que, pour tester une stratégie de type A,
il suffit de « commuter » tous les produits tensoriels ® de la formule soit en
un ordonnancement de gauche a droite, soit en un ordonnancement de droite
a gauche, que nous notons respectivement © et ©. Sémantiquement, chacun de
ces ordonnancements est interprété comme le connecteur correspondant sur les
ordonnancements.
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Définition 2.91. Soit . un ordonnancement d’un jeu asynchrone A et 7
un ordonnancement d’un jeu asynchrone B. L’ordonnancement . ® 7 est la
stratégie ingénue de A ® B contenant les parties s dont

e la projection s4 sur la composante A est une partie de .,
« la projection sp sur la composante B est une partie de .

L’ordonnancement . © 7, appelé . avant 7, est la stratégie ingénue de AR B
contenant les parties s de ¥ ® 7 qui sont de plus telles que

e aucun coup dans la composante B n’est joué avant un coup dans la com-
posante A,

e sila partie s contient un coup dans la composante B, sa projection s sur
la composante A est une partie de 'ordonnancement . (qui est nécessai-
rement maximale).

De méme, 'ordonnancement . © 7, appelé . aprés 7, est la stratégie in-
génue de A ® B contenant les parties s de 'ordonnancement . ® 7 dont la
projection sp sur la composante B est une partie (nécessairement maximale)
de Pordonnancement .7 lorsque la projection s4 sur la composante A est non
vide.

Remarquons qu’un ordonnancement .#©.7 d’un jeu A® B est la méme chose
qu’'un ordonnancement . & 7 du jeu B® A, aprés permutation de A et B. Par
exemple, si . et . sont des ordonnancements qui jouent chacun exactement
une transition, respectivement m : * — x dans A et n : ¥ — y dans B, les
ordonnancements . € 7 et . © .7 sont respectivement les stratégies

* @ * * @ *
m@x *@n
T Q@ * et * QY
TRn %}
TRy TRy

sur le jeu A ® B. Dans '’exemple ci-dessus, les positions x et y ne sont pas
nécessairement maximales dans A et B, bien qu’elles le soient dans . et 7.

Dorénavant, nous équipons nos jeux de deux classes d’ordonnancements cor-
respondant a des tests du Joueur et de I’Opposant.

Définition 2.92 (Jeu). Un jeu avec tests d’ordonnancement A = (A, Ap, Ao)
est un jeu A muni de deux ensembles non vides d’ordonnancements du jeu
A, appelés respectivement les ensembles de tests d’ordonnancement Joueur et
Opposant.

Les produits sur les jeux s’étendent de fagon naturelle sur les ensembles de tests
d’ordonnancement. Ainsi, si U et V' sont deux tels ensembles, leur produit U®V
est défini par

UV = {97 | YeU e TeV}

Les produits U @ V et U © V sont définis de facon similaire. Ceci nous permet
de définir le produit tensoriel de deux jeux avec tests d’ordonnancement.
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Définition 2.93 (Produit tensoriel). Si A = (4, Ap, Ao) et B = (B, Bp, Bo)
sont deux jeux avec tests d’ordonnancement, leur produit tensoriel

A®B = (A®B,(A®B)p,(A®B)y)
est le jeu dont les tests d’ordonnancement sont définis par
(A®B)P=AP®BP et (A®B)O:Ao©BoUA0®Bo.

Ceci signifie qu’une stratégie de type A® B doit étre assez flexible pour s’adapter
aussi bien a un ordonnancement de gauche a droite qu’a un ordonnancement de
droite a gauche des composantes A et B. D’un autre c6té, une contre-stratégie
de type A ® B a pour seule contrainte d’interagir correctement avec un ordon-
nancement de A et un ordonnancement de B, les composantes A et B étant
entrelacées de facon arbitraire.

Définition 2.94 (Négation). La négation d'un jeu A = (A, Ap, Ap) est le
jeu A* = (A*,(A*)p, (A%),) dont les tests d’ordonnancement sont obtenus en
échangeant les roles du Joueur et de I’'Opposant :

(A)p=Ao et (A%), = Ap.

Le par et 'implication linéaire de deux jeux sont alors définis par la loi
usuelle de de Morgan

AR B=(A"®B*)* e A-—-oB=(A®B")"

Une stratégie sur le jeu A — B doit donc correctement réagir aux tests d’or-
donnancement de (A — B), = Ap ® Bo. On peut de plus constater que le jeu
A7 B n’est en général pas isomorphe au jeu A ® B.

2.5.3 Stratégies avec positions d’interaction

Nous équipons aussi les stratégie ingénues o : A d'un ensemble de positions
distinguées de la stratégie. Nous supposerons dans la suite que les stratégies
ingénues que nous considérerons sont sans confiit, c’est-a-dire par définition que
toute position acceptante est une position d’arrét de la stratégie.

Avec l'ingénuité, la propriété pour une stratégie d’étre sans conflit est équiva-
lente & la notion d’absence de conflit (ou conflit-freeness en anglais) introduite
de facon indépendante par Hyland et Schalk [HS02] et par Mellies [Mel05d].
Cette condition est une sorte de propriété de confluence que 'on peut formuler
de la fagon suivante. Une stratégie o est sans conflit lorsque pour toute partie
s : * —» x, préfixe d’une partie s -t : x —» z de la stratégie o, et pour toute
transition joueur m : x — y telle que la partie s - m est aussi le préfixe d’une
partie dans o, il existe un chemin u : y —» z telle que ¢t ~ m - u et la partie
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s-m - u est dans la stratégie o. Diagrammatiquement,

Y (2.15)

L’idée formalisée par cette propriété est que lorsqu’une stratégie sans conflit
est préte a accepter une position z dans le futur, elle doit jouer de sorte a
garder la possibilité d’atteindre cette position z ; seul ’Opposant peut la dévier
définitivement de la route de z.

Définition 2.95 (Stratégie avec positions d’interaction). Une stratégie o : A est
un couple (o, X) oll o est une stratégie ingénue X est un ensemble de positions
de A, appelées positions d’interaction de la stratégie, tel que

1. toute position acceptante de o est une position d’interaction : 0® C X,

2. les positions d’interaction sont respectées par o dans le sens ou pour tout
préfixe s - m d’une partie de la stratégie o, ou m est un coup Joueur, si
la partie s peut étre étendue en une partie s -t qui atteint une position z
du jeu alors la partie s - m peut aussi étre étendue en une partie s-m - u
qui atteint la position x. Ceci peut étre représenté diagrammatiquement
par (2.15).

Notons que toute position acceptante est une position d’arrét et est donc res-
pectée par la stratégie ingénue o.

La catégorie Jeux; a les jeux polarisés pour objets et les stratégies avec
positions d’interaction (o, X)) comme morphisme entre deux objets A et B, ou o
est une stratégie de A dans B et X un ensemble de positions d’interaction
de la stratégie o. La composée (1,Y) e (6,X) : A — C de deux morphismes
(0,X): A— Bet (r,Y): B— C est définie par

(,Y)e(0,X) = (100,YoX)

ou la premiere composante est composée dans la catégorie Jeux; et la seconde
composante dans la catégorie Rel des ensembles et relations. De méme, la caté-
gorie Jeux; est monoidale si on la munit du produit tensoriel ® défini sur deux
stratégies (o, X) et (7,Y) par

(. X)®(1,Y) = (6@7,XQY).

On notera souvent simplement . pour la paire (7, .%*) induite par un test
d’ordonnancement ..
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2.5.4 Orthogonalité

L’idée de tester une stratégie o face a un ordonnancement est élégamment cap-
turée (et généralisée) par la notion suivante d’orthogonalité entre une stratégie
(0, X) et une contre-stratégie (7,Y) du jeu A.

Définition 2.96 (Orthogonalité). Deux stratégies (o, X) : Aet (7,Y) : A* sont
orthogonales, ce que nous notons (o, X) L (7,Y), lorsque

Xny = (on7)°

L’intersection o N7 est la stratégie obtenue comme l’'intersection de stratégies o
et 7, vues comme des ensembles de parties. Ainsi, deux stratégies o et 7 sont or-
thogonales lorsque pour toute position z € X NY, il existe une partie s : x —» x
atteignant la position x appartenant a la fois a la stratégie o et a la stratégie 7.

Lemme 2.97. Si (0, X) est une stratégie d’un jeu A et (1,Y) est une contre-
stratégie du jeu A alors

(0,X) L (1,Y) implique (oNT)* est vide ou réduit a un élément.

Démonstration. Soient x et y deux positions de (o N 7)°. 1l existe deux parties
s:*%x —» x et t:x —» y appartenant chacune a la fois & o et a 7. Notons
u : % —» z le plus long préfixe commun des parties s et t modulo homotopie. Si
les positions = et y sont distinctes alors u est différent de s ou de t. Supposons
que u soit différent de ¢t (’autre cas est similaire), le chemin ¢ admet donc une
décomposition de la forme ¢t = w-m-t’. Si m est un coup Opposant dans A alors
c’est un coup Joueur dans A*. Quitte a échanger les roles des jeux A et A*, on
peut donc supposer que m est un coup Joueur de A. Notons s’ le chemin s/u,
de sorte que ’on ait s = u-s’. Par la propriété d’absence de conflit, le chemin s’
est compatible avec la transition m et le résidu m/s’ est le chemin vide. Les
stratégies o et 7 étant ingénues, la partie u - m - (s’/m), qui est homotope & s,
est dans les deux stratégies. On en déduit que w - m est préfixe des parties s
et t modulo homotopie, contredisant la maximalité du préfixe u. Les positions x
et y sont donc égales, ce qui nous permet de conclure. O

Lemme 2.98. Etant donnée une contre-stratégie 7 = (1,Y) de A® B et deux
stratégies o4 = (04,Xa) de A et op = (05, Xp) de B, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) ca®op LT,
(it) oo LopeT etog LTeo,.

Démonstration. (i) = (ii). Supposons que o4 ® op L T et que x4 soit une
position de l'ensemble X4 N (Xp ® V). La position x4 étant dans Xp ® Y, il
existe une position xp de Xp telle que la position 4 ® zp soit dans Y. De
plus, cette position x4 ® rp est un élément de X4 ® Xp. De 'hypothese (i),
on déduit D'existence d’une partie s : * —» T4 ® rp commune aux stratégies
o4 ® op et 7. Par projection, la partie s4 : * —» x4 est dans la stratégie o4
et la partie sp : * —» xp est dans la stratégie op. La partie sgp : * —» xp
résulte de I'interaction des parties s et s4 et est donc dans la stratégie composée
T® 04 : la position x4 est atteinte par la partie s4, commune aux stratégies o4
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et o ® 7. On peut finalement conclure que 04 L op e 7 et, de fagon similaire,
que op L Te0y4.

(ii) = (i). Supposons qu’on ait & la fois o4 L opeTet op L Te04 et que x
soit une position acceptante commune a 04 ® og et a 7. La position x peut étre
décomposée en r = x4 ® T ou T4 est une position acceptante de o4 et xpg
est un position acceptante de op. La position x4 étant a la fois dans X 4 et
dans Xp ® Y, il existe, par notre premiere hypothese, une partie s4 : * —» x4
qui est a la fois dans les stratégies o4 et o o 7. Cette partie est obtenue en
faisant interagir les stratégies 7 et op, ce qui signifie qu’il existe une partie
s 1% —» x4 ® xp dans la stratégie 7 dont la projection sur le jeu A est
la partie s4 et dont la projection sp : * —» xp sur le jeu B est dans la
stratégie op. Les positions xp et yp étant & la fois dans Xp et dans X4 ® Y,
on en déduit, en utilisant notre premiere hypotheése et le Lemme 2.97, que ces
positions sont égales : xp = yp. Finalement, le chemin s : x —» x4 ® xp est a
la fois dans les stratégies o4 ® op et T, ce qui nous permet de conclure. O

Lemme 2.99. Etant donnée une contre-stratégie T = (1,Y) de A® B, une stra-
tégic o4 = (04,Xa) de A et un test d’ordonnancement g de B, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(Z) JA(X)yBJ_T,
(i) o4 L Sper.

Démonstration. La direction (i) = (ii) peut étre montrée comme dans le lemme
précédent. Réciproquement, en ce qui concerne la direction (ii) = (i), la preuve
du lemme précédent nécessite d’étre un peu adaptée. Supposons que o4 L .FgerT
et que x4 ®x g est une position acceptante des stratégies o4 ®.%p et 7. De méme
que dans la preuve précédente, on peut montrer I’existence d’une position yp
de B et d’une partie s : * —» 4 ® xp dans la stratégie 7 telle que la partie
sp : * —» xp soit dans la stratégie .#5. De plus, 'hypotheése que toutes les
positions d’interaction de .5 oY et de .3 sont respectivement respectées
par les stratégies .¥p ® 7 et 7 implique 'existence d’'un chemin ¢t : yg —»
xp dans le jeu B. Or, par définition d’un test d’ordonnancement, toute partie
de .p est maximale dans . par rapport a 'ordre préfixe modulo homotopie
et, de plus, les deux positions xp et yp sont des positions acceptantes du test
d’ordonnancement 5. On en déduit que les positions g et yp sont égales, ce
qui nous permet de conclure de fagon similaire a la preuve du lemme précédent.

O

2.5.5 Jeu ordonnancés

Dans la suite, étant donné un ensemble U de contre-stratégies de A, nous écri-
vons 0 L U pour exprimer le fait que la stratégie o est orthogonale a toute
stratégie 7 de U. De méme, si U est un ensemble de stratégies de A, nous écri-
vons U L 7 pour exprimer le fait que toute stratégie o de U est orthogonale a
T.

Nous introduisons maintenant la notion de jeu ordonnancé qui est un jeu dont
les stratégies respectent les tests d’ordonnancement. La principale difficulté de
cette section consistera a établir que cette notion de jeu est close par produit
tensoriel.
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Définition 2.100 (Jeu ordonnancé). Un jeu (A, Ap, Ao) est ordonnancé lorsque

1. toute stratégie ingénue o = (0, X) et tout contre-stratégie 7 = (7,Y) du
jeu satisfont :

clAp et Ap LT implique ol

2. un test d’ordonnancement . de Ap et un test d’ordonnancement 7 de
Ap sont orthogonaux : . 1 .7,

3. pour toute position x du jeu, il existe un ordonnancement Joueur . € Ap
et un ordonnancement Opposant .7 € Ao tels que x est une position
acceptante pour .¥ et pour 7.

Ainsi, dans jeu ordonnancé, toute stratégie o interagit convenablement avec
tout contre-stratégie 7 (dans le sens ot elle sont orthogonales) lorsqu’elle réagit
convenablement aux tests d’ordonnancement.
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Propriété 2.101. Le produit tensoriel AQB de deuz jeux ordonnancés (A, Ap, Ao)

et (B, Bp, Bo) est aussi ordonnancé.

Démonstration. Supposons qu'une stratégie o = (o, X) et qu'une contre-stratégie
7= (7,Y) du jeu A® B satisfassent

cl(A®B), e (A®B)p L.
Par définition de (A ® B),), la premiére assertion est équivalente a
cl Ao ©Bo et o1l Ap© Bo. (2.16)

Toute partie s € ¢ atteint une position x qui peut étre décomposée en z = x4 ®
xp. Par hypothese sur les jeux A et B, il existe un ordonnancement Opposant
A € Ap acceptant la position x 4 et un ordonnancement Opposant .5 € Bp
acceptant la position zp. Il découle de (2.16) que la stratégie o est orthogonale
au deux tests d’ordonnancement .4 .p et £40.g. La position z = x4 Qxp
est acceptée a la fois par la stratégie o et par la stratégie ¥4 ©.7p. Lorthgonalité
de ces deux stratégies implique qu’il existe une partie ¢ homotope a s dans
laquelle aucun coup de B n’est joué avant un coup de A, ce qui reflete le fait
que, dans la stratégie o, aucun coup de A n’est causalement dépendent d’un coup
de B dans la partie s. De fagon symétrique, aucun coup de B n’est dépendent
d’un coup de A dans la partie s.

Rappelons que les parties s 4 et sp sont les projections de la partie s respec-
tivement sur les composantes A et B. L’indépendance causale que nous avons
évoqué ci-dessus indique que tout entrelacement ¢ de s et sp est dans la stra-
tégie. En d’autres termes, la stratégie o contient toute partie ¢ telle que t4 = sz
et tp = sp, ou, de facon plus concise, la stratégie sy ® sp est incluse dans la
stratégie o.

Bien stir, toute autre partie ¢t € ¢ induit une stratégie t 4 ®t g incluse dans la
stratégie o. Il n’est cependant pas évident que les stratégies « mixtes » sp Q@tp
et t4 ® sp sont aussi dans la stratégie o : la stratégie o = (0, X) est incluse
dans la stratégie o4 ® o, ou

oca=9{sa | s€o} et Xax={za | Tz, zAR25EX}
op={sp | s€o} e Xp={zp | s, zaR2p€X}
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mais on n’a pas en général 1’égalité o = 04 ® op. Nous allons cependant mon-
trer que la stratégie t; ® t5 est incluse dans o pour toute partie t4 dans o4
atteignant x 4 et toute partie to dans op atteignant x . En effet, par définition,
t1 = uy et to = vy pour des parties u et v de 0. On en déduit que toute partie
de la stratégie t; ® t2 est contenue dans la cloture par préfixe prefix(o) de la
stratégie o. Cette propriété peut étre établie par induction sur la longueur des
chemins en utilisant le fait que la stratégie o est supposée préserver la compati-
bilité en avant. Or la stratégie o est positionnelle et admet la position x4 ® x5
comme position acceptante. Toute partie de t; ® t5 est donc dans la stratégie o.
Supposons que x = x4 ® xp soit une position acceptante de la stratégie o.
Nous venons de voir que toute partie s résultant de I’entrelacement d’une par-
tie s4 atteignant x4 dans o4 et d'une partie sp atteignant xp dans op est
un élément de la stratégie o. En outre, il n’est pas difficile de montrer que les
stratégies o4 et op sont ingénues et de déduire de (2.16) qu’elle satisfont

O’AJ_AO et CTBJ_BO

Nous pouvons maintenant commencer la seconde partie de la preuve et montrer
que
olrT

ce qui nous permettra de déduire que
oca®op LT (2.17)

Supposons en effet que la relation (2.17) soit vérifiée et que x4 @ xp € X NY
soit une position d’interaction partagée par les deux stratégies o = (0, X) et
7 = (7,Y). Par définition des stratégies o4 = (04,X4) et o = (05, XB), la
position z 4 ®x g est une position d’interaction de o 4 ®o g. Nous pouvons déduire
de I’hypothese (2.17) lexistence d’une partie s : * —» x4 ® £ commune aux
stratégies 04 ® op et 7. La position x4 ® rp étant dans la stratégie o, nous
pouvons déduire de la premiere partie de la preuve que s est aussi dans la
stratégie o, ce qui conclut la preuve que la relation (2.17) implique que les
stratégies o et 7 sont orthogonales.

Nous montrons maintenant la relation d’orthogonalité (2.17), par une série
de manipulations purement algébriques. Par définition de I’ensemble de tests
Joueur (A ® B)p, la stratégie 7 est une contre-stratégie du jeu A ® B lorsque

AP®BPLT.

Nous savons donc que pour toute paire d’ordonnancements Joueur .4 € Ap
et . € Bp, la relation d’orthogonalité

AR LT
est vérifiée. Cette relation est équivalente a
S L Spger

par le Lemme 2.99, et ceci est vérifié pour tout ordonnancement Opposant du
jeu A. Le jeu A étant ordonnancé, on a aussi

oa L Sper
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ce qui, toujours par application du Lemme 2.99, est équivalent a
AR L.

La relation d’orthogonalité ci-dessus implique
B lTeoy

par le Lemme 2.98, et ceci est vérifié pour tout ordonnancement Opposant .¥g
du jeu B. Le jeu B étant ordonnancé, on a aussi

oplTe0y4.
Et la relation d’orthogonalité symétrique
oqa Loger

est établie de fagon similaire. Par le Lemme 2.98, la conjonction des deux der-
nieres relations d’orthogonalité est équivalente a

ca®op LT

Ceci conclut notre preuve du fait que le produit tensoriel A ® B de deux jeu
ordonnancés satisfait la premiére (et principale) condition requise par la défi-
nition des jeux ordonnancés. Les deux autres propriétés peuvent étre aisément
vérifiées sur le jeu A ® B. O

2.5.6 Stratégies ordonnancgables

Nous nous intéresserons dans la suite aux stratégies qui passent les tests imposés
par le jeu.

Définition 2.102 (Stratégie ordonnangable). Une stratégie ingénue o est or-
donnangable dans un jeu (A4, Ap, Ap) lorsqu’elle est orthogonale & tout ordon-
nancement Opposant du jeu, dans le sens ou o 1 Ap.

Remarquons en particulier que tout ordonnancement Joueur . d’un jeu
ordonnancé A est ordonnancable. Il est intéressant d’observer que les positions
d’interaction d’une stratégie ordonnancable (o, X') coincident avec ses positions
acceptantes.

Propriété 2.103. Dans tout stratégie ordonnangable (o, X), on a X = o°.

Ceci montre que la notion de position d’interaction n’est qu'un outil technique
requis pour montrer que les jeux ordonnancés sont clos par produit tensoriel.
A posteriori, la notion peut étre enlevée de la définition de jeux ordonnancés
et des stratégies ordonnancables. Nous ne la mentionnerons donc plus dans la
suite.

Le critére d’orthogonalité dans la définition des stratégies ordonnancables
impose a une stratégie o : A d’interagir correctement (sans interblocage) avec
tous les tests d’ordonnancement Opposant du jeu A. La propriété fondamentale
de cette classe de tests d’ordonnancement est qu’il sont suffisants pour assu-
rer qu'une stratégie ordonnancable o interagira correctement avec toutes les
contre-stratégies du jeu A. Ceci est résumé par la propriété suivante qui découle
immédiatement de la définition d’un jeu ordonnancé :
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Propriété 2.104. Soit o : A une stratégie ordonnangable. Pour toute contre-
stratégie T du jeu A, les stratégies o et T sont orthogonales.

Ceci nous permet de définir la catégorie Jeuxg dont les objets sont les
jeux ordonnancés et les morphismes sont les stratégies ordonnangables o du jeu
A — B comme morphismes de (A, Ap, Ap) dans (B, Bp, Bp). L’identité sur
un jeu ordonnancé A est Iidentité de la catégorie Jeuxs. La deuxiéme condi-
tion constitutive des jeux ordonnancés nous assure qu’elle induit une stratégie
ordonnancable. Nous montrons ci-dessous que la composée de deux stratégies
ordonnancables est elle-méme ordonnangable. Cette propriété nous assure que
Jeuxg est une catégorie.

Propriété 2.105. Sioc: A— B et 7: B —o C sont deux stratégies ordonnan-
cables alors la stratégie composée T oo : A —o C' est aussi ordonnancable.

Démonstration. La stratégie o est ordonnangable. La Propriété 2.104 nous as-
sure que o L ¥4 ®.p pour tout test d’ordonnancement Joueur .4 de A et test
d’ordonnancement Opposant .5 de B. On en déduit par le Lemme 2.99 que
ooy L Pp; lastratégie 0 0.4 : B est donc innocente. De fagon symétrique,
la stratégie .7 o7 : B* est ordonnancable pour tout test d’ordonnancement .
de C. De tout ceci et de la Propriété 2.104, on déduit que

UOyAJ_yCOT

Par le Lemme 2.99, on en déduit que (0 0 %4) ® o L 7 et par le Lemme 2.98
que
TOO O yA 1 yc.

On établit de méme que ¥4 1 Sc o7 oo. Par le Lemme 2.98, la conjonction
des deux relations d’orthogonalité implique la relation

Too L. .4 ® S

et cette relation est vérifiée pour tout test d’ordonnancement Joueur ¥4 de A
et tout test d’ordonnancement Opposant ¥ de C. Ceci montre que la stratégie
composée Too : A —o (' est orthogonale a tout test d’ordonnancement Opposant
S4 ® S de A — C et est donc ordonnancable. O

L’opération (—)° de la catégorie Jeuxg dans la catégorie Rel des relations,
qui & tout jeu associe I’ensemble de ses positions et a toute stratégie o associe
son ensemble o® de positions acceptantes, définit un foncteur, rectifiant ainsi
le foncteur lache de la Section 2.5.1. Cette propriété de fonctorialité étend le
programme des jeux intemporels (timeless games) [BDER97b].

Théoréme 2.106. Pour toute paire de stratégies ordonnancables 0 : A — B et
7: B — C dans la catégorie Jeuxg, on a

*00* = (100)°.

Démonstration. Ce foncteur est lache pour les mémes raisons que dans la Sec-
. L] . . . .
tion 2.5.1 : 7®* 0 0® D (7 0 ¢)". Nous montrons maintenant ’inclusion inverse

%00 C (100)°
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Supposons que x — z soit une position de 7° o ¢®. Par définition de la com-
position des relations, il existe une position y telle que x — y est une position
acceptante de o et y —o z est une position acceptante de 7. Par la troisieme de
conditions définissant les jeux ordonnancés, il existe un test d’ordonnancement
Joueur ¥4 de A acceptant la position x et un test d’ordonnancement Oppo-
sant o de C acceptant la position z. Les tests d’ordonnancement étant des
stratégies ordonnancgables, la stratégie 0 0.%4 de B et la contre-stratégie .o o1
de B sont des stratégies ordonnangables et, par la Propriété 2.104, elles sont
orthogonales. De plus, ces stratégies admettent y comme position acceptante
commune. On en déduit l'existence d’une partie u : * —» y qui est dans ces
deux stratégies. Par le Lemme 2.97, les stratégies .#4 et .Y o7 o0 admettent x
comme seule position acceptante et, de fagon similaire, les stratégies 700 0.4
et ¢ admettent z comme seule position acceptante commune. On peut finale-
ment en conclure I'existence d’une partie s : * —» © —o y de o et d’une partie
t:*x —» y —o z de 7 telles que sp = u = tp, dont l'interaction témoigne du fait
que la position £ —o z est acceptante pour la stratégie 7o o. O

Remarque 2.107. La construction que nous avons présentée est conceptuellement
proche de la construction abstraite de modeles de logique linéaire par double
recollement décrite par Hyland et Schalk [HS03]. La mesure précise dans laquelle
la catégorie des stratégies ordonnancables rentre dans ce cadre reste encore a
étre établie.

2.5.7 Interprétation de la logique linéaire

La catégorie Jeuxgs est monoidale fermée et *-autonome. Elle fournit donc un
modele du fragment multiplicatif de la logique linéaire. Le critére d’ordonnan-
cement confére une certaine finesse a ce modele, les connecteurs ® et % y étant
interprétés de facons distinctes (la catégorie n’est pas compacte fermée). Ce
modele fournit un cadre général pour les sémantiques interactives de la logique
linéaire. On peut en particulier caractériser, a l'intérieur de la catégorie Jeuxg,
les sémantiques de type [AJ94] dans lesquelles les formules décrivent comment
combiner les jeux correspondant aux variables, et les sémantiques de type [HO00]
dont les coups correspondent & des changements de polarité dans les formules.

Rappelons le modeéle pleinement complet du fragment multiplicatif de la lo-
gique linéaire sans unités avec la régle de mélange (voir I’Annexe A) d’ Abramsky
et Jagadeesan [AJ94]. Dans ce modele, un jeu A ® B est interprété par le ten-
seur des interprétations de A et de B et A* est interprété comme 'interprétation
de A dans laquelle les polarités sont inversées. Les stratégies sont des ensembles
de parties alternées, débutant par un coup Opposant, closes par préfixe, déter-
ministes et réceptives, qui satisfont les deux conditions additionnelles suivantes.

o Absence de mémoire. Si s-m-n et t-m sont deux parties d’une stratégie o,
ou m est un coup Opposant et n un coup Joueur, alors t - m - n est une
partie de la stratégie o.

e Indépendance tensorielle. Si o : A ® B est une stratégie alors ses pro-
jections o4 : A et op : B sont des stratégies, et de plus, si la stratégie
contient une partie s-m-n, ol m est un coup Opposant de A (resp. de B),
alors n est un coup Joueur de A (resp. de B).
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Une condition de gain est aussi imposée sur les parties infinies dans ce mo-
dele, mais par souci de simplicité nous nous restreindrons ici aux jeux finis. Les
stratégies sans mémoire peuvent étre retrouvées dans notre modele comme les
stratégies séquentiellement innocentes de la Section 2.4. Il apparailt en effet que
dans ce cadre séquentiel, les conditions de cohérence de la Définition 2.63 offrent
une reformulation asynchrone de la condition d’absence de mémoire. De plus,
le critéere d’ordonnancement impose aux stratégies de vérifier la condition de
changement de composante : par la condition de forte courtoisie, les seules dé-
pendances que la stratégie peut imposer sont des dépendances d’un coup Joueur
sur un coup Opposant et la condition d’indépendance tensorielle revient alors
a empécher toute dépendance entre les deux composantes A et B d’un produit
tensoriel A ® B. Réciproquement, 'indépendance tensorielle suffit a assurer que
les stratégies sont ordonnancables.

Remarque 2.108. Le critere d’ordonnancement est a priori plus faible que le
critére de correction de la logique linéaire, car il ne détecte que les cycles orientés.
Considérons par exemple la formule (A* ® B*)% (B® A) qui n’est pas prouvable
en logique linéaire. Si l'on interprete les formules A et B par le jeu ne contenant
qu’une transition Joueur m, la stratégie o = (ma~ - ma) ® (mp~ - mp) sur ce
jeu correspond a la structure de preuve

TN

ma= Mmpx mp ma

©) ©)
@

qui n’est pas un réseau de preuve (elle ne vérifie pas le critére d’acyclicité).
Cependant, il est simple de vérifier que la stratégie o est ordonnancable, car
le cycle qu’elle contient n’est pas orienté : on ne peut pas construire de cycle
en suivant les liens axiome dans le sens indiqué par les fleches. En revanche, il
n’existe pas de famille uniforme de stratégies (0.4 g) qui a tous jeux interprétant
les variables A et B associe une stratégie sur le jeu associé a (A* @ B*)%¥ (B® A),
ce qui est requis dans la preuve de pleine complétude [AJ94]. Il n’existe pas en
particulier de stratégie lorsque les jeux A et B sont interprétés par le jeu

x
7N
Y1 Y2

ou m est un coup Opposant et n est un coup Joueur : notre critere d’acyclicité
orientée est équivalent au critere d’acyclicité habituel lorsque les liens axiomes
sont « bidirectionnels ». Le fait que le critére de correction habituel implique
notre critere peut étre montré simplement en remarquant que tout cycle dans
une structure de preuve peut étre transformé en un cycle de la forme
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qui passe au plus une fois par un connecteur et « rebondit » sur des ten-
seurs [AM99].

Le modele de jeux d’arénes de PCF de Hyland et Ong [HO00] décrit un
modele de continuations [Sel01, MTO07] plutdt que de la logique linéaire elle-
méme. Il peut aussi étre compris comme un modele d’un fragment polarisé de
la logique linéaire multiplicative (voir aussi la Section 2.5.8), dont les formules
sont générées par la grammaire

N := X* | NN | 1P
P = X | PP | IN

si I'on se restreint aux stratégies interprétant les A-termes linéaires décrits a la
Section 2.4.3 (dans ces A-termes, toute variable liée est utilisée exactement une
fois). Les formules P sont positives et les formules N sont négatives. L’aréne
correspondant a une formule est alors donnée par le graphe dont les sommets
correspondent aux groupes maximaux de méme polarité et les arétes aux chan-
gements de polarités induits par les connecteurs T et {.

Par exemple, considérons le A-terme linéaire

Axy.y(Az.x(A.z)(Att) © (A=B)=(A=B)=(C=C)=D)=D
(2.18)
sous forme normale de téte 7-longue. Le type de ce terme peut étre vu comme
une formule de logique linéaire en utilisant la traduction A = B = TA* % B
[Gir01, FHO2, Lau04]. Ainsi, la formule linéaire correspondant au type est

TA® B BTL(TA* 3 B)® LW(1C* 3C)® D*) 3 D

On en déduit alors 'aréne

mg
SN
- .
mg mg mg
Ti lT
mg my

qui est précisément l'aréne obtenue dans la sémantique HO en interprétant
toutes les variables de types (A, B, ...) par laréne contenant un unique coup
Opposant. Nous avons indiqué les polarités en exposant des coups (O pour Op-
posant et P pour Joueur). Les coups Opposant correspondent aux abstractions
des A-termes (dans le terme (2.18), le coup myg correspond a ’abstraction Azy,
myg & Az, me a Al et mo a Pabstraction 0-aire), les coups Joueur correspondent
aux variables liées (dans le terme (2.18), my correspond & x, ms & y, ms a z
et my a t).

La stratégie o correspondant au A-terme présenté est ’ensemble des parties
alternées générées par 'ordre partiel obtenu a partir de 'ordre partiel du jeu en
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ajoutant les dépendances figurées en pointillés

2N\
N
o]

Ainsi, la stratégie o est la plus petite stratégie close par préfixe contenant les
parties mo -Mg - Mg =M - Mo - M5 - Mg - M7, TN = TN =114 - 1N - Mg - TNy - 112 - Ny,
et mg-mg-mg-myz-my-mq-ms-ms. Deux coups sont reliés par un connecteur 2§
si leur ancétre commun le plus bas dans l’arbre est un coup Opposant (m; et ms
par exemple) et par un connecteur ® si leur ancétre est un coup Joueur (my
et mg par exemple). Les conditions d’innocence imposent alors aux stratégies de
ne pas faire dépendre 'un de 'autre deux coups connectés par un tenseur. Par
exemple, le coup m7 ne peut dépendre du coup m4 : un terme correspondant a
la stratégie

N
N

ressemblerait en effet au terme
Azy.y(Az.z(A.t))(At.2)

dans lequel la portée des variables z et t n’est pas respectée!

L’interprétation donnée peut étre étendue a des fragments plus riches de la
logique linéaire que le fragment multiplicatif. La catégorie n’a pas les produits
finis pour les mémes raisons que dans les jeux de Conway — une explication
détaillée de la situation dans ces jeux peut étre trouvée dans [Mel05a]. La sous-
catégorie pleine dont les objets sont les jeux négatifs (dans lesquels toute partie
commence par un coup Opposant) est monoidale close et a les produits finis.
Elle constitue donc un modeéle du fragment intuitionniste de MALL mais pas
de MALL entier, car cette catégorie n’est pas x-autonome.

La sous-catégorie dont les stratégies sont négatives (dans lesquelles toute par-
tie commence par un coup Opposant) est monoidale close et *-autonome. L’ex-
ponentielle !A d’un jeu A peut étre décrite comme un tenseur infini A @ A® ...
de copies du jeu A. Il faut alors imposer aux stratégies de jouer uniformément
sur ces copies, en leur imposant de respecter une relation d’équivalence comme
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dans les jeux [AJMO00], ce qui peut étre reformulé comme une invariance par ac-
tions de groupe sur les coups [Mel03]. L’exponentielle libre peut étre directement
calculée, de la méme facon que dans les jeux de Conway, en utilisant le calcul
du comonoide commutatif libre !4 sur un jeu A donné par Tabareau [Tab0§],
permettant ainsi de donner une interprétation du fragment MELL de la logique
linéaire.

2.5.8 Jeux asynchrones et L-réseaux

La ludique est une sémantique interactive, proche des sémantiques de jeux, in-
troduite par Girard [Gir01]. Elle n’est pas définie comme un modele externe de
la logique linéaire, mais extraite de la logique linéaire : les stratégies, appelées
desseins, sont construites a partir de preuves focalisées, en ne gardant dans les
séquents que les positions relatives des sous-formules utilisées. Les jeux sont
reconstruits a posteriori en utilisant une notion d’orthogonalité entre les stra-
tégies et les contre-stratégies. Récemment, la notion de dessein a été relachée
par Curien, Faggian et Maurel [FM05, CF05] afin de fournir un modeéle plus
concurrent, les L-réseauz. Nous indiquons dans cette section les rapports qu’ils
entretiennent avec les jeux que nous avons développés.

Ludique

La propriété de focalisation en logique linéaire [And92] nous apprend que 1’on
peut considérer des blocs de connecteurs de méme polarité comme un unique
connecteur, appelé connecteur synthétique, et donner des régles d’introductions

pour ces connecteurs. Ainsi, la régle correspondant au connecteur synthétique (—&

—) % — est
I'FAAC TFABC
F'EFA(A&B)BC

De plus, une preuve de logique linéaire peut étre réorganisée de sorte a considérer
les groupes maximaux de connecteurs de méme polarité comme des connecteurs
synthétiques, et a utiliser les régles généralisées pour ces connecteurs, intro-
duisant alternativement des connecteurs synthétiques négatifs et positifs. En
utilisant les distributivités des connecteurs, on montre ainsi que l’on peut se
restreindre a considérer les formules construites par la grammaire

P = @ ® Nf et N = & 7? Pij

1<i<n 1< <k; 1<i<n 1<5<k;

et les preuves engendrées par les regles suivantes.
o Regles positives :
(NHY*FTy .. (NF)* Ty,
FT, ®i<i<n ®1<j<k, Ngj

ou les I'; forment une partition de I'.
e Regles négatives :
FT,PL..., PP ... FT,PL... Pk
(&1<i<n Br<jcr, P)HT
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L’un des principes de base de la ludique est de ne garder des formules que les
« localités relatives ». Ainsi, on va assigner a toute formule une adresse (ou
locus), représentée par une liste d’entiers. Si £ est une adresse représentant une
formule A, la concaténation &£i de la liste & avec un entier i, appelé un biais,
représentera une sous-formule immédiate de A. Par exemple, si £ est 'adresse
d’une formule (A ® B) @ C, on peut assigner les adresses £1, £2, £11 et £12 aux
sous-formules respectives A® B, C, A et B. Deux adresses sont disjointes si elles
n’ont pas de préfixe commun non vide. La notion de séquent est alors remplacée
par celle d’interface (ou fourche) qui est une paire Z F A ot = et A sont des
ensembles finis d’adresses deux a deux disjointes, tels que = ait au plus un
élément ; les adresses de = sont négatives et celles de A sont positives. Les régles
seront étiquetées par des actions qui sont soit le symbole Y& (appelé daimon),
soit un triplet (e,£, 1), ol € est une polarité + (positive) ou — (négative), & est
une adresse, et I est une ramification, c’est-a-dire un ensemble fini de biais. Le
daimon est considéré comme une action de polarité positive. Les dessins sont
des arbres dont les arétes sont des interfaces et les sommets sont des actions,
formés par les régles suivantes qui refletent les régles précédemment décrites.

e Regles positives :

gGi-A ..
FEA

(+.&1)
ou I est une ramification, il y a une prémisse pour tout ¢ € I, et les A;
sont deux a deux disjoints et inclus dans A.

o Regles négatives :

F é.]i;Ai

€|—A ”{(—ale),(—,é,Ig),...}

il y a une prémisse pour chacune des ramifications I; qui peuvent étre en
nombre infini dénombrable, et les A; sont inclus dans A. La notation &1
désigne I’ensemble des & pour ¢ € I.

e Regle du daimon :
—
FA

La derniére régle n’a pas de contrepartie dans les preuves. Elle correspond aux
observations que peuvent faire des contre-preuves. Les desseins sont obtenus par
un léger quotient des dessins motivé par des raisons techniques.

L-réseaux

Les L-réseaux corrects étendent la notion de dessein en généralisant leur struc-
ture d’arbre & des graphes asynchrones dirigés. Leur définition se fait en deux
temps. Les L-réseaux sont d’abord définis, ils sont ’équivalent des structures
de preuves pour les réseaux. Les L-réseaux corrects sont ensuite obtenus en im-
posant un critere d’acyclicité aux L-réseaux. Dans la suite, nous dirons qu’une
action (e,&,1) génére une action (€¢/,£',I") lorsque £ est une sous-adresse im-
médiate de &, c’est-a-dire qu’il existe un biais 7 tel que £ = &i.
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Définition 2.109 (L-réseau). Un L-réseau © sur une interface Z - A est la
donnée d’un graphe acyclique orienté bipartite sur un ensemble M de sommets,
étiquetés par des actions dont les adresses sont des sous-adresses de 'une des
adresses de l'interface, satisfaisant les conditions suivantes.

1. Vues. Pour tout sommet m, les adresses apparaissant dans sa cléture vers
le bas m ] sont deux a deux distinctes.

2. Parents. Pour tout sommet étiqueté par une action m = (¢,&,1), soit
ladresse & appartient a l'interface et sa polarité est celle indiquée par
Iinterface, soit l'action a été générée par l'action d’un sommet qui est
son prédécesseur n —» m de polarité opposée. De plus, si 'action m est
négative alors ce sommet n est I'unique prédécesseur immédiat de m (i.e. il
existe une aréte n — m).

3. Positivité. Si une action est maximale alors elle est positive.

4. Pratrie. Deux sommets fréres négatifs mq = (—,§, 1) et ma = (—,&, I2)
partageant la méme adresse £ sont distincts (i.e. Iy # Io).

5. Additifs. Etant donnés deux sommets positifs m; = (+,&,1;) et mg =
(+,&, I2) partageant la méme adresse ¢, il existe une paire de sommets
négatifs freres ny et ns, partageant la méme adresse, tels que ny < mq et
ng < Mo.

Ci-dessus, deux sommets d’un tel réseau sont fréres lorsqu’ils ont le méme pré-
décesseur ou sont tous deux initiaux.

Les adresses permettent de reconstruire une notion de regle :

Définition 2.110 (Régle). Une régle positive d’un L-réseau est un ensemble
réduit a un sommet positif de ce réseau, une régle négative est un ensemble
maximal de sommets partageant la méme adresse.

Le criteére de correction des L-réseaux est une adaptation du critere d’acycli-
cité [DR89] caractérisant les structures de preuves séquentialisables. Une aréte
aiguillée d’une regle R est une aréte ayant 1'une des actions de R pour source.
Un chemin dans un L-réseau est une suite mgq,...,m; de sommets tels que
pour tout indice ¢ il existe une aréte m; — m;41 ou m; <— m;yq. Un tel
chemin est dit aiguillé s’il passe par au plus une aréte aiguillée pour chaque
regle négative R.

Définition 2.111 (L-réseau correct). Un L-réseau D est correct [CF06] lorsque
pour toute union non vide C' de cycles aiguillés, il existe une régle négative R
qui n’intersecte pas C, deux sommets distincts my et mo de R, et deux sommets
distincts ny et ny de C, tels qu'’il existe des chemins m; —» ny et mg —» no.

Stratégies

Afin de comparer les L-réseaux et les stratégies que nous avons introduites, il
nous faut « traduire » les L-réseaux en sémantique des jeux. Une comparaison
entre les deux formalismes peut par exemple étre trouvée dans [FH02].

Une interface A = E F A génére une aréne (Ma,b4), appelée aréne uni-
verselle, de la fagon suivante. La polarité d’'une adresse £ de la base est celle
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donnée par la base (négative si £ € = et positive si £ € A) et la polarité d’une
adresse &v est I'opposé de la polarité de 1'adresse &. Les coups m € M4 sont
les actions (€,&,I), ou £ est une sous-adresse d’une adresse de la base, € est la
polarité de 'adresse &, et I est une ramification quelconque. Les coups justifiés
par un coup m = (¢,&,I) sont les coups de la forme n = (g, &i, J), ce que 'on
note m k4 n, ou € est la polarité opposée a e, le biais ¢ est un élément de I,
et J est une ramification quelconque. Notons <4 l'ordre partiel sur M, défini
comme la cloture réflexive et transitive de la relation F4. Notons de plus 4
la relation d’incompatibilité sur les éléments de M4 telle que deux coups dis-
tincts m et n sont incompatibles si leurs adresses ne sont pas disjointes. Le jeu
universel associé a l'interface A est le graphe de transitions associé a la structure
d’événements (M4, <4, 4) avec la position vide comme position initiale.

Un L-réseau ® sur l'interface A = =+ A induit quant a lui une stratégie sur
le jeu associé a A dont les parties sont les chemins

my mo mrg—1 my
k —> L1 —> ... —> Tp—1 — Tk

qui respectent les dépendances imposées par le L-réseau ©. Réciproquement, le
Théoreme 1.68 fournit un moyen de reconstruire un L-réseau a partir de la stra-
tégie associée. Les stratégies provenant de L-réseaux peuvent étre caractérisées
par la propriété suivante.

Propriété 2.112. Soit A = = F A une interface. Une stratégie o sur le jeu
associé a A est l'image d’un L-réseau si et seulement si elle est

e non vide,

e close par préfize,

e ingénue,

e et fortement courtoise.

Ainsi, ces stratégies sont les stratégies séquentiellement innocentes que nous
avons introduites a la Section 2.4, sans la condition de séquentialité, dans la
variante donnée a la Remarque 2.85. Le lien entre les stratégies innocentes et les
L-réseaux a aussi été étudié d’un point de vue ludique dans [CF06]. Comme nous
lavons expliqué a ’Exemple 2.108, le critére d’ordonnancement des stratégies
est plus faible que le critere de correction des L-réseaux multiplicatifs de la
Définition 2.111, car il ne détecte que les cycles orientés.

Le rapprochement entre les L-réseaux et les jeux asynchrones semble étre
intéressant et prometteur. En particulier, Faggian et Piccolo ont récemment
montré que les L-réseaux sont un modele du fragment finitaire et déterministe
des processus du m-calcul asynchrone linéaire, typés par un systeme proche du
fragment focalisé de la logique linéaire multiplicative et additive [FP07], en se
fondant sur les travaux de Berger, Honda et Yoshida qui proposent un systeme de
type caractérisant les processus se comportant comme des termes PCF [BHYO01].
La reformulation de leur résultat dans le cadre des jeux asynchrones permet
d’envisager diverses reformulations et généralisations de leur résultat.
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Chapitre 3

Présentations de catégories monoidales

Pour comprendre plus précisément la notion de présentation d’une catégorie
monoidale que nous allons développer ici, commencons par rappeler le cas moins
général mais plus classique des présentations de monoides. Une présentation

(Eo | Ev) (3.1)

d’un monoide est la donnée d’un ensemble Ej, dont les éléments sont appelés
générateurs, et d'un ensemble E; de couples de mots du monoide libre E§ sur Ejp,
voir ’Exemple 0.21 pour une description du monoide libre. Les éléments (u, v)
de E; sont appelés relations et souvent notés u = v. Une présentation (3.1)
est dite finie lorsque les ensembles Ey et E sont finis. Un monoide M est dit
présenté par une présentation (3.1) lorsqu’il est isomorphe au quotient Ej/=
du monoide libre Ej par la relation =, ce que I'on note

M = (E|Ei)

ou la relation = est définie comme la plus petite relation sur Ey, telle que u = v
pour tout couple (u,v) € E7, qui soit une congruence, c’est-a-dire telle que pour
tous mots uy, u, uz,v € Ef, v = v implique u; - v - ug = ug - v - us.

Par exemple, le monoide additif Ny x N (oit No désigne le monoide N/2N)
admet la présentation finie

NoxN = (ab|ab=ba,a®>=1) (3.2)

Ci-dessus, 1’élément 1 représente I'unité du monoide {a,b}*. Bien évidemment,
il n’y a pas unicité de la présentation, par exemple

Nox N = <a,b7c|ab:ba,a2:17c:1> (3.3)

est une autre présentation du méme monoide. Les présentations finies sont par-
ticulierement intéressantes, car elles permettent d’étudier et de manipuler des
objets potentiellement infinis, comme c’est le cas dans I’exemple ci-dessus. De
plus, la présentation est un objet purement algébrique tandis que le monoide
peut étre d’une autre nature. C’est par exemple le cas pour le monoide B3 des
tresses positives a 3 brins : ce monoide est présenté par

Bs = (a,b|aba=bab) (3.4)



mais une description directe des éléments du monoide peut étre donnée de facon
géométrique comme des diagrammes de la forme

/

4

représentant la projection sur le plan de fils dans ’espace, considérés modulo
certaines déformations continues (ou isotopies). Le générateur a (resp. b) peut
étre vu comme ’échange des deux premiers (resp. derniers) brins de la tresse et
la multiplication de deux diagrammes consiste a les mettre verticalement bout
a bout en reliant les trois fils pendants des deux diagrammes. Ainsi, la relation
de la présentation (3.4) peut étre représentée par

/ /
/
/
( (

On reconnalit alors bien stir I’égalité de Yang-Baxter.

1l n’est souvent pas immédiat de montrer qu’un couple ( Ey | Eq ) présente
un monoide. La réécriture peut ici nous fournir des outils tres efficaces pour
mener a bien ce genre de preuves. Par exemple, I'isomorphisme (3.2) peut étre
montré en orientant les relations de la présentation

ba — ab a® =1

définissant ainsi un systéme de réécriture sur les mots de {a,b}*. De plus, il
est facile de montrer qu’il est terminant et confluent, et que les formes nor-
males sont de la forme a’®’ ot i € {0,1} et j € N. Ces formes normales sont
donc en bijection avec Ny x N. De plus, par définition, le systeme de réécriture
est tel que deux mots u et v sont tels que u = v, ou = est la congruence as-
sociée a la présentation, si et seulement si u <* v, ou <" est la plus petite
relation d’équivalence contenant la relation de réécriture —. Par la propriété
du Church-Rosser [BN99], on en déduit que les termes u et v sont équivalents
modulo = si et seulement si ils ont la méme forme normale. On a ainsi montré
que les ensembles {a,b}* /= et Ny x N sont isomorphes. Pour montrer I'isomor-
phisme (3.2), il ne nous reste qu’a vérifier que les produits et les unités des deux
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monoides sont compatibles avec I'isomorphisme. C’est immédiat pour les unités.
En ce qui concerne le produit, par confluence il nous suffit de vérifier qu'un mot
de la forme a'b/a*b' se réécrit en q(itk mod 2)pit+l

Cette méthode n’est pas toujours applicable, car les relations d’une présenta-
tion ne sont pas toujours orientables de sorte a obtenir un systeme de réécriture
convergent (c’est-a-dire terminant et confluent); c’est par exemple le cas de la
présentation (3.4) qui ne peut pas étre orientée de fagon confluente. Les présen-
tations n’étant pas uniques, on aurait cependant pu espérer que tout monoide
finiment présentable admette une présentation finie dont les relations orientées
forment un systeme de réécriture convergent. Ceci s’avere étre impossible dans le
cas général, un contre-exemple ayant été exhibé par Squier [Squ87, LP91] en étu-
diant une homologie des monoides. Il n’est cependant pas nécessaire d’avoir un
systéme de réécriture convergent. En effet, pour prouver Iisomorphisme (3.2),
il suffit de montrer que tout mot de {a,b}* est équivalent, modulo =, & un mot
de la forme a'd’ avec i € {0,1} et j € N, ce que nous appellerons une forme
canonique, et que cette forme canonique des mots est compatible avec le produit
et 'unité. Les mots u de {a,b}* pouvant étre engendrés par la grammaire

u

e | wa | wb

(ol € représente le mot vide), on peut finalement se contenter de raisonner par
induction sur u pour montrer la compatibilité avec le produit, ce qui revient a
constater les égalités

e=a", a'ta=altt™mdAy ot Wb =a'p .

Les formes canoniques étant clairement en bijection avec les éléments de No x N,
cela suffit & montrer 'isomorphisme de monoides (3.2). C’est essentiellement
cette méthode que nous utiliserons dans cette these pour définir des présenta-
tions de catégories.

Le cas que nous traitons dans cette partie est plus complexe, car il s’agit
de donner une présentation finie d’une catégorie Jeux de jeux et stratégies que
nous allons définir, et non d’un monoide. Plus explicitement, nous allons donner
un ensemble fini de stratégies, les générateurs, qui est tel que ’'on peut obtenir
toute stratégie par composition et produit tensoriel de générateurs (de fagon plus
abstraite, on a un foncteur plein de la catégorie monoidale générée librement
par nos générateurs vers la catégorie Jeux). De plus, nous axiomatiserons de
facon finie I’équivalence =, entre les composées et produits tensoriels formels de
générateurs, telle que deux morphismes sont équivalents si et seulement si ils
représentent exactement la méme stratégie.

3.1 La catégorie simpliciale

Il est plus aisé de définir une bonne notion de monoide libre sur un ensemble
de générateurs que de définir une bonne notion de « catégorie monoidale libre
sur un ensemble de générateurs ». Avant d’introduire & la section suivante les
polygraphes qui permettent de réaliser cette tache, nous commencons par don-
ner une idée de la situation en décrivant une fagon de présenter la catégorie
simpliciale.
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Cette catégorie est d’une importance capitale a la fois en géométrie, ou elle
permet en particulier de définir la notion d’objet simplicial augmenté [Hat02],
et en algebre, ou, comme nous le verrons, elle est étroitement liée & la notion de
monoide.

Définition 3.1 (Catégorie simpliciale). La catégorie simpliciale A a pour objets
les entiers naturels n. Par un « entier naturel » n on entend ici I’ensemble fini

n = {01,...,(n—1) }.

Les morphismes f : m — n sont les fonctions faiblement croissantes et la com-
position et les identités sont celles habituelles.

Cette catégorie est strictement monoidale lorsqu’on la munit du produit
tensoriel ® induit par 'addition sur les objets (m ® n = m + n) et défini sur
deux morphismes f :m — n et g : 0 — p par la fonction

f(@@) sii<o
n+g(i—o) sinon

(fogl) = {

c’est-a-dire la fonction obtenue en « superposant I'une au dessus de 'autre » les
fonctions f et g. Dans la suite, nous omettrons parfois de souligner les objets et
noterons simplement n pour ’ensemble n.

On sait depuis longtemps que la catégorie simpliciale peut étre présentée par
générateurs et relations de la fagon suivante [Mac71]. L’objet 1 étant terminal
dans la catégorie A, notons p:2 — 1 et n: 0 — 1 les fonctions ainsi définies de
fagon unique. Nous définissons aussi des notations pour les morphismes

M=ien@nh—i):n—-n+tl e oMM =iouemh—i):n+2-n+1

pour tout entier n et tout entier i tel que 0 < ¢ < n. Graphiquement, on peut
représenter une fonction f : m — n par son graphe, en reliant les éléments
de m aux éléments de n. Par exemple, la fonction f : 3 — 3 qui est telle que
f0) = f(1) = f(2) =1 et f(3) =2 peut étre représentée par

0 1 2 3
NS >
0 1 2
les entiers du haut étant les éléments de m et ceux du bas les éléments de n.

Dans la suite, nous utiliserons une notation légerement différente et noterons

0 1

0
H/ au lieu de /
0

0

1

pour p et

T au lieu de
0
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8.1. La catégorie simpliciale 154

pour 7; de plus, on omettra souvent les entiers de la source et du but. Ainsi, le
morphisme (3.5) pourra étre représenté par

T ou par T \\y

Nous verrons par la suite que ces diagrammes correspondent précisément a des
diagrammes de corde. Il est aisé de constater que les morphismes p et 7 vérifient
les identités

po(p®l) = po(l®np) (3.6)
po(n®1l) = 1 (3.7)
po(l®mn) = 1 (3.8)

que l'on peut représenter graphiquement par
et

Ces égalités montrent que l’objet (1, u,n) est un monoide dans la catégorie mo-
noidale stricte A : I’égalité (3.6) impose & la multiplication u d’étre associative et
les égalités (3.7) et (3.8) imposent a I'unité n d’étre un élément neutre & gauche
et & droite de la multiplication. De plus, les morphismes §}* et o' vérifient les
identités suivantes pour tout entier n :

5?“5}1 = 5;‘_;16? pour ¢ < 7, (3.9)
ool t? = ool pouri <j, (3.10)
;051 pourt<j,
g;”rléf“ = n+1 pouri=joui=j+1, (3.11)
6f 40 pouri>j+ 1.

ou les indices i et j sont tels que les morphismes soient définis. Les morphismes
0l et o' et les égalités ci-dessus « axiomatisent » la catégorie A dans le sens
ou tout morphisme de A peut étre exprimé comme une composée de ces mor-
phismes (éventuellement par une composée 0-aire, c’est-a-dire 'identité) et deux
composée formelles de ces morphismes représentent le méme morphisme de A
si et seulement si on peut montrer qu’elles sont égales en utilisant les égalités
ci-dessus.
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Propriété 3.2. Notons D le graphe D = (V, E,dy,0:1) dont
o les sommets sont les entiers (V =N),

o les arrétes sont soit de la forme &7, soit de la forme O';H_l, pourn € N et

0 < ¢ < n, avec pour sources et buts
(0]) =n, 01(6]) =n+1, 80(0?+1) =n+2 et 81(0?"'1) =n+1
et D* la catégorie libre sur ce graphe (voir ’Ezemple 0.21). Notons de plus =
la plus petite congruence — par rapport a la composition — contenant les égalités
(3.9), (3.10) et (3.11), c’est-a-dire la plus petite relation d’équivalence contenant

ces égalités vues comme des relations entre chemins du graphe D (ou encore
entre morphismes de D*), par exemple

o sntt s Jiney
n—-—sn+l‘>n+2 = n—->n+15n+2

pour (3.9), et telle que pour tous morphismes f,f' :m — n et g,¢' : n — o, si
f=fetg=g alorsgo f =g of'. Alors, la catégorie A est isomorphe a la
catégorie D* /= obtenue & partir de D* en quotientant les morphismes par =.

On pourrait donc considérer que nous avons ainsi introduit une notion sa-
tisfaisante de présentation de la catégorie simpliciale. Cependant, cette derniere
souffre de certaines lacunes. En particulier, la présentation n’est pas finie, car
il n’y a ni un nombre fini de générateurs, ni un nombre fini de relations, ceux-
ci étant indexés sur un entier n. Pour améliorer ce point, remarquons que la
construction de la catégorie a partir de la présentation ne fait & aucun moment
intervenir la structure monoidale de la catégorie. Or, les seuls morphismes u
et 7 permettent de générer les morphismes 4" et o}* dans le sens ol ces derniers
peuvent étre obtenus par composition et produit tensoriels de p et 1. Pour gé-
nérer les morphismes de la catégorie a partir d’un nombre fini de générateurs, il
suffit donc de générer directement la « catégorie monoidale stricte libre conte-
nant les générateurs p et 77 », les morphismes de cette catégorie étant obtenus par
des composées et des produits tensoriels formels de ces morphismes, quotientés
par la relation « minimale » qui transforme cette construction en catégorie mo-
noidale (par exemple ’associativité de la composition et du tenseur, ou encore
la loi d’échange définie a la Propriété 0.29). De plus, les relations (3.6), (3.7)
et (3.8), ainsi que les égalités vérifiées par toute catégorie monoidale stricte,
permettent de déduire les égalités (3.9), (3.10) et (3.11). Par exemple, Iéga-
lité (3.10) peut étre montrée de la fagon suivante en distinguant deux cas.

e Sii=j alors

ot
= (opem—i)o(oumrl—1i)
= iQ@(po(p®l))®@((n—1i par la loi d’échange
= iope(1oup)®(n—1i) par (3.6)
= (@u®Mn—1))o((i+1)®@u®(n—1)) parlaloi d’échange

o n+l _n+2
= 0; 0Oin
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e Sii < j alors

O,n+10,n+2
i i
= (ope(n—7)o(i®n®(n+1-1i)
= iQue(—i—-1)ue(n—7j) par la loi d’échange
= (iop®Mn—1i)o(j+1®pu®(n—7j)) parlaloidéchange
O,TL+10_'(L+2
7 Jj+1

(les identités peuvent étre calculées en utilisant la loi o2 =10 p).

Les relations (3.6), (3.7) et (3.8) suffisent donc & engendrer toutes les égalités
entre morphismes de la catégorie simpliciale si I’on prend en compte le caractere
monoidal de la catégorie lors de la génération de la catégorie libre, c’est-a-dire
si 'on géneére une catégorie monoidale stricte libre au lieu d’une catégorie libre.
Les polygraphes vont précisément nous permettre de réaliser cette opération de
fagon formelle.

3.2 Polygraphes

Les polygraphes ont été définis par Street [Str76] dans leur version 2-dimen-
sionnelle sous le nom de computads — que 'on pourrait traduire de facon peu
élégante par calculades — puis généralisés en dimension quelconque par Po-
wer [Pow90] et réintroduits de fagon indépendante par Burroni [Bur93] sous
le nom de polygraphes. Ces structures algébriques permettent de générer des n-
catégories (strictes) libres & partir d’ensembles Fy, ..., E, de générateurs typés
des i-cellules pour 0 < i < n. En particulier, un 2-polygraphe dont ’ensemble Fj
des 0-cellules est réduit a un objet va générer une 2-catégorie a une 0-cellule,
c’est-a~dire une catégorie monoidale en vertu de la Propriété 0.33. Ainsi, une
présentation de la catégorie simpliciale va pouvoir étre donnée a partir d’'un
ensemble Fy réduit & un élément, d’un ensemble F; = {1} réduit lui aussi & un
élément, l'objet & partir duquel seront générés tous les objets de A par produit
tensoriel, d’un ensemble Fy = {u,n}, Pensemble des générateurs de morphismes
de A, ainsi que les types de ces générateurs p : 2 — 1 et n : 0 — 1. Nous
décrivons a présent les 2-polygraphes et incitons fortement le lecteur a lire la
définition générale donnée dans [Bur93].

Soit Ey un ensemble dont les éléments sont appelés 0-générateurs. Notons de
plus Ej la O-catégorie libre sur I’ensemble Ef, ainsi que ig : Eg — E§ l'injection
correspondante

Eo

Ey
Une 0-catégorie n’étant autre qu'un ensemble, on a bien str I'égalité Ej = Ey

et ig est 'identité sur Ey. Supposons maintenant de plus la donnée d’'un en-
semble F, dont les éléments sont appelés 1-générateurs, ainsi que de deux mor-
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phismes sg : By — Ej et to : £y — Ej formant un diagramme

Eo E

S0
i0
to

Ky

dans la catégorie Set. Un tel diagramme est appelé 0-polygraphe. On peut gé-
nérer la catégorie libre sur le graphe

S
E; t:O B

0
ainsi qu’expliqué dans 'Exemple 0.21. Notons ET l’ensemble des morphismes
de cette catégorie (c’est-a-dire les chemins du graphe), notons s; : EY — Ej et
t; : Ef — Ej les fonctions qui & tout morphisme de cette catégorie associent sa
source et son but, et notons i1 : £y — E} la fonction injectant les générateurs des
morphismes dans les morphismes (la fonction associant, a toute aréte du graphe,
le chemin de longueur un correspondant). On obtient ainsi un diagramme

Eq E,

So
io i
sgto

* < *
E; =— E;

to

dans la catégorie Set qui « commute » dans le sens ou sg = s§oi; et to = t§oi;.
On peut alors voir apparaitre la construction par induction des polygraphes.
Supposons qu’on se donne maintenant un ensemble Fs de 2-générateurs ainsi
que deux morphismes s; : Ey = Ef et t; : By — E7 donnant les sources et buts
de ces générateurs, vérifiant les égalités

sgosy=spoty et tjosy=tyot; (3.12)
formant ainsi un diagramme
Eo Ey Ey

S0 S1
%0 i1
«to t1
So

* < %
By == B
0

dans la catégorie Set. Ce diagramme, ainsi que la structure de catégorie obte-
nue par la construction libre est appelé un 1-polygraphe. Les éléments a de 5
doivent étre vus comme des 2-cellules

ou f = s1(a) et g = t1(a). Les deux égalités (3.12) expriment le fait que les
1-cellules source et but de « doivent étre paralleles : les 1-cellules f et g ont
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méme source A et méme but B. On peut construire la 2-catégorie libre dont la
catégorie sous-jacente est donnée par le diagramme

S0
By =—EBf
Lo

ainsi que par les lois de composition et les identités obtenues par la construction
libre précédente, et qui contient les éléments de E5 comme 2-cellules. On obtient
ainsi un ensemble E3 de 2-cellules ainsi qu’un diagramme commutatif

Ey E, E,

. So . S1 .

‘0 xtoll *tllz (313)
SO 51

* < * < *
EO%El %EQ

ty t;

dans la catégorie Set, ou le morphisme 45 est I'injection obtenue par la construc-
tion libre et les morphismes s7 et ¢] sont les sources et buts de la 2-catégorie.

Définition 3.3 (2-polygraphe). Un 2-polygraphe est la donnée d’un diagramme

Ey Eq E, Es
. S0 : S1 ] S2
R s (3.14)
0 1

By =—— Ef=——FE3
to 1

dans la catégorie Set, dont les ensembles Ej}; et les morphismes i, s; et ¢} sont

obtenus librement de la facon décrite précédemment, ainsi que la donnée de la

structure de 2-catégorie sur le diagramme

* *

50 EH
Ej=—E} =—F;
ts t;

induite par la série de constructions libres. De plus, les égalités
sgosy=syoty, thosy=tyoty, sjosy=s]oty et tjosy=1t]oty
doivent étre vérifiées.

Cette construction peut étre poursuivie par induction dans les dimensions
supérieures. Ainsi, un 2-polygraphe (3.14) engendre une 3-catégorie, induisant
ainsi un diagramme

Ey Ey E, Es
4 i / | \L ) | l y 4 i
10 11 12 3
Sato S;tl Srl«tQ (315)
) by 12 b3
to £y ¢y

et ainsi de suite. Dans la suite, nous nous intéresserons principalement aux
n-polygraphes dont la dimension est basse (typiquement n = 2 ou n = 3), et
dont ’ensemble de générateurs en dimension 0 est réduit & un élément.
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Définition 3.4 (Signature monoidale). Une signature monoidale est la don-
née d'un 1-polygraphe ayant un unique 0-générateur. De fagon équivalente, une
signature monoidale

(Er,s1,t1, Ea)

est un diagramme
Ey E,

s1
i1
ty

by

dans la catégorie Set ol Ej est le monoide libre sur I’ensemble E; et 41 'injec-
tion correspondante. Les éléments de F sont les I-générateurs, ou générateurs
des objets, et les éléments de F» sont les 2-générateurs, ou générateurs des mor-
phismes. On notera souvent f : A — B pour dénoter un élément f de Es tel

que s1(f) = Aet t1(f) = B.

Nous avons vu que la construction (3.13) permet de générer librement une
2-catégorie a partir d’un 1-polygraphe. Dans le cas d’une signature, la 2-catégorie
générée n’aura qu’un seul objet et peut donc étre considérée comme une catégo-
rie monoidale en vertu de la Propriété 0.33. Une description directe et explicite
de cette catégorie peut aussi étre donnée comme le quotient d’une catégorie de
composées et produits tensoriels formels de morphismes.

Définition 3.5 (Catégorie monoidale générée par une signature). La catégo-
rie monoidale stricte (£,®,I) générée par une signature (E1q,s1,t1,E9) a les
éléments du monoide libre (Ef,®,I) sur ensemble E; comme objets. Son en-
semble E5 de morphismes est le plus petit ensemble tel que

e il y a un morphisme f: A — B dans EJ pour tout morphisme f: A — B
de Eg,

e il y a un morphisme id4 : A — A dans Ej pour tout élément A de EY,

e pour toute paire de morphismes composables f : A — Bet g: B — C
de E3, il y a un morphisme go f: A — C dans E3,

e pour toute paire de morphismes f : A - Bet g: C — D, il y a un
morphisme f®g: A® C — B® D dans Ej,

quotienté par la plus petite relation sur les morphismes imposant que

e la composition soit associative et admette les identités comme éléments
neutres,

e le produit tensoriel soit associatif et admette id; comme élément neutre,

e la loi d’échange soit satisfaite : pour tous morphismes deux a deux com-
posables f: A—B,g:B—-C,h:D —>Feti:E—F,

(gof)®(ich) = (9®i)o(feh)

e les identités soient des transformations naturelles monoidales : pour tous
objets A et B, idpagp = id4 ® idp.
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La catégorie ainsi définie étant librement générée par la signature nous pour-
rons raisonner par induction sur la taille des morphismes, qui est le nombre de
générateurs utilisés pour construire un morphisme.

Définition 3.6 (Taille). Soit (£,®,I) la catégorie monoidale stricte générée
par une signature monoidale (E71, s1,t1, F2). La taille |A] d'un objet A est son
nombre de lettres en tant que mot du monoide libre (E;, ®,1) :

7] =0 et X Al=1+|A|

ot X est un élément de E;. La taille | f| d’'un morphisme f : A — B est 'entier
défini par induction par

e pour tout objet A,
lida] = 0

e pour tout morphisme f: A — B de Fs
flo=1
e pour tous morphismes f: A— Betg: B— C,
lgo fl = lgl+Ifl
e pour tous morphismes f: A— Betg:C — D,
Ifegl = lgl+Ifl

En particulier, les identités sont les seuls morphismes dont la taille est nulle.
Il est aisé de vérifier que la taille est bien définie dans le sens ou deux morphismes
égaux par les égalités de la Définition 3.5 ont la méme taille : plus précisément, la
taille définit un foncteur monoidal strict de (€, ®, I') dans la catégorie monoidale
discréte a un objet (N, +,0) dont les morphismes sont les entiers naturels et la
composition et le produit tensoriel sont donnés par ’addition. Nous définissons
ensuite la notion de théorie équationnelle monoidale qui est la généralisation de
la notion de théorie équationnelle aux signatures monoidales.

Définition 3.7 (Théorie équationnelle monoidale). Une théorie équationnelle
monoidale est un 2-polygraphe avec un unique 0-générateur. De fagon équiva-
lente, une théorie équationnelle monoidale

¢ = (E1781at17E2a327t27E3) (316)

est la donnée d’une signature monoidale (E1, s1,t1, E2), dont on note (€, ®,I)
la catégorie monoidale stricte associée, et d’'un ensemble Fs de relations. Le
membre gauche d’une relation r € Es est le morphisme so(r) de £ est son membre
droit est le morphisme ¢2(r) de £. On impose de plus & ces morphismes d’étre
paralleles, c’est-a-dire d’avoir méme source et méme but. On notera souvent

T

f

pour dénoter une relation r telle que so(r) = f et t2(r) = g.

9
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Notons = la plus petite congruence (par rapport & la composition et au
produit tensoriel) telle que f = g pour tous morphismes paralléles f et g de

& pour lesquels il existe une relation f = g dans Ej3. La catégorie générée par
une théorie équationnelle monoidale est la catégorie E = £ /=, c’est-a-dire est
la catégorie £ dont les morphismes sont quotientés par la relation =. La notion
de congruence monoidale peut étre formalisée a 1’aide la notion de contexte de
la fagon suivante.

Définition 3.8 (Contexte monoidal). Soit (C,®,I) une catégorie monoidale.
Un contexte monoidal

K : (A-B) = (C—D)

dans cette catégorie est une fonction K : Hom(A4, B) — Hom(C, D) appartenant
a l'ensemble défini par induction de la fagon suivante : I'identité idpgom(a,n) :
Hom(A, B) — Hom(A, B) est un contexte monoidal et si K : (A — B) = (C —
D) est un contexte monoidal alors

e pour tout morphisme f: C’ — C, la fonction
Kof = g—=K(gof : (A=-B)=(C"—= D)
est un contexte monoidal,

e pour tout morphisme f : D — D', la fonction
foK = g—foK(g) : (A= B)=(C— D)
est un contexte monoidal,
e pour tout morphisme f : C’ — D’, les fonctions
@K = g—f®K(g) : (A=B)=(C"®C)— (D'®D))
et
Keof = gmK@of : (A-B)=(Cal)—(DaD)
sont des contextes monoidaux.

On note K(C) la catégorie des contextes monoidaux de C dont les objets sont les
paires d’objets A et B de C, notées A — B, et les morphismes entre deux objets
A — B et C — D sont les contextes monoidaux K : A -+ B = C — D.

Propriété 3.9. Dans une catégorie monoidale (C,®,I), une fonction donnée
K : Hom(A, B) — Hom(C, D) est un contexte monoidal si et seulement si il
eriste deux objets Fy et Fo et deux morphismes

fC*)E1®A®EQ et hE1®B®E2*>D

tels que
K = g—ho(E1®gQEFEs)of
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Graphiquement,

K—d@e Bl @ B

Définition 3.10 (Congruence monoidale). Une relation = sur les morphismes
d’une catégorie monoidale (C,®, I) est une congruence monoidale lorsque :

e si f =g alors f et g ont méme source A et méme but B, ce que 'on note
parfois
f = g : A—>B,

e si f=g:A— B alors pour tout contexte K : A - B= C — D,

K(f) = K(g) : C—D.

Définition 3.11 (Présentation de catégorie monoidale). Une catégorie monoi-
dale stricte (C,®,I) est (strictement) présentée par une théorie équationnelle &
lorsque C est isomorphe a la catégorie E générée par € via un foncteur monoi-
dal strict. Elle est fortement présentée par € lorsque les catégories C et E sont
équivalentes via un foncteur monoidal fort.

Bien sfir, de méme que dans le cas des monoides il n'y a pas unicité de
la présentation dans le sens ou deux théories équationnelles monoidales dis-
tinctes peuvent présenter la méme catégorie. En particulier, certains générateurs
peuvent étre superflus — comme le générateur ¢ dans 'Exemple 3.3 — ainsi que
certaines équations.

Définition 3.12 (Générateur superflu, équation superflue, présentation mini-
male). Un générateur f d’une théorie équationnelle monoidale & est superflu
lorsque la théorie équationnelle monoidale &', obtenue & partir de € en enle-
vant f et toutes les relations faisant intervenir f, et € engendrent des catégories
isomorphes.

Une relation 7 d’une théorie équationnelle & est superflue lorsque la théorie
équationnelle ¢, obtenue & partir de € en enlevant la relation r, et € engendrent
des catégories isomorphes.

Une présentation monoidale est minimale lorsqu’elle ne contient aucun gé-
nérateur superflu, ni aucune équation superflue.

De méme que pour les catégories, on peut définir une notion de dual d’une
théorie équationnelle monoidale.

Propriété 3.13. Si (E1,s1,t1, F2) est une signature monoidale générant une
catégorie €, la signature (Eq,t1, 81, E2) génére une catégorie isomorphe d E°P.
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Définition 3.14 (Théorie équationnelle monoidale duale). Soit
@ == (E17813t13E2782,t2,E3)

une théorie équationnelle. La théorie équationnelle monoidale duale de € est la
théorie équationnelle monoidale

eop = (E17t17817E2783p7t(2)p7E3)

ou sy et t5” sont les fonctions qui & un élément r de F3 associe les morphisme
(s2(r))°P et (t2(r))°P.

Propriété 3.15. Si € est une théorie équationnelle monoidale générant une
catégorie E, la théorie €°P génére une catégorie isomorphe a EP.

3.3 Une présentation de la catégorie simpliciale

Nous pouvons maintenant reformuler la présentation de la catégorie simpliciale
dans le cadre des théories monoidales et ainsi obtenir une présentation finie
de cette catégorie. La preuve du théoréme suivant est essentiellement donnée
dans [Mac71] et est formulée dans le cadre des polygraphes dans [Bur93, Laf03].

Théoréme 3.16 (Présentation de la catégorie simpliciale). La catégorie sim-
pliciale est présentée par la théorie monoidale

M = (Ey,s1,t1,E2, 89,12, F3)

o lensemble E1 = {1} des générateurs des objets est réduit d un élément,
o lensemble FEo des générateurs des morphismes contient deur éléments
p:l1®l—=1 e n:0—=1
ot 0 est l'unité du monoide EY,

o l'ensemble Es5 des relations contient trois relations
po(p®@l)=po(l®@u), puonmel)=p e po(l®n)=u. (3.17)

Si (C,®,I) est une catégorie monoidale stricte, la présentation ci-dessus
montre qu’un foncteur monoidal strict F' : A — C est uniquement déterminé par
I'image M de l’'objet 1 par F ainsi que par les morphismes Fu: M @ M — M
et F'p : I — M. De plus, ces morphismes vérifient des équations similaires
a (3.17); Pobjet (FM, Fu, Fn) est donc un monoide. A I'inverse tout monoide
de la catégorie C est 'image par un foncteur de A dans C. On a ainsi établi une
bijection entre les monoides de C et les foncteurs monoidaux stricts de A dans C.
De plus les transformations naturelles entre de tels foncteurs sont précisément
les morphismes de monoides entre les monoides correspondant :

Propriété 3.17. Si (C,®,I) est une catégorie monoidale stricte, la catégorie
des algébres strictes de A dans C est isomorphe d la catégorie des monoides
de C :

StrAlgS = Mon(C).

163
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Dans les équations précédentes, les catégories d’algebres sont définies par

Définition 3.18 (Algébre d’une catégorie monoidale). Si (C,®,1) et (D, ®,1)
sont deux catégories monoidales, la catégorie des algébres monoidales de C dans
D, notée Alg?7 est la catégorie dont les objets sont les foncteurs monoidaux
forts de C et D et les morphismes sont les transformations naturelles monoidales
entre les foncteurs. La catégorie des algébres monoidales strictes de C dans D,
notée StrAlg?, est la sous-catégorie de Alg? dont les objets sont les foncteurs
monoidaux stricts.

La catégorie simpliciale est donc la catégorie monoidale stricte libre conte-
nant un objet monoide. A ce titre, elle peut véritablement étre considérée comme
une « personnification » de la notion de monoide, ce que Baez appelle le walking
monoid®, et que nous nommerons plus prosaiquement la théorie monoidale des
monoides. Plus précisément,

Propriété 3.19. Notons Cat' la catégorie des catégorie pointées (c’est-a-dire

avec un objet distingué) et StrMonCat® Ia catégorie des catégories monoidales

strictes avec un objet monoide distingué. Le foncteur d’oubli évident U : StrMonCat® — Cat®
admet un adjoint d gauche F : Cat* — StrMonCat® et la catégorie simpliciale

A est limage A = F'1 de la catégorie triviale 1 d un objet et un morphisme.

En effet, par propriété classique, le fait que la catégorie A soit la catégorie
libre sur la catégorie 1 peut étre reformulé en disant que pour toute catégorie
C munie d’un monoide distingué, pour tout morphisme f : 1 — UC de Cat?, il
existe un unique morphisme g : F'1 — C de StrMonCat® tel que le diagramme

1" UF1 F1
Ug g

N V
uc C

commute, ou 7 désigne I'unité de ’adjonction. Cette unité étant l'identité, nous
avons ainsi établi une bijection entre les morphismes g : A — C et les mor-
phismes f: 1 — UC. Or il existe un unique tel morphisme f pour toute catégo-
rie C munie d’un objet distingué. Ceci montre que les monoides de la catégorie
C sont en bijection avec les foncteurs monoidaux stricts de A dans C.

Définitions externes et définitions internes. Il est intéressant de souligner
la différence d’approche entre la définition habituelle de la catégorie simpliciale
(Définition 3.1) et la définition équivalente par générateurs et relations de cette
catégorie donnée par le Théoreme 3.16. Notons F la catégorie dont les objets
sont les entiers naturels n et les morphismes f : m — n sont les fonctions de I’en-
semble m a m éléments dans ’ensemble n a n éléments. Dans la Définition 3.1,

L This is one of Jim Dolan’s jokes. Supppose some guy has really big bushy eyebrows, so
that when you see him walking down the street you first notice his eyebrows and only later
realize there’s a person attached. Then you might call him a “walking pair of eyebrows”. Such
a guy s basically just a minimal life support system for his eyebrows!

In math, we see the same phenomenon in things like “the free group on 2 elements”. This
is a group whose sole purpose in life is to have 2 elements. To pick out 2 elements in any
group G, we just need a homomorphism from the free group on 2 elements to G. Similarly,
the monoidal category A is a monoidal category whose sole purpose in life is to contain a
monoid object. — Baez, le 24 mai 2007, dans le n-category café.


http://golem.ph.utexas.edu/category/
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la catégorie A est définie comme la sous-catégorie de F dont les morphismes
sont les fonctions f : m — n qui vérifient la condition

Vi,jem, i<j implique f(i) < f(j). (3.18)

La définition est donc externe dans le sens ot les morphismes de A sont définis
comme les morphismes d’un espace plus large qui vérifient une sorte de critére
de correction (3.18). A T'inverse, la définition du Théoréme 3.16 engendre in-
ductivement les morphismes de A et uniquement ceux-ci. Elle peut donc étre
qualifiée d’interne, car les générateurs et les égalités caractérisent intrinseque-
ment la catégorie simpliciale. Les sémantiques précises de systemes de preuve ou
de langages de programmation, dont les éléments sont définissables, sont presque
systématiquement définies a ’aide de criteres externes : le critére de correction
des réseaux de preuve de la logique linéaire, I’innocence pour les jeux HO, etc.
Il nous a semblé intéressant d’explorer la possibilité de donner une définition
interne de ce type de sémantique.

3.4 Modéles d’une théorie

L’idée de « fonctorialiser » ’étude des structures algébriques en mathématiques,
en les considérant comme les modéles d’une théorie algébrique, a été introduite
dans les années soixante par Lawvere dans sa thése [Law63]. Il y définit la notion
de théorie algébrique, souvent encore appelée théorie de Lawvere, et que nous
appellerons théorie cartésienne, comme une catégorie avec produits finis, dont
les objets sont les entiers naturels n € N, dans laquelle le produit cartésien de
deux objets m et n est donné par leur somme m + n et 0 est l'objet terminal.
Dans une telle catégorie, un morphisme f : m — 1 est appelé une opération
m-aire et tout morphisme f : m — n est un n-uple (fo,..., fn_1) de telles
opérations m-aires f; : m — 1. De nombreuses structures algébriques peuvent
étre vues comme les modéles, ou algébres, d’une théorie cartésienne T, c’est-a-
dire comme les foncteurs préservant les produits finis de la catégorie T dans une
catégorie cartésienne C.

Par exemple, la théorie cartésienne M des monoides a pour opérations m-aires
f :m — 1 les sommes formelles finies x;, + ... + x;, de variables dans I'en-

semble {xg,...,Zm-1} et la composée go f : m — o de deux morphismes
f=o,.sfac1) :m = netg=(go,...,9p—1) : n — o est donnée par
substitution :
gof = (golfo/xo,- s fae1/Tn-1)s - gp—1[fo/%0s .-\ fne1/Tn-1])
et produit fxg : m — ny+nz de deux morphismes f = (fo,..., fn,—1) :m — g
et g =1(90,---,9n,—1) : M — N2 est donné par concaténation des listes :
fxg = (foooo s fniz1,90,- -+ 9na—1)

Un monoide peut alors étre vu comme un modele de cette théorie cartésienne
dans le sens ou la catégorie cAlgl‘\?/Het des modeles de cette théorie M dans
Set et transformations naturelles est isomorphe a la catégorie Mon des mo-
noides. En particulier, la multiplication du monoide est 'image du morphisme
o+ x1:2 — 1 et son unité est I'image de I'unique morphisme de 0 dans 1 (la

somme vide).
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Si les théories cartésiennes ont des propriétés intéressantes et permettent de
représenter de nombreuses structures algébriques (monoides, groupes, treillis,
etc.), le cadre qu’elles offrent est cependant parfois trop restreint. D’une part,
elles décrivent des structures algébriques dans des catégories cartésiennes et non
dans le cadre général des catégories monoidales ; d’autre part, elles ne permettent
pas directement de décrire des structures algébriques ayant des opérations de
co-arité différente de 1, les comonoides par exemple. Dans les mémes années,
MacLane [Mac65] a défini les notions de PRO (pour catégorie avec PROduits)
et de PROP (pour catégorie avec PROduits et Permutations) généralisant les
théories cartésiennes. Un PRO, que nous appellerons une théorie monoidale, est
une catégorie monoidale dont les objets sont les entiers naturels et telle que
le produit tensoriel est donné par 'addition sur les objets et dont I'unité est
I'objet 0. La catégorie AlgCT des algébres d’une théorie monoidale T dans une
catégorie monoidale C a pour objets les foncteurs monoidaux F' : T — C et pour
morphismes les transformations naturelles monoidales. La Propriété 3.17 montre
par exemple que ce formalisme permet de capturer la théorie des monoides
par la théorie monoidale A (la catégorie simpliciale), mais cette fois dans le
cadre général des catégories monoidales. De plus, cette notion est close par
dualité : la catégorie duale d’une théorie monoidale est toujours une théorie
monoidale, contrairement au cadre des théories cartésiennes (la catégorie duale
d’une catégorie cartésienne n’est pas nécessairement cartésienne). De méme, un
PROP T, que nous appellerons une théorie monoidale symétrique, est une théorie
monoidale qui est une catégorie monoidale symétrique. La catégorie sAlg% des
algebres d’une théorie monoidale symétrique T dans une catégorie monoidale
symétrique C a pour objets les foncteurs monoidaux symétriques F : T — C et
pour morphismes les transformations naturelles monoidales symétriques.

Un morphisme F : T — U de théories monoidales est un foncteur monoidal
strict F': T — U entre les catégories sous-jacentes qui est I'identité sur les objets
(i.e. pour tout entier n, on a F'n = n). De méme, un morphisme F' : T — U
de théories monoidales symétriques (resp. cartésiennes) est un morphisme entre
les catégories monoidales sous-jacentes qui préserve la symétrie (resp. le produit
cartésien) et est l'identité sur les objets. Notons respectivement Th, sTh et
cTh la catégorie des théories monoidales, la catégorie des théories monoidales
symétriques et la catégorie des théories monoidales cartésiennes. Les foncteurs
d’oubli U : cTh — sTh et V : sTh — Th admettent tous deux un adjoint a
gauche

G F
/\ /_\
Th 1L sTh 1L cTh
\_/ \_/
1% U

En particulier, les algebres d’une théorie monoidale T dans une catégorie mo-
noidale symétrique C sont précisément les algebres de la théorie monoidale sy-
métrique GT dans C, et les algebres d’une théorie monoidale symétrique T dans
une catégorie cartésienne C sont précisément les algebres de la théorie carté-
sienne F'T dans C.

La Propriété 3.28 caractérise les théories monoidales qui sont oubli (par V)
d’une théorie monoidale symétrique. De méme, les images du foncteur d’oubli
U peuvent étre caractérisées par la propriété suivante.
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Propriété 3.20. Une catégorie monoidale (C,®,1I) a les produits finis, avec ®
comme produit sur les objets et I comme objet terminal, si et seulement si le
foncteur d’oubli U : Alg%op — C induit une équivalence de catégories

Algh., = C

ou F est le squelette la catégorie FinSet des ensembles finis et fonctions. Par
la Propriété 3.33, cela revient a imposer a la catégorie monoidale C d’admettre
une symétrie v (décrite a la Propriété 3.28) ainsi que deux transformations
naturelles monoidales de composantes

0A:ARA—-A et ex:A—1

induisant une structure de comonoide (A,04,64): A — 1.

Remarque 3.21. La structure de comonoide (A4, §4,¢4) induite sur chaque objet
est nécessairement commutative.

Démonstration. Supposons que la catégorie (C, X, 1) ait les produits finis. Par la
Propriété 0.39, le produit cartésien induit une structure de catégorie monoidale
(C,®,1) sur cette catégorie telle que le tenseur et le produit coincident sur les
objets. Pour tout objet A, notons 4 = AXx Aetes =m Op;‘l. Il est alors aisé,
en utilisant les propriétés universelles définissant le produit et 1’objet terminal
de vérifier que les morphismes ainsi définis satisfont les propriété requises par
la définition.

Réciproquement, supposons que la catégorie monoidale (C, ®, I') admette une
symétrie v et des morphismes d4 et € 4 pour tout objet A, vérifiant les axiomes
de la propriété. Par souci de simplicité, nous faisons la preuve dans le cas ou
l’associateur a de la catégorie monoidale est 'identité. On définit le produit sur
toute paire d’objets A et B par Ax B = A® B avec comme projections associées
m = pao(A®ep) et ma = Ap o (64 ® B). Pour toute paire de morphismes
fiA— Betg:A— C, il existe un morphisme f x g : A — B x C défini par
fxg=(f®g)oda. Ce morphisme vérifie les égalités

mo(fxg)=ppo(B&ec)o(f®g)oda=ppo((Bof)@(ecog))oda
=ppo(f®ea)oda=ppo(f@I)=f

graphiquement,

B B B B

et de méme m o (f X g) = g. Supposons qu’il existe un autre morphisme
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h:A— BxCtelquemyoh=fetmyoh=g.On a alors

fxg=(f®@g)oda=((moh)®@(m20h))0ds=(m1 ®m2)0dpgcoh
=((ppo(B®ec)) @ (Aco(ep®C)))o(B&yp,c®C)o(dp®@dc)oh
=(pp@Ac)o(B@ep®@ec ®C)o (65 ®@dc)oh
=(pp®Ac)o(BRI®I®C)oh
=h

graphiquement,

A A A A
B (C B (C B C B C
A A
B Cc B C

De plus, 'objet I est terminal par naturalité de 4. O

Remarque 3.22. « L’oubli ne commute pas aux algebres ». Par exemple, nous ver-
rons que la théorie cartésienne M des monoides commutatifs, considérée comme
une théorie monoidale, est la théorie des bigebres bicommutatives. On n’a donc
pas d’équivalence de la forme

Alglyy = cAlgy

Remarque 3.23. Bien que tres général, le cadre des théories monoidales ne couvre
pas toutes les structures algébriques que ’on souhaiterait formaliser, les caté-
gories par exemple. En effet, une catégorie est la donnée d’'un diagramme

C’0<<S:Cl<i71
t
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dans Set tel que soi =toi, ou C; X, C; est le produit fibré de C; avec C;
sur le diagramme

Oy — = Co=——C1
ainsi que d’un morphisme
Cy x¢, C1 —2=C4
tel que le diagramme
C1 X, C1

SN

S Cl

Co

t

commute. L’objet C est ’ensemble des objets de la catégorie, ’objet C est
I’ensemble des morphismes de la catégorie, les morphismes s et ¢ associent a
chaque morphisme leur source et leur but, le morphisme 7 associe a chaque
objet I'identité sur cet objet et le morphisme m décrit la composition de la
catégorie.

Les théories monoidales ne permettent pas d’imposer a I'image d’un objet par
une algebre d’étre le produit fibré de deux objets sur 'image d’un diagramme,
il n’est donc pas possible de donner une théorie des catégories dans ce cadre. Il
faut pour cela utiliser la notion plus générale d’esquisse [Ehr68, Wel93, HP0O].

3.5 Autres techniques de présentation

Rappelons que la méthode générale que nous allons utiliser pour construire
des présentations de catégories est essentiellement due & Burroni [Bur93] et
Lafont [Laf03]. Celle-ci n’est cependant pas la seule a notre disposition, nous
reviendrons au Chapitre 5 sur les motivations de notre choix.

Méthodes catégoriques. Une étude importante concernant les théories mo-
noidales a été menée par Lack [Lac04]. Il part de la constatation qu'une catégo-
rie, et en particulier la catégorie monoidale générée par une théorie algébrique,
peut étre vue comme une monade dans une bicatégorie de compas (voir Defi-
nition 0.56). La donnée d’une loi distributive entre deux telles monades permet
donc de composer les catégories correspondantes. Par exemple, notons I la caté-
gorie monoidale stricte des entiers naturels et injections et S la catégorie monoi-
dale stricte des entiers naturels et surjections. Ces catégories sont toutes deux
des sous-catégories de la catégorie simpliciale A et permettent de décomposer
sa présentation en deux « sous-présentations ». En effet la catégorie I est pré-
sentée par la théorie monoidale n’ayant qu’'un 1-générateur 1, un 2-générateur
7 : 1 — 0 et aucune équation, et la catégorie S est présentée par la théorie mo-
noidale n’ayant qu'un 1-générateur 1, un 2-générateur i : 2 — 1 et une équation
imposant ’associativité de la multiplication p. Les regles

= et = (3.19)
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de la théorie des monoides permettent alors de transformer un morphisme de A
qui serait composé d’une injection suivie d’une surjection en une surjection sui-
vie d’une surjection. Plus précisément, on peut montrer que ces lois induisent
une loi distributive A : I® S - S ® I entre les monades associées aux catégo-
ries T et S et que A =S ®, I est précisément la monade composée de ces deux
monades suivant la loi distributive. Lack montre qu'une catégorie monoidale est
la composée de deux catégories monoidales strictes précisément lorsqu’il existe
un certain systéme de factorisation strict sur cette catégorie. Dans le cas de
la catégorie simpliciale, ce systéme de factorisation est bien stir donné par la
factorisation unique f = m o e de tout morphisme f de la catégorie simpliciale
en une surjection e suivie d’une injection m, c’est-a-dire en un morphisme de S
suivi d’un morphisme de I.

Pour montrer que la catégorie simpliciale est présentée par la théorie des
monoides, on peut donc se ramener a

o montrer que les catégories I et S admettent les présentations que nous
avons décrites,

» montrer que les régles (3.19) induisent une loi distributive entre ces caté-
gories,

e montrer que tout morphismes de A peut étre factorisé de facon unique en
un morphisme de S suivi d’'un morphisme de I.

Le cadre des théories symétriques est plus complexe car les deux sous-catégories
qui vont factoriser la catégorie partagent la méme symétrie. On n’a alors plus
unicité de la décomposition f = m o e d’'un morphisme mais seulement unicité
a symétrie prés, dans le sens ol pour toute autre factorisation f = m/ o ¢/, il
existe une permutation 7 qui fasse commuter le diagramme

I
N

Ceci rend malaisée 'application de ces techniques au cas de la présentation de
la sémantique de jeux que nous introduisons a la Section 4.2, car la symétrie
y est partielle (elle n’est pas définie sur toute paire d’objets) et de ce fait plus
difficile & manipuler.

Méthodes géométriques. Plutdét que de donner des présentations purement
algébriques des catégories, il est aussi possible d’en donner des présentations
de nature plus géométrique, en décrivant ces catégories comme des surfaces
considérées modulo certaines déformations continues. Nous avons par exemple
expliqué a la Section 0.3 comment les diagrammes de corde permettent de re-
présenter les morphismes dans des catégories monoidales. Plus généralement,
Joyal et Street [JS91] ont montré que les catégories formées par ces diagrammes
permettent de décrire la catégorie monoidale libre engendrée par une signature
monoidale. Ces résultats peuvent étre généralisés de diverses fagons, notamment
en dimension supérieure [BD95, BLO03]. S’ils permettent de rendre formelles cer-
taines intuitions géométriques — les morphismes de la plupart des catégories que
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nous allons étudier peuvent étre vus comme des « cordes posées sur un plan »
— ils requiérent souvent beaucoup de minutie et se prétent difficilement a une
automatisation.

3.6 Structures algébriques catégoriques

Dans toute cette section, on suppose fixée une catégorie monoidale (C,®,T).
Par souci de simplicité, nous supposons que la catégorie monoidale C est stricte
mais les définitions données ici s’étendent au cas général (par exemple, la Dé-
finition 0.35 donnée en introduction généralise la notion de monoide de la Dé-
finition 3.30 ci-dessous). Les structures algébriques que nous introduisons ici
peuvent étre considérées comme les éléments d’une boite & outils qui peuvent
étre combinés pour construire des théories algébriques.

3.6.1 Objets symétriques

Définition 3.24 (Objet tressé). Un objet tressé de C est un objet S muni d’un
morphisme
7: 50558

appelé tressage et représentée par

S S

/
(

S S
tel que le diagramme
Soses 25 s9ses
S®7l S®y
SRS®S SRSK®S
YRS l’Y@S
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commute. Diagrammatiquement,

/ /
/
/
( (

La théorie équationnelle monoidale des objets tressés est notée ‘B et la catégorie
monoidale associée est notée B.

Définition 3.25 (Objet symétrique). Un objet symétrique de C est un objet
tressé (S,~) qui vérifie
T®y = S®S

/

Diagrammatiquement,

g

Le tressage v est alors appelé symétrie et on le représente souvent par

/

plutét que par (

car il est son propre inverse. La théorie équationnelle monoidale des objets
symétriques est notée S et la catégorie monoidale associée est notée S.

Propriété 3.26. La catégorie Bij dont les objets sont les entiers naturels et les
morphismes sont les bijections est présentée par la théorie monoidale &.

Remarque 3.27. Si C est la catégorie monoidale sous-jacente & une catégorie
monoidale tressée (resp. symétrique), tout objet S de la catégorie est tressé
(resp. symétrique) si on le munit du morphisme 7g g induit par le tressage.

La plupart des définitions que nous donnerons dans la suite dans un cadre
symétrique, peuvent étre généralisées au cadre tressé. Si nous nous intéressons
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principalement aux objets symétriques plutot qu’aux objets tressés, c’est que ces
derniers sont beaucoup plus difficiles & manipuler. Il est par exemple mentionné
dans [Laf03], qu’on ne connait pas de forme canonique pour les morphismes de
la catégorie B, contrairement a la catégorie S.

Propriété 3.28. Une théorie monoidale admet une symétrie si et seulement si
elle satisfait les conditions suivantes.

1. L’objet 1 admet une structure d’objet symétrique (1,7). Pour tout entier
n, on note alors 1, le morphisme défini par induction par

Mmo=1 e mMupr1=1@yn)o(y®n)

et yn,1 le morphisme défini par induction par
Y1=1 e Yt11=m1®1)o(n®7).
2. Pour tout 2-générateur m : m — n, les égalités
(m@Doyim=yn0(l®m) e (1®7)oYmi="Ym10(T®1)

sont dérivables. Diagrammatiquement,

et

Remarque 3.29. La seconde propriété ci-dessus implique en particulier que I’'ob-
jet (1,7) est tressé.

3.6.2 Monoides

Définition 3.30 (Monoide). Un monoide de C est un objet M muni de deux
morphismes
wMSIM—->M e n:I—->M

appelés respectivement multiplication et unité du monoide et représentés res-
pectivement par

M M

(dans la suite on omettra les indications M de la source et du but lorsque
Pobjet M dont il est question peut étre déterminé par le contexte) tels que les
diagrammes

QM
MeMeM-—=MeoM ToM ™ oM Mer

v M A£ et Rl %

Mo M M
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commutent. Diagrammatiquement,

ey

La théorie algébrique monoidale des monoides est notée 9.
De fagon duale on a,

Définition 3.31. Un comonoide de C est un objet M muni de deux morphismes
O M—->MeM e e:M—>1

appelés respectivement duplication (ou comultiplication) et effacement (ou cou-
nité) et représentés respectivement par

M

/\

M M

qui satisfont des égalités duales de celles de monoides. La théorie des comonoides
est notée M°P.

3.6.3 Monoides commutatifs

Définition 3.32 (Monoide symétrique, commutatif). Un monoide symétrique
(M, p,m,7) de C est un monoide (M, u,n) équipé d’une structure d’objet sy-
métrique (M, ) compatible avec les opérations du monoide dans le sens ou les
diagrammes

MoMaM 22X vemeM XL Mo Mo M

M®ul l,u@M

Mo M = MeM
M®M®M—>M®M®M M®M®M
u®Ml lM®u
Mo M ~ M® M
Mo M Mo M
W \ / \
Mo M Mon Mo M

(3.20)
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commutent. Graphiquement,

o

I T

Un monoide symétrique est commutatif lorsque le diagramme

M@ M

N

Mo M

-

Propriété 3.33. La catégorie F dont les objets sont les entiers naturels et
les morphismes sont les fonctions est présentée par la théorie monoidale des
monoides commutatifs.

commute. Graphiquement,

Remarque 3.34. Nous ne nous intéressons pas ici a la minimalité des théories
que nous définissons et certaines des relations apparaissant dans les définitions
sont dérivables a partir des autres. Une présentation minimale de la catégorie F
est par exemple donnée dans [Mas97]. Elle a les trois mémes générateurs u, n
et v mais ne retient que sept des relations que nous avons introduites, les autres
étant superflues.

Les notions de comonoide symétrique et de comonoide commutatif sont dé-
finies de fagon duale.

3.6.4 Bigebres

Définition 3.35 (Bigebre). Une bigébre, encore parfois appelée bimonoide,
(B, u,m,9,e,7) de C est un objet B
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o muni d’une structure de monoide symétrique (B, p,7,7),
o muni d’une structure de comonoide symétrique (B, d,¢,7),
o telle que ces deux structures sont compatibles dans le sens ou les dia-
gramimes
BeB—* ~B—°' -~ BB B
i T 7N
IR Jrng;
_—
B B
B®B I®I=1 I=I®I B®B
nen

commutent ; graphiquement

- A

Une bigebre est commutative lorsque le monoide sous-jacent est symé-
trique, cocommutative lorsque le comonoide sous-jacent est commutatif et
bicommutative lorsqu’elle est a la fois commutative et cocommutative.

Définition 3.36 (Bigebre qualitative). Une bigebre (B, u,n,d,¢,7) est quali-

tative lorsque le diagramme
s Iz
/ \ (3.21)

commute. Graphiquement,

Les bigeébres qualitatives sont parfois aussi qualifiées de relationnelles [HP0O].



3.6. Structures algébriques catégoriques 17T

Remarque 3.37. Les bigebres de Frobenius satisfaisant la loi (3.21) sont parfois
qualifiées de fortement séparables [Str04].

Bigebres de Hopf

Définition 3.38. Une bigébre de Hopf (H, u,n,0,&,7,0) est la donnée d’une
bigebre (H,p,n,0,¢,7) et d’'un morphisme o : H — H, appelé antipode et

représenté par
H
H

compatible avec la symétrie dans le sens ou les diagrammes

HoH 22X HoH HoH ™2 HoH
vi iv et ’Y\L J{v
HQH——HQH HH —H®H
H®o oc®H

commutent, graphiquement

R

et telle que le diagramme

HoH—"2" _HeH
4 l
H—<= 17" .1

H®H—>H®H
H®o

commute, graphiquement

!
T
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Les bigebres de Hopf peuvent étre considérées comme une version monoidale
affaiblie des groupes, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 3.39. La catégorie Grp des groupes (resp. groupes abéliens) et mor-
phismes de groupes est équivalente a la catégorie des algébres cartésiennes de G,
ou G est la catégorie monoidale stricte engendrée par la théorie monoidale des
bigebres de Hopf cocommutatives (resp. bicommutatives).

Définition 3.40. Une bigebre de Hopf (H, u,7n,0,¢,v,0) a une antipode como-
notdale lorsque les diagrammes

H-S-HeoH H
o 1>
Gl lat@ﬂ et / \

commutent. Graphiquement

A A e

Propriété 3.41. Dans toute bigébre de Hopf (H, 1, m,9,€,7,0), on a les égalités
1. oop=poyo(c®o),
2. gon=m,
3. et c oo = H si de plus Uantipode est comonoidale.

Graphiquement,

4 n |

Démonstration. Ces égalités sont la « traduction » dans le cadre monoidal d’éga-
lités classiques de la théorie des groupes, ou u représente la multiplication,
I'unité et o I'inverse. Par souci de clarté, nous donnons les preuves dans ce cadre
ainsi que leur transposition dans le cadre monoidal (sauf pour la premiére par
manque de place). On remarquera que cette transposition fait apparaitre des
étapes qui ne sont pas visibles dans la théorie des groupes.
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1. La premiere égalité peut étre prouvée par

(z-y)' = (-y -1
= (z-y)t(ah)
= () (@127
= @y (@ (y-y ) -zt
= ((z-y) " (@y) - @z
— oyl

Graphiquement,

0

3. La troisieme égalité peut étre prouvée par

e =) = @) )

Graphiquement,

C @
%
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Bigebres événementielles

Définition 3.42 (Bigebre événementielle). Une bigébre événementielle conjonc-
tive (E, pu,m,06,€,7,0) est une bigebre qualitative (E,u,n,d,&,v) munie d'un
morphisme o : E — E appelé événement et représentée par

E
+ (3.22)
E

compatible avec la symétrie de méme que dans les bigebres de Hopf et tel que

le diagramme

Hol X HoH

|k

H®H—>H®H

commute. Graphiquement,

Une bigebre événementielle disjonctive est définie de fagon similaire en rempla-
cant le diagramme ci-dessus par les diagrammes

oc®@H

He®H H®H
| |+
H H

H®HWH®H4>H4>H®H

cwH nQH
et
HeH Gl HeH
JT iu
H H

HOH p>HOH po>Ho>HoH
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Graphiquement,

090

Propriété 3.43. Supposons fixée une bigébre événementielle et, pour tout en-
tier n, notons o, : 1 — 1 le morphisme défini par induction sur n par og = 1
et o1 = 0 0 0y. Pour tout entier n, l’égalité

po(op,®1)od = oy, (3.23)
est vérifiée.

Démonstration. Par induction sur n. Le résultat est immédiat pour n = 0 car
une bigebre événementielle est qualitative. Supposons 1’égalité (3.23) vérifiée
pour un entier n. La suite d’égalités
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montre que ’égalité po (op41 ® 1) 00 = 0,41 est satisfaite. O

Treillis
Les treillis, introduits & la Définition 1.54, admettent la définition algébrique

suivante qui est équivalente.

Définition 3.44. Un treillis (L,V, ) est un ensemble L muni de deux opéra-
tions V, A : L x L — L qui satisfont les axiomes suivants, pour tous éléments x,
yet z de L.

e associativité :

xV(yvz)=(xVy)Vz e aAYyAz)=(@Ay) Az

e commutativité :

zsVy=yVax et xANy=yAzx

e absorption :
xV(zAhy)=z e zA(xVy) =z

Propriété 3.45. Dans tout treillis (L,V,A\) les opérations V et A\ sont idem-
potentes : pour tout élément x de L, on a

rVr==ux et xANx==x

Démonstration. La preuve de ces égalités reposent sur I'axiome d’absorption.
On a ainsi

zrVez=zV(@A@Ve) ==z
et la seconde égalité peut étre montrée de fagon duale. O

Tout treillis est donc a la fois un V-semitreillis et un A-semitreillis. On rap-
pelle qu’un V-semitreillis est un objet (L, V) muni d’un morphisme V : LxL — L
qui est associatif, commutatif et idempotent ; la définition d’un A-semitreillis est
similaire.
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Définition 3.46 (Treillis borné). Un treillis est dit borné lorsqu’il admet un
élément minimum et un élément maximum. De fagon équivalente, un treillis
borné (L,V,0,A,1) est un treillis (L,V,A) muni de deux éléments 0 et 1 de L
qui sont les éléments neutres respectivement des lois V et A : pour tout élément
x de L,

l1Vez=z=2V1l e OAz=z=zA0.

Ceci nous amene a définir une théorie monoidale £~ des treillis généralisant
la définition précédente dans le sens ou les treillis dans Set seront précisément
les treillis au sens habituel.

Définition 3.47 (Treillis). Un treillis borné (L, [, 1, fi,7,0,e,v) dans C est
un objet L muni de deux structures de bigebres bicommutatives (L, [i, 7, d,)
et (L, f1,7,0,7) telles que le diagrammes

LoLelL Aol LoLelL 2L 1eL
5®LT iﬂ et 5®LT lﬂ

commutent. Graphiquement,

Nous noterons £°™¢ la théorie équationnelle des treillis bornés est notée £borné,
Un treillis (L, i, fi, d,2,7) dans C est un objet L muni de morphismes qui satis-
font les axiomes précédents qui ne font pas intervenir les morphismes 7 et 7. La
théorie équationnelle des treillis est notée £.

Un treillis distributif est un treillis tel que le diagramme

LoLeol ool 1olelel X% Le L

L®[Ll iﬂ (3.24)
L®L L
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commute. Graphiquement,

La théorie équationnelle des treillis distributifs est notée £t et celle des treillis
distributifs bornés est notée gdist+borné,

Remarque 3.48. Par extension de la Propriété 3.45, les deux structure de bi-
gebres sont nécessairement qualitatives.

Propriété 3.49. Dans la définition précédente, on pouvait de fagcon équivalente
requérir la commutativité du diagramme dual du diagramme (3.24) :

LoLao Ll el 1eoreorel X5 1oL

v Js

L®L L

i

Démonstration. Ceci peut étre prouvé en transposant la démonstration clas-
sique de l’équivalence entre les deux formulations duales de la distributivité
dans les treillis [BS81]. La suite d’égalités suivante montre essentiellement que
le diagramme de ’énoncé de la propriété implique le diagramme (3.24) :

xV(yNnz) = (@V(xAz)V(yAz)
= zV((xA2)V(yA
(z A

= zV(zA(zVYy))

= zV((xVy)Az)

= (@A(@vy)V((zVy) Az)

= (@vy rz)V(@Vy)Az)
)

L’autre sens de ’équivalence peut étre montré de facon duale. O
Propriété 3.50. On a les équivalences de catégories suivantes.

e La théorie des algebres cartésiennes de £ dans Set est équivalente d la
catégorie des treillis.

e La théorie des algébres cartésiennes de £P°™¢ dans Set est équivalente d
la catégorie des treillis bornés.
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« La théorie des algébres cartésiennes de £45° dans Set est équivalente a la
catégorie des treillis distributifs.

e La théorie des algébres cartésiennes de LU+Poe dans Set est équivalente
d la catégorie des treillis distributifs bornés.

3.6.5 Paires duales

Définition 3.51. Une paire duale (A, B,n, ) est une paire d’objets A et B, ap-
pelés respectivement dual a gauche et dual a droite, munie de deux morphismes

n:I >A®B e ee:BA—-IT

appelés respectivement unité et counité et représentés par

/N B4
A oB N/

tels que les diagrammes

A A9 B A B Bo AwB
M J{A@e et > ie@B
A B

commutent. Graphiquement,

Remarque 3.52. Deux objets d’une catégorie monoidale forment une paire duale
si et seulement si ils sont adjoints au sens de la Définition 0.18 dans la 2-catégorie
associée.
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Chapitre 4

Présentation d’une sémantique de jeux

Ce chapitre est dévolu a la construction de la présentation d’une catégorie de
jeux interprétant le fragment sans connecteurs de la logique propositionnelle du
premier ordre. Nous commencons par donner une présentation de la catégorie des
relations et plus généralement de certaines catégories de matrices. La sémantique
de jeux que nous nous proposons d’étudier est en effet une variante « orientée »
de la catégorie relations.

4.1 Présentation de catégories de matrices

Nous donnons, dans cette section, une présentation de la catégorie dont les mor-
phismes sont les matrices a coefficients entiers, ainsi que de quelques variantes
de cette catégorie. Ce résultat fait partie du folklore de la théorie des catégories
et on peut en trouver des preuves de natures tres différentes dans la littéra-
ture [HP0O, Pir02, Laf03, Lac04], voir aussi la Section 3.5. La preuve que nous
présentons ici est une variante de celle donnée par Lafont [Laf03] et a lavan-
tage de pouvoir facilement s’étendre a des cas plus complexes. Nous verrons en
particulier a la Section 4.2 comment ’étendre afin de présenter une catégorie de
jeux.

4.1.1 Présentation des matrices a coeflicients dans N

La catégorie Mat(N) des matrices & coefficients dans N a pour objets les entiers
naturels n = {0,...,n — 1} et pour morphismes entre deux objets m et n les
matrices de taille m x n (& m lignes et n colonnes) & coefficients dans N, c’est-
a-dire les fonctions M : m x n — N. La composée N o M : m — o de deux
matrices M : m — n et N : n — o est donnée par la formule habituelle

(NoM)(i,k) = > M(i,j) x N(j k)

JjeEn

pour tous entiers i € m et k € o et I'identité est la matrice identité usuelle. Nous
utilisons parfois la notation habituelle M N pour dénoter la composée N o M
de deux matrices. Cette catégorie peut étre munie de la structure monoidale
(Mat(N),®,0) ot le tenseur ® est donné par l'addition sur les objets et est
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défini de facon similaire & celui de la catégorie simpliciale sur les morphismes.
Plus explicitement, le tenseur de deux matrices M et N est la matrice

M 0
wow = (¥0)

Le cardinal |M| d’'une matrice M : m — n est défini par
M= Y M)
(i.j)emxn

Nous définissons les notations suivantes pour certains morphismes de Mat(N) :

e ) e
M7 = 0 0—1
M= (1 1) 1—-2
ME = O 1—0

_>

)
]

0 1
o A
= (10)

Notons B la théorie monoidale des bigebres bicommutatives. Cette théo-
rie géneére une catégorie monoidale stricte B, qui peut étre décrite comme le
quotient B/= de la catégorie monoidale stricte B générée par la signature mo-
noidale sous-jacente a la théorie B, par la congruence monoidale = sur les
morphismes de B engendrée par les équations de 8. Dans cette section, nous
montrons que la théorie B présente la catégorie Mat(N), c’est-a-dire que les
catégories B et Mat(N) sont isomorphes. Les morphismes de la catégorie B
peuvent étre interprétés dans la catégorie Mat(N) par le foncteur monoidal
strict F' : B — Mat(N) qui est Iidentité sur les objets et est défini sur les
générateurs des morphismes par

Fu=M"  Fnp=M" F§=M° Fe=M° Fy=M"

La propriété suivante montre de plus que cette interprétation est compatible
avec la relation d’équivalence = dans le sens ou deux morphismes équivalents B
sont interprétés par le méme morphisme de Mat(N).

Propriété 4.1. L’objet (1, M* M" M® M, M") est une bigébre bicommuta-
tive dans la catégorie monoidale Mat(N).

Démonstration. Le morphisme M7” est un tressage :

01 0\ /1 00\ /010
(MY @1)o(1@M")o (M @1)=[1 0 0 0 1)1 0 0
00 1/\o 1 00 1
00 1
=0 10
100
1.0 0\ /0 1 0\ /100
={0 o0 1|1 0 o0]]0 01
01 0/\o o0 1/\0o 10
=(1@M)o(M"®1)o (1 M)
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0 1\ /0 1 10
Y Y — — _
MToM _<1 0)(1 0)_(0 1)‘1

La multiplication M* est associative :

et une symétrie :

Lo\ 1 Lo\ ,
Rfo(RF@1)=(1 0 <1) 1=1(0 1 (1>R"o(1®R")
0 1 1 0 1

admet M comme unité a gauche
Mo (M7 5 1) = (0 1)(}):(1):1

et & droite (similaire), et est symétrique :

wor-()0)- ()

Dualement, I'objet (1, M®, M¢) est un comonoide cocommutatif. Finalement, on
vérifie que les lois de compatibilité entre la structure de monoide et la structure
de comonoide sont vérifiées :

100 0\ /10
1 11 1 01 0\]0 0 10|10
é wo__ _ _
M7 M (1>(1 1)<1 1)<o 10 1) 010 0]fo1
000 1/\0 1
=(MFQM")o(1®y®1)o (M ® M?)
et
MfoM"=()()=()=0
et
1
Meoar = (1) 0=0=080 =M oM
et la derniere égalité est vérifiée dualement. O

Nous noterons F/= : B — Mat(N) le foncteur monoidal strict induit par
F sur la catégorie monoidale quotient B = B/=. La propriété précédente nous
assure que ce foncteur est bien défini. Pour montrer qu’il est plein et fidele, nous
allons définir une notion de forme canonique pour les morphismes de B modulo
la congruence =, telle que les formes canoniques de B soient en bijection avec
les morphismes de Mat(N). Nous introduisons la notation suivante pour des
morphismes de B, appelés escaliers, et définis par induction par

est ou
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Un escalier est donc soit I'identité id;, soit de la forme ¢ o (y ® id,,—1), on
¢:(m—1) = (m —1) est un escalier. La longueur d’un escalier est ’entier 0
si l'escalier est de la premiere forme ou le successeur de la longueur de ¢ si
lescalier est de la seconde forme. Pour tout entier n, l'escalier de longueur n
sera noté v, : (n +1) = (n+ 1) et la matrice qui est son interprétation par le
foncteur F' sera notée M ™ :n+1—n—+ 1.

Lemme 4.2. Pour tous entiers n, ny et no tels que n =n1 + 2+ ng, on a
(Me@y@n2®@l)oy, = Fo(l@n ®y®n)

Graphiquement,

Pour tout entiers n, ny et ny tels quen =n1 + 1+ no, on a
(mepen@l)oyy = mwmo(l®n ®@uens)

Graphiquement,

etc.
Lemme 4.3. Pour tout entier n, on a
(n®’7)o(7n®1)0(1®7n) = (7n®1)0(1®7n)0(7®n)

Graphiquement,

Pour tout entier n, on a

nepo(m®@l)o(l®ym) = mo(u®l)
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Graphiquement,

etc.

Nous introduisons aussi les notations suivantes pour certains contextes mo-
noidaux de B :

nous noterons Z le morphisme idg : 0 — 0,

pour tout morphisme ¢ : m — n, nous noterons H™ "¢ le morphisme
n®¢:m — n+ 1; graphiquement,

G (i

pour tout morphisme ¢ : m — n, nous noterons E™ "¢ : m+1 — n le
morphisme 7 ® ¢ : m + 1 — n; graphiquement,

e = b o]

pour tout morphisme ¢ : m — n avec m > 0 et n > 0, pour tout entier ¢
tel que 0 < i < n, nous noterons W/" "¢ : m — n le morphisme

((@p®h—-1-i))o(n®Mm—i)o(1®¢)o(d®(m—1))

graphiquement,
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Un morphisme ¢ de la catégorie B est une forme précanonique lorsqu’il est
e soit égal a Z,

e soit de la forme H™ "¢ ol ¢ : m — n est une forme précanonique,

e soit de la forme E™ "¢ ol ¢ : m — n est une forme précanonique,

o soit de la forme W/*7"¢ ot m et n sont non nuls, ¢ <n et ¢ : m — n est
une forme précanonique.

Les contextes monoidaux Z, H™7"™, E™7" et W™ 7" sont appelés les construc-
teurs des formes précanoniques. Ces formes précanoniques peuvent étre vues
comme les morphismes de la catégorie générée par un 1-polygraphe sans re-
lations, dont les 0-générateurs sont les couples (m,n) d’entiers, encore par-
fois notés m — n, et les 1-générateurs sont les constructeurs H™ ", E™7" et
Wi(mﬂ)%(nﬂ) pour tous entiers m, n et ¢ < n. On peut ajouter a ce polygraphe
les relations suivantes :
Hm—npym—n — Wm*(n‘i‘l)Hman
2 i+1
H(m+1)—>nEm—>n — Em—)(n—i—l)Hm—)n (41)

wmmnw e = wr=nwmen lorsque 7 < j

Le 1-polygraphe ainsi défini est appelé le polygraphe des formes précanoniques.
Considérons les générateurs (4.1) comme les régles d'un systéme de réécriture
typé (dans le sens ou les production préservent les types des morphismes) sur
les morphismes de la catégorie générée par le 1-polygraphe sans relations. Il est
aisé de constater que ce systéme est localement confluent en montrant que ses
paires critiques sont joignables :

WiW,; Wi HW,W;
W, W W WWaW, Wi HW, HW,W,
l l | |
W W, W; WiWWy, Wi aWi H Wi HW;
WL W, W, Wi Wi H
avect < j <k avec i < j

(nous omettrons dorénavant les indications de type en exposant par souci de
concision). Il est de plus terminant, ce qui peut étre montré en considérant
Pinterprétation [—] des morphismes dans N x N ordonné lexicographiquement,
définie sur les générateurs par

et sur la composition et les identités par

[GoF] = ([G]1 + 2 % [F]1, [G]2 + 2 x [F]2) et lid] = (0,0)
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ou [F] = ([F]1, [F]2) et [G] = ([G]1,[G]z2)- Plus précisément, notre interpré-
tation définit un foncteur de la catégorie B dans la catégorie d’ordre N x N. 11
est alors aisé de vérifier que les régles de réécriture sur les morphismes données
ci-dessus font décroitre 'interprétation des morphismes. On en déduit que le
systeme de réécriture est confluent. Les morphismes de B qui sont des formes
précanoniques et sont des formes normales du systéme de réécriture sont appelés
formes canoniques. Ces formes canoniques sont les morphismes de la forme

Win o WinE-wee-- Wy - WaEH---HZ (4.2)
kn 1 kq 1

avec pour tout p tel que 1 <p <n, if > ... >} . De plus, on peut vérifier que

. ’ 7 . . P . ’ .
la relation de réécriture est compatible avec la relation d’équivalence = :

Lemme 4.4. Deux morphismes ¢ et ¢ de B tels que ¢ se réécrit en ¢ sont
équivalents par la relation =.

Démonstration. On distingue trois cas selon la régle utilisée pour effectuer la
réécriture ¢ = 1. La relation = étant une congruence monoidale, on peut sup-
poser que la réécriture est effectuée en téte du morphisme. Pour tout morphisme
@' : m — n, on a les équivalences suivantes.

1. HW;¢' = W11 H¢'. Graphiquement,

192

2. HE¢' = EH¢'. Graphiquement,

3. W;W,¢' = W;W;¢' lorsque i < j. Par souci de concision nous omettons
ce cas qui se montre en utilisant le Lemme 4.3. O

Montrons maintenant que tout morphisme ¢ de la catégorie B est équivalent,
par la relation =, a une forme précanonique.

Lemme 4.5. Pour tout entier n, l'identité sur n de B est équivalente a une
forme précanonique.

Démonstration. Par induction sur n.
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e Sin=0alors idy = Z.

e Sinon on a ’égalité id,, 1 = WyEHid,, et id,, est équivalente a une forme
précanonique par hypothese d’induction. Graphiquement,

O

Propriété 4.6. Tout morphisme ¢ : m — n de B est équivalent a une forme
précanonique.

Démonstration. Par induction sur la taille |¢| du morphisme ¢.

e Si|¢| =0 alors m = n, ¢ est une identité et est égal a une forme précano-
nique par le lemme précédent.

e Sinon, le morphisme ¢ est de la forme ¢ = ot) avec |£]| = 1 et [E|+]Y] = |¢].
Par hypotheése d’induction, le morphisme v est équivalent a une forme
précanonique. De plus, le morphisme & est de la forme m; @ m @ mg ou 7
est i, 1, 6, € ou . On montre alors le résultat en distinguant ces cinq cas
et pour chacun de ces cas en distinguant selon la forme précanonique de
¥ (on a donc & chaque fois quatre cas correspondant aux formes Z, Hi)',
Ev' et W' possibles pour ).

1. Supposons ™ = p.

(a) Siv = Hy' alors on distingue deux cas.
— Simy = 0 alors on a I’équivalence

et 1’ est équivalente & une forme précanonique par hypotheése
d’induction.

— Sinon, le morphisme ¢ peut étre représenté par

| v
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et est de la forme H(((m; — 1) ® p ® mgy) o ¢’') ou le mor-
phisme ((m; — 1) ® p ® mg) 09’ est équivalent & une forme
précanonique par hypothése d’induction.

(b) Si ¢ = Ev’ alors le morphisme ¢ peut étre représenté par

(L’l ¢’ |

et est de la forme E(£ 0v’) ol le morphisme £ 09’ est équivalent
a une forme précanonique par hypotheése d’induction.

(c) Siv =W, alors on distingue quatre cas.

— Simy <i—1 alors on a l’équivalence

et est de la forme W;_1(((m1 — 1) ® pu ® (mg)) o ¢') ot le
morphisme ((mq — 1) @ ot ® (m2)) 0 ¢’ est équivalent & une
forme précanonique par hypothese d’induction.

— Simy =14 — 1 alors on a les équivalences

et on est ramené au cas suivant.
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— Si m =i alors on a I’équivalence

et est de la forme W;(£ 04)’) ol le morphisme £ o)’ est équi-
valent & une forme précanonique par hypotheése d’induction.

— Sim > i alors ¢ peut étre représenté par

et est de la forme W;(£ 04)’) o le morphisme £ o9’ est équi-
valent & une forme précanonique par hypotheése d’induction.
2. Supposons ™ = 1.
(a) SivY = Z alors ¢ = HZ qui est une forme précanonique.
(b) Siv = Hv' alors on distingue deux cas.

— Simy =0 alors ¢ = HHY'.

— Sinon, ¢ = H(((m1—1)®@n&ms)o)’) olt le morphisme ((mq—
1)®n®mg) o) est équivalent & une forme précanonique par
hypothese d’induction.

(¢) Si¢p = Ev alors ¢ = E(€ o 4)’') ol le morphisme & o ¢)’ est
équivalent a une forme précanonique par hypothese d’induction.
(d) Si ¢ =W, alors on distingue deux cas.

— Simy <ialors ¢ = W;1(€ 09)’) ot le morphisme £ o ¢’ est
équivalent a une forme précanonique par hypothese d’induc-
tion.

— Sinon, ¢ = W;(£ o ¢’) ot le morphisme & o)’ est équivalent
a une forme précanonique par hypothese d’induction.
3. Supposons 7 = 6.
(a) Siy = Hv' alors on distingue deux cas.
— Simy = 0alors ¢ = HH4' o1 ¢’ est une forme précanonique.
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— Sinon, ¢ = H(((m1—1)®d®@mgz)oy)’) ot le morphisme ((m;—
1)®5®@mg)o1)’ est équivalent & une forme précanonique par
hypothese d’induction.

(b) Si ¢p = Ev/ alors ¢ = E(€ o 4’) ol le morphisme &£ o )’ est
équivalent a une forme précanonique par hypothese d’induction.
(c) Si =W, alors on distingue trois cas.

— Simy < i alors ¢ = W;1(€ 01)’) ot le morphisme £ o 1)’ est
équivalent & une forme précanonique par hypotheése d’induc-
tion.

— Simy = i alors ¢ = W;W;11(€ o 4’) ou le morphisme £ o
1)) est équivalent & une forme précanonique par hypothese
d’induction.

— Sinon, ¢ = W;(£ o ¢)') ot le morphisme & 01’ est équivalent
a une forme précanonique par hypothese d’induction.

4. Supposons T = €.
(a) Si v = Hy' alors on distingue deux cas.

— Si m; = 0 alors ¢ = v’ ou le morphisme 7’ est une forme
précanonique.

— Sinon ¢ = H(((m1 — 1) ® € ® mg) 0 ¢’) ol par hypothese
d’induction le morphisme ((mi—1)®e®mq)ot)’ est équivalent
a une forme précanonique.

(b) Si ¢ = Ev’ alors ¢ = E(€ o 4¢’) ol le morphisme & o ¢’ est
équivalent & une forme précanonique par hypotheése d’induction.
(c) Siep =W, alors on distingue trois cas.

— Simy < i alors ¢ = W;_1(£0%)’) out le morphisme & o 1)’ est
équivalent a une forme précanonique par hypotheése d’induc-
tion.

— Simy =i alors ¢ = E(£0’) ol le morphisme o)’ est équi-
valent & une forme précanonique par hypothése d’induction.

— Sinon, ¢ = W;(£ o ¢’) ot le morphisme & o)’ est équivalent
a une forme précanonique par hypothese d’induction.

5. Supposons m = .
(a) Si v = Hy' alors on distingue deux cas.

— Simy =0 alors ¢ = ((1 ® n ® ma) ot’) ol le morphisme
(1®n®ms) o) est équivalent & une forme précanonique par
hypothese d’induction.

— Sinon, ¢ = H({ o4’) ol le morphisme £ o4}’ est équivalent &
une forme précanonique par hypothese d’induction.

(b) Si ¢p = Ev’ alors ¢ = E(€ o 4¢’) ol le morphisme & o )’ est
équivalent & une forme précanonique par hypotheése d’induction.
(c) Siey =W, alors on distingue quatre cas.

— Simy < i—1 alors ¢ = W;(€ o 9’) ou le morphisme £ o
1)’ est équivalent & une forme précanonique par hypotheése
d’induction.

—Simy =i—1alors ¢ = W;_1(((m1 +1) ® y @ ma) o)’ ol
le morphisme ((m; + 1) ® v ® mg) 09 est équivalent a une
forme précanonique par hypothése d’induction.
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— Simy =idalors ¢ = Wip1(((m1 + 1) ® vy ® mz) o ¢)') ou le
morphisme ((m1+1)®@y®mz)o1)’ est équivalent & une forme
précanonique par hypothese d’induction.

— Sinon, ¢ = W;(£ o ¢') ot le morphisme & o)’ est équivalent
a une forme précanonique par hypothese d’induction. O

Remarque 4.7. Pour simplifier la preuve, il est tentant de décomposer le mor-
phisme dans 'autre sens, sous une forme ¢ = Yo &, ou & = m; @ T ® ma, le
morphisme 7 étant I'un des morphismes pu, 7, d, € et 7. Cependant, les cas ou
my = 0et m = p (resp. m = 4, resp. T = 7y) ne peuvent alors pas étre simplement
traités en utilisant I’hypotheése d’induction.

La propriété suivante montre que le foncteur F' : B — Mat(N) d’interpréta-
tion est plein, ce qui implique que le foncteur induit F/= : B — Mat(N) l'est
aussi.

Propriété 4.8. Toute matrice M : m — n de Mat(N) est linterprétation (par
le foncteur F') d’un morphisme ¢ : m — n de B.

Démonstration. La preuve est faite par induction sur le triplet (m, |M]|,n) ol
m X n est la taille de la matrice M : m — n.

e Sim=0etn=0alors M =FZ.

e Sim=0etn >0 alors M est de la forme M = M" @ M’ ou M’ est
la matrice de taille 0 x (n — 1) (et de cardinal nul). On en déduit que
M = F(H®) ou ¢ est une forme précanonique telle que F¢p = M’ obtenue
par hypothese d’induction.

e Sim # 0 alors on distingue deux cas :

— Si pour tout entier k tel que 0 < k < n on a M(0,k) = 0 alors
M est de la forme M = M ® M’ ot M’ est la matrice de taille
(m — 1) x n définie pour tous indices i, j par M’'(i,5) = M (i + 1,7)
(et |M'| = |M]). On en déduit que M = F(E¢) ol ¢ est une forme
précanonique telle que F'¢p = M’ obtenue par hypothese d’induction.

— Sinon, nécessairement n # 0 et, en notant k le plus grand indice tel
que M (0,k) # 0, la matrice M est de la forme

M = (M'@(n-1))o(M™®(n—k))o(1eM)o(M°®(m-1))

ot M est la matrice de taille m x n définie par M'(0,k) = M(0,k)—1
et sur tous les autres indices 4, j par M’ (i, j) = M (i, ). La matrice M’
est donc de cardinal |M'| = |M]— 1. On en déduit que M = F(Wy¢)
oll ¢ est une forme précanonique telle que F¢ = M’ obtenue par
hypothese d’induction. O

La propriété précédente nous fournit un algorithme pour construire une
forme précanonique a partir d’'une matrice. Informellement I'exécution de cet
algorithme sur une matrice M : m — n consiste a énumérer les coefficients
non nuls de la premiére colonne, par ordonnée k décroissante, en écrivant, pour
chaque telle ordonnée k, M (0, k) fois W. Une fois la premieére colonne énumé-
rée, on écrit H et on énumere la deuxiéme colonne et ainsi de suite. Apres avoir
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énuméré la derniére colonne, on écrit n fois F, puis Z. Le mot ainsi obtenu par
I'exécution de 'algorithme sera une forme précanonique dont l'interprétation
est la matrice M. On peut de plus constater que cette forme précanonique est
une forme canonique.

Remarque 4.9. Nous avons volontairement gardé un énoncé plus faible que la
démonstration qui est faite ici, car il nous suffit. On peut en déduire que toute
matrice est I'image d’une forme canonique de la facon suivante. Par la Pro-
priété 4.8, toute matrice M est I'image par F' d’un morphisme ¢ de B. Or, par
la Propriété 4.6, le morphisme ¢ est équivalent & une forme précanonique ¢’ et,
par confluence du systéme de réécriture (4.1) et le Lemme 4.4, il est équivalent
& une forme canonique ¢”. La Propriété 4.1 nous assurant que les images par F
de deux morphismes équivalents sont égales, on en déduit que toute matrice M
est I'interprétation d’une forme canonique.

Les formes canoniques étant explicitement décrites (4.2), il est intéressant de
remarquer que 'algorithme fourni par la propriété précédente est le seul possible
pour construire une forme canonique dont I'image est une matrice M donnée.
On en déduit que

Propriété 4.10. Le foncteur F/= est fidéle.

Démonstration. Soient f,g : m — n deux morphismes de B tels que l'on ait
(F/=)f = (F/=)g. Par définition du foncteur F/=, pour tous morphismes
¢ :m — nety: m — nde B, qui sont respectivement dans les classes
d’équivalence par = des morphismes f et g, et il existe de tels morphismes, on a
F¢ = F. Par la Propriété 4.6, le morphisme ¢ est équivalent a une forme préca-
nonique ¢’ et, par confluence du systéme de réécriture (4.1) et par le Lemme 4.4,
il est équivalent & une forme canonique ¢”. De méme, le morphisme v est équi-
valent & une forme canonique 1”. Par le Lemme 4.1, les images par F' de deux
morphismes équivalents de B sont égales. On a donc F'¢” = Fi”. Par la re-
marque précédente, les deux formes canoniques ¢” et 10" sont nécessairement
égales, donc ¢ = 1, et on a finalement f = g. O

Les catégories B et Mat(N) sont donc isomorphes, soit encore

Théoréme 4.11. La catégorie Mat(N) est présentée par la théorie monoi-
dale *B.

Remarque 4.12. Notons que, par le théoreme précédent, le 1-polygraphe des
formes précanoniques et des relations (4.1) fournit une sorte de présentation
alternative des matrices a coeflicients dans N dans le sens ou les morphismes de
0 — 0 dans m — n sont en bijection avec les matrices de taille m x n. Cependant
cette présentation est moins satisfaisante que celle fournie par 8, car d’une part
elle est infinie et d’autre part elle ne fournit pas de moyen direct de composer
les matrices ainsi présentées.

Remarque 4.13. D’autres notions de formes (pré-)canoniques sont bien siir uti-
lisables pour mener a terme la preuve du Théoréme 4.11. En particulier, il est
possible de remplacer le constructeur W”7" dans la forme précanonique que
nous avons donnée par un constructeur W;”;~", ou W7 "¢ est défini pour tout

morphisme ¢ : m — n par

(®u®(n—1-j))o(y;@(n—j))o(l@d)o(y ' @(m—1i))o(i®de(m—1-i)
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Graphiquement,

Si cette notion de forme précanonique a l'intérét d’étre invariante par dualité
(c’est-a-dire par symétrie horizontale), nous ne ’avons pas choisie car elle ame-
nait & des développement plus longs : il y a plus de régles de réécriture pour
définir les formes canoniques et plus de cas a traiter dans les preuves.

4.1.2 Présentation des relations

La catégorie FRel a pour objets les entiers n et pour morphismes entre deux ob-
jets m et n les relations entre ces deux ensembles, c’est-a-dire les sous-ensembles
R dem x n.

Nous définissons une relation d’équivalence = sur les entiers naturels par

man ssi m=0 ssi n=0

Une relation R : m — n peut étre vue comme une fonction R : m x n — (N/x),
ou R(i,7) = 0 si et seulement si (¢,j) € R dans la représentation initiale :
la catégorie FRel est isomorphe & la catégorie quotient Mat(N)/~ ou deux
matrices M : m — n et N : m — n sont équivalentes par la relation = lorsque
pour tous indices ¢,j, on a M(i,j) = N(i,j) (on vérifie aisément que cette
relation d’équivalence est une congruence monoidale). La catégorie Mat(N) peut
donc étre écrasée dans la catégorie FRel par le foncteur F' qui est I'identité sur
les objets et & toute matrice M associe la relation M /~. Réciproquement, la
catégorie FRel peut étre plongée dans la catégorie Mat(N) par le foncteur fort
fidele G qui est l'identité sur les objets et a toute relation R : m — n associe la
matrice GR : m — n définie par

GRG.j) = {1 si R(4,7),

0 sinon.

Le foncteur est fort car si I'image par G de l'identité est bien I'identité, I'image
G(R2 o Ry) de la composée de deux relations R; et Ry n’est pas égale a la
composée des images par G des relations mais on a seulement ’équivalence

G(R2 o Rl) ~ GR2 o GR1
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Nous notons R*, R", R%, R®, R les quotients respectifs des morphismes M*,
M", M?, M¢ et M" de Mat(N).

Propriété 4.14. L'objet (1, R*, R", R’ R, R") est une bigébre bicommutative
qualitative dans FRel.

Démonstration. La catégorie FRel étant obtenue comme un quotient de la ca-
tégorie Mat(N), la Propriété 4.1 nous assure que les morphismes munissent
I'objet d’une structure de bigebre bicommutative. De plus la suite d’égalités

1
ReoR = (1 1) (1) — (2~ (1) =1
montre que cette bigebre est qualitative. O

Nous allons montrer que la catégorie monoidale stricte FRel est présentée
par une théorie monoidale SR des bigebres bicommutatives qualitatives. Notons
R =R /= la catégorie monoidale stricte générée par cette théorie. La preuve
peut étre faite en adaptant légerement la preuve de la section précédente : les
formes précanoniques sont les mémes mais on ajoute la regle

wmnorw e S wmon (4.3)
au systéme de réécriture (4.1) qui reste normalisant.

Lemme 4.15. Pour tout morphisme ¢ : m — n, si ¢ peut étre réécrit en un
morphisme 1 : m — n en utilisant la régle (4.3) alors ¢ = ).

Démonstration. Pour tout morphisme ¢ : m — n, on a les équivalences

WiWs¢p =
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= Wi
O

Notons =, la plus petite congruence monoidale engendrée sur les morphismes
de B par la loi des bigebres qualitatives (3.21) de sorte que l'on ait

R =~ B/, (4.4)

La catégorie FRel pouvant étre obtenue comme un quotient de la catégorie
Mat(N) par la congruence monoidale =, le foncteur F/= : B — Mat(N) de la
section précédente induit un foncteur G : B — FRel qui est lui aussi plein. La
Propriété 4.14, nous assurant que 'objet (1, R*, R", R’ Re, RY) est une bigebre
qualitative dans FRel, par I'équation (4.4) ce foncteur induit & son tour un
foncteur plein H : R — FRel. Le systeme de réécriture obtenu en ajoutant la
régle (4.3) est normalisant ce qui permet de s’assurer que le foncteur H est fidele.
En effet, il est aisé de constater que les formes normales de ce systémes sont
précisément les matrices dont les coefficients sont 0 ou 1 qui sont en bijection
avec les relations en vertu des remarques du début de la section.

Théoréme 4.16. La catégorie FRel est présentée par la théorie équationnelle
monoidale R des bigébres bicommutatives qualitatives.

4.1.3 Présentation des matrices a coeflicients dans Z

Nous étendons ici les résultats de la Section 4.1.1 en donnant une présentation
de la catégorie Mat(Z) qui est la théorie monoidale dont les morphismes M :
m — n sont les matrices de taille m x n a coefficients dans Z. Le morphisme
M? : 1 — 1 est défini par M7 = (—1) et les morphismes M*, M", M% M¢® et
M?” sont définis de fagon similaire a la Section 4.1.1.
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Propriété 4.17. L'objet (1, M*, M", M M, M7, M?) est une bigébre de Hopf
bicommutative avec antipode comonoidale dans la catégorie monoidale Mat(Z).

Théoréme 4.18. La catégorie Mat(Z) est présentée par la théorie des bigébres
de Hopf bicommutatives avec antipodes comonoidales $).

La preuve du théoréme peut étre faite en étendant la preuve faite a la
Section 4.1.1. Nous ajoutons & la définition des formes précanoniques les mor-
phismes de la forme S]*7"¢ définis par

st =

ou ¢ est une forme précanonique et le systéme de réécriture définissant les formes
canoniques a partir des formes précanoniques est enrichi des régles

Hm—ngm—n S SmT("""l)HmHTl
— —
Wm—ngm=in —
Szn—ms;_n—m — Sjm*"Sim*" lorsque i < j
Szm—mwjm—m _— WJT”_”‘SZ”_W lorsque ¢ < j
W gmon — Smonyymon lorsque ¢ < j

Le identités de la Propriété 3.41 permettent alors de vérifier que tout morphisme
de la catégorie monoidale générée par la théorie équationnelle monoidale $) est
égal a une unique forme canonique, montrant ainsi le Théoréme 4.18.

4.2 Présentation d’une sémantique de jeux

4.2.1 Logique propositionnelle du premier ordre

Nous nous intéressons dans cette section a la modélisation par une sémantique
de jeux d’un fragment de la logique propositionnelle du premier ordre. En parti-
culier, il nous a semblé intéressant d’étudier, a travers cette sémantique, les dé-
pendances causales engendrées par les connecteurs du premier ordre. Nous avons
tenté de simplifier le plus possible notre étude en nous restreignant au fragment
sans connecteurs de la logique. Nous verrons que ce faisant nous n’avons cepen-
dant pas rendu notre étude triviale et qu’une structure de dépendances riche
est déja capturée.
Nous supposons fixé un langage du premier ordre, c’est-a-dire

1. un ensemble de symboles propositionnels P, @), ... d’arités données,

202



4.2. Présentation d’une sémantique de jeur 203

2. un ensemble de symboles de fonctions f, g, ... d’arités données,
3. un ensemble de variables du premier ordre x,y, . ..

Les termes t et les formules A sont respectivement générés par les grammaires
suivantes :

t u= x| f(t...,1) A o= Pt,....,t) | Y2.A | Tz.A

ou les applications des propositions et des fonctions sont toujours supposées res-
pecter les arités. Les formules sont considérées modulo renommage des variables
(encore appelé a-conversion) et la substitution A[t/z] d’une variable libre « par
un terme ¢ dans une formule A est définie de la fagon habituelle, en évitant les
captures de variables.

Nous allons considérer la logique associée a ces formules dans laquelle les
preuves sont générées par les regles d’inférence décrites ci-dessous. On sup-
pose fixé un ensemble Ax de couples (P(t1,...,tm), Q(t},...,t,)) de proposi-
tions, appelés azxiomes, tel que cet ensemble est réflexif, transitif et est clos par
a-conversion et substitution.

A[t/z]l—B(v L) AFB (VR)
Ve.AFB AFvVaB
(avec x non libre dans A)
AFB AF B[t
=~ _(3L) J(H—R)
Jx. A+ B AF3dz.B

(avec x non libre dans B)

(P(tl,...7tm),Q(t’1,...,t;))eAx(A) AFB  BFRC
P(ty,...,tm) FQ(t),...,t) * AFC

(Cut)

4.2.2 Sémantique de jeux

Afin de comprendre la nature des dépendances dont la sémantique de jeux que
nous allons introduire rendra compte, remarquons que les transformations de
preuves suivantes sont possibles. Une preuve

0
T'A B,A
' AVy.B,A
I'-Va. A Vy.B, A

(V-R)

(V-R)

peut toujours étre transformée en une preuve

0
I'tA,B,A
I'Vz.A B, A
I'-Va. A Vy.B, A

(V-R)

(V-R)

et ces deux preuves ne different que par ’ordre introduction des quantificateurs
universels : on a « permuté » les deux reégles introduisant ces connecteurs. Cet
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ordre semble donc étre un artéfact introduit par la formalisation de la preuve
en calcul des séquents et n’est pas véritablement important si I’on veut appré-
hender la preuve elle-méme. C’est pourquoi nous souhaiterions pouvoir travailler
modulo la commutation de ces regles, ce qui permettrait intuitivement de repré-
senter des preuves qui introduisent plusieurs connecteurs simultanément comme

T
I'HA B,A
I'FVz. A Vy.B, A

dans l'esprit des sémantiques asynchrones développées précédemment. Cette
preuve correspond en effet & pouvoir introduire les deux connecteurs I'un apres
lautre ou l'autre apres 'un et ces deux séquences d’utilisations de regles d’in-
troduction ne different que par une permutation d’instances indépendantes des
regles d’introduction. Elles vont donc induire une tuile

TN,
WA

dans la stratégie associée a la preuve dans sémantique de jeux que nous allons
définir, ou les transitions m et ¢ représentent l'introduction du connecteur Vx
et les transitions n et p représentent l'introduction du connecteur Vy.

De méme, on peut toujours effectuer les transformations

™ ™
U= Alt/x], B[t' /y], A ER) U= Alt/x], BIt'/y], A ER)
'+ Alt/z],3y.B, A ER) I'+3z.A,B[t'/y], A ER)
T+ 3z.A,3y.B, A i T+ 3z.4,3y.B, A i
et
i ™
T+ Alt/x], B,A V-R) I+ Aft/xz], B,A R
T+ Alt/z],Vy.B,A" aR) TF32.A,B,A (V-R)
I+ 32.4,Vy.B, A i L+ 3z.A4,Vy.B,A
La transformation
i i
T+ A, B[t/y],A T+ A, B[t/y],A
I'HA,3 BAG_R) [+Vz.A, B A(V_R)
,Jy.B, (VR) z.A, Blt/y], ER)

I'FVvz. A Jy.B, A I'-Va. A, Jy.B, A

est plus subtile, car il n’est possible de la faire que lorsque le terme ¢ n’a pas
la variable  comme variable libre. C’est pour cela que nous allons considérer
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qu’une preuve fait dépendre un connecteur existentiel d’un connecteur universel
lorsque le témoin fourni pour introduire le connecteur existentiel a la variable
quantifiée par le connecteur universel comme variable libre, et que ces dépen-
dances sont les seules significatives.

Ainsi, nous allons interpréter les formules par des jeuzr dont les coups cor-
respondront aux connecteurs, avec une polarité positive pour les connecteurs
existentiels et une polarité négative pour les connecteurs universels. Ces coups
seront ordonné dans le jeu, cet ordre correspondant & l’ordre d’exploration im-
posé par la formule. Les preuves seront quant a elles interprétées par des straté-
gies, c’est-a-dire des ordres partiels sur les coups du jeu compatibles avec 'ordre
imposé par le jeu, indiquant les dépendances d’un connecteur existentiel sur un
connecteur universel tel que nous ’avons expliqué.

Définition 4.19 (Jeu). Un jeu A = (Ma,<a,~a,Aa) est une structure d’évé-
nements (Mg, <4, 4) équipée d’une fonction Mg : M4 — {—1,+1} qui & tout
coup m de M4 associe une polarité.

Dans la suite, nous nous restreindrons a des jeux dont la relation d’incom-
patibilité est vide. Si A = (My,<a,Aa) et B = (Mp,<p,Ap) sont deux jeux,
leur produit tensoriel est défini par

Magp = MaWMp, Mg =Aa+Ap et <agp=<aU<p
Le dual A* d’un jeu A est le jeu défini par
A* = (Ma,—Xa,<a)
et finalement, le jeu fleche A — B est défini par
A—-oB = (A®B")"

Un jeu est dit filiforme lorsque 'ordre partiel sous-jacent est total.

Deux ordres partiels < et <’ sur un ensemble M sont compatibles lorsque
leur union < U <’ (en tant que relations) est encore un ordre partiel, c’est-a-dire
est acyclique.

Définition 4.20 (Stratégie causale). Une stratégie causale o : A est un ordre
partiel <, sur les coups de A qui

1. est compatible avec I'ordre du jeu,

2. vérifie pour tous coups m,n € My,

m<,n implique Aa(m)=—-1 et Aa(n)=+1. (4.5)

La taille |A| d’un jeu A est le cardinal de I'ensemble M4 des coups et la
taille |o| d’une stratégie o est le cardinal de I’ensemble

{(mn) e MaxMs | m<,n}

Sioc:A—o BetT: B —o C sont deux stratégies, leur composée 7o : A — C
est la stratégie < _,c définie comme la restriction a ’ensemble M4 ¢ de la
cloture transitive de I'union <, U <, des ordres partiels <, et <, considérés
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comme des relations. La stratégie identité id4 : A —o A sur un jeu A est la
stratégie telle que (m — A) <jq, (A — m) si m est un coup Joueur et telle
que (A —om) <iq, (m —o A) si m est un coup Opposant. Il peut étre aisément
vérifié que pour toute stratégie 0 : A — B,ona coidy =0 =idgoo.

La composition étant définie dans la catégorie des relations, il nous faut vé-
rifier que la composée de deux stratégies o et 7 est bien une stratégie. Il peut
étre facilement constaté que la seconde condition (4.5) de la définition des stra-
tégies est préservée par composition. Il est cependant plus difficile de montrer
que la relation <,g, correspondant a la stratégie composée est bien un ordre
partiel. Une preuve directe de cette propriété est longue et combinatoire; elle
consiste a raisonner par ’absurde, et a extraire un cycle dans I'une des straté-
gies o ou 7 a partir d’'un cycle minimal de la stratégie composée. Plutét que
de formaliser cette preuve, nous nous accommodons provisoirement de straté-
gies qui contiennent potentiellement des cycles et définissons la catégorie Jeux
comme la plus petite catégorie dont les objets sont les jeux filiformes finis et
dont les morphismes entre deux objets A et B sont définis comme les plus petits
ensembles contenant les stratégies o : A — B et clos par composition (en tant
que relations). Nous déduirons au Corollaire 4.30 que les stratégies sont en réa-
lité les seuls morphismes de la catégorie, c’est-a-dire que la composée de deux
stratégies est une stratégie.

Pour tous jeux A et B, nous notons A © B le jeu défini par

Myep = My W Mp AeB = A4+ A

et par l'ordre partiel <ggp sur 'ensemble de coups Magp défini comme la
cloture transitive de la relation

<aU<pU{(a,b) | a€eMs e beMp}

Cette opération est étendue en un bifoncteur sur la catégorie Jeux de la fa-
gon suivante. Si 0 : A — B et 7 : C — D sont deux stratégies, la stratégie
c@T7:AC — B D est définie comme 'ordre partiel

SO’@T = <;U<Z,

Ce bifoncteur induit une structure de catégorie monoidale (Jeux, @, I) sur la
catégorie Jeux, ou I dénote le jeu vide.

En notant O le jeu réduit & un coup Opposant et P le jeu réduit a un coup
Joueur, il est aisé de constater que les jeux filiformes A sont générés par la
grammaire

A == 1 | OeA | PeA

Un jeu X1 ©---9 X,, ©1 ou les X; sont soit O soit P sera dit de taille n et
représenté graphiquement horizontalement, de droite & gauche, par

X, X,

De méme, une stratégie o : A — B sera représentée graphiquement en dessinant
une ligne orientée d’un coup m a un coup n lorsque m <, n. Par exemple la
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stratégie u”’ : P @ P — P, représentée par

P P

\T/

r

est la stratégie sur le jeu (O © O)® P dans laquelle les deux coups Opposant de
la composante de gauche justifient le coup Joueur de la composante de droite.
De méme, I'unique stratégie e’ : P — I est représentée par

P

!

Avec ces conventions, nous introduisons a la Figure 4.1 des notations pour cer-
tains morphismes de la catégorie.

Une formule A est interprétée dans notre modele par un jeu [A] défini par
induction par

[Pl=1 [vz.A]l=0e[4] [3z.4] = Pe[A]

Une preuve m : A F B est interprétée par une stratégie o : A — B. L’ordre
partiel correspondant <, est défini comme suit. Pour tout coup Joueur m in-
terprétant une quantification introduite par une regle

Alt/y] F B At Bt/y]
wArp W) ou FTEET R

et tout coup Opposant n interprétant une quantification introduite par une regle

AFB AFB

_ —” _(V-R — (3L
ArvepR o oG

la stratégie impose une dépendance causale m <, n lorsque la variable z, liée
par la quantification correspondant au coup n, est libre dans le terme t. Cette
relation <, est un ordre partiel, car la preuve est un arbre de dérivation. Elle
définit donc bien une stratégie.

Ezxemple 4.21. Une preuve

PraiE™ |

PF3z2.0Q
Jy.P+ 32.Q
Jx.Jy. P+ 32.Q
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P P
P OP
ptoo= \\r/ 1 AN
P P @)
o = ?
P
P O P
T
P P
P
ef = i
P P O P
AP _ AOP _
P P P @)

Générateurs de la théorie équationnelle &.
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sera respectivement interprétée par les stratégies

R

lorsque I’ensemble des variables libres de ¢ est respectivement {z,y}, {z}, {y}
et 0.

Lorsque I'ensemble Ax d’axiomes est assez riche, toute stratégie est défi-
nissable, c’est-a-dire qu’elle est l'interprétation d’une preuve. Supposons que
I’ensemble des variables soit dénombrable. Supposons de plus qu’il existe un
symbole propositionnel unaire I, permettant de voir tout terme ¢ comme une
proposition I(t) que nous noterons simplement ¢, et que ensemble des proposi-
tions contienne deux propositions 0-aires T et L et soit clos par conjonctions et
disjonctions formelles : si P(x1,...,2,) et Q(y1,-..,Ym) sont des propositions
alors P(21,...,n) ANQY1,- -, Ym) €t P(z1,...,2)VQ(Y1,-- ., Ym) aussi. Nous
définissons alors un ensemble Ax d’axiomes comme le plus petit ensemble de
paires de propositions, qui soit réflexif et transitif et tel que :

e pour toute proposition P,

— (P, T) € Ax,
- (L, P) € Ax,

e pour toutes propositions P, P; et P,

—si (P, Py) € Ax et (P, P;) € Ax alors (P, P, A P) € Ax,
—si (P, Py) € Ax ou (P, P;) € Ax alors (P, P, V P,) € Ax,
— si (P, P) € Ax ou (P, P) € Ax alors (P A Py, P) € Ax,
— si (P1,P) € Ax et (P, P) € Ax alors (Py V P, P) € Ax.

(par souci de concision, nous avons omis de mentionner les arguments des pro-
positions). Par le Théoréme 4.29 de présentation dont nous allons donner la
preuve, il suffit pour montrer que toute stratégie est définissable de montrer que
les stratégies de la Figure 4.1 sont définissables. Les stratégies u et n sont
par exemple les interprétations respectives des preuves

Ny aay )

x x

y Y (3R

rAyFdz.z
(3-L) ——(A¥)
Jyx Ayt Jz.z THT
(3-L) et ——(3-R)
dr.dy.x Ayt Jz.z TFdzx

les stratégies 7 et ef sont les interprétations respectives des preuves

—(A
xeAx( %)
rhHdzoz Az

F3y.3zy A
i e A (L) et ——(31)
de.x b Jdy.dzy Az de.x BT

(3R)

(3-R)
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t €OP

les stratégies n°F e sont les interprétations respectives des preuves

— (A —(A
TFJS\/(:C\/T)( X)(HR) x/\(x/\J_)FJ_( X)(VL)
THdyxVy i VYyx ANyt L i

(V-R) et (3-L)
ThHVrdyaxVy JxVyxAybE L

oP

les stratégies v* et vOF sont les interprétations respectives des preuves

—(Ax) —(Ax)
cAyFx Ay (3-R) TAzFxT Az (3-R)
rAyF3IttAy i TAzF3ttAz
(3-R) (V-L)
Ay JzIttAz (3L) Vyx AykF JttAz (3-L)
Jyx Ayt dz3tt Az ) deVyx Ay FENAz i
(3-L) et (V-R)
JrJyax Ay Iz IFtAz JxVyax AybEVz. 3t Az

ete. Etant donnée une stratégie, il n’y a pas nécessairement unicité de la preuve
dont elle est 'interprétation. En particulier, comme nous l'avons expliqué en
introduction de cette section, deux preuves ne différant que par l'ordre d’intro-
duction de certains connecteurs successifs sont identifiées dans la sémantique.
Dans ce qui précede, nous aurions bien siir tout aussi bien pu prendre I’ensemble
contenant toutes les paires de propositions comme ensemble d’axiomes. L’en-
semble Ax que nous avons défini ci-dessus montre cependant que le résultat de
définissabilité peut étre obtenu avec un ensemble d’axiomes raisonnable et en
particulier cohérent : avec I’ensemble Ax tel que nous I'avons défini, il existe un
séquent qui n’est pas prouvable (le séquent T F L), ce qui n’aurait pas été le
cas avec I’ensemble d’axiomes trivial.

Remarque 4.22. Nous aurions bien stir pu présenter ’ensemble d’axiomes que
nous avons décrit sous forme plus logique, par un calcul de séquent dans lequel
les connecteurs sont restreints aux formules qui sont des propositions.

4.2.3 Présentation de la sémantique de jeux

Définition 4.23 (Théorie équationnelle monoidale des jeux). La théorie équa-
tionnelle monoidale des jeuz est la théorie équationnelle & avec

e deux générateurs des objets : O et P,
e les treize générateurs des morphismes représentés Figure 4.1,
e les relations imposant que

— (0, u®,n°,69,£9,79) soit une bigebre bicommutative qualitative

— les morphismes Joueur soient les adjoints des morphismes Opposants
dans le sens ot les égalités de la Figure 4.2 sont vérifiées.

La catégorie monoidale stricte générée par la théorie & est notée G = G/= oun
G est la catégorie monoidale stricte générée par la signature sous-jacente a &.
Nous notons F' le foncteur d’oubli évident F' : G — Jeux.
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P mp P Vi P P
P P P P P P
P P
P P
P P P P

| | M
P 0 P 0
P P P

FIGURE 4.2 : Le Joueur est le dual a gauche de ’Opposant.
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Remarque 4.24. Les générateurs pt, nt, 67, P, 4 et vOF sont superflus dans
cette présentation. Les preuves auraient cependant été bien plus complexes si

nous ne les avions pas introduits.
Propriété 4.25. En utilisant les notations de la Définition 4.23, on a :

o lobjet (P, u*,n", 07, el 4T est une bigebre bicommutative commutative ;

e les égalités de Yang-Baxter

) /
RV

%

SNENNS

sont vérifiées lorsque (X,Y, Z) est (0,0,0), (0,0, P), (O, P, P) ou (P, P, P) ;

e les égalités
O P P O P P 0] O P @) O P
g : i et \;% : f
P O P O P 0] P 0]
sont vérifiées, ainsi que les égalités duales pour les comultiplications ;

o les égalités

sont vérifiées, ainsi que les égalités duales pour les counités;
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e les égalités

r O O

sont vérifiées, ainsi que les égalités duales pour les unités des objets duaux.

Remarque 4.26. Une algebre de cette théorie dans Cat est la donnée d’une
catégorie C et de deux endofoncteurs O et P sur C qui sont en particulier tels
que

e P est 'adjoint a gauche de O,

e P et O sont tous deux des monades et des comonades avec des structures
compatibles (parfois appelées des monades de Hopf)

et munis de lois distributives de P sur P, de O sur O et de O sur P.

Propriété 4.27. Les objets O et P de la catégorie Jeux munis des morphismes
définis a la Figure 4.1 forment un modéle de la théorie &.

Pour montrer que la théorie ® présente la catégorie Jeux. Nous étendons
encore une fois la preuve de la Section 4.1.1. Les escaliers sont maintenant définis
par induction par

est

ou ou

P

Notons que pour un objet A donné, il n’existe pas nécessairement d’escalier
YA P®A— A® P, plus précisément il n’en existe que si A ne contient que
des coups Joueur P. Dans la suite, nous supposerons bien siir implicitement que
tous les escaliers que nous introduisons existent.
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Les formes précanoniques sont définies par induction de facon similaire & la
Section 4.1.1. L’'unique morphisme Z : I — I est une forme précanonique. De
plus, si ¢ : A — B est une forme précanonique alors

HgaBd): ? et Hég)ng: ?
0 P

sont des formes précanoniques,

0 P
S e O S o e

sont des formes précanoniques,

W,L-A_)B¢ —

est une forme précanonique,
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est une forme précanonique, ainsi que

P ;

Le systéme de réécriture définissant les formes canoniques est le systéme (4.1)
et (4.3) des relations auquel on ajoute les régles suivantes :

H}z?—)BwAeB : W‘iﬁ(X®B)HA—>B
H(Y®A)—>BEA~>B s Eéﬁ(XQ@B)HAHB
WAHBWA”B = W]AHBWAHB lorsque i < j
WA—)BwA—)B s WA—>B
HA—BAA-B AA%(X®B)HA—>B
AA—)BWf4—>B s WA—>BAA—>B
? J
AAHBAA”B = AAHBA;“HB lorsque 7 < j
AA%BAAaB s AA—B
EA%BBAHB s E;;?%B
BA*)B WA—)B — WA—=BpRBA—=B
7
BA*BBA*B —  BA7BpA-B lorsque i < j
BA—>BBA—>B : BA—>B
3 7 7
B£4—>BA34—>B s Af—>BBZA—>B

ou les objets X et Y sont soit O soit P. On peut vérifier de méme qu’a la Sec-
tion 4.1.1 que ce systeme est normalisant et que deux morphismes convertibles
par ce systéme de réécriture sont équivalents. Les formes canoniques sont les
formes précanoniques de la forme

Win oo WinAjn oo AnE- v Wi - Wadj - ApE
kn 1 In 1 k1 17 1 (46)
"Bh:l’ "'BhPH"'Bhl BthZ
mp 1 mi 1

avec
e pour tout entier r tel que 1 < r < k,, izp >.> 4,
e pour tout entier r tel que 1 < r <1, jl’; > ... > g0
« pour tout entier r tel que 1 < r < m,,, hfp > ... > W

Propriété 4.28. Toute stratégie 0 : A — B est l'interprétation d’un morphisme
¢:A— B deg.

Démonstration. Par induction sur le triplet (|A],|o],|B]).

e Si A= B =1 alors o est 'image de la forme précanonique Z.

215



4.2. Présentation d’une sémantique de jeux

e SiA=Tet B=X®B’, ot X est P ou O, alors on distingue deux cas.

— Si aucun coup ne dépend de X dans la stratégie, cette stratégie est
I'image d’une forme précanonique H%75 /qb, ou ¢ est une forme préca-
nonique, obtenue par hypotheése d’induction, représentant la stratégie
o' : I — B’ obtenue en restreignant o au codomaine B’, et donc telle
aue |o’] = |o].

— Sinon, notons ¢ I'indice dans B du coup d’indice minimal dépendant
de X dans la stratégie. La stratégie est alors 'image d’une forme
précanonique B 7B, oul ¢ est une forme précanonique, obtenue par
hypotheése d’induction, représentant la stratégie o’ : I — B obtenue
a partir de ¢ en enlevant la dépendance du i-eme coup de B sur le
premier coup de B, et donc telle que |o'| < |o].

e SiA=X®A, ou X est Pou O, alors on distingue deux cas.

— Si aucun coup ne dépend de X dans la stratégie, cette stratégie est
I'image d’une forme précanonique E)“{HBQS, ou ¢ est une forme préca-
nonique, obtenue par hypothese d’induction, représentant la stratégie
o' : A — B obtenue en restreignant ¢ au domaine A’.

— S’il existe un coup de A dépendant de X, notons i 'indice dans A d’un
tel coup d’indice minimal. La stratégie est alors 'image d’une forme
précanonique AA7B¢, ot ¢ est une forme précanonique, obtenue
par hypothése d’induction, représentant une stratégie o’ : A — B,
obtenue par hypotheése d’induction, représentant la stratégie o’ : A —
B obtenue a partir de ¢ en enlevant la dépendance du i-eme coup de
A sur le premier coup de A, et donc telle que |o’| < |o].

— Sinon, il existe un coup de B qui dépende du coup X. Notons i I’indice
dans B d’un tel coup d’indice minimal. La stratégie est alors 'image
d’une forme précanonique WA7E¢, ol ¢ est une forme précanonique,
obtenue par hypothése d’induction, représentant la stratégie o’ : A —
B obtenue a partir de o en enlevant la dépendance du i-éme coup de
B sur le premier coup de A et donc telle que |o’| < |o]. O

La preuve de la propriété précédente construit, a partir d’une stratégie o,
un morphisme ¢ de la catégorie G dont ¢ est 'image. Connaissant la forme
générale (4.6) des formes canoniques, il est facile de vérifier que les morphismes
ainsi construits par notre preuve sont toujours des formes canoniques. De plus,
on peut montrer sans trop de difficultés (mais de fagon fastidieuse) que cette
forme canonique ¢ est la seule dont 'image soit la stratégie o, établissant ainsi
une bijection entre les stratégies de la catégorie Jeux et formes canoniques de
G. On peut alors en déduire le théoréeme de présentation de la catégorie de jeux :

Théoréme 4.29. La catégorie monoidale stricte Jeux est présentée par la théo-
rie équationnelle monoidale des jeux & introduite a la Définition 4.23.

En particulier, on peut immédiatement en déduire que
Corollaire 4.30. La composée de deux stratégies est une stratégie.

Le Théoreme 4.29, au dela de révéler la structure algébrique de notre caté-
gorie de jeux, a été d’une grande importance technique pour mener a bien, et de
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fagon simple, nos preuves. En effet, ce théoréme montre que le foncteur d’oubli
F : G — Jeux est un isomorphisme, ce qui a deux conséquences. Le fait que ce
foncteur soit plein nous a permis, pour montrer que les stratégies sont définis-
sables, de nous restreindre a montrer que les générateurs sont définissables. Le
fait qu’il soit de plus fidéle nous a permis de déduire au Corollaire 4.30 que les
stratégies composent : comme nous ’avons expliqué a la Section 3.3, la présenta-
tion permet de passer d’une formulation externe (les stratégies sont des relations
qui vérifient certaines propriétés, de ne pas créer de cycle avec le jeu en particu-
lier) & une formulation interne (le polygraphe engendre toutes les stratégies et
n’engendre qu’elles), nous dispensant ainsi de montrer la compositionalité des
criteres externes.

Remarque 4.31. La présentation que nous avons donnée permet d’envisager
des variantes de la sémantique de jeux. Par exemple, les dépendances causales
rendent compte de 'utilisation, par un quantificateur existentiel, d’'une variable
universellement quantifiée. On aurait pu vouloir aussi modéliser combien de fois
chaque variable est utilisée. Ceci reviendrait a passer de stratégies qui sont des
relations polarisées a des stratégies qui sont des matrices a coefficients entiers
polarisées, c’est-a-dire du point de vue de la présentation a ne plus imposer aux
bigebres d’étre qualitatives.

4.2.4 Stratégies causales et stratégies asynchrones

Tout jeu causal A induit un jeu asynchrone, défini comme le graphe de transi-
tions généré par 'ordre partiel du jeu, et de méme une stratégie causale o : A
induit une stratégie ingénue sur le jeu asynchrone associé a A. Les seules dé-
pendances imposées par une stratégie causale étant d’un coup Opposant sur un
coup Joueur, la stratégie asynchrone correspondante sera fortement courtoise.
On peut ainsi construire un foncteur monoidal U de la catégorie Jeux dans la
catégorie des jeux asynchrones finis et des stratégies ingénues, non vides, closes
par préfixe et fortement courtoises. Pour toute paire de jeux causaux filiformes
finis A et B, I'image par U des stratégies causales o : A — B est précisément
I’ensemble des stratégies de UA — UB qui atteignent la position maximale
du jeu. Le foncteur U n’est pas fidele, car il oublie les situations d’adjonction.
Par exemple, considérons le jeu A contenant un coup Opposant m et un coup
Joueur n, tels que m <4 n. Les deux stratégies causales o et 7 sur le jeu I — A

définies par
SN . T

n m n m

ont la méme image par le foncteur U : les sémantiques séquentielles ne per-
mettent pas de distinguer dans la partie m - n si n dépend de m a cause du jeu
ou a cause de la stratégie. En particulier, le foncteur qui souléve un jeu par un
coup Joueur n’est pas adjoint a gauche au foncteur qui souléve un jeu par un
coup Opposant dans les jeux asynchrones.

Il est par ailleurs intéressant de remarquer que les égalités de Yang-Baxter
dans la présentation des jeux causaux sont la contrepartie de la Propriété du

217



4.2. Présentation d’une sémantique de jeux

Cube dans les jeux asynchrones. En effet, par dualité de Poincaré I’équivalence

n
r————————> T CE—>CL‘2
; / /
T ~ o Ty ———=Y3
~ — ~
T3 —>Y1 o ~ Y1
Yo——"F—>Y Yo——F—>Y

peut étre reformulée diagrammatiquement par

Ainsi, la Propriété du Cube exprime la possibilité d’avoir une dépendance tres-
e : les deux facons de passer du chemin m - o - n au chemin n - o - m sont
considérées comme égales. De méme, la condition imposant aux graphes asyn-
chrones qu’une paire de transitions consécutives  — 91 L5 2 détermine une
unique paire de transitions © —= y» — z induisant une tuile m - po n - ¢
implique que cette dépendance tressée est une symétrie : dans toute suite de
chemins passant d’un chemin m - p & un chemin o - r par les pas d’homotopie

% o m J/ o m \
7 RN £ A £ 7

yroo~ Y2~ U3 ~ Yoo~ y2 v U3 ~ yroo~ Y2~ U3
\q ql g /
P s p o p T
Y £ AqAY £ QqV
z V4 z

les chemins m-p et o-r sont nécessairement égaux, ce qui correspond, par dualité
de Poincaré, au fait que le tressage est une symétrie dans les jeux causaux.

La possibilité de construire une présentation des catégories de jeux présen-
tées dans la premiere partie de cette thése reste encore a étre investiguée dans le
détail. Une telle construction serait particulierement intéressante, car elle ame-
nerait a une reformulation interne de la structure de la causalité imposée par
critére de correction en logique linéaire.
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4.3 Présentation des ordres partiels finis

Afin de tenter d’étendre la présentation que nous avons donnée & la section
précédente a des cas plus complexes, en particulier au cas d’'une sémantique
de jeux pour des formules du premier ordre avec connecteurs, il nous a semblé
intéressant d’étudier les présentation de catégories fondées sur les ensembles
partiellement ordonnés. En effet, le jeu naturellement associé a une formule de
la forme

Ve Ny.P(z,y) A (F2.Q(2) V 3t.R(t))

n’est plus une suite linéaire de coups polarisés mais un arbre de la forme

YV

Yy 3z ¢t
/

qui induit un ordre partiel sur les coups du jeu, et une stratégie est un morphisme
entre deux tels arbres, c’est-a-dire une fagon de transformer un arbre en un autre.
Afin de pouvoir appréhender la structure algébrique de ces objets, nous avons
étudié les présentations de catégories contenant ce type de structure.

4.3.1 Présentation des ordres partiels finis

On rappelle que FinPOSet est la catégorie des ensembles finis partiellement
ordonnés et fonctions croissantes. Le foncteur d’oubli U : FinPOSet — FinSet
admet un adjoint a gauche F' : FinSet — FinPOSet, qui munit tout ensemble
de l'ordre partiel discret, et nous permettra dans la suite de considérer implici-
tement un ensemble comme un ensemble partiellement ordonné.

Définition 4.32. Introduisons la bicatégorie bFPS. Elle a pour objets les en-
tiers naturels n € N, un morphisme 7 : m — n est un diagramme

(E™,<7)
m n
dans FinPOSet formé
o d’un ensemble fini partiellement ordonné (E™, <™),

e d’une injection s™ : m — E™ de m dans les éléments minimaux de 1’ordre
partiel,

e d’une injection t™ : m — E™ de n dans les éléments maximaux de 1’ordre
partiel.
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La composée pom : m — o de deux morphismes 7 : m — net p: n — o
est ensemble (EP°™ <P°T) défini comme un choix de somme amalgamée du
diagramme

(B™, <m) <C—n s (BP, <r)

restreint aux éléments qui ne sont pas I'image d’éléments de n. Une 2-cellule
entre deux ordres partiels paralléles est un isomorphisme d’ensembles partielle-
ment ordonnés. Nous noterons FPS la catégorie obtenue en rendant stricte la
bicatégorie bFPS. Cette catégorie est la catégorie sous-jacente d’une catégorie
monoidale stricte (FPS,®,1,7).

Un élément b d’un ensemble partiellement ordonné (E, <) est le successeur
itmmeédiat d’'un élément a si a < b et pour tout élément c tel que a < ¢ < b, on
a ¢ = b (la notion de prédécesseur immédiat est définie de fagon similaire). Les
morphismes de la catégorie FPS seront représentés graphiquement les éléments
minimaux en haut et les éléments maximaux en bas en indiquant par une ligne
les dépendances entre un élément et son successeur immédiat. Les éléments qui
ne font pas partie de la source ou du but seront représenté par un petit disque.
Ainsi le diagramme

(4.7)

représente le morphisme 7 : 1 — 2 tel que E™ = {a,b,c,d,e, f} et a < b, b < ¢,
b<d,c<e,d< f.Cetype de diagramme associé a un ordre partiel est parfois
appelé diagramme de Hasse.

Remarque 4.33. La catégorie FinRel peut-étre considérée comme une sous-
catégorie de la catégorie FPS via le foncteur fidele I : FinRel — FPS qui est
Iidentité sur les objets et a toute relation R : m — n associe ’ensemble fini
partiellement ordonné 7 : m — n défini par E™ = m Wn, pour tout élément
t€metjEemn,i <" jsietseulement si (i,5) € R, et s" : m — mWn et
t™ : m — mWn sont les injections. Les images de relations par le foncteur I sont
précisément les morphismes 7 : m — n de FPS tels que tous les éléments de
E™ sont soit dans s™(m), soit dans t™(n).

Propriété 4.34. L’objet 1 est muni d’une structure de bigebre événementielle
bicommutative (1, P*, P", P° P PY P?), ou les morphismes sont définis de
facon évidente.

Notons P8 la théorie des bigebres événementielles bicommutatives et P = P /=
la catégorie monoidale générée, ot P est la catégorie monoidale générée par la
signature monoidale sous-jacente et = est la congruence monoidale générée par
les relations de la théorie. Nous noterons

wi2—1 n:0—1 0:1—2 €:1—0 y:2—=2 c:1—1

les morphismes de P correspondant aux générateurs des 2-cellules. Nous note-
rons aussi ' : P — FPS le morphisme de bigebres évident. Pour tout entier ¢,
on note p; : i — 1 le morphisme défini inductivement par

po=mn, pmp=1 et piy1=po(l1®pu)
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De plus, pour tout entier n, si I = {i1,...,4} est une liste d’indices tels que
i1 < ... < i, <n, on note 6{L :n+ 1 — k+n le morphisme défini par induction
sur la taille k£ de I par

0 =con, st=yom-—i-1) et o =D;s

ou I = {i1 }WI’ et le morphisme D;m : m — n+1 est défini pour tout morphisme
7 :m — n et pour tout entier ¢ < n par

0|
Diﬂ' =
7
Enfin, pour tous entiers m et n et tout ensemble I = {i,...,4;} d’indices tels
que i1 < ... <1 <n, on définit le morphisme E(Im pyimAn = k + n par
By = 00 (@@n)0 (m ©n)
{1,4,4}

Par exemple, le morphisme E(3,7) peut étre représenté par

{1,4,4} o
Egny =

Un morphisme ¢ : m — n est une forme précanonique lorsqu’il est de la forme

¢ = E* o---0EN

(mg,mk) (m1,n1) °R
ou R est une relation.

Lemme 4.35. Tout morphisme ¢ : m — n de P est équivalent da une forme
précanonique.

Notons U : P — FPS le foncteur d’oubli évident, qui est 'identité sur les
objets.
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Propriété 4.36. Tout morphisme w: m — n de FPS est l'image par U d’une
forme précanonique ¢ : m — n de P.

Cette propriété peut étre prouvée de la fagon suivante. Soit 7 : m — n un mor-
phisme de FPS. Nous montrons que cet ensemble fini partiellement ordonné
est I'image d’une forme précanonique ¢ : m — n de P par induction sur le
nombre d’éléments de E™ qui ne sont pas dans la source ou dans le but de .
Nous décrivons la preuve sous forme d’un algorithme qui maintient comme in-
variant un triplet (m;, ¢;, A;) ot m; : m — m; est un morphisme de FPS et
¢; : m; — n est un morphisme de P représentant un ordre partiel dont les
éléments initiaux ont exactement un successeur (ou éventuellement ’élément
lui-méme §'il fait aussi partie du but n) tels que F¢; o m; = m. Informellement,
m; représente donc la partie du morphisme 7 qui n’a pas encore été explo-
rée par 'algorithme. La fonction \; : m; — E™ associe a tout élément de la
source de ¢; le successeur immédiat dans m de 1’élément qu’il représente. On
suppose fixée une linéarisation de 'ordre partiel 7, ¢’est-a-dire une énumération
E™ = {e1,...,e.} des éléments de E™ telle qu’il n’existe pas d’indices i et j,
avec i < j, tels que e; > e;. L’algorithme débute avec le triplet (m,n,t™). Une
étape de 'algorithme se déroulera comme suit. Supposons qu’il existe un élément
dans E™ qui ne soit pas dans la source ou dans le but de 7 et notons ey, un tel
élément d’indice k; maximal. On note p; le nombre de prédécesseurs immédiats
de ey, et ¢; son nombre de successeurs immédiats. Notons I; = {i1,...,i4} un
ensemble d’indices tels que {A;(i1),...,Ai(ig,)} est Uensemble des successeurs
immédiats de ey, (il en existera toujours un par construction). On pose alors
Mit1 = Pi + My — Qiy, Pig1 = T4 © E(I;)i’qi) tm; — net my rm — my; est
lordre partiel obtenu en enlevant de 7; I’élément ey, ainsi que ses successeurs
immédiats et ajoutant p; éléments a son but avec des dépendances évidentes. La
fonction A;yq : myp1 — E™ est la fonction induite par A; en en restreignant le
domaine & m; — ¢;, puis étendue sur le domaine p; +m; —¢g; par \;(j) = e, pour
tout élément j de p;. L’algorithme fait décroitre le nombre d’éléments de E™ qui
ne sont pas dans la source ou dans le but de 7. Lorsque ce nombre devient nul,
m; est une relation (au sens de la Remarque 4.33) et, par le Théoréme 4.16, elle
est I'image d’'un morphisme ¢;; : m — m;. On peut alors finalement vérifier
que 7 est 'image du morphisme 7,41 0 ¢; : m — n.
Par exemple, le morphisme (4.7) est 'image des formes précanoniques

et (4.8)

de la catégorie P.

Théoréme 4.37. La catégorie monoidale (FPS,®,1) est présentée par la théo-
rie monoidale des bigébres événementielles bicommutatives.
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La preuve de ce théoréme peut étre faite comme précédemment en montrant
que lalgorithme décrit ci-dessus est essentiellement le seul possible, c’est-a-dire
que toute forme canonique représentant un morphisme de la catégorie FPS est
équivalente a la forme précanonique produite par I’algorithme ci-dessus. Soit
m : m — n un morphisme de la catégorie FPS représenté par un morphisme
1 1 m — n de la catégorie P qui est une forme précanonique et supposons fixée
une énumération E™ = {eq,...,er} des éléments de m. Supposons de plus que
la forme précanonique ¢ : m — n produite par l'algorithme sur le morphisme m
muni de ’énumération ci-dessus ne differe de m qu’a partir d’une étape 7. Notons

¢ = E* o0---0Fh

T 1 ,
(k) (mhnl)OR et w—E(;L;C’n o---oF ,)OR

;c) (m7,n]
ces deux formes précanoniques. Ces deux formes précanoniques sont nécessai-
rement construites a partir du méme nombre k + 1 de contextes, car ’entier
k est précisément le nombre d’éléments de 7w qui ne sont ni dans la source ni
dans le but. La différence entre les deux formes précanoniques peut avoir trois
causes (qui ne sont pas mutuellement exclusives). Dans chacun des cas, on peut
montrer que les formes précanoniques sont équivalentes.

o Sip, > p;, le morphisme ¢ contient des représentations de dépendances
superflues, qui sont redondantes car elles peuvent étre déduites par tran-
sitivité. On peut alors montrer le morphisme v est équivalent & un mor-
phisme ne représentant pas les dépendances transitives en utilisant une
preuve similaire a celle de la Propriété 3.43, se ramenant ainsi & un mor-
phisme dans lequel p; = p;. Typiquement, les deux formes précanoniques

représentent le méme morphisme de FPS, mais celle de droite contient une
dépendance superflue. Le cas oll p; > p) est bien évidemment similaire. Si
pour tout indice ¢ on a p; = p; alors on peut montrer que nécessairement
¢} = g; pour tout indice . Dans la suite, nous supposerons que nous somme
dans ce cas.

e Si les morphismes ¢ et 1 correspondent a des exécutions de 'algorithme
utilisant des linéarisations différentes de ’ensemble E™ alors on peut mon-
trer que ces formes précanoniques sont équivalentes en utilisant le fait que
l'on peut faire « commuter » deux événements dans le sens ou pour tous
entiers pi, p2, q1, g2 et tous ensembles d’indices I; et I, il existe des
ensembles d’indices I] et I} définis de fagon naturelle tels que

I I

I
Ee (pr 1) © E(pam)'

(2,92

I
) £ a) E

Typiquement, les deux morphismes (4.8) représentent toutes les deux le
morphisme (4.7) et correspondent respectivement aux linéarisations

a<b<c<d<e<f e a<b<d<c<e<f
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de Pordre partiel (4.7).

o Si I] # I; alors on peut montrer que les formes canoniques sont équiva-
lentes par commutativité de la multiplication p et de la comultiplication
0. Typiquement, les deux formes précanoniques

représentent le méme morphisme, a commutativité pres.

4.3.2 Présentation des ordres partiels non stables

Il est intéressant de faire le lien entre la présentation de la catégorie des ordres
partiels qui précede et les ensembles de traces que ces ordres partiels génerent
de la facon décrite a la Section 1.4.5. Nous donnons ici quelques pistes pour
établir ce lien.

Nous avons montré au Théoréeme 1.68 que les ensembles finis partiellement
ordonnés sont en bijection avec les graphes asynchrones finis qui vérifient la
Propriété du Cube et dans lesquels deux chemins maximaux sont nécessaire-
ment homotopes. Ces graphes asynchrones sont eux-mémes en bijection avec les
ensembles de traces sur les mémes coups, dans lesquels on peut passer d’'une
trace a une autre par une série de permutations de deux coups adjacents et
dont le graphe asynchrone associé vérifie la Propriété du Cube. Le passage des
ensembles partiellement ordonné aux traces peut étre décrit simplement : les
traces associées a un ensemble partiellement ordonné sont les linéarisations de
cet ordre partiel. Ainsi, on a les trois représentations possibles de I’ensemble fini
partiellement ordonné suivant

2N
H/ - 1x%2 oo {mem-o n-m-o} (49)
0 Yy
|

S’il n’est pas immédiat de définir une notion de composition directement sur
les graphe asynchrones, nous avons vu au Chapitre 2, et plus précisément a la
Définition 2.8, qu’il est possible de définir une notion de composition sur les
traces par composition parallele et masquage. Ainsi, la bicatégorie bFPS est
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isomorphe a la bicatégorie dont les objets sont les entiers naturels et dont les
morphismes 7 : p — ¢ sont les diagrammes

(M7, E7)

p q

ou MT™ est un ensemble de coups, E™ est I’ensemble des linéarisations maximales
d’un ordre partiel (M™,<™)et s™ : p — M™ (resp. t™ : ¢ — MT) est une fonction
injective qui & tout entier associe un élément minimal (resp. maximal) de M™.
Ici, un élément est dit minimal (resp. maximal) lorsqu’il est le premier (resp. le
dernier) élément d’au moins une trace dans E”. La composition de deux tels
morphismes 7 : p — q et ' : ¢ — r se fait par composition paralléle des traces
E™ et E™ de fagon similaire a la Définition 2.8, en identifiant (et masquant) les
coups m et n respectivement dans M7™ et dans M ™ tels qu’il existe un entier
i € q pour lequel t7(i) = s™ (i).

Comme nous 'avons indiqué, les ensembles de traces obtenus en linéarisant
un ensemble fini partiellement ordonné sont précisément les chemins maximaux
de certains graphes asynchrones vérifiant la Propriété du Cube et la catégorie
qu’ils forment est présentée par la théorie des bigebres événementielles bicommu-
tatives. Il semble alors naturel de se demander quelle est la structure algébrique
obtenue si I'on reldche la Propriété du Cube. En particulier, si 'on refait la
méme construction en partant cette fois des graphes asynchrones qui ne véri-
fient que la Propriété du Cube en avant, par quelle théorie la catégorie C ainsi
construite peut-elle étre présentée 7 Dans les structure d’événement vérifiant la
Propriété du Cube, un coup o peut dépendre de deux autre coups m et n, ce
qui signifie que le coup o ne peut étre joué que si les coups m et n ont déja été
joutés. C’est par exemple le cas dans exemple (4.9). Dorénavant, nous noterons
la multiplication exprimant ce type de dépendances par

m n

&

o

Dans un graphe asynchrone ne vérifiant que la Propriété du Cube en avant, un
nouveau type de dépendance apparait. En effet, dans le graphe asynchrone

VN
N
N4

le coup o peut étre joué des que le coup m ou le coup n a été joué. Nous
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représenterons ce type de dépendances par un diagramme de la forme

m n

‘o

o

Réciproquement, a tout diagramme construit a partir d’'une duplication, de ces
deux types multiplications, etc. il est aisé d’associer un ensemble de traces. Ceci
nous suggere la présentation suivante pour la catégorie C des traces générées
par les graphes asynchrones qui satisfont la Propriété du Cube en avant :

Conjecture 4.38. La catégorie C est présentée par la théorie algébrique des
objets (L, [i, i, n, 0,&,7,0) tels que

o (L,fym, f1,n,6,e,7) est un treillis distributif,
o (L,fi,m,d,e,7,0) est une bigébre événementielle conjonctive,
o (L,f,m,d,e,7,0) est une bigébre événementielle disjonctive.

Un ensemble partiellement ordonné est une structure d’événements dans la-
quelle la relation d’incompatibilité est vide. La Définition 1.10 que nous avons
donnée pour les structures d’événements est celle qui est la plus communément
acceptée aujourd’hui, mais Winskel avait originellement introduit une notion
plus générale dans [Win87], que nous appellerons structure d’événement non
stable, car les structures d’événements au sens de la Définition 1.10 peuvent étre
retrouvées en imposant une condition de stabilité. Nielsen, Sassone et Wins-
kel [SNW93] ont montré que de méme que les graphes asynchrones finis vérifiant
la Propriété du Cube et dans lesquels deux chemins maximaux quelconques sont
homotopes sont en bijection avec les ensembles finis partiellement ordonnés, les
graphes asynchrones finis vérifiant la Propriété du Cube en avant et dans les-
quels deux chemins maximaux quelconques sont homotopes sont en bijection
avec les structures d’événements non stables finies dont la relation d’incompa-
tibilité est vide. Ils axiomatisent en ce sens une notion d’« ordre partiel non
stable ».

4.3.3 Présentation des fonctions croissantes

Nous avons vu a la Section 4.3.1 que la catégorie FPS des ordres partiels fi-
nis pouvait étre présentée par la théorie 3 des bigebres bicommutatives. Nous
étendons ce résultat dans cette section en introduisant une théorie décrivant
la catégorie des fonctions croissantes entre ensembles partiellement ordonnés.
Nous noterons FPS; la 2-catégorie monoidale qui admet FPS comme catégorie
monoidale sous-jacente et dont les 2-cellules sont les fonctions croissantes.

Définition 4.39 (Monoides événementiels). Supposons fixée une 2-catégorie
monoidale (C,®,I).
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o Un événement synchronisable (E,o,m,1) est la donnée de d’une 2-cellule
o : E — FE appelée événement et représentée comme en (3.22) et de deux
2-cellules

respectivement appelés synchronisation et création de l’événement, qui
satisfont les lois d’associativité et d’unité habituels

o Un monoide événementiel synchronisable (E, u,n,c,m,i) est un monoide
(E, p,n) muni d’un événement synchronisable (E, o, m, ).

o Un monoide événementiel synchronisable fort (a gauche) (E, u,n,o,m,i,l)
est un monoide événementiel synchronisable muni d’une 2-cellule

Y
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appelé force (d gauche), tel que les diagrammes suivant commutent :

LY Yy
- ﬂ_ \5\ ﬂ@/
| 7

wiwiv u&ﬁf
@/%%“F u = v

Un monoide événementiel synchronisable fort d droite est un monoide
événementiel synchronisable muni d’une loi

-y

appelée force a droite qui satisfait des axiomes duaux de ceux de la force.

o Un comonoide événementiel synchronisable fort a gauche (resp. d droite)
est défini de fagon duale.

e Un monoide événementiel synchronisable fort a gauche et a droite a ses
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forces compatibles lorsque le diagramme

SAVIN

_ e | =

|- (4.10)

A

commute. Un tel monoide événementiel synchronisable est dit d synchro-
nisation commutative lorsque le diagramme

b
RSN

commute.

Ezxemple 4.40. Un monoide événementiel synchronisable dans la catégorie Cat
munie de la structure monoidale induite par le produit cartésien (que ’'on consi-
deére comme étant strictement associatif) est une catégorie monoidale stricte
munie d’une monade. Les forces de ce monoide événementiel synchronisable
correspondent aux forces de la monade.

Propriété 4.41. Tout monoide commutatif synchronisable fort d gauche est
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muni de facon canonique d’une force da droite définie par

P

qui est compatible avec la force dans le sens ot le diagramme (4.10) commute.

Théoréme 4.42. Les algébres de la 2-catégorie monoidale stricte FPSy dans
une 2-catégorie monoidale stricte (C,®,1I) sont en bijection avec les objets

(E7 1, 57 g,7v,0,Mm, i7 l,Z)
de C munis

o d’une structure de bigébre événementielle bicommutative (E, pi,m,d,€,v,0),

o d’une structure de monoide synchronisable fort ¢ gauche (E, u,n,0,m,i,1)
dont la synchronisation est commutative si on le munit de la force a droite
induite par la Propriété 4.41,

o d’une structure de comonoide synchronisable fort a gauche (E, 6, e, 0,m,1i,1)
dont la synchronisation est commutative si on le munit de la force a droite
induite par la Propriété 4.41,

tel que le diagramme

commute.
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Vers une présentation polygraphique

Il semble naturel de définir un 3-polygraphe correspondant a la structure al-
gébrique de bigebre introduite au Théoreme 4.42. Cela n’est cependant pas
directement possible car un 3-polygraphe ne permet pas d’imposer des égali-
tés entre des 2-cellules qui ne sont pas paralléles. L’associativité stricte de la
multiplication

n’est par exemple pas directement exprimable dans le langage des 3-polygraphes.
On peut néanmoins affaiblir la structure algébrique du théoréeme en remplagant
par exemple 1’égalité ci-dessus par un isomorphisme

c’est-a-dire en ajoutant le 3-générateur o ainsi qu’un autre 3-générateur a~?,

son inverse formel, et deux 4-générateurs imposant les égalités o la = id
et aa~! =id. Il faut alors aussi imposer des axiomes de cohérence entre les
3-générateurs que nous avons introduits. Il semble par exemple naturel d’affai-
blir la structure de monoide en un pseudomonoide :

Définition 4.43 (Pseudomonoide). Un pseudomonoide (M, p,n, o, A, p) dans
une 2-catégorie monoidale stricte (C, ®, I') est un objet M muni de deux 1-cellules

pwMOM—-M e n:I—->M

qui seront représentées graphiquement comme précédemment, ainsi que de trois
2-cellules inversibles

a:po(p@M) = po(Mep), A:ipon@M)=M et p:puo(Men) =M
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telles que les diagrammes

Wl N
N7 w\w/@
V

b )
/ lTl

commutent.

Nous projetons d’étudier les axiomes que doivent satisfaire ’affaiblissement
de la notion de bigebre introduite au Théoreme 4.42 dans des travaux futurs.



Chapitre 5

Présentations confluentes

Nous avons vu a la Section 3.5 que la technique de preuve que nous avons
employée n’était pas la seule a notre disposition. Si nous ’avons choisie, c’est
parce qu’elle nous semble efficace et simple a mettre en ceuvre pour traiter les cas
qui nous ont intéressés. Elle peut cependant sembler laborieuse et ennuyeuse;
la preuve de la Propriété 4.6 nous amene par exemple a considérer de nombreux
cas. Nous pensons que ce caractere répétitif et systématique des preuves est en
réalité un atout, car il ouvre la voie a un traitement informatique automatisé
de ce type de problemes. Le passage des preuves aux programmes générant les
preuves nécessite au préalable de fournir des réponses a des questions telles
que : quelle serait une bonne représentation informatique des morphismes d’une
catégorie monoidale libre ? comment détecter si un morphisme est sous forme
canonique ? etc. Cette section est dévolue a I’étude de ces questions.

Les travaux présentés dans ce chapitre (aux Sections 5.3 et 5.4 en parti-
culier) sont récents et demanderaient une étude plus détaillée que celle que
nous fournissons ici. Nous avons cependant tenu a présenter de fagon générale
les structures qui nous semblent pertinentes pour effectuer des manipulations
concreétes de morphismes dans des catégories monoidales libres.

5.1 Systeme de réécriture monoidaux

Les égalités entre morphismes sont difficiles & manipuler et on préfere souvent,
lorsque c’est possible, les orienter afin d’obtenir un systéme de réécriture. Ainsi,
les égalités de la théorie des monoides 9t de la Définition 3.30 peuvent par
exemple étre orientées en

w Assoc \y V UNITL UnNITR
— N
(5.1)

En particulier, les systémes de réécritures convergeants (ou normalisants), c’est-
a-dire a la fois confluents et terminants, sont particulierement intéressants car
ils permettent de décider de 1’égalité associée a la relation de réécriture : deux
morphismes sont équivalents par la relation d’équivalence générée par les regles
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de réécriture si et seulement s’ils ont la méme forme normale. C’est par exemple
le cas du systéme (5.1). Informellement, il est terminant car la regle Assoc
« déplace les multiplications vers la droite » et les regles UNITL et UNITR font
décroitre le nombre de générateurs apparaissant dans les morphismes. Il est de
plus confluent, car il est & la fois localement confluent et terminant, la confluence
locale pouvant étre montrée en vérifiant que les cinq paires critiques

NN Y

du systeme sont confluentes. Ce systeéme de réécriture fournit ainsi une nouvelle
preuve du fait que la théorie équationnelle 91 présente la catégorie simpliciale A.
En effet, en notant p,, : n — 1 le morphisme défini par induction par py = 7,
=1 et ppio = po(1® pptr), il est aisé de montrer que les formes nor-
males du systéme de réécriture sont exactement les morphismes qui peuvent
étre construits par produits tensoriels p;, ® - - - ® p;, de tels p; et de vérifier que
ces formes normales sont en bijection avec les morphismes de la catégorie A.
Au passage, il est intéressant de remarquer que les cing paires critiques corres-
pondent aux cing diagrammes de cohérence de la Définition 0.26 définissant les
catégories monoidales. Ceci n’est pas surprenant : MacLane [Mac71] utilise en
effet la confluence du systéme de réécriture (5.1) pour montrer le théoréme de
cohérence des catégories monoidales (Propriété 0.32).

Introduisons formellement les outils dont nous allons nous servir pour étudier
les systeémes de réécritures associés a des théories monoidales.

Définition 5.1 (Systéme de réécriture monoidal). Un systéme de réécriture
monoidal est une théorie équationnelle monoidale

¢ = (E1,s1,t1,Fa, 80,19, E3)

dans laquelle les relations de E5 sont pensées comme étant orientées. Une rela-
tion f = g sera souvent notée en utilisant la notation
f =y
Nous avons expliqué a la Section 3.2 qu’un tel polygraphe génere librement
un diagramme de la forme (3.15) induisant ainsi une 3-catégorie £ & un ob-
jet, que l'on peut considérer comme une 2-catégorie monoidale (stricte). Plus
explicitement, la 2-catégorie monoidale £ a la catégorie monoidale générée par

la signature (E4,s1,t1,E2) comme catégorie monoidale sous-jacente et ses 2-
cellules sont générées inductivement par :

o pour toute 1-cellule ¢ : A — B, il existe une 2-cellule idg : ¢ = ¢,

o pour tout élément r € FE3 tel que s2(r) = ¢ et ta2(r) = 1, il existe une
2-cellule 7 : ¢ = 1,

o les 2-cellules sont closes par les trois compositions (celles induites par le
produit tensoriel et la composition de la catégorie monoidale, ainsi que la
composition propre aux 2-cellules),
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ces 2-cellules étant quotientées par des axiomes de cohérence rendant les com-
positions associatives, unitaires et distribuant convenablement les unes avec les
autres.

Une 1-cellule ¢ : A — B de cette 2-catégorie monoidale se réécrit en une
1-cellule ¥ : A — B lorsqu’il existe une regle r : @« = f: C — D de E3 et un
contexte monoidal K : C — D = A — B tel que Ka = ¢ et K = 1. On dit
alors que ¢ se réécrit en v par la regle r dans le contexte K, ce que ’on note

K,r

==

On omettra parfois le contexte K lorsqu’il peut étre deviné. De plus, on notera
simplement ¢ ==! 1 pour indiquer qu’il existe un contexte K et une régle r
avec lesquels ¢ se réécrit en v ; on notera =" la cloture réflexive et transitive
de la relation == sur les morphismes. De méme, la cl6ture symétrique de =1
sera notée <=1 et la cloture réflexive et transitive de <=" sera notée <=*.

Lemme 5.2. Si¢p: A— B ety : A— B sont deux morphismes paralléles de
E alors ¢ = 1 si et seulement si il existe une 2-cellule p : ¢ = ¢ dans E.
Plus précisément, da tout chemin de réécriture

Ki,m1

é ¢1...¢n71%¢

on peut associer une 2-cellule p : ¢ = 1 induisant ainsi une fonction surjective
des chemins de réécriture ¢ =" 1 dans les 2-cellules de ¢ dans .

Corollaire 5.3. La congruence monoidale = associée a la théorie équation-
nelle € est la relation <=*.

Définition 5.4. Le systéme de réécriture € est dit
e terminant lorsqu’il n’existe pas de suite infinie de réductions
Kl,T‘l

Ka,ra Ks,r3

®o o1 b2

e confluent lorsque pour tout morphisme ¢ tel qu’il existe deux morphismes
11 et Yo pour lesquels on a

/ ¢\
U1 P2
il existe un morphisme v tel que
/ ¢\
¢1\ /1/}2
(G
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e localement confluent lorsque pour tout morphisme ¢ tel qu’il existe deux
morphismes 11 et 15 pour lesquels on a

@
/ \ 5:2)
Y1 P

il existe un morphisme v tel que
¢
7N\
(a1 (0>
(G

Le diagramme (5.2) est alors dit joignable.

De fagon similaire au cadre des systémes de réécriture de termes [New42,
BN99],

Propriété 5.5 (Lemme de Newman). Un systéme de réécriture terminant est
confluent si et seulement si il est localement confluent.

La terminaison des systemes de réécriture monoidaux a en particulier été
étudiée par Guiraud dans sa thése [Gui04, Gui06]. Nous nous intéresserons prin-
cipalement ici & la confluence locale des systémes de réécritures.

Définition 5.6 (Sous-morphisme). Soit ¢ : A — B et ¢ : C — D deux
morphismes tels qu’il existe un contexte K : A - B = C — D tel que v = Ko¢.
Le morphisme ¢ est alors appelé un sous-morphisme du morphisme v par le
contexte K.

Définition 5.7 (Sous-morphismes indépendants). Supposons que ¢; : A1 — By
et ¢o : Ao — Bs soient deux sous-morphismes d’un méme morphisme ¢ : C — D
par des contextes respectifs K; et Ky. Ces deux sous-morphismes sont dits
indépendants lorsqu’il existe une décomposition de la forme

¢ — ¢HO¢/
avec
Ki=¢"oK, Ky=K}od ou Ki=Kjo¢ Ky=¢"0oK)

Remarque 5.8. Nous verrons a la Définition 5.29 que la notion de contexte peut
étre généralisée de fagon directe en une notion de contexte a n trous

K : Ay—By, ..., Ap.1—>B,1 = C—=D

Les deux sous-morphismes ¢ et ¢ de la définition précédente sont indépendants
précisément lorsqu’il existe un contexte K : Ay — By,Ay = By = C — D a
deux trous tel que les contextes K, et Ko peuvent étre retrouvés par application
partielle de ce contexte : K1 = K(—, ¢2) et Ko = K(¢1,—).
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Définition 5.9 (Paire critique). Considérons un diagramme

Py e g 22 g (5.3)

les membres gauches ¢ et ¢o des regles r1 et ro sont alors des sous-morphismes
de ¢ par les contextes respectifs K7 et Ks. Les deux réductions de ce diagramme
sont dites indépendantes lorsque les sous-morphismes ¢ et ¢o sont indépen-
dants. Le diagramme (5.3) est appelé une paire critique lorsque ses réductions
ne sont pas indépendantes. Une paire critique 5.3 est dite minimale lorsque pour
tout contexte K telle que la paire critique est égale & un diagramme de la forme

KoKj,r1 ; KoKa,rso

Ky K¢ Ky

le contexte K est le contexte identité.

Propriété 5.10. Un systéeme de réécriture est localement confluent si et seule-
ment st ses paires critiques minimales sont joignables.

Définition 5.11 (Unificateur). Un unificateur de deux morphismes
¢1: A1 — By et ¢o: Ay — Bo
est une paire de contextes
Ki:Ai—+Bi=A—B et Ky:Ay—>By=A—B

telle que
Ki¢p1 = Kipo.

Un unificateur est dit trivial lorsque les morphismes ¢ et ¢ sont indépendants
dans le morphisme Kj¢1. Un unificateur minimal, ou unificateur le plus général,
de deux morphismes

¢1: A1 —> By et ¢o: Ay — By
est un unificateur
Ki:Ai —-Bi=A—B et Ky:Ay—>By=A—B
tel que toute factorisation
Ki=K/oK] et Ky=KJoK)
ou (K1, K}) est aussi un unificateur de (¢1, ¢2), est triviale dans le sens ol
(K{,KY) = (Id,Id).

Par abus de langage, on assimilera parfois dans la suite un unificateur de
deux morphismes ¢; et ¢ au morphisme K¢, = Ko¢s lorsque les contextes
K et K5 peuvent étre devinés.
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Propriété 5.12. Pour toute paire de régles
61 =) et ¢y = dh

un diagramme
Ki,r1 Ka,ra
wl e (ZS > 1/}2

est une paire critique si et seulement si la paire de contextes (K1, Ks) est un
unificateur non trivial de la paire de morphismes (¢1,¢2). La paire critique est
minimale si et seulement si 'unificateur est minimal.

Ces propriétés généralisent a notre cadre 2-dimensionnel les définitions et
propriétés classiques des systémes de réécriture de termes [BN99]. En particu-
lier, dans un systéme de réécriture de termes, une paire de regles admet un
nombre fini d’unificateurs les plus généraux de leurs membres gauches. Si le sys-
teme est terminant, il suffit alors pour déterminer si le systéme est confluent de
déterminer s’il est localement confluent, ce qui peut étre fait en calculant tous
les unificateurs les plus généraux de membres gauches de reégles de réécriture, et
de vérifier que les paires critiques (minimales) ainsi induites sont joignables.

Les systemes de réécriture monoidaux sont plus généraux que les systémes de
réécriture de termes et cette généralité rend 1’étude de ces systemes plus difficile
dans le cas général. En particulier, les paires critiques engendrées par deux
regles de réécriture r; et ro ne sont pas nécessairement en nombre fini. Lafont
a en effet remarqué [Laf03] que dans la théorie des objets tressés introduits & la
Définition 3.24, pour tout morphisme ¢ : m + 1 — n + 1, le morphisme

/

est un unificateur non trivial du morphisme

/

/
>

avec lui-méme. En particulier, en notant 7, : 2 — 2 le morphisme défini par
induction sur n par v9 = 2 et Y41 = Y07n, le morphisme Y+, est un unificateur
non trivial minimal du morphisme (5.5) avec lui-méme.

(5.5)
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5.2 Indécidabilité de la confluence

Le probleme consistant a déterminer si un systéme de réécriture monoidal est
confluent est indécidable. Il est en effet facile d’encoder le Probléme du Mot éten-
dant ainsi la preuve dans le cadre des systémes de réécriture de termes [BN99).

Définition 5.13 (Probleme du Mot). Le Probléme du Mot est le probléeme de
décision suivant : étant donnée une présentation de monoide ( Ey | E7 ) et deux
mots u et v du monoide libre E§ sur Ey, les mots u et v sont-ils égaux dans le
monoide présenté ?

L’indécidabilité de ce probleme entraine celle de la confluence des systemes de ré-
écriture monoidaux. En effet, soit { Ey | E1 ) avec Eq = {uy = v1,...,up, = vy}
une présentation de monoide et s et ¢ deux mots de Ej. On associe & cette
présentation un polygraphe avec un seul 0-générateur 1, avec un 1-générateur
o :1— 1, ainsi qu'un 1-générateur o, : 1 — 1 pour toute lettre a € Ey, et avec
deux 2-générateurs

quio-~-00'u11:>O',U;1i0-.-oa'vl et vaio"'oa'vil:>quio"'00'u1

i i

J

1 Pi 1 qi

pour tout indice 7, ot u; = u; ---u;’, V; = V; -V

i sont des
lettres de Fjy, ainsi que deux 2-générateurs

et les uZ et v

co—s e o=t

Il est alors aisé de vérifier que le systéme de réécriture monoidal ainsi défini
est confluent si et seulement si la paire critique s <= o = t est confluente,
c’est-a-dire si s et ¢ sont égaux modulo les équations de E7, adaptant ainsi la
preuve donnée dans [BN99].

De méme que dans le cadre de la réécriture de termes, nous verrons que
la confluence des systémes de réécriture monoidaux terminants est cependant
décidable. Les systemes de réécriture monoidaux étant typés, il est naturel de se
demander aussi si le Probléme de la Confluence Typée est décidable pour les sys-
temes terminants : étant donnés un systéme de réécriture monoidal terminant et
deux types A et B, la relation de réécriture induite sur les morphismes de type
A — B est-elle confluente ? Nous allons montrer que le Probleme de Correspon-
dance de Post peut étre codé dans le probleme de décision de la confluence typée
pour les systemes de réécriture monoidaux terminants, en adaptant la preuve
de Plump [Plu93] de 'indécidabilité de la confluence des systémes de réécriture
sur les hypergraphes a notre cadre. Nous en déduirons que le Probleme de la
Confluence typée n’est pas décidable pour les systémes de réécriture monoidaux
terminants.

Définition 5.14 (Probléme de Correspondance de Post). Le Probléme de Cor-
respondance de Post sur un alphabet Y est le probleme de décision suivant :

étant données deux listes U = (uy,...,un) et V.= (vy,...,v,) de mots sur
l’alphabet ¥, existe-t-il une suite non vide 41, ..., d’indices telle que 1’égalité
Uiy - Uiy, = Vi ooV

soit vérifiée ?
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Une paire (U, V) telle que décrite ci-dessus est appelée une instance du Pro-
bleme de Correspondance de Post et une suite i1, ..., i telle que ci-dessus une
solution de l'instance (U, V). Si l'alphabet ¥ comporte au moins deux sym-
boles, le probleme consistant & déterminer si une instance du probleme a une
solution est indécidable [Pos46]. On suppose fixé dans la suite un tel alphabet
¥ fini. Soit (U, V) une instance du Probléme de Correspondance de Post, avec
U= (ui,...,up) et V.= (v1,...,v,). Nous construisons une théorie algébrique
monoidale B(U, V) qui est confluente sur les morphismes de type 0 — 0 si et
seulement si I'instance (U, V) admet une solution. Cette théorie n’a qu’un seul
0-générateur noté 1. Les 1-générateurs sont n : 0 — 1, ¢ : 1 = 0,77 : 0 — 1,
£:1—0, p:2— 1, ainsi qu'un 1-générateur o, : 1 — 1 pour chaque lettre
a € ¥, et un l-générateur o; : 1 — 1 pour tout entier 1 < ¢ < n, représentés
respectivement par

b b Y eeg

Enfin, les 2-générateurs sont donnés a la Figure 5.2.

Remarquons qu’il est important de ne considérer la confluence du systeme
de réécriture monoidal que sur les termes de type 0 — 0 car le systéme n’est en
général pas confluent. En effet, pour tout indice 7 la paire

o !

DECODE INIT

! I

n’est pas joignable.
Lemme 5.15. Le systéme de réécriture B(U, V') termine.

Démonstration. Pour tout morphisme ¢ : m — n, les régles font décroitre le
triplet formé du nombre de générateurs o; apparaissant dans ¢, du nombre de
générateurs différents de 77 et € et du nombre de génértaurs apparaissant dans
¢, ordonné lexicographiquement. O

Notons L. : 0 —- 0 et T : 0 — 0 les morphismes définis par L = o7 et
T = 0. Graphiquement,

1 = et T =

On peut alors montrer le lemme suivant par une étude systématique des mor-
phismes.
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1. Regles de mise en correspondance des mots :

T

INIT DECODE CIIECK

Dans deuxiéme regle de la premiere ligne, on suppose que u; = u; - - - u;
et v; = v} - v ol les ul et les v! sont des lettres de ¥ ; dans la premiére
regle de la seconde ligne, le lettre a et b sont supposées distinctes.

0 Q CrasH l l SHORTL l

SHORTR MATCH
>

(©)

2. Regles d’« effacement » :

Nﬁ'[ I:I @;:T é:‘T
[~ ?i’ o=
RTINS

3. Reégles éliminant les morphismes « mal formés » :

-] d-1 &=t 8- 8-
R
AR

FIGURE 5.1 : Systéme de réécriture monoidal associé a une instance du PCP.
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Lemme 5.16. Les deuz seuls morphismes ¢ : 0 — 0 sous forme normale sont
1oetT.

Lemme 5.17. Si un morphisme ¢ : 0 — 0 contient le générateur i ou le
générateur € alors il admet L comme unique forme normale.

Démonstration. Soit ¢ : 0 — 0 est un morphisme contenant le générateur 7
ou le générateur €. Si ¢ se réécrit en un morphisme ¢ par 'une des regles de
la Figure 5.2, alors v contient nécessairement le générateur 77 ou le générateur
g, car si 7 ou € apparalt dans le membre gauche d’une régle du systeme de
réécriture alors I'un de ces générateurs apparait aussi dans le membre droit de
la regle. Le systéme étant terminant par le Lemme 5.15, le morphisme ¢ : 0 — 0
se réduit nécessairement a une forme normale et cette forme normale est I'un
des morphismes T ou L par le Lemme 5.16. Or, T ne contient ni le générateur
7 ni le générateur €. On en déduit que ¢ se réduit vers le morphisme L. O

Lemme 5.18. L’instance (U, V) admet une solution si et seulement si le sys-
téeme de réécriture monoidal associé n’est pas confluent sur les morphismes de
type 0 — 0.

Démonstration. Supposons que le systéme (U, V') admette une solution iy, . .., k.

Alors, le morphisme

se réduit a L en utilisant la regle INIT puis des applications répétées des regles
du second groupe. De plus, i1, . . ., ix étant une solution de (U, V'), en appliquant
tant que possible la régle DECODE, puis la regle CHECK, puis la regle MATCH,
le morphisme se réduit a T.

Réciproquement, supposons que le systéme de réécriture ne soit pas confluent
sur les morphismes de type 0 — 0. Par le Lemme 5.15 le systéme de réécriture est
terminant et par le Lemme 5.16 les seules formes normales de type 0 — 0 sont
T et L. Il existe donc un morphisme ¢ : 0 — 0 tel que L <" ¢ =—* T. Par le
Lemme 5.17, les seules regles utilisées dans la dérivation ¢ =* T sont les regles
DECODE, CHECK et MATCH, les autres regles contenant 'un des générateurs 7
ou € dans leur membre droit. Le morphisme ¢ est nécessairement un produit

242



5.3. Catégories de réseaur 243

tensoriel de morphismes de la forme
@] @]
ON,
@

avec aj - - pls, -+ - Uy, = by ---bgvy, -+ - v;,, sinon on pourrait montrer en utili-
sant le Lemme 5.17 que le morphisme ¢ admettrait | comme unique forme nor-
male. Les morphismes (5.7) admettent T comme forme normale et donc ¢ aussi.
Par hypothese, ¢ admet aussi L comme forme normale. L’un des morphismes
(5.7) est donc tel que p = g = 0, auquel cas, on peut lui appliquer la régle INIT
et il se réduira a L par le Lemme 5.17. On a alors u;, - - - u;, = by -+ - by, - - vy,
la suite 1, ...,%; est une solution de I'instance du Probléme de Post. O

5.3 Catégories de réseaux

Etant donnée une signature monoidale &, il est nécessaire de pouvoir mani-
puler les morphismes de la catégorie monoidale stricte S générée par & afin
d’automatiser 1’étude de structures algébriques telles que celles que nous avons
précédemment présentées. En particulier, nous avons donné a la Définition 3.5
une description explicite de la catégorie S comme un quotient d’une structure
algébrique libre. Il semble cependant difficile de travailler modulo la relation
que nous avons décrite. Par exemple, considérons la signature monoidale sans
0-générateur, et deux 1-générateurs

0: T =1 et 0:1—-1

(on note I 'unité du monoide libre sur ’ensemble vide des 0-générateurs). Dans
la catégorie monoidale stricte associée & cette signature, les morphismes 6 ® 6’
et 0’ ® 6 sont égaux. On a en effet la suite d’égalités :

020" = (fol)@(I00") = (0R1)o(I®0') = o’ = (I00)o(8' 1) = (100" )@(0ol) = 6’26

Cette congruence semble donc difficilement pouvoir étre gérée par les méthodes
usuelles en informatique telles que celles fournies par la réécriture : il faut en
effet au cours de cette suite d’égalités créer et effacer des identités, utiliser la loi
d’échange entre la composition et le tenseur dans les deux directions, etc.
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5.3.1 Réseaux symétriques

Nous présentons ici une définition d’une toute autre nature pour décrire la
catégorie symétrique monoidale libre générée par une signature, comme une ca-
tégorie de réseaux. Cette construction est inspirée a la fois des diagrammes de
corde [JS91] et des réseaux logiques comme les structures de preuve [Gir87] et
les réseaux d’interaction [Laf90]. Nous expliquerons ensuite comment elle peut
étre généralisée pour traiter le cas des catégories monoidales strictes (non néces-
sairement symétriques) libres. Dans la suite, nous supposons fixée une signature
monoidale & = (El, S1, tl, Eg)

Définition 5.19 (Réseau symétrique). Un réseau symétrique sur la signature
monoidale & est un sextuple

¢ = (Cib,/\(f7o'f’7—{b’cg7/\§)

« CY est un ensemble fini de ports,
. Cg) est un ensemble fini de cellules,
. Xf : Rf — Ey et )\g’ : Rg) — F sont deux fonctions d’étiquetage,
« pour toute cellule ¢ € CY avec AJ(c) : A — B, les fonctions
o) |Al - C? et TP(c):|B|— CY
qui & toute cellule ¢ associent ses ports source et ses ports but.

Un port p € Cf’ est une source d’une cellule ¢ € C;’ lorsqu’il existe un indice ¢ tel
que 0¢(i) = p et c’est un but de c lorsqu’il existe un indice 4 tel que Tf’(z) =p.
On note <4 la relation sur les cellules définie sur toute paire de cellules c et
d par ¢ <4 d si et seulement si il existe un port p qui est a la fois un but de
c et une source de d. Les réseaux symétriques doivent respecter les contraintes

suivantes.

1. Respect du typage : pour toute cellule ¢ € C’f avec )\g’(c) :A— B,ona
A = X (ol(0)(0) ® - @AY (a7 (c)(JA] — 1))

et
B = M (0)0) @ @ (7 (c)(B] - 1)).

2. Linéarité en avant : tout port est une source d’au plus une cellule.
3. Linéarité en arriére : tout port est un but d’au plus une cellule.
4. Séquentialité : la relation <4 est un ordre partiel sur les cellules.

Un port est une entrée s’il n’est un but d’aucune cellule et une sortie s’il n’est
une source d’aucune cellule. Un port est libre si c¢’est une entrée ou une sortie.
Le bord d’une cellule ¢ est Pensemble ¢ (c) U 7 (c) des ports source et but de
cette cellule.
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Un morphisme de réseauzr symétriques entre deux réseaux symétriques ¢ et
Y est une paire de fonctions oy : CY — CF et ag : C§ — CY qui préservent la
structure des réseaux symétriques dans le sens ou les égalités

M =Moar o (az(e) = amo(01(c) 7 (02(c) = ar0(ric)) AS =AY oan

sont vérifiées pour toute cellule ¢ de Cg . Deux réseaux symétriques ¢ et 1 sont
a-équivalents lorsqu’ils sont isomorphes.

Définition 5.20 (Catégorie des réseaux symétriques). La catégorie Rs(S) des
réseaux symétriques sur la théorie monoidale & est définie de la fagon suivante.
Les objets A de Ry(&) sont les éléments A = A9 ® --- ® Aj4—1 du monoide
libre (Ef, ®, I) sur 'ensemble Fj ; nous verrons un tel objet comme une fonction
A4 |A| = Eq qui a tout indice i associe le générateur A;. Les morphismes de
Rs(6) sont les triplets

(s2,0,t9) : A= B

ou ¢ est un réseau symétrique et
P Al CP et 0Bl CP

sont des bijections entre I’ensemble fini |A| (resp. |B|) et 'ensemble des entrées
(resp. ensemble des sorties) du réseau symétrique ¢ qui sont compatibles avec
le typage dans le sens ou les égalités

Xfosf:)\A et A‘fot¢:AB

sont vérifiées. Deux réseaux symétriques a-équivalents seront considérés égaux.
La composée ) o ¢p : A — C de deux morphismes ¢ : A - Bet ¢ : B — C
est le morphisme
(sV°% o, t??) © A= C

ou le réseau symétrique 1 o ¢ a la somme amalgamée sur le diagramme
t? s¥
Cf < |B| =5 ¢}

comme ensemble de ports et I'union disjointe Cf W C’;p comme ensemble de
cellules, les morphismes AY°?, o¥°? 77°¢ et AY°? sont ceux induits par les
morphismes correspondants de ¢ et 1 et le morphisme sfod’ (resp. tlfoqﬁ) est le
morphisme induit par s‘f (resp. tib) L’identité id4 : A — A sur un objet A est
le morphisme tel que O} = [A|, X4 = )4 et O34 = 0.

La catégorie ainsi définie est la catégorie sous-jacente d’une catégorie monoi-
dale symétrique (Rs(6),®, I,7), ou le produit tensoriel @1 : AQC — B® D
de deux morphismes ¢ : A — B et ¢p : C — D est défini par 'union dis-
jointe sur les ports et les cellules, et I’élément neutre I est le réseau symétrique
vide. Si A et B sont deux objets, la symétrie y4p : A® B - B® A est dé-
finie par C/*” = |A|w |B|, \|*” = AW B, C;*" =0, s]*” = |A|w|B| et
s]*” = |B| W|A|. De fagon générale, si A est un objet et s : |A| — |A| est une
bijection, on peut de méme définir un réseau symétrique v, : A — s(4), qui ne
contient pas de cellule, ou s(A) est Uobjet défini par |s(A)| = |A] et la fonction
)\s(A) :|s(A)| — Eq est )\s(A) = \g0s.
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Exemple 5.21. Sur la signature 9 des monoides, avec un générateur 1 des
1-cellules et deux générateurs i : 2 — 1 et  : 0 — 1 des 2-cellules, le dia-
gramme

C1 Co

D1 b2
&)

Po

peut étre représenté par le réseau symétrique ¢ défini par Cf = {po,p1,p2},
M (pi) =1, CF = {co,c1,00}, AS(co) = p, AS(er) = AS(ea) = 1, 71 (1) (0) = pu,
71(c2)(0) = p2, 01(c0)(0) = p1, 1(co)(1) = p2 et T1(co)(0) = po.

Remarque 5.22. Par souci de simplicité, nous restons volontairement imprécis
en considérant les réseaux modulo a-conversion. En effet, la composition des
réseaux étant définie par propriétés universelles — une somme sur les ports et
une somme amalgamée sur les cellules — la composition n’est pas strictement
associative dans le sens ot les composées £o (o @) et (£o01)) o ¢ de trois réseaux
composables ¢, 1 et & ne sont pas égales mais seulement a-convertibles. La
construction que nous avons présentée ne définit donc pas une catégorie monoi-
dale symétrique mais seulement une bicatégorie monoidale symétrique donc les
1-cellules sont les réseaux et les 2-cellules sont les morphismes de réseaux. Dans
la suite, nous considérerons la catégorie monoidale stricte symétrique obtenue en
rendant stricte cette bicatégorie (voir la Propriété 0.32 et la Section 0.7). Lorsque
nous parlerons d’égalité entre réseaux il faudra donc lire a-convertibilité.

Remarque 5.23. A tout 2-générateur 7 : A — B de Es, on peut associer cano-
niquement un réseau symétrique ¢ : A — B ayant |A| W |B| pour ports et une
unique cellule d’étiquette m avec les fonctions a? et Tf évidentes. Dans la suite,
nous noterons simplement 7 le réseau symétrique ¢ associé a 7.

Par une preuve similaire & celle du Théoreme 4.37, on peut montrer que

Théoréme 5.24. La catégorie des réseaux symétriques Rs(S) sur une signature
monoidale & est isomorphe a la catégorie monoidale symétrique stricte générée
par la signature &.

Le cadre des catégories monoidales symétriques générées par une signature
monoidale n’est cependant souvent pas satisfaisant pour étudier les systemes
de réécriture monoidaux. En effet, considérons la signature 9t des monoides
dont les 2-générateurs sont p: 2 — 1 et n:0 — 1 et un systeme de réécriture
axiomatisant la théorie des monoides commutatifs dans la catégorie monoidale
symétrique libre générée par la signature contenant la regle

Il est important de noter que la symétrie v : 2 — 2 apparaissant dans le mor-
phisme du membre gauche de la regle ci-dessus n’est pas un générateur mais
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provient de la structure de symétrie engendrée librement. On a donc I’égalité
vyoyopu = quirend le systeme de réécriture non terminant. On a en effet la
suite infinie de réductions :

Ainsi, la plupart des systéemes de réécriture sur des structures symétriques, for-
malisés en utilisant la symétrie de la catégorie monoidale symétrique librement
générée par la signature monoidale associée ne sont pas terminants. C’est pour-
quoi il faut véritablement considérer des systémes de réécriture sur la caté-
gorie monoidale (non symétrique) libre, quitte & ajouter un générateur et des
égalités représentant concréetement la symétrie. Ainsi, sur la signature a trois
2-générateurs u, 1 et 7, la régle (5.8) fait décroitre le nombre de générateurs
dans les morphismes de la catégorie monoidale symétrique libre (elle enléve un
générateur ) et ne rend donc pas immédiatement le systéme de réécriture non
terminant.

5.3.2 Réseaux non symétriques

Indiquons comment la construction de la catégorie de réseaux symétriques pré-
cédente peut étre adaptée pour décrire la catégorie monoidale stricte (non sy-
métrique) libre générée par une signature monoidale &.

Une premiére idée pour construire la catégorie monoidale stricte générée par
une signature monoidale & consiste a construire la plus petite sous-catégorie
monoidale R, (&) de la catégorie R4(S) contenant tous les 2-générateurs comme
morphismes. Cependant, ce faisant on ne construit pas exactement la catégorie
monoidale stricte générée par la signature. Si les morphismes connezes sont bien
représentés, certains morphismes non connexes sont égalisés, montrant que cette
catégorie n’est pas libre. Par morphisme connexe, on entend ici :

Définition 5.25 (Morphisme connexe). Un morphisme ¢ : A — B d’une caté-
gorie monoidale est connezxe lorsque pour tout contexte K : [ — I = A — B
et tout morphisme v : I — I tel que K o1 = ¢, le morphisme 1 est I'identité
sur [.

Informellement, les morphismes connexes sont les morphismes dont la représen-
tation graphique est un graphe connexe, ne contenant pas d’« ile flottante »
selon la terminologie de [JKO06].

Par exemple, si 'on effectue cette construction sur une signature monoidale
avec un l-générateur 1 et deux 2-générateurs n: 0 — 1l et €: 1 — 0, on a dans
la catégorie R, (&) I'égalité : (e on) ® 1 =1® (e o n). Diagrammatiquement,

247



5.8. Catégories de réseaur

Nous avons montré a la Propriété 0.46 pourquoi une telle égalité est vérifiée dans
toute catégorie monoidale symétrique. Dans le cadre des réseaux, elle provient
essentiellement du fait que nos réseaux ne contiennent pas d’information sur
les O-cellules. En effet, graphiquement ces O-cellules sont les zones du plan,
indispensables par exemple pour indiquer dans le diagramme ci-dessus si le
morphisme eon est dans la partie du plan qui est a gauche ou celle qui est a droite
de l'identité. Autrement dit, la catégorie R, (&) est équivalente & la catégorie
monoidale stricte avec unités commutatives libre sur la signature &. Par une
catégorie monoidale stricte avec unités commutatives, on entend ici une catégorie
monoidale stricte (C,®, I) dans laquelle pour tout morphisme f : I — I et tout
objet A, ona f® A= A® f (dans ces catégories, les iles flottantes peuvent
changer de mer a leur guise).

Nous raffinons donc la définition des réseaux de la fagon suivante. Un réseau
¢ est un uple

¢ = (C(()b708577—(()b70f03TfovcfﬂAfvofﬂTf)vcg?)‘g)

. C’g) est un ensemble fini de zones,

e gl CY = Cf et 10 C) — CF sont deux fonctions qui & tout port
associent sa zone source et sa zone but,

. ol Cg’ — Cf et 1 - Cg — Cf sont deux fonctions qui & toute cellule
associent sa zone source et sa zone but,

qui satisfont

« pour toute cellule ¢ € CY, avec Ay (c) : A — B,

— pour tout indice i, 77 (o (c)
(

pour tout indice 7, 7'(? (14

|
25
=
V
(e}
oY
=
@]
=
95}
Q
S
o
—
N~—
I
Q
(=5
—
Q
S

si |B| > 0 alors Uf’o(c) = ag(ﬁ ¢)(0

o les conditions de la Définition 5.19.

Nous pouvons alors étendre la construction de la catégorie de réseaux symé-
triques pour l'adapter aux réseaux non symétriques de la fagon suivante. Un
objet de cette catégorie est un uple

A = (Céq’aé’Téq,Cva{‘)

ot (C§',08t, 78", C{') est un graphe dont les éléments de Cg' sont appelées zones
et les éléments de C;' sont appelés cellules, tel que toute zone est la source et le
but d’exactement une cellule, excepté une zone qui n’est que la source d’une cel-
lule et une zone qui n’est que le but d’une cellule. La fonction \{! : C{* — Ej est
une fonction d’étiquetage. On peut alors adapter la construction de cocompas
de la Définition 5.20 et ainsi construire une catégorie monoidale stricte de ré-
seaux N (G). De méme qu’a la Remarque 5.23, on peut injecter les 2-générateurs
de la signature monoidale dans cette catégorie. On définit alors la catégorie R(S)
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des réseaux comme la plus petite sous-catégorie monoidale de cette catégorie
contenant les 2-générateurs de la signature monoidale & : cette catégorie est la
catégorie monoidale libre générée par la signature monoidale. Il semble difficile
de donner une caractérisation directe des morphismes de R(S) a Uintérieur de
la catégorie N (&) en imposant des conditions permettant d’avoir des zones co-
hérentes. Par exemple, sur la signature monoidale a un 1-générateur 1 et trois
2-générateurs § : 1 — 2, p:2 — 1l et €:1 — 0, le morphisme ¢

dont les zones A et A’ sont égales (i.e. sont le méme élément de Cg’ ) est un
morphisme de N'(&) mais pas de R(S). Cependant, le morphisme

est un morphisme de R(S).

Remarque 5.26. Les constructions de réseaux présentées ici semblent proches
des différents formalismes permettant de construire des « catégories de dia-
grammes » générant des n-catégories libres tels que les schémas de collage (pas-
ting schemes) de Johnson [Joh89], les complexes de parité de Street [Str91] ou
les complexes dirigés de Steiner [Ste93]. Il serait intéressant d’investiguer préci-
sément le rapport entre nos réseaux et ces constructions.

5.4 Unification dans les catégories monoidales

Afin de pouvoir formuler un algorithme d’unification dans les catégories monoi-
dales, il nous faut encore généraliser la construction de la catégorie de réseaux
précédente afin de prendre en compte des « trous » a 'intérieur des morphismes,
similaires a ceux déja rencontrés lors de la formalisation des contextes monoi-
daux (Définition 3.8).

5.4.1 Multicatégories de multicontextes

Commencons par rappeler brievement la notion de multicatégorie. Une présen-
tation plus approfondie pourra étre trouvée dans [Lei04].

Définition 5.27 (Multicatégorie). Une multicatégorie M est la donnée
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o d’une classe Ob(M) dont les éléments sont appelés objets de M,

o d’une classe M(Ay,...,A,; A) pour tous objets Aj,..., A,, A dont les
éléments

f : Al, - 7An — A
sont appelés morphismes ou opérations n-aires,

¢ d’une fonction

Ay A)XM(AL, . ARG A xM(ALL L AR A = M(ALLLL L AR

pour tous objets A, A; et Az
telles que

e la composition est associative :

250

1
AL

fo(flo(fll,..., {fl),...,fno(f;,...,fjfn)) = (fo(fryee s f))o(f o R

pour tous morphismes f, f; et ff tels que les compositions font sens,

e lidentité est 1’élément neutre de la composition : pour tout morphisme
f:A,...,A, > A ona

fO(idAl,...,idA") = f = idAO(f)

Une telle multicatégorie est symétrique lorsque les permutations ¢ : n — n
induisent une fonction

— -0 M(Al,...,An;A) — M(Ag(l),...,Ag(n);A)

pour tous objets Aq,..., A, et A, de facon cohérente, dans le sens ol pour tout
morphisme f : Ay,..., A, — A et toutes permutations o, 7 : n — n, on a

(fro)m=f-(ro0) et f-n=f

et de fagon compatible avec la composition, dans le sens ou

(f-o)o(fo)To@)s - Jom)Tom)) = (folfi,..) fu))(00(To)® - @Tp(n)))

pour tous morphismes f, fi,..., fn, de M et permutations o,7,...,7, pour
lesquelles I’équation ci-dessus fait sens. Le tenseur et la composition des permu-
tations ci-dessus sont ceux de la catégorie Bij définie a la Propriété 3.26.

Les multicatégories peuvent étre organisées en une catégorie appelée MultiCat.

Toute multicatégorie induit une catégorie en se restreignant aux morphismes
unaires. Cette construction définit un adjoint a droite au foncteur d’inclusion
de Cat dans MultiCat.

Définition 5.28 (Catégorie des morphismes unaires). A toute catégorie M,
on peut associer une catégorie des morphismes unaires ayant les mémes ob-
jets que la multicatégorie, ayant les éléments de M(A; B) comme morphismes
de A dans B, et dont la composition et les identités sont celles induites par la
multicatégorie.

A A)

i
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La notion du multicatégorie permet de généraliser la construction de la ca-
tégorie de contexte monoidaux introduite a la Définition 3.8 afin de prendre en
compte des contextes comportant plusieurs trous.

Définition 5.29 (Multicatégorie de multicontextes). A toute catégorie monoi-
dale stricte C, on peut associer une multicatégorie X(C) de contextes a plusieurs
trous ou multicontextes. Ses objets sont des paires d’objets A et B de C, notées
A — B, et I’ensemble des morphismes

K : AA—>B,..,A,—~B, = A—DB
de cette multicatégorie est ’ensemble des fonctions
K : Hom(A:,By)x...xHom(4,,B,) — Hom(A,B)
défini par induction par
e pour tout morphisme f: A — B de C, la fonction constante
Ky :'1 = A—B

qui associe le morphisme f a l'unique objet de I’ensemble terminal 1,
parfois encore simplement notée f, est un élément de C(C)(; A — B),

o la fonction identité id4—,p est un élément de K(C)(A — B; A — B),

e pour toute paire de morphismes
K eK(C)(A — By,..., A, = Bp; A — B)

et
K' e K(C)(A] = B},...,Al, - B;B— ()

la fonction définie par
(f17"'7fn,f:{7"'7f7/1,) '_> K/(g)oK(f)

est un élément de

K(C)(A; = By,..., A, = B,, Al = B},...,Al, > Bl; A — O)

e pour toute fonction
KeK(C)(A — By,...,A, — B,; A— B)
et toute permutation 7 : n — n, la fonction K o 7! est un élément de

K:(C)(Aﬂ(l) — Bw(1)7 ce ,Aﬂ.(n) — Bw(n); A— B)

Il est aisé de vérifier que ces ensembles, munis des identités habituelles et de la
composition induite par la composition de fonctions, définissent une multicaté-
gorie symétrique.

Cette construction est inspirée de l'opérade des petits cubes en topologie
algébrique [Lei04], ot 'on compose de petits cubes avec des trous cubiques de
la méme fagon que ’on compose les multicontextes dans notre cadre syntaxique.
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5.4.2 Multicatégories de régions

Comme l’exemple des tresses 1’a montré a la Section 5.1, les unificateurs mi-
nimaux de deux morphismes ne sont parfois pas en nombre fini, auquel cas ils
sont générés par des sortes de diagrammes paramétriques (dépendant d’un mor-
phisme ¢) comme celui figuré en (5.4). Afin de tenter de formaliser ce nouveau
type de diagramme, nous allons définir la notion de région monoidale qui géné-
ralise celle de multicontexte monoidal. En effet, le « bord » d’un multicontexte
monoidal
K A1—>Bl7...,An—)Bn = (C-—>D

est constitué d'un objet C en entrée et d’'un objet D en sortie. Le bord d’une
région peut quant a lui étre plus complexe et contenir plusieurs objets en entrée
et en sortie entremélés. De plus, les régions sont munies d’un produit tensoriel
qui généralise a la fois la composition et le produit tensoriel de la catégorie
sous-jacente.

Pour mieux comprendre cette notion de région que nous allons introduire,
considérons un polygraphe avec un unique 0-générateur, un unique 1-générateur
noté 1, et trois 2-générateurs d: 1 — 3, m:3 — 1 et s: 1 — 1, respectivement

représentés par

et notons C la catégorie monoidale stricte engendrée. Etudions les unificateurs
minimaux des morphismes

Vv
)

=
—
o

Par exemple, pour tout morphisme ¢ : m — n (avec m > 2 et n
morphisme

(D)

¢ | (5.10)

@)

est un unificateur des deux morphismes (5.9). Ce diagramme décrit donc une fa-
mille d’unificateurs, paramétrée par le morphisme ¢. Ces familles étant difficiles
a manipuler directement, il est alors tentant de considérer ces générateurs de
familles en eux-mémes et d’étudier la fagcon dont ils s’organisent d’un point de
vue algébrique, c’est-a-dire de construire une catégorie dans laquelle on pourrait
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manipuler des « diagrammes ouverts » de la forme

(5.11)

@)

Une fois ce saut conceptuel effectué, les morphismes (5.9) admettent un nombre
fini d’unificateurs minimaux non triviaux dans cet espace généralisé :

() (d) (d)
(5.12)
aD) (m) (m

Les morphismes correspondant a ces diagrammes seront appelés des régions et
nous allons montrer qu’ils peuvent étre structurés en une multicatégorie. La
construction que nous allons proposer procéde en deux temps. Tout d’abord,
nous allons ajouter formellement des duaux & gauche et & droite aux objets de
la catégorie monoidale C (voir Définition 3.51). D’un point de vue graphique,
ceci revient a donner la possibilité de « tourner les fils », et nous permettra ainsi
de nous ramener & des morphismes de type de la forme I — A. Par exemple, le
morphisme (5.11) va induire le morphisme

@

Dans un second temps, nous gérons les régions comme celle du milieu de (5.12)
qui contiennent des « trous », en utilisant le mécanisme de composition dans
les multicatégories de multicontextes. Ainsi, le morphisme évoqué induira une

253



5.4. Unification dans les catégories monoidales

fonction

dans la multicatégorie des régions.

Définition 5.30 (Catégorie avec duaux). Une catégorie avec duaur est une
catégorie monoidale (C,®,I) dans laquelle tout objet A est muni

e d’un choix de dual & droite A*, d’unité et de counité

I - AA" et £ A 0AT

e d’un choix de dual a gauche *A, d’unité et de counité
il —-"A®A et i AR*AT

Remarque 5.31. Une catégorie monoidale symétrique avec duaux est équivalente
a une catégorie compacte fermée [KL80] (voir Définition 0.53). Ici, nous ne sup-
posons pas que la catégorie monoidale est symétrique mais une grande partie
de I’étude menée par Kelly et Laplaza se généralise a notre contexte.

Propriété 5.32. Dans toute catégorie avec duauz (C,®,I), pour tous objets A
et B, on a les isomorphismes canoniques suivants :

1. (FA)r =2 A= (A%

2. (AR B)* =2 B*® A* et *(A®B)=Z*B®*A

S I=1=Tr*

Démonstration. La preuve de ces propositions est simple et est essentiellement
donnée dans [KL80] qui utilise des résultats de [KS72] sur les adjonctions dans
les 2-catégories. O

Définition 5.33 (Catégorie avec duaux stricte). Une catégorie avec duaux
est stricte lorsque la catégorie monoidale sous-jacente est stricte et de plus les
isomorphismes de la Propriété 5.32 sont des égalités.

Propriété 5.34. Dans une catégorie avec duaux strictes, on a pour tous ob-
jets A et B les égalités :

R _ L R _ L
o N4 = Nix et &4 = €4«

e Nigp=(Benf@B)ony et efop=cho(Ave®*A)

. nIL:]:E%
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Dans une catégorie avec duaux stricte C, 'opération qui & un objet A associe A*
peut étre étendue en un foncteur (—)* : C — C°P défini sur tout morphisme
f:+A— Bpar

Ffo= (Bedo(B e fo Ao (B k)
Graphiquement,
A B*
—
B A*

Le foncteur *(—) : C°? — C est défini de fagon similaire. La propriété précédente
permet aisément de montrer que ces foncteurs sont strictement monoidaux et
sont inverses 'un de l'autre.

Définition 5.35. Si (C,®,I) est une catégorie monoidale stricte, on note D(C)
la catégorie avec duaux stricte libre sur la catégorie C.

Décrivons la catégorie avec duaux stricte D(C) associée & une catégorie mo-
noidale stricte (C,®,T). Pour tout objet A de D(C) et tout entier n € Z, on
définit la notation A™ par

AO — A An+1 — (An)* An—l — *(An)

(cette notation entre en conflit avec la notation pour les inverses lorsque n = —1
mais nous ne considérerons pas d’inverses dans la suite). L’opération (—)™ peut
étre étendue comme précédemment en un foncteur de C dans C°P si n est impair
et de C dans C si n est pair. Tout objet A de D(C) peut étre écrit de fagon
unique sous la forme

A = Alhg..0A%

ou les A; sont des objets de C et les 6; sont des entiers que nous appellerons
orientations. Les morphismes de D(C) sont obtenus par composition et produit
tensoriel formels d’identités, de morphismes f : A — B de C vus comme des
morphismes f : A° — B% de D(C) et des morphismes formels

T]An :I*}Anil(g)An et EAn :An®An71*>I

ou A est un objet de C. La composition et le produit tensoriel vérifient les
lois requises par une catégorie monoidale stricte. De plus, la composition et le
produit tensoriel dans la catégorie D(C) coincident avec celle de la catégorie C
pour les morphismes provenant de C. Pour tout objet A de C, I'identité sur A
de D(C) coincide avec celle de C. Enfin, les morphismes n4n et €4n vérifient les
égalités zig-zag définissant les objets duaux.

Propriété 5.36. Pour toute catégorie monoidale stricte (C,®, 1), le plongement
de C dans D(C) est plein et fidéle.

Démonstration. Un morphisme de D(C) sera dit primaire lorsqu’il est
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1. de la forme f™: A?" — B?",

2. ou de la forme f27t1 . p2n+l  A2ntl

3. ou de la forme egen o (f2" ® B"71): A" @ B2~ [,
4. ou de la forme € g2nt1 o (f2nH1 @ A27) : B2l @ A" — T,
5. ou de la forme (A?""1 @ f2) ongen : I — AP~ @ B,
6. ou de la forme (B?" @ f2"*1)ongeni1 : [ — B?" @ A2+

pour un certain morphisme f : A — B de C. Un morphisme primaire sera dit
vertical lorsqu’il est de la forme 1 ou 2. Un morphisme sera dit haut lorsqu’il a I
pour but et est une composée de morphismes de la forme A ® h ® B, ou h est
un morphisme de la forme 3 ou 4. Un morphisme sera dit bas lorsqu’il a I pour
source et est une composée de morphismes de la forme A ® h ® B, ou h est un
morphisme de la forme 5 ou 6. Par induction sur la taille des morphismes, on
peut montrer que tout morphisme de D(C) est exprimable comme un produit
tensoriel de morphismes verticaux, hauts et bas et que deux écritures représen-
tant un méme morphisme peuvent étre montrées égales en n’utilisant que les
axiomes des catégories monoidales (i.e. sans utiliser les axiomes liés & la présence
d’objets duaux), ce qui permet de conclure. O

La propriété suivante montre que dans une catégorie avec duaux, il n’est pas
restrictif de se restreindre aux morphismes dont le type est de la forme I — A.

Propriété 5.37. Dans toute catégorie avec duaux stricte C, pour toute paire
d’objets A et B, l’ensemble de morphisme C(A, B) est naturellement isomorphe
par une bijection ¢pa p @ lensemble C(I, A~1 @ B). Par « naturellement », on
entend ici que cette bijection transporte tout diagramme

A9 . B I $a,8(9) AleoB
hAT ih}; en lhAleahB
A ——=DB' [ ——=(A)'®B

f ¢A,B(f)( e

Diagrammatiquement,

A
by
B

A-'B

Etant donnée une catégorie monoidale stricte (C,®,I) considérons mainte-
nant la multicatégorie de multicontextes K(D(C)) sur la catégorie libre avec
duaux D(C) sur C. Ses objets sont de la forme A — B, ou A et B sont des
objets de D(C). Par la propriété précédente, nous allons nous restreindre aux
objets de la forme I — A pour définir la multicatégorie des régions.
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Définition 5.38 (Multicatégorie des régions). Soit (C,®,I) une catégorie mo-
noidale stricte. La multicatégorie des régions M(C) est la sous-multicatégorie
de la multicatégorie K(D(C)) dont les objets ont des types de la forme I — A,
que nous noterons simplement A.

Si G est une signature monoidale, nous noterons M (&) la multicatégorie M(C),
ou C est la catégorie monoidale stricte générée par la signature &.

Dans toute telle multicatégorie de régions, on peut identifier les morphismes
suivants.

e Rotations. Pour toute paire d’objets A et B, le morphisme de rotation
anti-horaire pj; 5 A® B — B® A? est la fonction qui a tout morphisme
f:A® B de D(C) associe le morphisme

pj,B(f) = (€A1®B®A2)0(A1®f®A2)onA2
de D(C). Graphiquement,

f\ﬂ@
A B B A?

De méme, la rotation horaire p,  : A® B — B2 ® A est la fonction qui
a tout morphisme f: A ® B de D(C) associe le morphisme

paplf) = (B2 A®ep)o(B 2@ f@ B ') ong
de D(C). Graphiquement,

- @
A B B—2A

e Coupure. Pour tous objets A, B et C, la coupure sur B, notée
®p : A®B, B '®C — AeC

est le morphisme qui & tout morphisme f: A®@ Bet g: B~'®C de D(C)
associe le morphisme

f®pg = (A®ep®C)o(f®g)

de D(C). Graphiquement,
(R
fesg = B Bt

A c
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Propriété 5.39. Les morphismes de rotation satisfont les propriétés suivantes.
1. Pour tous objets A et B, la rotation pz B est inversible d’inverse pg 4».

2. Pour tous objets A, B et C, on a
+ = + o + et A = P~ 0Py
PagB,c = PB,coa2 ° PA,BoC PaBec = Pc-194a,B ° PAgB,C
3. Pour tout objet A, on a
Fa=id t pi;=id
Pr.a=1da € Py =1da

Par extension, nous nous autoriserons parfois dans la suite a étre légerement
informels et utiliserons la notation de la coupure pour la fonction qui a toute
paire de morphismes f : AQ B C et g: D® B™!'®E de D(C) associe le
morphisme f ®p ¢g: 0 2® A® E® D? défini par

f®pg = (pZ®B,COf) ®B (p$,3—1®Eog)

et plus généralement, afin d’alléger les notations, nous omettrons parfois des
compositions avec les rotations lorsqu’elles peuvent étre devinées a 1’aide du
type des morphismes.

Propriété 5.40. Les morphismes de coupure satisfont les propriétés suivantes.

1. Associativité. Pour tous objets A, B, C, D, E et F et tous morphismes
f:A®RD®E, g:D'®@B®F e h:E'@F'®C
de D(C), on a
(f®pg)®reeh = [f®pee(9®rh)

Graphiquement, la composée

est définie de facon unique.

2. Unité. Pour tous objets A et B et tout morphisme f : A=' ® B de D(C),
on a

A@af = fepB!
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3. Coupure et composition. Pour tous objets A, B et C' et toute paire de
morphismes f: A— B et g: B— C de D(C), on a

pac(gof) = oéan(f)®pdpBcl9)
ot ¢ est lisomorphisme introduit a la Propriété 5.37.

4. Coupure et produit tensoriel. Pour tous objets A, B, C' et D et toute paire
de morphismes f: A— B etg:C — D de D(C), on a

bawc,Bep(f®@g) = P271®B®07D1(¢A,B(f) 1 PED(QSC,D(Q)))
ot ¢ est l'isomorphisme introduit a la Propriété 5.37.

Nous introduisons enfin deux constructions de la catégorie M(C), qui nous
seront utiles par la suite.

Définition 5.41 (Phagocytose). Dans toute multicatégorie de régions M(C),
on définit I'opération de phagocytose selon C, notée m4 ¢, qui a tout morphisme

f @ A,... A, — BeC'oAdsC
associe le morphisme
mac(f) @ An,...,A,ATY = B
défini par
Tac(f) = [f®cigasc Pa-1gooilida-1 ®r pcr o1 (Ch))

Graphiquement,

B
BC'AC B

Définition 5.42 (Compartimentation). Dans toute multicatégorie de régions M(C),
on définit le morphisme de compartimentation selon C

xacs @ AB — A®C'®B®C
défini par
xacs = f,g = [f®r (PJcrfz,B(ﬁbcfl,cfl(C*l) ®r9))

Diagrammatiquement,

xa,c,5(f,9) = QP @

AC—'B C

En particulier, tout morphisme f : Ay,...,A4,,C'®AC®B — D de M(C)
induit un morphisme f’ : Aq,...,A,, A, B — D par précomposition avec le
morphisme de compartimentation.
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La propriété suivante montre qu’il existe en un certain sens un plongement
plein et fidéle d’une catégorie monoidale stricte dans sa catégorie des régions.

Propriété 5.43. Soit (C,®,I) une catégorie monoidale stricte. Cette catégorie
est isomorphe a la catégorie monoidale stricte D dont

e les objets sont les objets de C,
o les morphismes f : A — B sont les morphismes
o - A'®B
de la multicatégorie M(C),

e la composition de deux morphismes de deux morphismes f : A — B et
g: B — C est définie par go f = f®p g,

e le tenseur de deur morphismes f: A — B et g: C — D est défini par
f®g=/f®ry.

Démonstration. Le fait que D soit bien une catégorie découle des propriétés
d’associativité et d’unité de la Propriété 5.40. Par définition de la multicatégo-
rie M(C), il est facile de se convaincre que la Propriété est équivalente a montrer
que le plongement évident de C dans D(C) est plein et fidéle, ce que nous avons
montré a la Propriété 5.36. O

Cette propriété nous permet de généraliser la notion d’unificateur de deux
morphismes de la catégorie monoidale générée par la signature G :

Définition 5.44 (Unificateur). Un unificateur
(:‘il,KQ) : Al,...,An — C

de deux morphismes de la catégorie monoidale générée par une signature mo-
noidale &, vus comme des morphismes nullaires

¢p:—>A e ¢P:— B
de M(G), est une paire de morphismes
Ki1:A1,...,A,,A—=>C et k9:A,...,A,,B—C

tels que
Iilo(idAl7...,idAn7¢) = KQO(idAU"'aidAnvw)

Cet unificateur (K1, k2) est minimal lorsque pour tout autre unificateur (x}, x5),
e si k' est un morphisme tel que
k1 =k oK) et ko=kK oK),
alors k' est 'identité sur C,
e si@q,..., ¢, sont des morphismes tels que
k1 =K1 (P1, .o, Om,id) et Ky = K5(d1,. .., Pm,id)

alors ces morphismes ¢; sont des identités de la multicatégorie.
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Cet unificateur est trivial lorsqu’il existe un morphisme
Kk @ A,...,A,,AAB — C
tel que
k1 =ko(ida,,...,ida,,ida, ) et Ky =ro(ida,,...,ida,,d,idp)

Remarque 5.45. La définition précédente peut étre généralisée pour définir une
notion d’unificateur de deux morphismes quelconques de M(S).

De méme, la notion de systéme de réécriture monoidal sur une signature mo-
noidale & peut étre généralisée & ce nouveau cadre (ainsi que la notion de paire
critique, etc.) : les régles deviennent des paires ¢ = 1) de morphismes paralléles
de M(6).

Remarque 5.46. Un systéme de réécriture sur une signature monoidale & peut
étre confluent sans que tous ses unificateurs minimaux non triviaux dans M(&)
soient joignables dans M(&). Bien stir tous ses unificateurs minimaux non tri-
viaux dans la catégorie monoidale stricte générée par & le seront. C’est par
exemple le cas pour le systeme de réécriture naturel associé a la théorie des
symétries [Laf03] : la paire critique induite par le morphisme (5.4) n’est pas
confluente. Voir aussi I’exemple traité a la Section 5.5.

Ce phénomene est bien connu en réécriture : un systéme de réécriture peut
étre confluent sur les termes clos, sans pour autant I’étre sur les termes ou-
verts. C’est par exemple le cas dans certains A-calculs avec substitutions expli-
cites [ACCL89]. Ici, les bords jouent le role des variables ouvertes (parfois encore
appelées métavariables) familieres en réécriture de termes. On peut donc rencon-
trer ce phénomene avec des « variables d’entrée » ainsi qu’avec des « variables
de sortie » dans nos systemes de réécriture.

5.4.3 Multicatégories de régions de réseaux

La construction de la catégorie des réseaux symétriques sur une signature monoi-
dale & = (E4, s1,t1, E2) peut étre adaptée afin de construire « concrétement »
la multicatégorie des régions de la catégorie monoidale symétrique libre sur la
signature monoidale &, en vue de 'implémentation d’un algorithme d’unifica-
tion.

Commencons par adapter certaines des constructions faites précédemment
dans un cadre « avec duaux ». Si E est un ensemble, le monoide avec duauz
libre (E*,®,1) sur E est le monoide dont les éléments sont les mots sur E
A=A ® - ® A,, parfois vus comme des fonctions A4 : |A| — E, munis d’une
fonction d’orientation 64 : |A| — Z. Une signature monoidale avec duaux ¥
est un triplet (E1,b1, E2), ot Fy est un ensemble de 1-générateurs, ET est le
monoide avec duaux libres sur F; et Fy est un ensemble de 2-générateurs et
b1 : E; — EY associe & tout 2-générateur son bord. Nous noterons parfois f : A
pour indiquer que f est un 2-générateur de bord A. En particulier, la signature
monoidale & induit une signature monoidale avec duaux (E1, by, Es), ou le bord
de tout 2-générateur f: A — B de & est A~' ® B. Dans la suite, nous noterons
encore G la signature monoidale avec duaux associée a &.

Nous considérerons dans cette section une variante des réseaux de la Sec-
tion 5.3.1. Un réseau ¢ est

o= (C7, N7, 8%,C9,\9)
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ol Cf est un ensemble fini de ports, C’;) est un ensemble fini de cellules, les
fonctions AY : CF — Ey et S : Cf — E, sont des fonctions d’étiquetage et la
fonction 8% : Cf — (C?)* associe & toute cellule une liste orientée de ports, son
bord. Un port est une entrée lorsque son orientation est impaire et une sortie
lorsque son orientation est paire. Les réseaux doivent satisfaire des conditions
de cohérence similaires a celles requises a la Définition 5.19 pour les réseaux
symétriques.

Notons & la signature monoidale avec duaux obtenue en ajoutant & & une
infinité dénombrable de 2-générateurs z* : A, appelés variables, pour tous élé-
ments A du monoide avec duaux libre sur EFy. Un réseau avec variables linéaires
sur & est un réseau sur la signature & dans lequel une variable apparait au
plus une fois. L’ensemble des variables apparaissant dans un tel réseau ¢ est
noté FV(¢) et ses éléments sont appelés variables libres de ¢. Les réseaux sont
considérés a renommage des variables libres pres.

Définition 5.47 (Multicatégorie des régions des réseaux symétriques). La mul-
ticatégorie des Tégions des rTéseaur symétriques sur la signature monoidale &,
notée My (S), est définie de la fagon suivante. Ses objets A sont les éléments du
monoide avec duaux libre sur F;. Les morphismes de M(&) sont les triplets

(s‘f,...,sﬁ,q&,tﬂ . Ay,...,A, — B

¢ = (C7.N],B87,C9.2)

est un réseau avec variables linéaires, dont les variables libres sont 241, . ..
(dans cet ordre) et

)

s? 4| = CP et t?:|B] = CY

sont des fonctions, ou chacune des s? est une bijection de |A4;| dans le bord
de la variable 24, et t® est une bijection de |B| dans I’ensemble des ports
libres de ¢. Ces fonctions doivent bien stir étre compatibles avec le typage. La
composition est donnée par la substitution des variables par les arguments et
l'identité idy : A — A est le réseau contenant une variable z# comme unique
cellule.

De facon similaire a la définition de la catégorie des réseaux avec unités sy-
métriques R, (&) sur une signature &, nous définissons la multicatégorie des ré-
gions des réseaux avec unités commutatives M, (&) sur une signature & comme
la plus petite sous-multicatégorie de la multicatégorie M;(S) telle que

o pour tout 2-générateur f : A — B de &, le morphisme de M(&) cor-
respondant ¢4 p(f): — A~1 ® B est dans My (&) (ici, ¢4 p désigne la
bijection de la Propriété 5.37),

e pour toute paire d’objets A et B, les morphismes pX’B et py pde M;(6)
sont dans M, (6),

« pour tous objets A, B et C, le morphisme ®p: A® B,B~'®C - A®C
de Ms(G) est dans M, (6).
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La encore, la multicatégorie M, (&) est « presque » équivalente & la multicaté-
gorie des régions M (). En effet, le foncteur d’oubli U : M(S) — M, (S) est
plein. 11 est de plus injectif sur les morphismes connezes — la Définition 5.25 de
connexité peut étre étendue de fagon immédiate aux morphismes de la multica-
tégorie M(&). La plupart des morphismes & unifier en pratique sont connexes,
par exemple tous les membres gauche des regles de réécriture des Figures 5.2
et 5.3 le sont. On peut de plus montrer que les unificateurs minimaux non
triviaux de deux morphismes connexes sont connexes. Nous formulerons donc
notre algorithme d’unification dans ce cadre. Nous étudions en ce moment la
possibilité d’une construction d’une multicatégorie de réseaux équivalente a la
multicatégorie M (&), en nous inspirant de la construction de la catégorie R(S).

5.4.4 Un algorithme d’unification

Dans la suite, nous supposons fixée une signature monoidale & et notons (C, ®, I)
la catégorie monoidale stricte libre qu’elle géneére. Nous décrivons un algorithme
d’unification permettant de calculer I’ensemble des unificateurs minimaux non
triviaux de deux morphismes connexes ¢ : A — B et v : C — D de C, en
généralisant a notre cadre ’algorithme classique d’unification de termes par
transformation [Rob65, BN99]. Le cadre est proche des systémes de réécriture
de graphes [PH96], mais les graphes manipulés ici sont orientés (les ports sont
des entrées ou des sorties) et planaires, ce qui rend nécessaire l'introduction du
formalisme des régions. Comme nous ’avons expliqué a la section précédente,
nous allons calculer ces unificateurs a lintérieur de la multicatégorie M, ().
Si (k1,ke) : A1,..., A, = C ® D est un unificateur des morphismes

p:—=A'®B et Y:—=C'eD

alors (pJCr',DOHh p”CL,’Donz) et (pE’DOHh paDoﬁg) sont aussi des unificateurs de ¢
et 1. Notre algorithme travaillera donc modulo rotation : il fournira (au moins)
un morphisme par classe d’équivalence par rotation des unificateurs minimaux
non triviaux.

L’algorithme va, de fagon non déterministe, calculer un unificateur minimal
non trivial (k1,k2) @ A1,..., A4, — C des deux morphismes ¢ et ¢, ou plus
précisément des deux réseaux correspondants dans la multicatégorie M, (S).
L’ensemble des unificateurs minimaux non triviaux sera obtenu par la séman-
tique collectrice de I'algorithme. Nous nous autoriserons a renvoyer une valeur
particulitre ECHEC lorsqu'une branche du calcul ne produit pas d’unificateur.
Nous allons adopter une présentation légérement différente (mais équivalente)
des unificateurs et nous allons calculer un morphisme & : Ay,..., A, - C® D,
ainsi que des plongements ¢; et to des réseaux ¢ et ¥ dans le réseau k. Le
morphisme x1 (resp. kg) pourra étre déduit en « remplagant » I'image de ¢;
(resp. t2) par une variable. Par un plongement, on entend ici un morphisme de
réseaux dont les fonctions sur les ports et sur les cellules sont injectives. Le fait
que l'unificateur soit non trivial signifie alors que les images de ¢1 et 1o sur les
cellules ont une intersection non vide.

L’algorithme va construire une suite de réseaux k; qui va converger vers un
unificateur minimal non trivial . Il va aussi construire une suite de relations R}
entre les ports de ¢ et les ports de k;, et une suite de relations R entre les
cellules de v et les cellules de k; ; ces relations vont converger vers des relations
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induisant un plongement du réseau v dans le réseau k. Il va enfin construire
une suite de relations Rf? entre les ports orientés de 1 et les ports orientés
de k;, et une suite de relations RZ?? entre les cellules de i et les cellules de k;;
ces relations représentent les ports et les cellules qui doivent étre unifiés, et
l’algorithme s’arréte lorsqu’elles sont toutes les deux vides. L’algorithme débute
en posant kg = ¢, Ry = 0, Ry = 0, R =0 et RS = {(c,¢)}, o c est une
cellule de kg et ¢’ est une cellule de 1, ch01sies de facon non déterministe.

A chaque étape, lalgorithme effectue la premiére des actions suivantes qui
est applicable.

1. Si 'ensemble RS’ contient un élément (c,c’) tel que les types de c et ¢’
different, i.e. AY(c) # A5 (c), alors Palgorithme renvoie ECHEC.

2. Si ensemble RS’ contient un élément (c,¢’) qui appartient a RS alors
on pose RST, = RS"\ {(c,c’)} et les autres relations ainsi que  restent
inchangés.

3. Si I’ensemble R;-ﬂ contient un élément (c,c’), notons p?l R ® pzk les

ports du bord de c et q(91 R ® qe1 les ports du bord de ¢’. On pose alors
1 k

? 0] .0
Rz+1 = Rf U{(pfl,(hl)a~'~7(pzk’Qkk)}

ainsi que RY , = RY, RS, = RS U{(c,c)}, RSL, = RS"\ {(c,c)} et
Ritl = Ki-

4. Si I’ensemble Rf? contient un élément (p?, qel) tel que les types de p et ¢
different, i.e. )ff (p) #/Xf'i (q), ou les orientations différent, i.e. 6 # ', alors
I’algorithme renvoie ECHEC.

5. Si I’ensemble Rf? contient un élément (pe,qe/) tel que (p,q) appartient
a RP, alors on pose RY], = RY"\ {(p,q)} et les autres relations ainsi
que k; restent inchangés.

6. Sil’ensemble Rf? contient un élément (p?, qel), on distingue plusieurs cas
suivant les antécédents et les successeurs de p et ¢ (antécédent d'un port
est une cellule ayant ce port comme but, le successeur d’un port est une
cellule ayant ce port comme source). On pose Rfj_l = RS et Kip1 = K.
On commence par regarder les antécédents de p et p/.

(a) Sip n’a pas d’antécédent alors on ne fait rien.

(b) Sinon, on note d cet antécédent et p?* @ --- @ pr @ p? son bord (A
rotation pres, on peut toujours supposer que p est en fin de bord).

. Si p’ a un antécédent d’ qui n’est pas une variable, alors on
ajoute (d,d') & I'ensemble RS, .
Sl p a un antecedent qui est une variable x dont le bord est

q1 R q ® p? alors, de facon non déterministe, on effectue

I'une deb deux actions suivantes.

A. On remplace x par le morphisme ¢ dans le morphisme x;41,
constitué de deux cellules ¢; et ¢y, ol ¢; est une variable
ayant

oo epr e @ph!
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pour bord et ¢y est une cellule de méme type que d et de bord
PP @ @plr @p?, et on pose RS, =R, U{(d,c2)}.

B. On « compartimente = selon p » en quotientant les ports
de x;41 par ’égalité p = qf_l, ou ¢; est un port de méme
type que p choisi de fagon non déterministe, et en rempla-
cant x par deux variables 1 de bord ¢1 ® ... ® ¢;_1 et x5 de
bord ¢i11 ® ... R ¢n. On reprend alors a 1’étape (b) avec le
nouveau k;y1 est les relations inchangées, excepté le méme
quotient p = qf_l.

iii. Si p’ n’a pas d’antécédent alors on note qioll R ® qz:" ®p? le
bord de k; et, de fagon non déterministe, on effectue 'une des
deux actions suivantes.

A. On compose k;11 avec le réseau correspondant a la cellule d
sur le port p, et on pose RS\, = RS, U{(d,d)}.
B. On « effectue une phagocytose de x » selon p avec un port qf“
de méme type que p choisi de fagon non déterministe et on
reprend a l’étape (b).

On traite ensuite les successeurs de p et p’ de fagon similaire. Enfin, si

on n’est pas déja passé a I’étape suivante, on pose Rfj_l = R?? \ {(p,p)},

RY | = R} U{(p,p')} et la relation R reste inchangée.

. Si les relations RP’ et R’ ne sont pas vides alors I’algorithme renvoie

EcHEC.

. Si les relations RP et R° ne sont pas des fonctions injectives, on ren-

voie ECHEC.

. Sinon, on revoie la cellule &, ainsi que le plongement induit par RP et R°

de v dans k.

Le morphisme kg étant ¢, le morphisme ¢ se plonge de facon triviale dans k.

On peut vérifier par induction que ce plongement induit un plongement de ¢
dans tous les ;.

Par exemple, le morphisme de gauche de (5.9) peut étre représenté par le

réseau ¢ défini par

C¢ = {po, p1,p2, 3, Pas D5 } C$ = {co, 1,62}

et
Mp) =1 Mo)=d  Al(a)=X(c)=s
et
BY(co) =po @pi@pa@ps  BL(c1) =pr  ®@ps  BY(c2) =yt @ ps
Diagrammatiquement,
Po
Co
D1 D2
C1 C2

D3 P4 Ps
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De méme, le morphisme de droite de (5.9) peut étre représenté par le réseau ¢
défini par
Cf = {Qan17qQ7q37q4aq5} Céb = {d07d1,d2}

et
AN(@)=1 M) =M(d)=5 A(d2)=m

et

Bldo) =g ' @qz  Bld)=¢'@q Bd)=qg'oq'eoa g

Diagrammatiquement,
qo 41 42
do dy
q3 ez
do
qs

Montrons quelques étapes de ’exécution de I’algorithme partant du réseau ko = ¢
et de la relation RS’ = {(do,c1)}-
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régle i RP RS R R¢’
ﬁ@} 0 0 0 {(do, 1)}
3. T/%D} 0 {(do, 1)} {(q0,11), (g3, p3)} 0
6.a. (% 0 {(do,c1)} {(g3,p3)} {(do,c1)}
2. T/ﬁ% 0 {(doer)} {(g3.p5)} 0
(d)
6 e e aspa)} {(doc)) 0 {(do, 1), (da,e3)}
Cg
Ds
(d)
2. {(g3,p3)} {(do,c1)} 0 {(dz2,c3)}
(m)
(d)
3. {(93,193)} {(do,Cl)} {(Q4,P7)’(Q1,P6)»(Q5,P8)} 0
(m)
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regle | i Ki RP R¢ Rf? R¢?

6.b.iii.B | 7 {(gz,p3)} {(do,c1)} {(qa,p7), (q1,p6), (g5,p8)} 0

A Détape 7, de facon non déterministe, I'algorithme peut aussi s’exécuter de
la fagon suivante :

regle | i RP RS R’ R¢

6.b.iii.A | 7 {(g3,p3)} {(do,c1)} {(q1,p6), (g5, p8)} {(d2,c3), (dr,ca)}

Cyq

<

Pour simplifier la présentation, nous n’avons pas mentionné le typage dans
P'exemple ci-dessus, sur les ports en particulier. Celui-ci est cependant impor-
tant, car il permet d’éviter a ’algorithme de produire des réseaux qui ne corres-
pondent & aucun morphisme de la multicatégorie M,,(&). Par exemple, lors de
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l'unification des réseaux ¢ et v, partant de RS’ = {(do, c2)}, I'algorithme peut
aboutir, a une étape i, au morphisme k; suivant :

Po b7 Ps

¢ (d)
P1 Ps
C1 [65)

De

63

P3 Pa P9

detype 1'®17'®17'®1®1®1. Le typage empéche alors de faire une étape
de phagocytose (6.b.iii.B) qui aboutirait & un réseau

qui n’est pas un morphisme de la multicatégorie M, (&).

La preuve de la correction de l'algorithme que nous avons proposé, ainsi
que I’étude des diverses variantes et optimisations possibles est laissée pour des
travaux futurs.

5.5 Présentation localement confluente de Mat(N)

Notons 9B la théorie des bigebres bicommutatives et B = Mat(N) = B/= la
catégorie monoidale stricte générée par cette théorie, ol B est la catégorie mo-
noidale stricte générée par la signature monoidale Gy sous-jacente et = est la
congruence monoidale générée par les relations de la théorie. Les équations de
cette théorie peuvent étre naturellement orientées de la fagon décrite en haut de
la Figure 5.2, dans I’espoir d’obtenir un systéme de réécriture fini et normalisant.
Cette orientation est en particulier une généralisation de celle proposée par La-
font pour la théorie des monoides commutatifs [Laf03]. Le systeme de réécriture
ainsi obtenu n’est pas confluent. Afin de le transformer en un systéme de réécri-
ture localement confluent, une méthode usuelle en réécriture consiste a effectuer
une complétion de Knuth-Bendix du systéme de réécriture [KB70, BN99], en
ajoutant au systeme des regles obtenues a partir des morphismes apparaissant
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dans les paires critiques. Par exemple, le morphisme

peut étre réécrit soit par la regle A, soit par la regle C, et donner lieu a la
régle sA de la complétion (voir Figure 5.3). Cependant, les paires critiques du
systéme sont en nombre infini (si on les calcule dans la catégorie B, au sens de la
Définition 5.9) et générent un nombre infini de nouvelles régles par complétion.
Plutot que de calculer ces paires critiques dans la catégorie BB, on peut les calculer
dans la multicatégorie M(Ss) ce qui génére un nombre fini de paires critiques.
La complétion du systéme de réécriture initial permet alors de compléter le
systeme de réécriture de la Figure 5.2 par les regles de la Figure 5.3, obtenant
ainsi un systéme de réécriture fini dans M(Gwy).

Le systéme de réécriture ainsi obtenu n’est pas confluent dans M(Swy).
Par exemple, le morphisme correspondant a la famille de morphismes (5.4)
induit une paire critique (la régle YB peut étre appliquée a deux positions
différentes) qui n’est pas confluente. Le systéme de réécriture est cependant
localement confluent sur les morphismes de B dans le sens suivant (voir aussi
la Remarque 5.46). Par les Propriétés 5.37 et 5.43, tout morphisme f : A — B
de B induit un morphisme f: A~' ® B de M(Sg). Si ce morphisme se réécrit
(dans M(Gs)), en une étape de réécriture, en un morphisme u; : A~'® B d’une
part, et en un morphisme uy : A~! ® B d’autre part, alors les morphismes u;
et ug se réécrivent tous deux, en un nombre quelconque d’étapes de réécriture,
en un méme morphisme u. Diagrammatiquement,

7\,
N A

Les morphismes u1, us et u étant tous trois de type A~ ® B, ces morphismes
sont les images de morphismes g1, g2 et g de type A — B de B par le plongement
de B dans M(Gg) de la Propriété 5.43.

Afin de montrer la confluence locale du systéme, telle que nous ’avons défi-
nie, il faut montrer le lemme suivant, décrivant les générateurs apparaissant « a
gauche » des morphismes de la catégorie B.

Lemme 5.48. Pour tout morphisme & de la catégorie B, il existe un mor-
phisme ¢ (et éventuellement un morphisme 1) tel que £ se réécrive en un mor-
phisme de l'une des formes présentées a la Figure 5.4.
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XX
Hw

N ] re] O
O\ A= A Qﬁ
L e e

b w b wy; o

FIGURE 5.2 : Orientation des relations de la théorie des bigebres bicommutatives.
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FIGURE 5.3 : Regles obtenues par complétion des régles de la théorie des bigebres bicommutatives.
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FIGURE 5.4 : Forme générale des morphismes réduits.

La confluence locale du systeme peut alors étre prouvée en calculant toutes
les paires critiques, ce qui peut étre fait a l'aide de I'algorithme de la section
précédente. Si une paire critique a un type de la forme A~! ® B alors on peut
directement montrer qu’elle est joignable. Dans le cas contraire, on montre que
toutes les paires critiques induites dans B par la paire critique de M(Gg) sont
joignables en utilisant le Lemme 5.48, utilisant ainsi une technique similaire &
celle de [Laf03]. Par exemple, considérons la paire critique

P E = (5.13)

On ne peut pas montrer directement la confluence de cette paire critique. Ce-
pendant, pour montrer la confluence locale du systéme de réécriture, il nous
suffit de montrer que pour tout morphisme ¢, les deux réécritures possibles du

morphisme
[ ¢ |

induites par la paire critique sont confluentes. On peut alors se ramener a des
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morphismes ¢ de la forme donnée par le Lemme 5.48 (Figure 5.4) et montrer
dans chaque cas que la paire critique est joignable.

Remarque 5.49. Certaines paires critiques de M(G&g) qui ne sont pas dans B
sont, contrairement a la (5.13), directement joignables dans M (Sy). Par exemple,
la paire critique

MMS2 S
z <~ - ﬁ

est joignable, car le membre gauche peut se réécrire en le membre droit par la
suite d’étapes suivante :

bl

La terminaison du systéeme de réécriture formé des regles des Figures 5.2
et 5.3 peut étre montrée en montrant la décroissance d’un ordre de terminai-
son [Gui06] approprié (cet ordre sera détaillé dans des publications futures);
il est donc confluent. Nous conjecturons qu’il est de méme possible de définir
un systeme de réécriture fini et confluent présentant la catégorie FinRel des
relations finies, ainsi qu’un systéme de réécriture fini et confluent présentant la
catégorie Jeux de jeux et stratégies introduite a la Section 4.2.2.



Perspectives

Extension des présentations.

Généralisation de la réécriture en dimension n.

Critere de correction de LL.

Optimisation de programmes (ex : un programme qui renvoie un couple suivi
d’une projection).

VLSI

Systemes de gestions de versions.



Annexe A

Logique linéaire

Formules

Les formules de la logique linéaire sont engendrées par la grammaire :

A = X | ABA | A&A | L | T | 74
| X* | A®A | A@A | 1 | 0 | A

Le dual A* d’une formule A est défini en utilisant les égalités de de Morgan :

(ABB)* = A*"®B*, (A&B)* = A*®B*, (PA)" =I14*, 1*=1, T*=0 et (A)' =4

Regles

Les régles de la logique linéaire présentées sous forme d’un calcul de séquents
monolateres sont les suivantes :

FT,A F A% A

A ! Cut
P ) SN
FT,A B FT,A  FAB
— ) (®)
FT,A% B FT,AA® B
T, A I—F,B(&) T, A (&) -T,B (@)
FT,A& B FT,A@ B © FD,LAa B *
T T 1
FF,T( ) FF,J_( ) ﬁ()
T, A ) T () FD7A 74 F?F,A(')
Y Fr A FT.74 V7 EraaAd

)



Fragments

Les connecteurs ®, %, 1 et | sont multiplicatifs, les connecteurs @, &, 0 et
T sont additifs et les connecteurs ! et ? sont exponentiels. Les fragments de la
logique linéaire sont obetenus en se restreignant a certaines de ces catégories de
connecteurs.

Polarisation

Les connecteurs ®, 1, @, 0 et ! sont positifs ou synchrones et les connecteurs 7,
1, &, T et 7 sont négatifs ou asynchrones.

Regle de mélange

L’ajout de la régle de mélange fournit une extension cohérente de la logique
linéaire.
FT FA

A M)
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Annexe B

Stratégies innocentes

Nous rappelons brievement la définition des stratégies innocentes introduite par
Hyland et Ong [HOO00]. Divers textes introductifs proposent une présentation
plus complete que celle fournie ici [Har05, Cur06].

Définition B.1 (Aréne). Une aréne A est un triplet (Ma, Aa,F4) ol
e M4 est un ensemble de coups,

o Mg My — {0O,J} x {Q, R} est une fonction qui & tout coup m associe
sa polarité (O pour Opposant ou J pour Joueur) ainsi que sa tonalité (Q
pour Question et R pour Réponse). Les deux projections de cette fonction
seront respectivement notées AQ” et AG".

e FAC My x M4 est une relation binaire appelée permission telle que,

— pour tout coup n initial (tel qu’il n’existe pas de coup m pour le-
quel mb4 n), on a Aa(m) = (0,Q),

— si m b4 nalors A7 (m) # XQ7 (n),

—simbynet )\gR(n) = R alors )\gR(m) =Q.

Définition B.2 (Partie). Une partie sur une aréne A est une suite poin-
tée mq - --my, d’éléments de M4 (tout élément m; de la suite peut étre muni
d’un pointeur vers un élément précédent m; de la suite) qui est

o alternée : pour tout index i, AQ7(m;) # A\37 (m;41),

 bien justifiée : pour tous coups m; et m; tels que m; pointe sur m;, on
a m; g mj.

e bien débutée : tout coup m; n’ayant pas de pointeur est initial.

Définition B.3 (Stratégie). Une stratégie o sur une aréne A est un ensemble
de parties de longueur paire qui est

e non vide : la partie vide ¢ est dans o,

o clos par préfixes de longueur paire : pour toute partie s-m - n de o, la
partie s est aussi dans o,
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e déterministe : pour toutes parties s-m-nji et s-m-ng de o, on a n; = no.

Définition B.4 (Vue). La vue "s™ d’une partie s sur une aréne A est la suite
pointée définie par induction sur la longueur de s par

e "s-n'="Ts"7-n,sin est un coup Joueur,

e "s.m-t-n7="s-m7n,sinest un coup Opposant justifié par le coup m,
e "s.n1=n,sin est un coup Opposant initial,

o Tel=c¢.

Définition B.5 (Visibilité). Une partie s sur une aréne A est visible lorsque sa
vue "s est une partie sur A. Une stratégie o : A est visible lorsque toutes ses
parties le sont.

Définition B.6 (Stratégie innocente). Une stratégie visible o : A est innocente
lorsque pour toute partie s -m - n de o et toute partie ¢t - m sur A,

s-m'="t-m"' implique t-m-n¢€o.
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SEMANTIQUE DES JEUX ASYNCHRONES ET REECRITURE 2-DIMENSIONNELLE

Les sémantiques de jeux s’attachent a caractériser le comportement inter-
actif des preuves et des programmes, en les modélisant par des stratégies qui
décrivent la fagon dont ils réagissent & leur environnement. Afin de prendre en
compte les aspects concurrents des preuves en logique linéaire, nous avons été
amenés a retravailler les notions et techniques classiques de sémantique des jeux
pour les étendre a un cadre asynchrone et non-alterné. Dans une premiere partie,
nous définissons une famille de stratégies asynchrones donnant lieu & un modele
de logique linéaire, pleinement complet pour le fragment multiplicatif. Ces stra-
tégies sont définies de facon locale par une série d’axiomes diagrammatiques;
elles sont ensuite raffinées par un critére dynamique d’ordonnancement, dont
nous montrons qu’il impose une version orientée du critére de correction des
réseaux de preuve. Cette formulation asynchrone permet d’unifier des modeles
variés de la logique linéaire — aussi bien séquentiels que concurrents, dynamiques
que statiques — ou les preuves sont vues comme des stratégies séquentielles,
des stratégies concurrentes, des relations ou des structures d’événements. Dans
une seconde partie, nous abordons une autre approche pour décrire la causalité
induite par les preuves et introduisons une sémantique de jeux capturant les
dépendances engendrées par les connecteurs du premier ordre en logique propo-
sitionnelle. Nous montrons alors que la catégorie résultante peut étre finiment
présentée par un 2-polygraphe et étudions la possibilité d’orienter cette présen-
tation en un systeme de réécriture confluent, notamment en introduisant un
algorithme d’unification dans ce cadre 2-dimensionnel.

ASYNCHRONOUS GAME SEMANTICS AND 2-DIMENSIONAL REWRITING SYSTEMS

Game semantics characterize the interactive behaviour of proofs and pro-
grams, by modeling them as strategies which describe the way they react to
their environment. In order to take in account concurrent aspects of proofs
in linear logic, usual notions and techniques in game semantics are recasted in
an asynchronous and non-alternating framework. In a first part, we define a
family of asynchronous strategies giving rise to a model of linear logic, which is
fully complete for the multiplicative fragment. These strategies are defined in a
purely local way by a series of diagrammatic axioms. Then, they are refined by
a dynamic scheduling criterion, which is shown to constrain strategies to satisfy
an oriented variant of the correctness criterion of proof nets. This asynchronous
formulation unifies various models of linear logic — sequential as well as con-
current, dynamic as well as static — where proofs are seen either as sequential
strategies, as concurrent strategies, as relations, or as event structures. In a
second part, we investigate another approach to describe the causality induced
by proofs and introduce a game semantics which captures dependencies induced
by first order connectives in propositional logic. We then show that the result-
ing category can be finitely presented by a 2-polygraph and discuss how this
presentation could be oriented in a confluent rewriting system. In particular,
we introduce an unification algorithm in this 2-dimensional framework.
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