
Calculs de points fixes pour la vérification de
programmes numériques.

Yassamine Seladji

CEA, LIST, Laboratoire de Modélisation et d’Analyse des Systemes en Intéraction.
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Contexte

Un problème industriel

le crash d’Ariane 5 : causé par un overflow.
=⇒ 700 Million d’euro de perte.
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Sémantique collectrice

Graphe de flôt de contrôle

1

2

4

5

7

x∈ {90, . . . , 100}

x≥?0

x<?0

y= f (x)
x

x=x-1

Les équations sémantiques

S1 = ⊥.

S2 = [[x ∈ {90, . . . , 100}]](S1) ∪
[[x=x-1]](S5).

S4 = [[x ≥ 0]](S2).

S5 = [[y = f (x)
x ]](S4).

−→
S = F (

−→
S ).
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Sémantique collectrice
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Interprétation abstraite

Graphe de flôt de contrôle

1

2

4

5

7

x∈ [90, 100]

x≥?0

x<?0

y= f (x)
x

x=x-1

Les équations sémantiques

S1 = ⊥.

S2 = [[x ∈ [90, 100]]](S1)∪
[[x = x − 1]](S5).

S4 = [[x ≥ 0]](S2).

S5 = [[y = f (x)
x ]](S4). S7 = [[x < 0]](S2).

−→
S = F (

−→
S ).
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Calcul du point fixe

Algorithm 1 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 0

x
1 ⊥
2 ⊥
5 ⊥
7 ⊥

Calcul du point-fixe
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Calcul du point fixe

Algorithm 2 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 0

x
1 [90,100]

2 ⊥
5 ⊥
7 ⊥
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Calcul du point fixe

Algorithm 3 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 0

x
1 [90,100]

2 [90,100]

5 ⊥
7 ⊥

Calcul du point-fixe
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Calcul du point fixe

Algorithm 4 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 1

x
1 [90,100]

2 [90,100]

5 [89,99]

7 ⊥

Calcul du point-fixe
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Calcul du point fixe

Algorithm 5 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 1

x
1 [90,100]

2 [89,100]

5 [89,99]

7 ⊥
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Calcul du point fixe

Algorithm 6 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 2

x
1 [90,100]

2 [89,100]

5 [88,99]

7 ⊥

Calcul du point-fixe
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Calcul du point fixe

Algorithm 7 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 2

x
1 [90,100]

2 [88,100]

5 [88,99]

7 ⊥

Calcul du point-fixe
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Calcul du point fixe

Algorithm 8 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 100

x
1 [90,100]

2 [1,100]

5 [0,99]

7 ⊥

Calcul du point-fixe
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Calcul du point fixe

Algorithm 9 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 100

x
1 [90,100]

2 [0,100]

5 [0,99]

7 ⊥

Calcul du point-fixe
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Calcul du point fixe

Algorithm 10 Algorithme d’itération de Kleene

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1 t F (

−→
X i−1)

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ; =⇒ Error
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 101

x
1 [90,100]

2 [0,100]

5 [-1,99]

7 [-1,-1]

Calcul du point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 11 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1)

=⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :

x
1

2

5

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 12 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :1

x
1 [90,100]

2 [90,100]

5 [89,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 13 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :1

x
1 [90,100]

2 [89,100]

5 [89,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 14 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :2

x
1 [90,100]

2 [89,100]

5 [88,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 15 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :2

x
1 [90,100]

2 [50,100]

5 [88,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 16 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :3

x
1 [90,100]

2 [50,100]

5 [49,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 17 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :3

x
1 [90,100]

2 [10,100]

5 [49,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 18 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :4

x
1 [90,100]

2 [10,100]

5 [9,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 19 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :4

x
1 [90,100]

2 [0,100]

5 [9,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 20 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;=⇒ Error
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :5

x
1 [90,100]

2 [0,100]

5 [-1,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 21 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;=⇒ Error
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération :5

x
1 [90,100]

2 [-1,100]

5 [-1,99]

7 ⊥

Calcul d’un point-fixe
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Widening avec seuils

Algorithm 22 Méthode d’itération de Kleene avec widening avec seuils

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
X i :=

−→
X i−1∇T F (

−→
X i−1) =⇒ {50, 10, 0}.

4: until
−→
X i v

−→
X i−1

1 : x = [90,100] ;
2 : While (x ≥ 0)
3 :{
4 : y := f (x)/x ;=⇒ Error
5 : x := x-1 ;
6 : }
7 :

Exemple

=⇒
Itération : 6

x
1 [90,100]

2 [-1,100]

5 [-1,99]

7 [-1,-1]

Calcul d’un point-fixe
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Convergence des suites numériques[Brezinski77]

Une suite convergente

Soit (Sn) une suite numérique et S un réel. Nous disons que (Sn) converge
vers S ssi limn→+∞ Sn = S .

Procédé de transformation de suites

Un procédé de transformation de suites est une fonction P qui associe à
toute suite numérique (Sn) une nouvelle suite (Yn) telle que, si (Sn)
converge vers S, alors (Yn) converge plus rapidement vers S.

Quelques procédés de transformation.

La méthode ∆2-d’Aitken.

ε-Algorithme.
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La méthode ∆2-d’Aitken

Définition

Soit (Sn) la suite initiale et (S ′n) la suite transformée telle que :

∀n ∈ N,S ′n+1 =
Sn+1 − Sn

Sn+2 − 2Sn+1 + Sn
.

Exemple : Sn = 1 +
1

n + 1
,∀n ≥ N avec limn→+∞ Sn = 1

ε0
n ε2

n ε4
n ε6

n ε8
n

1.1111109
1.0833337 1.0624931
1.0666663 1.0500028 1.0399799
1.0555556 1.0416545 1.0334257
1.0476161 1.0357504
1.0416761
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Définition

Soit (Sn) la suite initiale et (S ′n) la suite transformée telle que :

∀n ∈ N,S ′n+1 =
Sn+1 − Sn

Sn+2 − 2Sn+1 + Sn
.

Exemple : Sn = 1 +
1

n + 1
,∀n ≥ N avec limn→+∞ Sn = 1

ε0
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n ε4
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La méthode ∆2-d’Aitken

Définition

Soit (Sn) la suite initiale et (S ′n) la suite transformée telle que :

∀n ∈ N,S ′n+1 =
Sn+1 − Sn

Sn+2 − 2Sn+1 + Sn
.

Exemple : Sn = 1 +
1

n + 1
,∀n ≥ N avec limn→+∞ Sn = 1

ε0
n ε2

n ε4
n ε6

n ε8
n
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La méthode ∆2-d’Aitken

Définition

Soit (Sn) la suite initiale et (S ′n) la suite transformée telle que :

∀n ∈ N,S ′n+1 =
Sn+1 − Sn

Sn+2 − 2Sn+1 + Sn
.

Exemple : Sn = 1 +
1

n + 1
,∀n ≥ N avec limn→+∞ Sn = 1

ε0
n ε2

n ε4
n ε6

n ε8
n
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La méthode ∆2-d’Aitken

Définition

Soit (Sn) la suite initiale et (S ′n) la suite transformée telle que :

∀n ∈ N,S ′n+1 =
Sn+1 − Sn

Sn+2 − 2Sn+1 + Sn
.

Exemple : Sn = 1 +
1

n + 1
,∀n ≥ N avec limn→+∞ Sn = 1

ε0
n ε2

n ε4
n ε6

n ε8
n

2.0000000
1.5000000 1.2500000
1.3333333 1.1666667

1.1111109

1.2500000 1.1249999

1.0833337 1.0624931

1.2000000

1.0666663 1.0500028 1.0399799

1.1666667

1.0555556 1.0416545 1.0334257

1.1428571

1.0476161 1.0357504

1.1250000

1.0416761

1.1111111
1.1000000 9 / 20



La méthode ∆2-d’Aitken

Définition

Soit (Sn) la suite initiale et (S ′n) la suite transformée telle que :

∀n ∈ N,S ′n+1 =
Sn+1 − Sn

Sn+2 − 2Sn+1 + Sn
.

Exemple : Sn = 1 +
1

n + 1
,∀n ≥ N avec limn→+∞ Sn = 1

ε0
n ε2

n ε4
n ε6

n ε8
n

2.0000000
1.5000000 1.2500000
1.3333333 1.1666667

1.1111109

1.2500000 1.1249999

1.0833337 1.0624931

1.2000000 1.1000001

1.0666663 1.0500028 1.0399799
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La méthode ∆2-d’Aitken
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Méthodologie par l’exemple

while (1) {*

xn1 = -0.4375*x1+0.0625*x2+0.2652*x3+0.1*u1;

xn2 = 0.0625*x1+0.4375*x2+0.2652*x3+0.1*u2;

xn3 = -0.2652*x1+0.2652*x2+0.375*x3+0.1*u3;

x1 = xn1;

x2 = xn2;

x3 = xn3;

}

Le programme

=⇒

x1

[1.000000, 2.000000]

Chaque itération
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Récapitulatif.

L’Analyse statique

Eléments abstraits

Calcul du point-fixe :
Itérartion de Kleene

Widening + Point-fixe

Λ(∪xn)

Accélération de
convergence

Eléments numériques

Suites numériques

Méthodes de
transformation +

Point de convergence

ΛA

ΥA

limn−>∞ΛA(xn)
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Algorithme de Kleene accéléré

Algorithm 23 L’itération de Kleene accélérée

1:
−→
X i := ⊥

2: repeat

3:
−→
Xi :=

−−→
Xi−1 t F (

−−→
Xi−1)

4:
−→yi := Accelerate

(
ΛA(
−→
X0), . . . ,ΛA(

−→
Xi )

)
5: if ||−→yi −−−→yi−1|| ≤ δ then

6:
−→
Xi :=

−→
Xi tΥA(−→yi )

7: end if

8: until
−→
Xi v

−−→
Xi−1
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Expérimentation

Table: Les résultats obtenus en utilisant le domaine abstrait des intervalles (avec
δ = 10−3).

Nombres d’itérations Précision

Nom du programme Kleene Accel. Ratio Distance

contraction.c 127 17 1/6 8.10−12

butter1.c 346 8 1/43 6.10−12

butter2.c 180 16 1/12 5.10−13

gauss-seidl.c 24 12 1/2 5.10−14

nonlinear1.c 58 17 1/3 10−14

nonlinear2.c 53 12 1/4 10−14

nonlinear3.c 1929 7 1/275 10−14
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Conclusion
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Perspectives

Étendre notre technique d’accélération à d’autres domaines abstraits.

Expérimenter d’autres algorithmes d’accélération de convergence.

Comparer avec d’autres méthodes de calcul du point-fixe.

Traiter le cas des programmes avec la structure if-then-else (itérations
sur les politiques).
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