Nachtrag.

Eine ausgezeichnete, von Schell herrithrende Nach-
schrift der letzten groBen, in Berlin gehaltenen Wintervor-
lesung Jacobis iiber die Theorie der krummen Flichen und
Kurven doppelter Kriimmung, weleche durch Formvollendung
und Reichhaltigkeit des Inhaltes die fritheren Vorlesungen
itber diesen Gegenstand weit tibertrifft, ist mir erst nach-
triglich bekannt geworden.

Eine kurze einleitende Skizzierung der Arbeiten Eulers
und Monges schlieBt Jacobi mit den Worten:

,AuBer den Kriimmungslinien entdeckte auch Monge
die Konstruktion der partiellen Differentialgleichungen und
die Erzeugung der Flichen durch Bewegung von Kurven,
die wihrend dieser ihre Elemente #ndern; diesen geometri-
schen Bewegungen entsprechen analytische bei der Integration
der partiellen Differentialgleichungen. Uberhaupt sind solehe
Analogien sehr lehrreich. Von einem gewissen Standpunkte
aus verschwinden die einzelnen Disziplinen. Operationen in
der Algebra, Geometrie, Mechanik gehen in einem all-
gemeineren Gedanken auf. Dieser Gedanke leitete zuerst
Lagrange, als er versuchte, alle mathematischen Wissen-
schaften aus einem Prinzipe abzuleiten. Jeder Fortschritt
der einen Wissenschaft ist dann bei einem solchen Ineinander-
greifen zugleich ein Fortschritt der ibrigen Disziplinen.
Die Wissenschaft darf keine Quelle verschmihen, aus der
sie schopfen kann. Will man als Analyst reden, so muB
man sagen, daB die Stirke der Mathematik in der Symbolik
bestehe, indem man damit ein ganzes System von Gedanken
durch ein Zeichen fixiert, um mit dem Erblicken dieses
Zeichens sogleich an diese Gedankenreihe erinnert zu werden,
ohne nétig zu haben, sie noch einmal durchzudenken;

er geht nmun zur Auseinandersetzung der Grundziige
des geometrischen Differentiierens tiber: ,Wenn die Analysis
alle Verhiltnisse der Lage und Figur seit Descartes auf
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Grofenverhiltnisse zuriickfithrt, so fithrt sie ebwas auBerhalb
des Problems Liegendes ein, denn die Koordinatenachsen
miissen wieder herausfallen. In besonderen Fillen kann man
zwar deren Lage so bestimmen, dab sie ein Teil des Pro-
blems werden, dann n#hern sich die analytischen Betrach-
tungen den geometrischen. Die Bedeutung einer Formel zu
erkennen, dafiir gibt es keine Regeln, und es bleiben daher
oft einfache Resultate in den Formeln verborgen. Die geo-
metrische Betrachtung lehrt die Formeln deuten, sie bleibt
immer in der Figur, und jedes Resultat ist gerade so aus-
gedriickt, wie es der Gegenstand fordert. Hat man eine
oder mehrere GroBen durch andere ausgedriickt, die véllig
bestimmt sind, so kann man untersuchen, wie jene sich
dndern, wenn die Bestimmungsstiicke sich #ndern; man
nimmt die Anderungen so klein an, daB man analytisch
nach Potenzen entwickeln kann. Die geometrische Bedeutung
der Entwicklungskoeffizienten anzugeben, ist sodann die Auf-
gabe des geometrischen Differentiierens.

Die Differentiation des sphirischen Dreiecks liefert ihm
den bertihmten Legendreschen Satz, daB, wenn man die
Winkel eines sphérischen Dreiecks aus den Seiten berechnet,
als wiren diese Seiten eines ebenen Dreiecks, und dann
des sphirischen Exzesses zu jedem der gefundenen Winkel
hinzuaddiert, man die Winkel des sphirischen Dreiecks bis
auf GroBen der 4. Ordnung genau erhilt, und shnlich ergeben
sich die von Bessel und Gauss gegebenen Erweiterungen.

Nachdem er nun dhnlich wie in fritheren Vorlesungen
ither diesen Gegenstand allgemeine Betrachtungen iiber Be-
rithrungen verschiedener Ordnung von Kurven und Flichen
angestellt, geht er zunfichst zur Behandlung der Wende-
punkte ebener Kurven iiber, die er auf der Entwicklung
der Kurvengleichung nach der Taylorschen Reihe basiert,
beweist auf Grund einer genauen Behandlung der Diskri-
minante und des invarianten Charakters derselben seinen
Satz von der Anzahl der Doppeltangenten, den er bald
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darauf im Crelleschen Journal verdffentlichte, und sehreitet
von diesen Betrachtungen aus zur Kinteilung der Flichen
in konkav-konkav- und konkav-konvex-Flichen. Es folgt
die Aufstellung der Differentialgleichungen fiir die abwickel-
baren und windschiefen Flichen, die Diskussion der Rota-
tionsflichen und eine eingehende Behandlung des Bertihrungs-
kegels mit Anwendung auf viele einzelne Probleme, wobei
er die Methoden von Joachimsthal und Hesse, um zur
Gleichung des Tangentenkegels zu gelangen, nach verschie-
denen neuen Gesichtspunkten entwickelt.

Nunmehr macht er den Ubergang zur allgemeinen
Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung zwischen drei Variabeln, bespricht die Methode von
Lagrange und geht sodann nach Behandlung der Theorie
der Mongeschen Charakteristiken zu seinen eignen Methoden
fiir die Integration der nicht linearen partiellen Differential-
gleichungen iiber, wobei er das Problem, welches, geometrisch
aufgefaBt, aus der Lage der Tangentialebene die Natur der
Flichen finden will, von den verschiedensten Gesichtspunkten
aus behandelt. Bei der Besprechung des Pfaffschen Pro-
blems setzt er seine Methode auseinander, bei welcher man
durch Einfihrung der Anfangswerte als willkiirliche Kon-
stanten dazu gelangt, mit der Integration eines einzigen
gewbhnlichen Differentialgleichungssystems auszureichen;
,Cauchy hatte schon 20 Jahre frither dasselbe gefunden, allein
an einem so obskuren Ort (Bulletin de la société philomatique)
1819 bekannt gemacht, daB diese Entdeckung ihm selbst ent-
schwunden war“ Es folgt eine ausfiihrliche Theorie der Enve-
loppen und die Behandlung der Mongeschen Wendekurve.

Flegante Entwicklungen fiir die Theorie der Kriimmungs-
ebenen, Normalebenen und Evoluten der riumlichen Kurven
bilden die Grundlage fiir die Theorie der kiirzesten Linien auf
Fliichen, deren Bigenschaften und Differentialgleichung, unter
Hervorhebung des Unterschiedes zwischen der kiirzesten oder
geodiitischen Linie von der in der Geodiisie ebenso benann-
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ten Kurve; er behandelt die kiivzesten Linien auf Um-
drehungs- und abwickelbaren Flichen, und gibt sehr inter-
essante Ausfilhrungen der von ihm frither verSffentlichten
Sitze iiber von drei Kurven im Raume gebildete Dreiecke,
von denen der bekannte Gausssche Satz von der curvatura
integra eines von drei geoditischen Linien einer Fliche ge-
bildeten Dreiecks nur ein spezieller Fall ist. ,Man sieht,
daBl dieser Satz kein den Flichen inhirierender ist, sondern
ein Satz von Kurven. Den sphirischen Raum nennt Gauss
quadratura integra des Teiles der Fliche, der von den Kur-
ven der Fliche eingeschlossen ist. Man sieht, daB dieser
Raum gar nichts mit der Kriimmung der Fléche zu tun hat.
Ja man kann die Kurven im Raume ganz auseinander
nehmen, sie brauchen sich gar nicht zu schneiden. Es kommt
dies bei dem Satze gar nicht in Anwendung; es miissen die
Kurven nur so beschaffen sein, daf der Kriimmungshalb-
messer am Endpunkt der ersten Kurve dieselbe Richtung hat
wie der am ersten Punkte der zweiten Kurve; ob die Kurven
aneinander stofen oder nicht, darauf kommt es gar nicht an¥

Nach Behandlung der Kriimmungslinien und der Kriim-
mung der Flichen werden die Theorie der Indikatrix und
die Eulerschen Sitze tiber die Kriimmung der Normal-
schnitte auf rein geometrischem Wege entwickelt, und nach
Anwendung dieser Sitze auf die Oberflichen 2. Ordnung
die Beziehung zwischen dem Kriimmungshalbmesser eines
schiefen Schnittes und dem des zugehdrigen Normalschnittes
ermittelt. Seine Untersuchungen iiber die Anwendung der
Krtimmungslinienkoordinaten deutet er nur fliichtig an, in-
dem er sie als ,mehr der Integralrechnung angehorig“ be-
zeichnet, und geht dann ausfithrlich auf die Dupinschen
Sitze von den drei Scharen senkrecht sich schneidender
Flichen ein, wodurch er zu einer eingehenden Darstellung
der Theorie der elliptischen Koordinaten veranlaBt wird.
Jacobi fallt den groften Teil der Sitze tiber konfokale
Flichen 2. Ordnung in dem Hauptsatz zusammen, den er
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schon frither angedeutet, daf, wenn man aus einem beliebigen
Punkt im Raome an die drei Systeme konfokaler Flichén
die Bertihrungskegel legt, diese micht nur dieselben Haupt-
achsen, sondern auch die beiden Brennlinien gemein haben,
welch letztere die beiden geraden Linien des einflichigen
konfokalen Hyperboloides sind, welches durch den gegebenen
Punkt des Raumes geht.

In sehr einfacher und interessanter Weise wird die
Theorie der Nabelpunkte dargelegt und sodann die Theorie
der Kriimmungslinien und kiirzesten Linien an den Um-
drehungsflichen erliutert.

,Uum alle Fragen wenigstens anzudeuten, mdge hier
noch eine sehr beriihmte Betrachtung folgen, welche in der
Attraktion der Ellipsoide eine grofe Rolle spielt, und die
fiir die Kegelschnitte von Maclaurin angestellt und spéter
vor Ivory auf die Flichen ausgedehnt worden ist, nimlich
die Theorie der konjugierten Punkte zweier konfokalen
Flichen®, und nun entwickelt er die Sttze, welche er schon
frither Steiner mitgeteilt hatte, und welche eine Fliche
2. Grades als geometrischen Ort einer Pyramidenspitze defi-
nierten, deren Entfernungen von den Eckpunkten eines Drei-
ecks gleich sind den Entfernungen eines im Innern eines
anderen Dreiecks liegenden Punktes von den Mckpunkten
dieses. ,Merkwiirdigerweise hat man von dem Ivoryschen
Satze, obgleich er schon seit 1808 bekannt ist, bis jetzt
noch keine geometrische Anwendung gemacht; nur an-
deutungsweise berithrt er die Anwendung aller dieser Sitze
auf die Theorie der Anzichung der Ellipsoide.

Allgemeine Formeln tiber den Inhalt von Oberflichen
und die Kubatur krummer Riume, welche auf geometrischen
Betrachtungen {iiber die Funktionaldeterminante beruhen,
beschliefen die Vorlesung, die er vor elf Zuhorern in Berlin

vom 29. Oktober 1849 bis zum 13. Mirz 1850 gehalten.

ag . V4D
o

f:z;.&/z.%»«- st

Drei . fogtfn 2Bk foin Sine Rliiblns 28 Gpuistosfafin g
B Zﬁz-i//;‘/ mj///—ﬂ/ L2 fln B OW &
7 ;W/w I i e
f iy o i o G froifob oS Pty
e ol i o N e I

L2 fur 28 e froEigtond s | g f o ilifelidf
i Hnlinilon. AL Ot L S| e F ils Ll
Sl Cofn, Jo Aot § flon o o
A e
s Lt L bty fot Bk A Gt Pl - 1o
P A o Jos 25 Flt s
R i et A L A
%”f‘“ G I SN~ ALYt PoZ Lt

Koenigsberger, Jacobi-Biographie



