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In dem ersten an Humboldt gerichteten Briefe
heibt es:

,Die Babylonier und Agypter haben durch langjihrige
Beobachtungen einige empirische Kenntnifl der Astronomie
gewonnen, von denen wohl die bedeutendste war, daB die
Blongation von Mereur und Venus eine gewisse Griinze nicht
itberschreiten, und diese beiden Planeten daher Trabanten
der Somne sind. Vom BediirfniB des praktischen Lebens
getrieben, haben vielleicht die Ph'c')nicier'empirische Regeln
der Rechenkunst behufs des Handels, die Agypter empirische
Regeln der Geometrie behufs der Léndervermessungen aus-
gesonnen. FKine mathematische Wissenschaft haben sie
nicht gehabt, oder es ist doch den Hellenen niemals etwas
davon bekannt geworden. Diesen bleibt der groBe Rubm;
diese Wissenschaft von ihren ersten Grundlagen in die Hohe
geftihrt zu haben, unverkiirzt und ungetheilt. Denn wenn
Thales, der vor andern auf langjihrigen Reisen fremde
Woeisheit gelernt haben soll, noch die fgyptischen Priester
lehren konnte, daB die Hthen der Pyramiden ihrem Schatten
gleich sind, wenn er zu derselben Zeit gemessen wird, wo
ein senkrechter Stab dem seinigen gleich wird, und er fiir
die Erfindung, ein gleichseitiges Dreieck in einen Kreis ein-
guschreiben, den Musen ein Dankopfer brachte, so haben
die Griechen sicher von vorn angefangen. Der Bau mathe-
matischer Wissenschaft, den sie so in der Zeit von Thales
bis zur Grindung der alexandrinischen Schule von seinen
ersten Fundamenten aufgefithrt, gehdrt zu den groBten
Thaten des menschlichen Geistes . .. Abgesehen von den
besonderen Erfindungen des Pythagoras schrieb man thm
im Alterthum den Ruhm zu, daB er die Mathematik zur
reinen Wissenschaft erhoben, welche ihr Interesse micht in
ihrer Brauchbarkeit fiir auBer ihr liegende Zwecke hat,
sondern sich selbst Zweck ist und nichts anderes anstrebt,
als in den Gegenstinden ihrer Betrachtung eine vollkommene
Einsicht zu gewinnen. Als solche erschien dem Pytha-
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goras die Mathematik das geeignetste Mittel, den mensch-
lichen Geist daran zu gewdhnen, sich an der reinen Kr-
kenntnif} zu erfreuen und ihn hiedurch tiber die Befriedi-
gung des sinnlichen Bediirfnisses zur héheren, seiner allein
wiirdigen Bildung zu erheben. Er machte sie deBhalb zur
Grundlage in seinem groBen Erziehungssystem. Seine Ent-
deckung der rationalen Verhdltnisse in der Tonscala ist,
ohne wesentlich weiter gefiihrt zu werden, der Gegenstand
tiberaus zahlreicher Arbeiten griechischer Mathematiker ge-
wesen, von denen sehr viele auf uns gekommen sind, welche
wir gern mit andern verlorenen mathematischen Schriften
vertauschten. Da dieser Stoff keine innere Entwicklung
fand, wurde er zu eitlen Analogieen verbraucht. Das ein-
zige mathematische Naturgesetz, das man erkannt hatte,
sollte den Pythagoriern und Plato dazu dienen, den
ganzen Kosmos zu construiren. Es wurde dem bessern
Wissen Gewalt angethan, alles beliebig umgestellt, ein Him-
melskdrper, der Antichthon, ersonnen, blof um die 7 Tone
der Octave herauszubringen. Diese Verirrungen haben fiir
alle Zeiten ein gefihrliches Beispiel gegeben, wie Aristo-
teles sagt, nicht das Philosophem der Beobachtung, sondern
die Beobachtung dem Philosophem unterzuordnen ... Wenn
Plato’s Verdienst gerthmt wird, daB er den Astronomen
empfohlen, alle bemerkten Abweichungen der Planeten von
der gleichfSrmigen Kreisbewegung wieder durch Kreise zu
construiren, und dadurch den AnstoB zu den von Apollo-
nius erfundenen Epicyclen gegeben habe, so ging dieser
Rath bei ihm nicht aus einer wissenschaftlichen Einsicht
hervor, sondern aus der Vorstellung, daB der Weltschopfer
alles am vollkommensten gemacht und der Kreis die voll-
kommenste Figur sei. Wie ernstere und tiefere Natur-
betrachtung zeigt die Lehre des Anaxagoras, von der wir
nicht ohne Staunen vernehmen, und die er fast mit dem
Leben gebiiBt hitte, daB der Mond, wenn seine Schwung-
kraft aufhorte, zur Erde fallen wiirde, wie die Steine einer
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Schleuder! Aber jener supranaturalistische Excef Plato’s
hatte andererseits bei der abgdthischen Verehrung, welche
er genoB, den Erfolg, ein Gegengewicht gegen die Ver-
flachung durch eine breite Empirie zu bilden. Dem 16. Jahr-
hundert wurde er so ein treuer Bundesgenosse bei Wieder-

it der Speculation in den Naturwissen-

erringung der Freihe
ler bei der

schaften, und seine Triume begleiteten Kepp
harten Arbeit, mit der er uns die wahren Harmonieen der
Planeten erschlob . . .“

Der erste Brief geht nun ausfihrlicher auf die mathe-
matischen Resultate ein, welche von Buklides, Plato,
Eudoxus und anderen griechischen Mathematikern her-
rithren, und zeigh, wie die Sitze des letzteren vom Inhalt
der Pyramide oder des Kegels nicht ohne diejenigen Prin-
zipien bewiesen werden konnten, die unserer heutigen Inte-
gralrechnung zugrunde liegen, und daB die Alten selbst
schon sich der Neubeit und des Transzendenten dieser Prin-
zipien bewubt gewesen.

Der Anfang des zweiten Briefes lautet:

,Die Leistungen der Mathematiker in der Zeit von
Hippocrates bis Fuelid werden nach drei Richtungen unter-
schieden, je nachdem sie nimlich den wissenschaftlichen
Stoff durch Erfindung von Theoremen oder Lsung von
Problemen vermehrten, die wissenschaftliche Form durch
Strenge der Beweise vervollkommneten, endlich aus dem
gesammten Trwerb der Wissenschaft dasjenige, was am
hiufigsten und immer wieder bei den mathematischen Unter-
suchungen zur Anwendung kam, in einem System von
Tlementen zusammenstellten, aus denen sich die Wissenschaft
gewissermafien wie die Sprache aus Buchstaben oder Silben
zusammensetzen sollte . . . Die einfachsten GroBenvorstel-
lungen bieten die ganze Zahl und die gerade Linie; von
diesen beiden sahen die alten Philosophen mit Recht die
ganze Zahl als das einfachere an, weil sie nicht wie die
Linie gesetzt zu werden brauchte, und die Lehrsttze,
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welche die ganzen Zahlen betreffen, wurden fiir meh
elementar und fiir evidenter als die geometrischen gehaltenr
In der That kann man in der Arithmetik die den geomet i
schen Elementen unentbehrlichen Axiome Welehf imml;:
noch eine Anschauung voraussetzen, géirizlich entbehren
Aber die gerade Linie hat vor den ganzen Zahlen das vorl
aus, daB sie das Irrationale, oder wie die Griechen sagen
das .Unaussprechbare selbst zur Anschauung und zur gE -
sch'emung bringen und wirklich darstellen kann, was d'l

Arithmetik nur niherungsweise vermag . . . Di’e Theo;e
dfzr Mul'tiplication ganz allgemeiner abstracter GrijBelfl
?netet,. wie jeder weiB, der heute Elemente zu schreiben hat

ihre eigenthiimlichen Schwierigkeiten dar,‘ und ist weit da 7
entfernt, den Charakter derjenigen Evidenz und des Elen;:aonxT

taren an sich zu tra ie Vi
. gen, welche die vier erst i
Euclides noch bea,bsie];tigtenf‘ costen Bicher s

Aus all diesen Aufzeichn
. . ungen treten uns die lang-
ghrlgfan und tiefen Studien entgegen, welche Jacobi dfv
eschichte der mathematischen Wissenschaften gewidmet hat

. Auch fiir den Sommer 1847 war Jacobi noch durch
sein ]?»eﬁnden verhindert, eine Vorlesung anzukiindigen, und
zu seinem leidenden Zustande gesellten\sich bei def ‘;‘OB
Familie, fiir deren sieben minderjihrige Kinder er einglieben
voller und aufopfernder Vater war, noch schwere materielf_
Sorgen. Er wandte sich deshalb an Humboldt in d i
Hoﬁinung, daf dessen Unterstiitzung beim Konige ihm ei o
Erlelc.hterung seiner Lage verschaffen konnte; in der ';‘];ies
kam ihm dieser wie immer liebenswiirdig U.I,ld hilfsbereit
entgegen und schrieb thm im Mirz 1847: N

»Dei der Bewunderung Ihrer Gei i
Freundschaft, die ich Ihne%; s0 unve?lf:?dsei??czl’d:v?idiiz
Iﬁllzzbé,tsetzt micb Ihr. Brif.af in eine schmerzliche Azfreguné'.
. ist so traurig, Sie mit 7 Kindern in diesem mit jedem
Tage theureren Orte bekiimmert, in groBen Arbeiten gestort
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zu wissen, es ist aber auch traurig, eine Verantwortlichkeit
eines Gtelingens tibernehmen zu sollen ... Der Konig be-
endigt in Geldsachen nichts fir sich, Versprechungen, die
man ihm sehr leicht ablockt, verhallen spurlos ...

Aber Jacobi blieb bis zum Ende des Sommers ohne
jede Nachricht tiber den Hrfolg der Bestrebungen Hum-
boldts.

In dieser Zeit hatte er auf Veranlassung Schu-
machers, der Dinge personlicher Natur ihm gegeniiber
zur Sprache brachte und auch iber einige Punkte aus der
Zahlentheorie um Belehrung bat, den Briefwechsel mit dem-
selben wieder aufgenommen und diesem im April einige
interessante Mitteilungen gemacht, welche Friichte seiner
historisch-mathematischen Studien waren. Nach den auf
ein bestimmtes Vorkommnis beziiglichen Worten: ,,... Es
diirfte geniigen, wenn man wei, daB jeder wirklich groBe
Mann keinen besonderen Werth auf Titel und Auszeichnungen
legt, und sie nur, wie jede andere ihm erzeugte Hoflichkeit
freundlich apnimmt, ohne sich z. B. mit den Orden zu be-
hingen, wo hergebrachte Sitte (wie bei Hofe in Gala) es
nicht ausdriicklich verlangt ..., gibt Jacobi einige wissen-

schaftliche Auseinandersetzungen, von denen Schumacher

am 12. April Gauss Kenntnis gibt:

,. .. Jacobi bemerkt in diesem Briefe in Bezug auf die
Summe der Potenzen der natiirlichen Zahlen, daB freilich
die Relation (Zz')? = Zz® isolirt stehe, daB aber die
Summe von zwei oder mehreren dieser Reihen mit be-
stimmten Coefficienten multiplicirt gleich einer Potenz
einer einzelnen sein kinne, z. B. 3(Za" + Za°) = (T2
— Zzt. DaB (ZxY)? = Za®, sagt Jacobi, stehe schon in
Lueca di Burgos Summa Arithmetica. Aus einem Neu-
platoniker theilt er mir noch einen eleganten Satz mit ither
die Erzeugung der Cuben (nicht allein der Quadrate) aus

der Summation der ungraden Zahlen, wenn man bei den

Cuben immer die folgenden ungraden Zahlen nimmt, statt
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wie bel den Quadraten immer von vorn anzufangen, 1 — 12
14+3=20 14845=8, .. . 1—15 34595
T40 41138, . « ’

Eine unverkennbare, durch Krankheit und Sorgen her-
beigefithrte geistige Depression gestattete ihm nicht, gréBere
Untersuchungsreihen zur Publikation auszugestalten, und
agBer einer am 3. Juli in der Akademie gelesenen, aber
nicht verdffentlichten Note ,Uber die Resultate einer
Abzihlung der Primzahlen, welche um 2 oder 4 ver-
schieden sind% erschien im Crelleschen Journal nur die eine
Arbeit ,Uber die unmittelbare Verifikation einer Fundamen-
talformel der Theorie der elliptischen Funktionen, deren
Inhalt er am 10. Juni der Akademie unter dem Titel, Uber
einen elementaren Beweis einer Fundamentalformei? der

elliptischen Funktionen vorlegte.  Aus der in den
Fundamenten hergeleiteten Relation §—1 - q(z +27Y
FEE ) =T = (=) (I —¢) ... (1—g5)

(1—g*)...(0—qz=H)(1—g*~")..., folgt —Z—S— = Sv——alogﬂ,
88 _ qologl . o 1 oq
5z — P35, > und diese beiden identischen Beziehungen

verifiziert nun Jacobi direkt, indem er zeigt, daB es nur nétig
und ausreichend ist, zu beweisen, daB, wenn m alle ganzen
Zahlen von 1 bis oo, p alle ungeraden Zahlen von 1 bis oo
%(m) die Faktorensumme von m, ¢ alle ganzen Zahlen vo1i
— o0 bis + oo bezeichnet, fiir jeden Wert von 4

22’(/)(77’&)g2m -+ 22(_ l)mpqm(m.{.p_gi)

+ ZE(— Lympgrm+e+2l) — — 2 und IZ(— 1yngn(ntr-29
— ZZ(— Lymgmim+2+2) — — § wird. Wihrend sich nun der
Beweis des zweiten Satzes leicht gestaltet, wird der erste
auf das Theorem zuriickgefiihrt, daf, wenn man eine ge-
gebene gerade Zahl auf alle mogliche Arten in zwei Fak-
toren zerféllt, von denen der eine ungerade, der andere
gerade ist, die Summe der geraden weniger der Summe der
ungeraden Faktoren gleich ist der Faktorensumme der Hilfte
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der gegebenen Zahl. ,Es ist aber von besonderem Interesse,
alle solche Formeln der Theorie der elliptischen Funktionen
hervorzuheben, welche sich auf Identititen zuriickfiihren
lassen, die unmittelbar, d. i. ohne Hiilfe anderweitiger analy-
tischer Sitze, eingesehen werden kdnnen, indem man dadurch
ein Mittel erhilt, neue Methoden zn gewinnen®

Borchardt, der jetzt auf einer gréBeren Reise sich in
Frankreich und England aufhielt, und dem die gedriickte
Stimmung Jacobis sowie die Veranlassung zu derselben
wohlbekannt war, sucht ihn durch ausfiihrliche Reise-
schilderungen zu zerstreuen: ,Er habe in Paris Hermite
kennen gelernt”, schreibt er ihm aus Oxford am 24. Juni;
wer hat sich mit den Modulargleichungen der elliptischen
Functionen beschéftigt und die von Galois angektindigten
Sitze bewiesen, ndmlich daf die Modulargleichungen 6., 8.,
12. Grades resp. fiir die Transformation 5, 7., 11. Ordnung
sich auf Gleichungen vom 5., 7., 11. Grade zurtickfithren
lassen. Fiir die Transformation 5. Ordnung ist die Modular-
gleichung die Reducirte einer Gleichung 5. Grades. Diese
Gleichung 5. Grades 1dBt sich also umgekehrt durch ellip-
tische Functionen auflésen. Hermite hat sich die Auf-
gabe gestellt, ob alle Gleichungen 5. Grades sich auf diese
Form reduciren lassen, was sehr wahrscheinlich ist, da sie
eine willkiihrliche Constante enthilt . . .“

Jacobi verkehrte in dieser Zeit nur mit seinen intimsten
Freunden; wenn er auch jetzt schon milder tiber Hisen-
stein dachte, der sich ihm auf jede mdégliche Weise zu
nihern suchte, so wollten sich doch erquickliche Beziehungen
zwischen beiden nicht herausbilden. ,Mein Verhiltnif zu
den hiesigen Gelehrten®, schreibt Eisenstein im Sommer
1847 an Stern, ,ist noch immer beim Alten; auch wiirde
mir eine Anniherung nichts nutzen, da jene ihren Stolz
und ihr aristokratisches Benehmen gegen mich nie ablegen
werden. Ich stehe also ganz allein®

Da die Verwendung Humboldts fiir Jacobi keinen
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Erfo.lg hatte, entschloB sich dieser am 5. Juli, auf Grund
der in der letaten Kabinettsorder verheiBenen Unterstiitzung
»wenn sich seine Vorlesungen wider Erwarten nicht gléinzemi
ges’ﬁe‘mlten sollten, sich in einer Immediateingabe an den
K6n1g zu wenden und zugleich Humboldt davon in Kennt-
nis zu setzen. ,Im Sommer 1845% sagt er in seiner Bitt-
schrift,  begann ich meine Vorlesungen und setzte sie durch
drei Semester fort, war aber schon im letaten gendthigt, sie
rqeiner Gesundheit wegen fast zur Hilfte auszusetzen. )Das
Honorar dafiir betrug zusammen 287 #$ 15 sgr., indem an-
dere 255 *f gestundet werden muBten. Es wurde also eine
namhafte pecunitire Einnahme durch meine Vorlesungen
nicht erreicht. Ich habe dem Befehl meines Arstes gemil
seit Michaelis vorigen Jahres meine Vorlesungen ausbsetzen
mitssen und weifl nicht, ob ich sie diesen Winter werde
aufnehmen konnen.

. Schon zwei Tage darauf, am 7. Juli, schreibt ihm
Humboldt aus Potsdam:

‘ »lch habe, theuerster College, gestern Thren theuren
Brief empfangen; gestern schon, da die wohlwollendsten
Worte verhallen, den Auftrag vom Kénige bekommen, Thren
Antrag zu commentiren, und heute morgen um 8 U}hr hat
der Konig, vor dem Vortrag, schon Thren Brief und meinen
officiellen (2 Folio-Seiten) erhalten. Ich habe um so mehr
geeilt, als der Konig Sonnabend oder Montag die Konigin
nach Dresden bringt und mehrere Tage abwesend ist. Ich
habe gezeigt, daB auBerordentliche Geschenke ganz unzweck-
miBig sind, daB der Gehalt, wie es Anfangs die Absicht
war, bis 3000 »f erhtht werden muB, dafl, was Leonhard
Euler unter Friedrich dem GroBen und spiter Lagrange
war, Sie unter des jetzigen Kbénigs rubmvoller Regierung
uns sind, daB Sie mehr zum Glanze der Akademie der
Wissenschaften als fir die Universitit berufen sind daB
man [hnen vor allem Gemiithsruhe verschaffen muB7 daB
333 #f, die Ihrem Gehalte fiir jetat fehlen, was doch ,nieht
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eine nombre limité fir Thre Zukunft sein darf, ein minimum
ist fir die Ersparnif, welche nach dem gewdhnlichen Lauf
der Dinge die Casse bald bei dem Binsturz von zwei sehr
durch Alter delabrirten Hiusern, einem kosmischen und
einem poetischen, machen wird, anspielend auf mich selbst
und den gestiefelten Kater, beide der Casse zusammen {iber
8000 »f ersparend. Ich habe hinzugefiigt, daf ich die Fun-
damente dieser delabrirten Hiuser kenne. Ich hoffe, Ernst
und Scherz, der auch bald ernst wird, miissen helfen.”

Am 20. November erhielt Jacobi ein Gnadengeschenk
von H00 Talern.

Mit Beginn des Monats Juli war nach seinen eigenen
Mitteilungen wieder eine Besserung in seinem Gesundheits-
zustande eingetreten, und sogleich bot er der wissenschaft-
lichen Welt auch wieder eine erstaunliche Fiille neuer und
wichtiger Arbeiten. Zuniichst vollendete er am 10. Juli
1847 die mit der Theorie der elliptischen Funktionen in
engster Verbindung stehende Abhandlung ,Uber eine parti-

kulsre Losung der partiellen Differentialgleichung %;—Z + %2:7
oV _gu ’
of

Wenn (p(x, Y, Z) = ‘pl(x7 Y, 'Z) = @1 ¢2(x, Y, Z) = 09

die Gleichungen dreier orthogonaler Flichensysteme sind, so
) e\t | (B\2, (60\!_ g9 (0&:\? Do\, (Qer)?
wisd, wemn (32)" + (39" (22)' =% (G2)'+ (55) + ()

2 2 2

= h?, (%%) + (%%) —!—(%%) — hy? gesetzt und die cosinus
der Winkel, welche die an den drei Flichen in ihrem ge-
meinschaftlichen Durchschnitt errichteten Normalen mit den

drei Koordinatenachsen bilden, mit o, f, 7; o, Bi, V15 %y
By, v, bezeichnet werden, fiir eine beliebige Funktion V

4 0+ G - () 40 G0+ 20 G,

do 0o, 0 : , 1 1
Z‘Ti-gig%ak&:‘:hhlhz,und da*+dy+dst =5 A0+

1 . ; . . ‘
, R -
dol® + i dg,? sein. Jacobi zeigh nun zunichst, dall, wenn
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oV oV 9V ..

' ‘ ' ox’ Ty’% fiir z, Y, #
drei andere Variable u, u,, u, eingefiihrt werden sollen, sich
aus der Gleichung ['f(Fdadyds = [[[F. Adudu duy, in
welcher 4 die Funktionaldeterminante bedeutet, mit Hilfe
der Variation der beiden gleichen Integrale, Reduktion unter
dem Integral mittels partieller Integration auf die Variation
selbst und Identifizierung der Koeffizienten dieser Variation

in eine Funktion F' von z,y,2, ¥,

oF
oo 04 ( 57
o7 3 oF e
Y L S Y i o
a7 " Tow 4 (57) gu ) T
folgt, worin die eingeklammerten GroBen als Funktionen von u
?

oV oV oV .
"y, Uy, V, Ju Fu Guy W0 betrachten sind, und leitet daraus

die Lamésche Transformation der Differentialgleichung %21;

PV LV o o ’
+ 7 +u5p= 0 in die Gleichung

hooy P hy 0V 0 hy, O

hoh, Do 7k 0o, hh, Do,

5e T se, T 66, 0

unmittelbar her; zugleich findet er, daB der transformierte
Aus.druck des Quadrates des Linienelementes dx? + dy? + d2?
allein hinreicht, um sogleich die Transformation der partiellen
. N BV 0V, v
D%fferentmlglewhung Yoy ¢ + = 0 zu erhalten, und
leitet durch Einfithrung von Polarkoordinaten die Laplace-
oV .
0 uga—u 0- sin u, T,

8u+ 0

ou,

sche Transformation derselben in sin u,

1 0*V
+ sinu, fug? 0 ab.
Durch Einftihrung der elliptischen Koordinaten und Sub-
de
Vie*— 6% (¢* — ¢
J— ) ‘ »v
sich die Lamésche Form (,* — ¢,%) 7 5 + (07 — 5")

stitution von

= du und die &hnlichen ergibt

oV
ur T

.
(0*— 0s%) Ga =0, vom welcher ¥ — f(u+ uyi+ ug) + £, (u+

Koenigsberger, Jacobi-Biographie, 26
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willkiirliche Funktionen sind, eine partikulire Losung darstellt.
Mit Hilfe des Abelschen Theorems gelingt es nun Jacobi, die
willkiirlichen Funktionen in andere zu verwandeln, deren Argu-
mente algebraische Funktionen von z,y, 2 sind; er beweist dep
Satz, daB, wenn die GroBe 6 durch z, y, 2 mittels der Glei-
i1/ 62 — b2 1/ 0% — 62 . . .
chung 1 = bi + ——4211;22 : Z; ¥+ %_2:_;%2; 2z bestimmt wird, in
welcher b und ¢ beliebige Konstanten bedeuten, jede Funk-
tion dieser GroBe ¥V = f(6) der partiellen Differentialglei-

2 2 2V . .
chung %ﬂ—; + 275 + 272 — O genfigt, und allgemein, daf}, wenn

eine GroBe ¢ als Funktion von z, y, # durch die Gleichung
IT— 0 bestimmt wird, in welcher die Funktion II der par-

2 2 2
tiellen Differentialgleichung (g—f) -+ (%g) -+ (%IZ—I) =0 Ge-

2 a2 2 .
niige leistet, und man aufierdem gw'lz—i—%yf? Z;f-_— 0 hat;
eine willkiirliche Funktion von ¢ wiederum eine Ldsung
der partiellen Differentialgleichung in V sein wird. Die
Frage, wie die Werte der Funktion 7 auf allen Punkten
zweier der konfokalen Ellipsoide gegeben sein mitssen, da-
mit dieselbe die oben angegebene Form annimmt, beant-
wortet er endlich mit Hilfe des Satzes, daB durch die Sub-

stitution

g

tg am v, sin am v, 4 am (v, , %)
 Sincoam (0,, #)  cosamp, cosam(v,, %)’

_ 1 — dam o, sinam (v,, »)
€ =V 13 damo, sinam (v, %)

die partiellen Differential-

: e BV Vo
gleichungen 857;1? + Tl 0 und zzz+7 Fy e 0 1ne11§
ander ibergehen, und die Funktion V=—=1II (8 + 9,9)

. e*v , o*V
+ IL, (& — 8,%), welche der Gleichung g;v? + 5= 0 ge-

niigt, mub sich somit als die Summe zweier Funk’;ionen vor
v, + v,0 und v, — 0,0 darstellen lassen, was mit Hiilfe der
elliptischen Funktionen auch direkt gezeigt wird.
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Am 15. Juli las Jacobi in der Akademie eine nich$
verdffentlichte Arbeit ,Uber die Geschichte des Prinzips der
kleinsten Aktion®, iiber welches sich eine Aufzeichnung in
seinen hinterlassenen Papieren vorfindet, welche seine schon
mehrfach erwihnte Darstellung desselben niher ausfithrt
und mit den nachfolgenden Worten eingeleitet wird:

12
,Das Integral o =f2m(x'x'+y'y'-—l- #'2")dt, welches

+ b

Hamilton mit dem Namen der Aktion oder auch der auf-
gehduften lebendigen Kraft bezeichnet, hat schon frither die
Aufmerksamkeit der Analysten auf sich gezogen. Wenn
Hamilton durch seine partiellen Differentiationen die Inte-
gralgleichungen der Bewegnng darstellt, so hatte man
frither aus der Betrachtung der Variation desselben Inte-
grals die Differentialgleichungen der Bewegung abgeleitet.
Der Verfasser bemerkt, wie es interessant sei zu sehen, wie
die in verschiedenem Sinne genommenen unendlich kleinen
Anderungen des niimlichen einzigen Ausdruckes das eine
Mal die Differentialgleichungen des Problems, das andere
Mal die vollstindigen Integralgleichungen geben. Das
erstere Verfahren hat man zu einem Grundsatze der Mechanik
gemacht, dem sogenannten Prinzip der kleinsten Wir-
kung; der Hamiltonsche Satz verdient mit gleichem Recht
als ein Prinzip der Mechanik betrachtet zu werden. Beide be-
ruben auf einer #hnlichen Analyse; auch scheint es, daf der
Verfasser bei Gelegenheit seiner Arbeiten in der Theorie
des Lichtes, in welcher ein h#ufiger Gebrauch von dem
Prinzip der kleinsten Wirkung gemacht war, auf sein neues
Prinzip gekommen ist. Ks wird daher nicht am unrechten
Orte sein, tiber das Prinzip der kleinsten Wirkung hier
einige allgemeine Bemerkungen beizubringen.

Euler beschlieft seine 1744 erschienene beriihmte
Schrift ‘methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive
proprietate gaudentes sive solutio problematis isoperimetrici
latissimo sensu accepti’ mit einem Abschnitt: de motu pro-

267
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jectorum in medio non resistente, per methodum maximorum
ac minimorum determinando. In diesem Abschnitt findet
sich bekanntlich zuerst das Prinzip der kleinsten Wirkung
aufgestellt und wird dort fiir den Fall bewiesen, in welchem
die Geschwindigkeit des Kérpers blof von seinem Orte ab-
hiingt, so daB, wenn er zu demselben Orte wiederkehrt, er
auch dieselbe Geschwindigkeit wiedererlangt, welcher Fall,
wie Euler bemerkt, eintritt, so oft der Korper nach einem
oder mehreren festen Zentren mit Kriiften gezogen wird,
welche irgendwelchen Funktionen der Entfernungen von
diesen Zentren proportional sind. Auf den Fall, wo der
Punkt sich auf einer Fliche oder Kurve hewegen muB,
dehnt er das Prinzip nicht aus. Awuch wird in den Euler-
schen Beweisen immer nur die Bahn in einer Ebene be-
trachtet; dagegen bemerkt er schon, daf sein Beweis nur
erfordere, da man den Ausdruck 7'dz + Vdy, wo T, V
die Seitenkriifte bedeuten, integrieren kann. Euler sagt
zwar am angefithrten Orte, daB 7 und V7 beliebige Funk-
tionen von z, y sein konnen, aber aus dem {fibrigen Zu-
sammenhange geht hervor, dafl er diese Bedingung still-
schweigend verstanden. Auch bemerkt er schon, daf das-
selbe Prinzip bei der Bewegung mehrerer Punkte, die auf
irgendeine Weise auf sich gegenseitig einwirken, gelte.
Aber wenn er noch es fiir zu schwierig hilt, dieses durch
den Kalkul nachzuweisen, und daher zu metaphysischen
Prinzipien seine Zuflucht nehmen will, so sehen wir nicht
gar lange darauf Lagrange im 2. Bande der Miscellanea
Taurinensia diesem Prinzipe seine ganze Allgemeinheit
geben.  Es befinden sich ndmlich in diesem Bande die
beiden bertthmten, miteinander zusammenhéingenden Ab-
handlungen “Essai sur une nouvelle méthode ete.” und ‘Appli-
cation de cette méthode ete.”, von denen letzteren eine necue
Epoche fiir die Mechanik anhebt, und die weit ihrer Zeib
vorausgeeilt sind. Denn in diesen Abhandlungen leitet
Lagrange bereits die Differentialgleichungen fiir alle Pro-
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bleme der Dynamik mit einer einzigen Formel her, zuerst
fir die Bewegung irgendeines Systems isolierter Punkte,
auf welches irgendwelche Krifte wirken, und zwischen
deren Koordinaten irgendwelche Bedingungsgleichungen
gegeben sind, wendet dann die allgemeine Methode auf die
Schwingungen eines mit einer endlichen oder unendlichen
Zahl K6rper beladenen elastischen oder unelastischen Fadens
an, sei es daf der Faden an einem oder an beiden Enden
fest, dall er mit einem oder beiden lings irgendeiner festen
Kurve gleiten kann, oder beide Enden verkntipft, so daB der
Faden in sich zurtickkehrt, ferner auf die Bewegung eines
Korpers von irgendwelcher Figur, auf den irgendwelche
Krifte wirken, sei es daB der Korper ganz frei oder daB
er sich um einen festen Punkt oder um eine feste Achse
drehen, oder einer seiner Punkte auf einer gegebenen Fliche
bleiben muB, oder er selber wihrend seiner Drehung auf
irgendeiner Fliche, die er fortwihrend beriihrt, frei gleitet;
dann leitet er aus derselben Formel die Gesetze der Be-
wegung der nicht elastischen Fliissigkeiten, auf welche irgend-
welche Krifte wirken, und die ganz eingeschlossen oder
ganz oder zum Teil frei sind, her und schlieBt die Abhand-
lung mit der Herleitung der Gesetze der Bewegung elasti-
scher Fliissigkeiten aus derselben Formel. Wenn das Detail
der spiiteren Mécanique analytique mancherlei Veriinderungen
féhig ist, aber die ewige GroBe dieses Werkes darin be-
steht, die gesamten Probleme der Statik und Dynamik ver-
mittels einer einzigen Formel in Probleme der reinen Ana-
lysis zu tibertragen — eine Konzeption, welche an die Grenze
des menschlichen Abstraktionsvermdgens zu reichen scheint —
so finden wir bereits in dieser Arbeit jenen kithnen Ge-
danken gleich in fertiger Vollendung aus dem Kopfe her-
vorgehen.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung, von welchem
Lagrange ausging, erstreckt sich nicht auf so allgemeine
Untersuchungen. Aber es gab ihm fiir die Differentialglei-
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chungen eine Form, welche mit Leichtigkeit auf die Ialle
ausgedehnt werden konnte, in welchen jenes Prinzip nicht
mehr stattfindet. Nachdem Lagrange in der ersten der
beiden angefiihrten Abhandlungen den Algorithmus des
Variationskalkuls zur allgemeinen Losung aller Aufgaben,
welche die Erforschung der griften oder kleinsten Werte
von Imtegralformeln zum Zwecke haben, erfunden hatte,
wendete er ihn sogleich auf das Integral an, von dem
Buler bemerkt hatte, daf die Bedingungen, daB es ein
Minimum wiirde, zugleich die Differentialgleichungen der
Bewegung fiir einen sehr ausgedehnten Fall wurden, und
auf diesem Wege wurde der Algorithmus der Variations-
rechnung in die Mechanik eingefithrt, durch welche allein
jene abstrakteste Allgemeinheit erreicht werden konnte, die

in einem symbolischen Ausdruck eine ganze Welt um-

faBte, und ein fir allemal die Arbeit des Verstandes voll-
streckte, welche frither bei jedem besonderen Problem auf-
gewendet werden muBte. Der Weg, den ihn sein Genius
fiihrte, war also nicht der, welchen spiter die systematische
Darstellung der Mécanique analytique erforderte; er hat
nicht zuerst aus dem Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten eine allgemeine Formel fiir die Statik abgeleitet
und dann vermittels des d’Alembertschen Prinzips aus
dieser die allgemeine Formel fiir die Dynamik. Vielmehr
geschieht in jemer Abhandlung, in welcher wir bereits die
Substanz der ganzen M. A. vorfinden, des Prinzips der vir-
tuellen Geschwindigkeiten noch mit keinem Worte Erwih-
nung. Das Prinzip der kleinsten Wirkung fithrt ihn ohne
statische Vorbetrachtungen sogleich in die Dynamik und
gibt ihm eine Formel, welche er durch eine Divination auf
alle Probleme der Dynamik ausdehnt. Denn im ungestiimen
Vorwirtsdringen ist weder von einem Beweise der allge-
meinen Formel die Rede, noch liBt er sich, cinige Fille
ausgenommen, darauf ein, die Ubereinstimmung der aus ihr
abgeleiteten Resultate mit den Differentialgleichungen, wie
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man sie aus den anderen Prinzipien der Mechanik in jedem
besonderen Falle erhalten kann, zu beweisen.

Wenn aber Lagrange und die Wissenschaft dem Prinzip
der Kleinsten Wirkung so viel verdankt, so ist es bemerkens-
wert, daB dasselbe von ihm, sowie in den meisten Lehr-
biichern ungenau, ja man kann sagen falsch definiert wird.
Tch will die in der M. A. gegebene Definition hersetzen:
‘Wenn auf irgendeines Systemes Korper Krifte wirken,
welche sie zueinander oder nach festen Punkten zichen
und irgendwelchen Funktionen der Hntfernungen propor-
tional sind, so miissen die von den verschiedenen K&rpern
beschriebenen Kurven und ihre Geschwindigkeiten so be-
schaffen sein, daB die Summe der Produkte jeder Masse in
das Integral ihrer mit dem Elemente der Kurve multipli-
zierten Geschwindigkeit ein Maximum oder Minimum 1ist,
wenn man die Anfangs- und Endpunkte jeder Kurve als
gegeben ansieht, so daB die Variationen ihrer Koordinaten
Null sind’ Wenn man auch aus dem von diesem Prinzip
gegebenen Beweise leicht erkennt, was es besagen soll, so
ist es doch unmdglich, mit der so gestellten Definition
irgendeinen prizisen Sinn zu verbinden. Unser Verfasser
hat alle Miingel der angefithrten Definition wohl gefiihl,
und um sie zu vermeiden, dieses Prinzip sehr vorsichtig
bezeichnet. Das in Rede stehende Integral nennt er action,
und seine Eigenschaft driickt er mit folgenden Worten aus:
‘Denken wir uns, die Korper des Systems bewegen sich
von gegebenen Anfangspositionen nach gegebenen End-
positionen, nicht wie es mit den allgemeinen Sitzen der
Dynamik oder den Differentialgleichungen der Bewegung
vertriiglich oder nach denselben méglich ist, jedoch so, daB
weder die etwa vorausgesetzten geometrischen Verbindungen
der Korper noch die eine dynamische Relation zwischen
den Geschwindigkeiten und den Konfigurationen, welche
das Gesetz der lebendigen Kraft ausmacht, verletst werden,
und setzen wir ferner, diese geometrisch denkbare, aber
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dynamisch unmdogliche Bewegung sei nur unendlich wenig
von der zwischen den gegebenen Endpunkten wirklich statt-
findenden (durch die gegebenen Kriifte hervorgebrachten)
Bewegung des Systems verschieden, so wird der Wert des
mit dem Namen action bezeichneten Integrales oder die
angehiufte lebendige Kraft des Systems in der so fingierten
Bewegung von dem wirklichen Werte des Integrals unend-
lich weniger verschieden sein, d. h. die Differenz wird
eine unendlich kleine GroBe der 2. Ordnung oder die erste
Variation Null sein.’

Lagrange sagt in der Einleitung zur Dynamik, dafl,
wenn man das Prinzip der kleinsten Wirkung mit dem
Prinzip der lebendigen Kraft kombiniert, man daraus die
Differentialgleichungen der Bewegung ableiten kann. Aber -
er muBte, wie Hamilton getan hat, diese Kombination
schon in seine Definition aufnehmen. Der Sinn dieses
Prinzips, wie man ihn aus den von demselben gegebenen
Beweisen abnehmen kann und wie man ihn in dem angefithrten
Eulerschen Werke fiir den Fall nur eines Korpers klar
ausgesprochen findet, erfordert, daB man aus der zu inte-
grierenden Funktion das Zeitelement vermittels des Satzes
von der lebendigen Kraft fortgeschafft hat. Der Satz von

der lebendigen Kraft gibt %Zm [(%)2 + (%)2 + (%:)2]

= —;—Zm (%32: U— H, wo ds das Bahnelement, U die

Kriftefunktion, H die willkiirliche Konstante bedeutet.
Setzen wir nun Y/ Emds?=dS, so ist das Prinzip der

Kleinsten Wirkung, dab [YU— H dS= [V T—E-
VY Zmads® fir gegebene Anfangs- und Endwerte der
Koordinaten simtlicher Korper ein Minimum wird.
Wenn dieses wirklich @berall nur die Meinung war, so wire
es wiinschenswert, wenigstens zum Nutzen der Anfénger,
daB dieses in den Lehrbiichern auch deutlich gesagt und
das Prinzip nur auf diese Weise definiert werde.
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Ich weiB nicht, ob es jemand befremdet hat, daB man
eine Weisheit oder eine (konomie der Natur darin gesetzt
hat, daB sie eine kleinste Wirkung hervorbringt, denn unter
den Prinzipien der Mechanik wiirde man ein Prinzip der
gréBten Wirkung oder ein Prinzip der kleinsten Mittel

erwarten. Aber das Prinzip, daf das Integral f VU—H dS

ein Minimum werde, widerspricht in der Tat solchen Kr-
wartungen, die wir von der Natur hegen, keineswegs. Das
Element dS bezieht sich auf die Bahnelemente der Korper,

der Faktor YU — H auf die wirkenden Krifte; wenn die
Natur streben muB, das System aus einer Lage in die
andere auf den kiirzesten Bahnen und mit dem geringsten

Kraftaufwand zu bringen, so bietet der Ausdruck YU — H-d8,
dessen Summe ein Minimum werden soll, eine einem solchen
Zwecke entsprechende Kombination. Dafl es aber wirklich
Eulers Meinung war, indem er das Integral als Wirkung
oder als angehiiufte lebendige Kraft bezeichnete, dafl die
Natur durch ihre Krifte eine moglichst kleine Wirkung
hervorbringe, geht deutlich aus seinen eignen Worten her-
vor. “Weil die Kérper’, sagt er a. a. O, “wegen der Trigheit
jeder Verinderung ihres Zustandes widerstreben, so werden
sie den sollizitierenden Kriiften, wenn sie frei sind, so wenig
wie moglich gehorchen, wodurch bewirkt wird, daf in der
erzeugten Bewegung der von den Kriften herrithrende Effekt
kleiner sein muf, als wenn auf irgendeine andere Art der
oder die Kérper bewegt wiirden” Wenn man auch, fahit
er fort, die Kraft dieser SchluBfolge noch nicht ganz ein-
sieht, so zweifle er doch nicht, daB, da sie mit der Wahr-
heit iibereinstimmt, sie mit Hilfe der Prinzipien einer ge-
sunden Metaphysik zu gréBerer Evidenz erhoben werden
konne, was er jedoch den Metaphysikern von Profession
tiberlassen wolle. Diese Argumentation von seiten Kulers
ist um so auffallender, als die Grundsiitze einer gesunden
Metaphysik sowohl, auf die er provoziert, als auch der
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gemeine Menschenverstand, endlich, wie ich oben bemerkt
habe, auch die Beschaffenheit des Integrales selber das
Gegenteil erheischen Will man dem Integral und dem
Qatze einen Namen beilegen, so wiirde man das Integral
vielleicht den Kraftanfwand und den Satz das Prinzip vom
Kleinsten Kraftaufwand nennen konnen. Der von Lagrange
vorgeschlagene Name des Prinzips der kleinsten lebendigen
Kuaft leidet an denselben Gebrechen, wie der Name des
Prinzips der Ieinsten Wirkung und rithrt ebenfalls davon

her, daB er das Integral f dtZm (%)2 betrachtet hat, ohne

die unumginglich ndtige Elimination des Zeitelementes unter
dem Integralzeichen vorzumehmen, wodurch die lebendige
Kraft ganz berausgeht ...

Die folgenden Auseinandersetzungen geben die Durch-
fihrung des Prinzips der kleinsten Wirkung im wesent-
lichen in der Form, wie sie aus den durch Clebsch ver-
sffentlichten Vorlesungen Jacobis bekannt geworden.

Am 25. Juli schlieBt er eine kleinere Arbeit ,De serie-
bus ac differentiis observatiunculae“ ab, in der er zunfichst
zeigt, daB, wenn man aus einer Reihe A,, 4, 4, . .. nach-
einander die Differenzenreihen bildet und das » -+ 1. Glied
der m. Differenzenrveihe mit 4™ A4, bezeichnet, aus jeder
identischen Gleichung zwischen den Grofen A und 4 —1,
als lineare Gleichung zwischen den Ausdriicken A"(4 — 1)"
betrachtet, eine Differenzenformel entsteht, wenn statt der
einzelnen Glieder 47 (4 — 1)™ die Ausdriicke 4™ 4,, substituiert
werden. Terner folgt aus jeder linearen Relation zwischen
den Differenzen ™A, eine andere, wenn an Stelle eines
jeden Ausdruckes 4™A4, der Ausdruck (—1ymtran 4, ge-
setzt wird, woraus sich die elementaren Beziehungen 4™A4,

A, N,k Ay und 4, = 474,

m

m(m — 1)

+md™ Ay + — 5 A"=24, 4 -+ A, ergeben; end-

lich bleibt z B. noch jede lineare Gleichung zwischen Grofen

Jacobi als Mitglied der Akademie in Berlin, 411

der Form A"(A — 1)™ richtig, wenn an Stelle derselben die
Gropen E—WNE—r—1) E—y—m+ DFE+D . Efn—1)
v+ +2).. Gt+mtn—1)

substituiert werden. Nach einfachen, auf diesen Hilfssiitzen
beruhenden Beweisen der beiden Eulerschen Theoreme,

1-4y~y ist, Ao+ A2* + Ay2® + - = Ay
+ Ay + A Ay + -, und wenn f(#) = a + bz +cx? ..,
S=ady+bA m+cdya® - -ist, Sin A f(x) + 44,2 %w

&€

daB, wenn x =

1 d?
+ ?!AZAO-QUZ 7{% .-« ibergeht, behandelt Jacobi noch
einige Anwendungen auf Funktionalreihen.

In dieser Zeit ecntstand auch eine vom Juli datierte
Arbeit, welche Borchardt aus den hinterlassenen Papieren
Jacobis unter dem Titel ,,Uber Reihenentwicklungen, welche
pach den Potenzen eines gegebenen Polynoms fortschreiten
und zu Koeffizienten Polynome eines niederen Grades haben®
verGffentlichte. Wenn P eine Funktion n. Grades p + p z
+-edpet und f@)=et ey P+ PP+, worin
die « Konstanten bedeuten, so erhiilt die Funktion f(z),
wenn man flir # die verschiedenen Wurzeln der Gleichung
P =10 einsetzt, n Werte, und es wird nur einer derselben
mit dem Werte & + o0 4 a,b% + - - - iibereinstimmen; sind
aber die « Polynome #n — 1. Grades von z, so kann die
Entwicklung von f(x) fiir alle n Werte von 2 gelten, welche
demselben Werte von P entsprechen. Setzt man nimlich
'P =, s0 kann man die vorgelegte Entwicklung von f(z)
in die Form einer ganzen Funktion von # vom % — 1. Grade
bringen, deren Koeffizienten nach ganzen positiven Potenzen
von y aufsteigende Rethen darstellen, und diese Entwicklung
soll nunmehr giiltig bleiben, wenn man fiir denselben VVert;
von y statt der GiroBe z jede Wurzel X, X, ... X der
Gleichung P =y setzt. Zunichst wird eine ganze Funktion
n — 1. Grades von x zu bestimmen sein, welche fiir X,

Xy ... X, die Werte 7(X)), /(X,)...f(X,) annimmt, und
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die auf bekannte Art hergestellten Koeffizienten sind dann
mittels der Gleichung P =y nach ganzen positiven Poten-
zen von g zu entwickeln. Aus der Gleichung P—y=p+pz
b A pat—y = — XY@ —X) . (@ — X,) folgb
sber DY = py b otk e Kyt ot
+ 2,07 ) X0y -+ e £y XY und
somit vermoge des Lagrangeschen Interpolationsproblems
jene zu bestimmende ganze Funktion in der Form (p, - py

Xy, &, FX,) |
R CIE e ong SRR e ol R

o (B ) XSEN L
tot e ) Py o R Tt

X Y(XD) XI-11(X) . ) .
N {————1P xy +o Ty }, in welcher nur noch die

Klammern nach positiven ganzen Potenzen von y zu ent-
wickeln sind; wenn f w1 (@) de = ¢,(x), wd 3,(X;) +
(X)) + - +v,(X,) =T, gesetzt wird, so erhilt man f(x) =
) a¥ n—
(0 + a8+ - A P2 Y) G B Do A DT

dy
a¥y, + p, %X" , worin jeder der einzelnen Terme 9,,(X;),

v, (X,), . . ¥,(X,) mit Hilfe der Lagrangeschen Reihe aus
der Gleichung P — y = 0 nach ganzen positiven Potenzen
von y entwickelt werden kann. Es werden hiervon Anwendun-
gen auf rational gebrochene Funktionen, auf gebrochene Poten-
zen rationaler Funktionen, auf allgemeine irrationale, loga-
rithmische-, Exponentialfunktionen und auf eine durch eine
Quadratur definierte Funktion gemacht, und die Unter-
suchung noch auf den Fall ausgedehnt, dafl P gleiche Fak-
toren besitat.

Bine andere von Jacobi ebenfalls im Sommer 1847
entworfene Arbeit wurde aus dessen hinterlassenen Papieren
von Borehardt unter dem Titel ,Uber einen algebraischen
Fundamentalsatz und seine Anwendungen® verdffentlicht, und
dadurch festgestellt, daB Jacobi das von Sylvester im
Jahre 1852 aufgestellte Triigheitsgesetz der guadratischen
Formen schon damals bekannt war.
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Man kann den Satz, daf, wenn man eine homogene
reelle quadratische Funktion auf unendlich viele Arten als
ein lineares Aggregat von Quadraten reeller linearer Funk-
tionen darstellt, in allen die Anzahl der positiven sowie die
Anzahl der negativen Quadrate dieselbe bleibt, auch so fassen,
daB, wenn vy, g, ... %, 5,8, .. 8, und U, Uy, - - Uy, Uy, Oy,
... v, zwel Systeme voneinander unabhéngiger reeller linearer
homogener Funktionen darstellen, zwischen deren Quadraten
die lineare Gleichung .+ 7,2+ - + 7 — 5% — g2 — -
—s2=u? 4+ u?+ - +u,?— v —0v? — . — v, identisch
stattfindet, dann notwendig ¢ = m; % = n ist. Den Beweis
dieses Satzes fithrt nun Jacobi unmittelbar auf das fast selbst-
verstindliche Lemma zuriick, dafl, wenn eine Anzahl vonein-
ander unabhingiger homogener linearer Funktionen die An-
zahl andererer homogener linearer Funktionen iibertrifff, man
immer bewirken kann, daBl diese letzteren verschwinden,
ohne daB zugleich auch die ersteren alle verschwinden, und
daB somit jener Satz die einfache Form annimmt, dafl, wenn
Ty Fay -+« T3 S1p Sgy .« - - S, voneinander unabhingig sind, die
obige identische Gleichung niemals bestehen kann, wenn
m < 1 oder w <% ist. An diesen Satz schlieBbt sich eine
Reihe von Anwendungen, wonach die Gleichung eines Kegel-
schnittes oder einer Fliche 2. Grades immer von derselben
Art bleibt, das Koordinatensystem mag ein rechtwinkliges
oder beliebiges schiefwinkliges sein, und andere, die spiter
nach Mitteilungen Jacobis von Borchardt angegeben wurden.

Die fir Humboldt angefertigten historischen Notizen
hatten Jacobi veranlaBt, seine in Rom vorgenommenen
Diophant-Studien zusammenzustellen und dieselben am
5. August 1847 der Berliner Akademie unter dem Titel
,Uber die Kenntnisse des Diophantus von der Zusammen-
setzung der Zahlen aus zwei Quadraten nebst Emendation
der Stelle Probl. arith. V. 12 vorzulegen. Diophant ver-
langt in der 12. Aufgabe des so reichen 5. Bandes der arith-
metischen Probleme, die Einheit in zwei solche Stiicke zu
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umgekehrten Funktionen der ersten Klasse der Abelschen
Integrale wirklich darzustellen. Durch eine glﬁckliche Divi-
nation verallgemeinert er auf naturgemifBe Art die einfachen
Reihen @, auf welche ich die elliptischen Funktionen zuriick-
gefiihrt habe, und findet, dafl diese verallgemeinerten Reihen
die Koeffizienten der quadratischen Gleichung geben, deren
beide Wurzeln in meiner Theorie der hyperellip’tischen
Funktionen die simultanen Umkehrungsfunktionen zweier
Integralsummen sind. Das einfache Mittel, dessen er sich
hiezu bedient, ist die Multiplikation zweier von den ver-
allgemeinerten Reihen, wie ich ein #hnliches Verfahren fiir
die Funktionen @ selbst im 3. Bande des mathematischen
Jour‘nals p. 305 angegeben habe. Meisterhaft ist die Art, wie
er dle? Differentialgleichungen, welche er findet, ungesch;eckt
von '1hrer Komplikation, durch eine passende Substitution
in die verlangte Form der von mir aufgestellten Systeme
df?r hyperelliptischen Differentialgleichungen bringt und
hierdurch das gestellte Problem vollstindig erledigt
Viel'leicht finden sich noch Untersuchungen in des Aut‘o.rs:
Papieren, die vielleicht auch das gewagt scheinende Wort recht-
fertigen, daB eine ihnliche Methode sich auf alle Transzendenten
erstrecke, welche aus der Integration algebraischer Gréfen ent-
stehen. Auch diirfte schon nicht so ganz unbedenklich, wie der
Yerfasser meint, die Ausdehnung auf die Integrale ers,eheinen
n delflen die unter dem Quadratwurzelzeichen beﬁndlichf;
Funktion den sechsten Grad ibersteigt, da bei ihnen die
Anzahl der in den Reihen enthaltenen Konstanten nicht
mehr, wie bei den elliptischen und Abelschen Integralen der
ersten Klasse, mit der Anzahl der Moduln tibereinstimms . . .“
Wahrscheinlich zum Zwecke der Abfassung dieser NOtI:Z
iiber Gopel hatte Jacobi eine ausfithrlichere Aufzeichnung
oZur Geschichte der elliptischen und Abelschen Transzen-
denten® entworfen, welche Weierstrass, von der Hand
Jacobis geschrieben, in den hinterlassenen Papieren Bor-
chardts auffand, der auBerdem noch eine zum Druck be-"

teilen, daf, wenn man Zzu ihnen dieselbe gegebene Zahl
addiert, die beiden Summen Quadrate werden, oder daB,
wenn ¢ diese Zahl ist, 2¢ 4+ 1 die Summe sweier Quadrate
wird Die Bestimmung der gegebenen Grobe, welche notig
ist, damit die Aufgabe moglich werde, fiigt Diophant nicht
hinzu, spricht aber ganz deutlich an anderer Stelle den Satz
aus, da Zahlen, welche die Summe zweier Quadrate sein
sollen, weder selbst noch einer ihrer Faktoren die Form
4n — 1 haben diirfen, wie man aus einer nur unbedeutenden
Anderung in dem jetzigen Texte erkennen kann; Jacobi
geigh num, wie Diophant diesen Satz mit den elementaren
Mitteln, welche ihm zu Gebote standen, beweisen konnte,
und sucht die Binzelheiten dieser SchiuBfolgerungen durch |
streng philologisch—kritisehe Untersuchungen und anscheinend
sicher begriindete Konjekturen im Diophant selbst zu finden.
Seine auf 33 Oktavblittern unter dem Titel ,Varian-
ten der, sechs im Vatican befindlichen Codices des Diophant®
yusammengestellten Resultate befinden sich in der Hand-
schriftenabteilung der Konigl Bibliothek zu Berlin, ebenso
wie ein Exemplar der Fermatschen Ausgabe des Diophant
und einer deutschen {Ibersetzung desselben mit handschrift-
lichen Randbemerkungen Jacobis.
Tust in den Ferien fand Jacobi Zeit, dem von Crelle
nach dem im Mirz dieses Jahres erfolgten Tode Goepels
ausgesprochenen Wunsche, diesem genialen Mathematiker
einige Worte des Andenkens zu widmen, nachzukommen;
am 22. September verfaBte er fir das Journal eine ,Notiz
iber A. Goepel¥, in der er den ausgezeichneten Leistungen
dieses jungen Gelehrten gerecht wurde. Nachdem er seine
friiberen Arbeiten besprochen, geht er genauer auf dessen
letzte und bedeutendste Leistung ein: ,Die von ihm kurz
vor seinem Tode beendigte oben angefiihrte Abhandlung
behandelt einen hohen und abstrakten Teil der Analysis
und gibt die Losung eines der bedeutendsten Probleme,
‘welches sich die gegenwirtige Mathematik gestellt hat, die



416 Jacobi als Mitglied der Akademie in Berlin

stimmte Abschrift angefertigt hatte. Die Aufzeichnung ist
nicht nur vom allergroBten Interesse wegen des Uberblickes,
den Jacobi iiber seine und der anderen ausgezeichneten
Analysten Leistungen gibt, sondern auch weil sie uns scharf
die Grenze kennzeichnet, bis zu welcher Jacobi in jener
Zeit Dbei der Erforschung der Lehre von den Transzendenten
gelangt ist, und die er in den wenigen folgenden Lebens-
jahren auch nicht mehr tiberschritten hat. Sie mag des-
halb unverkiirzt hier eine Stelle finden:

,Die elliptische Funktion # — sinamu, welche Abel
and ich in die Analysis eingefiihrt haben, wird durch die
Gleichung

Fde
“=1/%a—xmr—ﬂﬁ>
0

definiert. Diese Funktion x = sinamu hat einen einzigen
vollkommen bestimmten Wert, welcher durch eine lineare

Gleichung Az + B =0

gegeben wird, in der 4 und B Reihen bedeuten, die fiir

jeden reellen oder imaginiren Wert von w konvergieren.
Wollte man in die Analysis eine Funkbion z = A(w)

einfiihren, in welcher

Y G- S
J Y@ —aHi— e — 12 —uie)
0

so wiirde keine Analogie dieser Funktion mit der elliptischen
Funktion sinamw mehr stattfinden, indem eine solche Funk-

tion A(w) fir jedes w micht blof mehrere Werte erhilt,
sondern ginzlich unbestimmt wird, wofern ndmlich zur
Definition des Integrals bloB seine Grenzen angewandt wer-
den, der Weg aber, welchen die Variable durch reelle oder
imaginire Werte hindurch von der einen Grenze zur anderen
einschligt, willkiirlich bleibt. Denn man kann einen Wert
ginglich unbestimmt nennen, Wenn €r, wie es in diesem
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Fall geschieht, jedem reellen oder imaginiiren gegebenen
Werte so nahe kommen kann, dafl der Unterschied weniger
als jede gegebene noch so kleine GroBe betriigt.

Goepel tadelt es, daB ich diese Funktionen absurd ge-
nannt habe, welche die Analysis der Zukunft durch E?n-
fiihrung transzendenter statt der algebraischen Formeln #hn-
lich wie die elliptischen zu behandeln wissen werde. Bis dahin
hat Goepel den anderen Funktionen, welche ich als die-
jenigen bezeichnet habe, zu welchen man von den elliptischen
fortzuschreiten hat, seine Bemithungen gewidmet, und es sind
dieselben von dem glinzendsten Erfolge gekront worden.

‘ Die. von mir in die Analysis eingefiihrten hyperellip-
tischen Funktionen sind die Wurzeln einer quadratischen

Gleichung . .
Ax*+ Br+ C=0,
in welcher A, B, C Funktionen zweier Variabeln » und v

sind, welche mit diesen beiden Wurzeln, die ich #; und z,
nennen will, durch die beiden Gleichungen

Ty N
w— (22 4 [P
yx " Jvx
0 0
&y 2,
= [Z42 v dw
J VX VX
0

verbunden sind, wo der Kiirze halber
(1 —2)(1 —#2a)(1 — 2291 — p2?) = X

gesetzt ist. Die Koeffizienten 4, B, C der quadratischen
Gleichung sind vollkommen bestimmte, nicht mehrdeutige
Funktionen der Variabeln » und v», und ihre Verhiltnisse
h.ismben in bezug auf diese beiden Variabeln vier unabhiingige
Silmultanperioden. Dieses neue Prinzip der Simultanperio-
dizitst besteht darin, daB eine Funktion zweier oder meh-
rerer Variabeln ungeiindert bleibt, wenn sich die Variabeln
gleichzeitig und um Gleichvielfache gegebener Konstanten

verindern, und es liegt in demselben die Losung der Para-
Koenigsberger, Jacobi-Biographie a7
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doxen, welche die durch eine vi
stehende Unbestimmtheit darbietet.

Die Analysten begriibten mit Teilnahme die neue An-
sicht tiber die in der Theorie der Abelschen Transzendenten
einzufiihrenden Funktionen. Die Kopenhagener Akademie
der Wissenschaften wiinschte dieselbe auf alle Integrale
algebraischer Funktionen ausgedehnt zu sehen, auf welche
Abel sein Theorem ausgedehnt hatte. Bs ist hieraus eine
schitzenswerte Arbeit von Broeh und die preiswirdige
Abhandlung von Minding hervorgegangen, denen spéter
noch die Arbeit von Rosenhain folgte. Die nach einem
Intervalle von 15 Jahren endlich in den Mémoires des
savanbs étrangers erschienene Abhandlung, welehe von
Abel im Jahre 1826 der Pariser Akademie ftiberreicht
worden war, und durch ibre erschopfende Allgemeinheit zu
den bewunderungswiirdigsten Leistungen gehort, wiirde, wenn.
sie frither erschienen wire, diesen Mathematikern den groBten
Teil ihrer Arbeit erspart baben. Seitdem hat Hermite
dem Abelschen Werke eme neue Form gegeben, wie sie
fast allen Arbeiten dieses groBen Genies zu wiinschen ist,
danken klarer hervortreten sollen. Aber
am wiinschenswertesten mufite es immer erscheinen und am
meisten den Analysten daran gelegen sein, die neuen Funk-
tionen wenigstens zuniichst fir die erste und einfachste
Klasse der Abelschen Integrale wirklich dargestellt zu
sehen, und es wihlte daher die Berliner Akademie der
Wissenschaften die Darstellung  dieser Funktionen zum..
Gegenstand einer auBerordentlichen Preisfrage. Ungeachtet:
Jahren blieb die Frage unbeantwortet.
Wenn wir nicht aus der Einleitung der Goepelschen Ab-
handluig ersihen, dab er bereits in dieser Zeit die Grund-
idee seiner Arbeit gefaflt hatte, so konnte in der Tat die
Aufgabe zu frithzeitig gestellt scheinen, da es kaum andert--
halb Dezennien waren, daB die hier vorkommenden Integrale:
sum ersten Male von Abel betrachtet worden waren, und

erfache Periodizitdt ent-

wenn ihre tiefen Ge

eines Termins von 3
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die Elemente ihrer Theorie noch bei weitem mnicht die
Durch?trbeitung erfahren hatten, wie die der elliptischen
Funktl(.)nen zu der Zeit, als Abel und ich unsere Arbeiten
iiber dieselben begannen. Auch konnte die Methode, durch
welche wir, von dem Integral ausgehend, zu den d’em tri-
gonometrischen Sinus und Kosinus entsprechenden Funktio-
nen gelangt waren, keine Anleitung geben. Denn dieselbe
b_eruhte .Wesentlich auf der Eigenschaft der rationalen Funk-
tionen einer Variablen, daf zur Darstellung derselben die
Kenntl%lsse der Werte, fiir welche sie verschwinden und
unen.dhch werden, hinreicht, was fiir rationale Funktionen
zweler Variabeln nicht mehr der Fall ist.

Es wire der Weg tibrig geblieben, die Transformation
der Ab‘elschen Integrale, welche Herr Professor Richelot
nach einer von mir angegebenen Substitution aufgestellt
hgt, unbestimmt zu wiederholen, und die analytische Natur
fheser Transformation so zu ergriinden, daf man das durch
ihre unbestimmte Wiederholung erhaltene Resultat hitte
darstellen konnen; ferner durch eine komplementare Trans-
forr;}ation die Vervielfachung durch eine Potenz von 2 zu
gewinnen, und dann endlich die fiir eine unendliche Multi-
plikation verschwindender Integrale stattfindende Grenze zu
untersuchen. Aber bei Ermangelung der hierzu n&tigen
Yorarbeiten konnte man ein giinstiges Gelingen nur gon
einer gliicklichen Divination hoffen, und hierzu bot die neue
Tral?sze?ndente @, auf welche ich die elliptischen Funktionen
schlieBlich zuriickgefiihrt hatte, einen willkommenen A:
kniipfungspunkt. "
‘ Die elliptischen Funktionen waren zunfichst in Form
eines Bruches gefunden worden. Erst durch die besondere
Z.Betrachtung des Zéhlers und Nenners dieses Bruches ist
ihre Theorie in sich abgeschlossen und auf ihre wahre
Grun-dlage guriickgefiihrt worden. Wie bei der trigono-
metrischen Tangente bilden diese dieselbe Funktion fir

verschiedene Argumente, nur daB hier noch eine einfache
27%
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Exponentialgrofe als Faktor hinzutritt. Auf dieselbe Trans-
gendente war bereits die 3. Gattung der elliptischen Inte-
grale zuriickgeftihrt worden. Konnte man aus der wirklichen
Darstellung der elliptischen Funktion den Zghler und
Nenner durch den bloBen Anblick entnehmen, so war man
andrerseits dahin gelangt, diese Scheidung auch durch ana-
lytische Operationen zu erhalten, und so einen Zyklus von
Operationen aufzustellen, nach welchen man zu der ellip-
tischen Funktion zuriickkehrt. Die elliptische Funktion
quadriert und zwischen zwei Grenzen integriert, welche um
einen halben Index der Periode verschieden sind, gibt den
Logarithmus der elliptischen Funktion. Durch diesen Zyklus
lassen sich fast alle iiber die elliptischen Funktionen an-
gestellten Betrachtungen hindurchfiihren und erhalten dann
erst ihre Vollstindigkeit.

Bs wurde gezeigh, daB die Transzendente fiir jeden
aliquoten Teil des Index einer Periode durch bloBes Wurzel-
auszichen aus elliptischen Funktionen erhalten werden kaunn;
daB dasselbe von dem Quotienten zweier Transzendenten
gilt, deren Argumente um einen aliquoten Teil des Index
omer Periode verschieden sind, und daB sich aus diesen
Wurzelgrofen die Teilungsformeln der elliptischen Tntegrale
zusammensetzen.

Die neue Transzendente selbst wird durch eine Reihe
von der hochsten Einfachheit dargestellt, welche immer und
zwar mit solcher Schnelligkeit konvergiert, daB sie fir
praktische Anwendung wie ein endlicher Ausdruck betrachtet
werden kann, Das allgemeine Glied dieser Reihe hat die
Form ¢**+¥, in welcher 4 eine ganze Zahl, o und b be-
liebige GroBen sind, nur dab die Grofe a oder, wenn sie
imaginir ist, ihr reeller Teil negativ sein muf. Die GroBe @
bestimmt den Modul des elliptischen Integrals, wihrend
dieses selbst der GroBe b proportional ist.

In meinem Werke iiber die elliptischen Funktionen
wird der Weg gezeigt, welcher von dem elliptischen Inte-
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gr.al bis zu der neuen Transzendenten zurfickzulegen ist.
Binmal auf dieser Hohe angelangt, gewinnt man eine Uber-
sicht iiber diese ganze Theorie, welche derselben eine Klar-
heit und, ich mochte sagen, Durchsichtigkeit gibt, die man
vorher nicht ahnen konnte. HEs gibt sehr viele Arten, wie
man mit groBer Leichtigkeit und durch die elementa,’rsten
Prozesse von dieser neuen Transzendenten aus zu allen Kigen-
schaften der elliptischen Funktionen gelangt. Die erste
welche ich in dem 3. Bande des Crelleschen Journals’
p. 305 angegeben habe, beruht auf der Multiplikation zweier
Transzendenten, welche verschiedene Amplituden, aber den-
selben Modul haben. Da das Produkt auf ei7nfache Art
wieder durch dieselben Transzendenten ausgedriickt wird
die sich aber auf einen transformierten Modul beziehen,
so habe ich spiter in meinen Vorlesungen diesen Weg Verf
lassen und bin von der Multiplikation von vier Trans-
zendenten mit beliebigen Argumenten und demselben Modul
ausgegangen, durch welche man einen linearen Ausdruck
von Produkten aus vier Transzendenten derselben Natur
mit unverindertem Modul erhilt. Eine einzige Formel
in welcher man nur spezielle Werte zu substituieren ha,t,
gibt ohne weitere Rechnung das ganze System der Formelri
fir die Addition der drei Gattungen der elliptischen Inte-
g?ale sogar auf drei Argumente ausgedehnt. s ist hierbei
nicht ndtig, zuerst aus der periodischen Natur der Trans-
Z(.endente die allgemeine Form anzugeben, und dann durch
die Substitution partikularer Werte fiir jede der Haupt-
formeln die Werte der in dieselben eingehenden zuerst un-
bfastimmt angenommenen Konstanten zu ermitteln, sondern
die eine Formel gibt zugleich mit der Form auch diese
Werte.‘ Da sich jedoch unter denjenigen Papieren, welche
einen zweiten Teil der Fundamenta Nova zu bilden be-
stimmt waren, noch ein fertiger Aufsatz findet®), in welchem

' * Von diesem Aufsatze haben sich im Nachlasse Jacobis nur
einzelne Blitter vorgefunden.



