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Von dem 2. Teile dieser Vorlesung iiber elliptische
Funktionen besitzen wir auBerdem noch eine #uBert korrekte,
im Auftrage Jacobis zum Zwecke der Verdffentlichung von
Borchardt angefertigte Ausarbeitung. ,Sie kann“ wie
Weierstrass sagt, ,mit gutem Fug als eine von Jacobi
autorisierte betrachtet werden, weil dieser das Manuskript
durchgesehen, mit Anmerkungen begleitet und durch Hinzu-
fiigung mehrerer Formelsysteme vervollstindigt hat.“ Das
Manuskript Borchardts, welches sich im Nachlasse Jacobis
vorgefunden, wurde im Jahre 1891 unter dem Titel ,Theorie
der elliptischen Funktionen aus den Eigenschaften der Theta-
reihen abgeleitet” verffentlicht. ,Ich beabsichtige den histo-
rischen Gang der Entdeckung der elliptischen Funktionen
umkehrend den entgegengesetzten Weg einzuschlagen®, lauten
Jacobis Einleitungsworte, denen unmittelbar jene allgemeine
Relation zwischen den Produkten von vier &-Funktionen
folgt, wie er sie schon in seiner letzten Vorlesung tiber die
elliptischen Transzendenten zugrunde gelegt, aus welcher
dann die elliptischen Funktionen als ©#-Quotienten und deren
Additionstheoreme hergeleitet werden; auch hier wird, wie
er dies stets in seinen Vorlesungen getan, mit Hilfe der
Relation zwischen #(z, ¢) und &(2z, ¢*) die Beziehung &," =
w9, Py entwickelt, und nach Herstellung der Reihen
fir den Integralmodul und die Perioden die Theorie der
Integrale 2. und 3. Gattung mit Hilfe der ©-Funktionen
dargestellt.

Kinen Teil der wihrend der Bearbeitung seiner Vorlesungen
gewonnenen, aus der Theorie der elliptischen Funktionen her-
geleiteten zahlentheoretischen Folgerungen sandte er zugleich
~unter dem Titel ,Elementarer Beweis einer merkwiirdigen
analytischen Formel, nebst einigen aus ihr folgenden Zahlen-
sitzen“ an Crelle und gibt darin zuniichst fiir die frither

aus den elliptischen Funktionen hergeleitete Beziehung
3m*+m 24

{2}(— 1)’”x—2}3= Zo?t(—— )@2n+ Dz ?,

Nach dieser Einleitung geht nun Jacobi unmittel-
bar zur Definition der &Funktion als einer Summe von
Exponentialgréfen mit Exponenten, welche die Glieder einer
arithmetischen Reihe 2. Ordnung bilden, iiber, filhrt die vier
verschiedenen #-Funktionen ein und entwickelt deren wesent-
lichste Eigenschaften, ihre Darstellung durch unendliche
Reihen und Produkte, leitet durch Transformation derselben
eine Reihe der frither von ihm gefundenen zahlentheore-
tischen Sitze ab, und untersucht endlich noch die Perio-
dizititsbeziehungen der mit einer ExponentialgroBe, deren
Exponent in der Variabeln quadratisch ist, multiplizierten
9-Funktionen. Der zweite Teil der Vorlesung beginnt mit
der Entwicklung seiner berihmten Relation zwischen den
Produkten von vier 9-Funktionen; aus den sich hieraus er-
gebenden Formeln werden die Additionstheoreme der &-Funk-
tionen hergeleitet, und nachdem der Ubergang zu den ellip-
tischen Funktionen vollzogen, die Eigenschaften dieser aus-
fihrlich behandelt und die Theorie der Integrale 2. und
3. Gattung angeschlossen. Die 36, 37. und 38. Vorlesung
beschiiftigt sich mit der Theorie der Transformation 1. und
9. Grades der elliptischen Funktionen, wihrend die letzte, die
39. Vorlesung, noch eine kurze Andeutung von der Behandlung
der Transformation n. Grades der elliptischen Funktionen
auf Grund der Transformation der §-Funktion liefert. Gerade
die Transformationstheorie der ©-Funktion, die er lingst
schon als die Fundamentaltranszendente in der Theorie der
elliptischen Funktionen bezeichnet hatte, interessierte ihn
bei diesen Vorlesungen, und es ergab sich ihm manches,
worauf er frither nicht aufmerksam gewesen; ,ich will eine
lustige Formel hersetzen®, schreibt er am 8. Februar an
Bessel, ,sollte nimlich Jemand in den Fall kommen, das
arithmetische und geometrische Mittel der beiden Ausdriicke
1+2¢+2¢+ ), A1—2g9+ 2¢—-- )2 wissen zu
wollen, so sind es dieselben Ausdriicke, wenn man in ihnen
q® statt ¢ setzt
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wonach man, wenn eine beliebige Anzahl materieller Punkte
von Kriften angegriffen und Bedingungen unterworfen ist
fiir welche das Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraﬂ{,
ilt, und man auBer diesem Integral noch zwei andere In-
tegrale kennt, daraus direkt ein drittes ohne Anwendung von
Quadraturen bestimmen kann; fiir spezielle, dem gegebenen
Probleme spezifisch angehorige Integrale kann man danach
alle Integrale herleiten. ,C’est qu'on verra dans un ouvrage
auquel je travaille depuis plusieurs années, et dont peut-
ttre je pourral bientdt faire commencer l'impression.”

Die Ausarbeitung seines groBen Werkes tiber Mechanik
mit dem er schon, wie er frither seinem Bruder schrieb, seﬂ:
zwei Jahren beschiftigt war, und von dem einzelne, in seinem
Nachlasse aufgefundene Teile schon oben erwihnt wurden
fihrte 1ihn auch immer tiefer in speziell astronomisché
Probleme, zu denen ihm Bessel stets erneute Anregung
gab; am 2. Weihnachtstage 1840 schrieb Jacobi seinem
: Freunde: ,Der Fall concentrischer Bahnen bietet Erleichte-
_rungen, die nicht ohne Interesse sind; wenn man kleine
GréBen 2. Ordnung vernachlissigh, wird o =a'? — 2ad’
cos(E—E)+ad*+2d(a'cosE" —acos E), wo ¢ die
gegenseitige Distanz zweier Planeten, @, &' die halben
voBen Axen, 4 die Distanz der beiden Centra der
’Bahn, n,  die Winkel der beiden Apsidenlinien mit der
Verbindungslinie der beiden Zentra, &, & die beiden excen-
trischen Anomalieen, ¢ + 4 =E, ¢ + 5 = E'“ Wihrend
_er aber noch kurz zuvor mit groBter Hast und Anstrengung
~an der Fertigstellung seines Werkes iiber Mechanik arbeitets
iiberwilltigte ihn doch im Laufe des Winters die Fiille de;
UI}tersuchungen in der Theorie der Dynamik und die Bear-
beitung der astronomischen Probleme, welche die Stdrungs-
'hheqrie betrafen, derart, daB er den Plan, dieses Werk druck-
ertig zu machen, wieder aufgeben muBte; am 9. Januar 1841
chrieb er seinem Bruder in Petersburg:

e - - Du kannst Ostrogradsky mit vielen GriiBen von

willkithrlich an den Archimedes’ erinnert Denn wir finden
in seinen Schriften bei Uberlieferung des Vollgehaltes gleich -
tiefsinniger Entdeckungen auch die vollendete Form und
;deale wissenschaftliche Strenge jenes Alten wieder, und wie
dioser weit iber alle praktischen Anwendungen, welche ihn
in dem Munde des Alterthums zur Fabel werden lieBen, den
rein mathematischen Gedanken stellte, so hat auch Gausg
bei aller Bewunderung, welche die groflere Menge der Voll-
endung seiner Praxis zollt, selber an sich immer nur den
MaBstab der Tiefe seiner Gedanken gelegt.“
Als eine der groBten Zierden der Konigsberger Hoch-
schule zeichnete ihn auch der junge Kdnig Friedrich Wil
helm IV. besonders aus; sehr erfreut konnte Jacobi, der die k
Herbstferien wieder in angestrengtester Arbeit in Konigs-
berg zubrachte, seiner Schwigerin am 30. September melden:
,Bei meinem durch die vermehrte Familie so vergroBerten
Hausstande hat es mir sehr angenehm sein missen, daB der
Konig bei seinem jetzigen Aufenthalte hier mir in einem
gnidigen Cabinetschreiben eine jahrliche Zulage von 500 Tha-
lern ertheilt hat, sowie ebenfalls dem Geheimrath Bessel®
Noch vor Beginn des Wintersemesters, fiir welches er
eine Vorlesung von allgemeinerem Charakter iber hohere
Mathematik angekiindigt hatte, iibersandte er in Form eines t
Briefes eine kurze ,Sur un théoréme de Poisson® betitelte
Note dem Prisidenten der Pariser Akademie. ,Monsieur de
Humboldt vient de me communiquer un fragment d'une :
Notice biographique sur Mr. Poisson, dont la lecture m’
donné envie d'adresser & vous, Monsieur, et & votre illustre
Académie, quelques remarques sur la plus profonde décow 1
verte de Mr. Poisson, mais qui, je crois, n'a &6 bien com
prise ni par Lagrange, ni par les nombreux géometres qui
Tont citée, ni par son auteur lui-méme; ... ce théoreme, vrai
ment prodigieux, et jusquiici sans exemple, est resté e
méme temps découvert et caché.“ Und nun formuliert Jacob
das Theorem in der demselben von ihm gegebenen Grestal
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mir erzihlen: que je m'occupe & dévélopper analytiquement 17. Mirz 1841, unter dem Titel ,De formatione et proprie-
les formules de perturbation sans faire usage d’aucune qua- tatibus determinantium® an das Crellesche Journal iiber-
drature mécanique et sans procéder suivant les différentg gchickte.
ordres des excentricités et inclinaisons, que les formules yWenn es die immer mehr hervortretende Tendenz der
sont simples et tres convergentes, et que Pon peut. les neuen Analysis ist®, sagt Dirichlet, ,Gedanken an die Stelle
pousser d’apres une loi facile jusqu’ & telle limite numéri- der Rechnung zu setzen, so gibt es doch gewisse Gebiete,
que qu'il plaira. Pour montrer I'usage de ma méthod.e dans in denen die Rechnung ihr Recht behilt. Jacobi, der jene
un probleme difficile yai pris pour exemple la détermination Tendenz so wesentlich gefordert hat, leistete vermége seiner
de la grande inégalité de Jupiter et de Saturne, et Mr. Meisterschaft in der Technik auch in diesen Gebieten Be-
Claussen soccupe & présent 3 évaluer en nombres les wunderungswiirdiges. Dahin gehoren seine Abhandlungen
formules, qui donnent cette inégalité. Le fondement de ma iiber die Transformation homogener Funktionen des 2. Grades,
méthode nest pas tiré des fonctions elliptiques, mais d'une iber Elimination, iiber die simultanen Werte, welche einer
double substitution, que jai imaginée pour ceb effet eb que Anzahl von algebraischen Gleichungen geniigen, iiber die
jai exposée dans toute sa généralité 11y a dix années dans Umkehrung der Rethen und tiber die Theorie der Determi-
le 8. volume du journal de Crelle (De transformatione panten. In dem letztgenannten Kapitel verdankt man ihm
integralis duplicis ete.) . ..Ich habe es jetzt aufgegeben, ein _eine ausgebildete Theorie der von ihm mit dem Namen der
groferes mechanisches Werk unter dem Titel Phoronomie kFunktionaldeterminanten bezeichneten Ausdriicke. Indem er
zu schreiben, denn ich habe nicht gehorig langen Athem _die Analogie dieser Ausdriicke mit den Differentialquotienten
dazu, 20 Abhandlungen wer weiB wie viel Jahre noch zu- weiter verfolgte, gelangte er zu einem allgemeinen Prinzip,
riickznhalten, bis noch 90 andere dazu geschrieben. Ich _welches er das Prinzip des letzten Multiplikators nannte,
werde in irgend einer Form alles, was ich fertig habe, in _und welches bei fast allen in den Anwendungen vorkommen-
einzelnen Abhandlungen von Stapel laufen lassen, und wenn den Integrationsproblemen die letzte Integration zu bewerk-
pur erst der astronomische Dimon, der ibrigens das Priori stelligen das Mittel gibt, indem es den dazu erforderlichen
tatsrecht hat, da diese astronomischen Hirngespinste sehr integrierenden Faktor a priori angibt.“
alt sind, mich losgelassen, so soll eine wahre Stindfluth . Jacobi behandelt zunichst in der oben bezeichneten
kommen. Laplace hat 30 Jahre Memoiren iiber die Mec.;C‘ Arbeit von der alternierenden Funktion ausgehend die ele-
geschrieben, ehe der 1. Band davon erschien, und so hoff mentaren Eigenschaften der Determinanten; ,scilicet illae
ich auch spater einmal mit groberer Leichtigkeit a.lles z :~ proprietates quamvis elementares non omnes ita tritae sunt,
ganzen W erken susammenzustellen, denn freilich ist de ub quas indemonstratas relinquere deceat; die Zerlegung
Nutzen dieser ein ganz anderer. Leider habe ich schon vo n Unterdeterminanten, die Darstellung dieser als Differen-
diesen Werken gesprochen, obgleich es das sicherste Mitte ialquotienten der Determinante selbst, die Multiplikation der
war, da nichts daraus wurde . . .“ ; Determinanten und die Untersuchung der aus den adjungierten
Tn der zweiten Hilfte des Winters hatte er sich ganz de Elementen gebildeten wird systematisch dargestellt. Er wendet
Fertigstellung einer systematischen Bearbeitung der Theor sich sodann zur Aufldsung eines Systems von m linearen
der Determinanten zugewandt, die er auch, datiert VO Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten, behandelt aber auch
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den Differentialgleichungen dw:dx;: - :dz, = X: X, :- -+ X
gentigen, die sich bekanntlich durch Elimination auf eine
Differentialgleichung h6herer Ordnung mit ein er abhiingigen

Variabeln zuriickfithren lassen, eine jede Ldsung f der par-

gebenen grofen Werkes bilden sollte. Am 12. Juli 184'1
beendete er die fundamentale, sehr umf.’an'grelche Aﬂ.:)elt
Dilucidationes de aequationum diﬁerentlal.mn'l vulgarlum
gystematis earumgue connexione cum aeql{a’c.lombus d1fferfen-
tialibus partialibus linearibus primi ordinis®, Wc.alche eine
grofie Reihe der in seinen obenerwihnten Aufzeichnungen
enthaltenen Resultate systematisch zusarflmensteﬂju. »Quod
hic ab Il Lagrange praestitum esse x.udemus, id semper
in rebus mathematicis summum erit, vinculum atque con-
nexionem invenire problematum. Quamquam quod alterius
ad alterum reductionem attinet, modo illud ad h_oc .modo
hoe ad illud revocare econveniet. Qua de .I‘t? rfnran non }‘
debes, quod in hae commentatione, cum m.lhl d‘lsserendum‘
esset de habitu atque natura aequationum, quibus integrantur
aequationum differentialium vulgarium s.imultal}earum.syste-
mata, ratius esse duxi, ab aequatioml?us. differentialibus
partialibus linearibus primi ordinis proficisci haru.mque solu-
tioni contra Amnalyticorum usum illarum integratlonelln sub-
struere% Jacobi geht von der linearen partiellen Differen-

tiellen Differentialialgleichung X or + Xl_ai 4+ X, of

ox o, oz,
= 0 einer Konstanten gleich wird, und dafl umgekehrt, wenn

man % voneinander unabhingige Ldsungen der partiellen

oy . +X, %; — 0 willkiirlichen
Konstanten gleichsetzt, zwischen den # 4 1 Variabeln z, #,,
..., n Gleichungen definiert werden, aus denen man die
n gewShnlichen Differentialgleichungen dx:---:dz, = X:
...+ X, herleiten kann. Jacobi nennt nun % endliche, auf
die obigen = unabhingigen Losungen fithrende Integral-
gleichungen des Systems dz:-.-:dr,=X:-.-: X, voll-
stindige, wenn sie n willkiirliche Konstanten enthalten, die
sich nicht auf eine geringere Zahl zuriickfiihren lassen, und
man erhilt somit, wenn man aus n vollstindigen Integralglei-
_chungen des Systems die # willkiirlichen Konstanten als Funk-

tionen der Variabeln ausdriickt, » voneinander unabhingige

Losungen der partiellen Differentialgleichung X%g 4o

Differentialgleichung X

tialgleichung X %ﬁ— +oo 4+ X, g% = X, aus, deren Integral
' die Gl of |, x o o .. :
@ = [ @ .o de Gleichung 0 = X% + @ * + X, %’ = 0. Fiihrt man statt der willkiirlichen Konstanten

die Anfangswerte der Variabeln «°, 2,°, ... z,° ein, so wird in
jeder der zwischen den Variabeln #, #,, .. .2, und deren An-

+ Xn% identisch erfillt; sind fi, .. - fx partikulidre Losun-

N Differenti i uch IT ~
gem 0 ggngig d]llezr %E::f:]:;al%rljgzlszifdej unabhgclléi];? k fangswerten 2% z,°, ... x,° vorgelegten Integralgleichung durch
iﬁfe@él? I;xistieren, beweist er mit Hilfe der von ihm.au ‘ Vertaugchung VO &y Ty, e xn"mit ', x1‘0; ez di.e In'te—

llten Theoreme Gber Funktionaldeterminanten; hiera ‘gralglewhung entweder unveriindert b‘lelben oder in eine
gestf% e tor das Problem, die Losung f in For andere aus der Zahl der Integralgleichungen iibergehen.
S‘?hheﬁt Slch, wm% T darzustelieﬂ wenn die Bedingun: Fiir die Untersuchung in betreff der tiberfliissigen will-
einer unfndh@? delli ?iieselbe ity e;neﬂ zwischen den un kiirlichen Konstanten kommt zuniiehst in Betracht, daB, wenn
h;};zfge'fugt \‘}V;ii s:belz bestehenden Zusammenhang in eine durch Integration der Differentialgleichungen da:dz, :- - -
3eg:€§:1gee[];‘unktion tibergehen soll. Indem er mun Syst d:”lcn = X: X1 Pt X, die Grti}Ben Zy %.’. .o+ &, durch z
;1 e gewbhnlicher simultaner Differentialgleichungen b und durch willkiirliche Konstanten ausgedriickt werden, die

) : he gefuudenen Ausdriicke z, — (%) mehr als % willkiirliche
i h # endliche Gleichungen, welc! o,
trachtet; Zelgt er, daff dure : Koenigsberger, Jacobi-Biographie. 18
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partielle Differentialgleichung fiihrt. Ist X7 + X, 3z, .

of _o, wd df — Mdo + Mydey + -+ Moda,

+ X, e af -
g0 wird vermoge der Beziehungen 7 = M, o M,
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MiBliche Familienverhéltnisse zwangen Jacobl zun#ichst
gur Unterbrechung seiner Arbeiten; er mufite, da unvorher-
gesehene, sehr groBe pekunifire Verluste die Auflosung
des viiterlichen Geschiftes notwendig machten, auBerdem
. der leidende Zustand seiner Mutter seine Anwesenheit in

Cor M, eine Funktion f gesucht, fiir welche zugleich Potsdam dringend erforderte, seine Vorlesungen schon vor
o iwﬁ[dx o M,dz, 10=MX+-- + flem En((iie dez 'Juli sc}iheﬁ'eu, und als er l?ei seiner Ankunft
| roreh Eliminabion von M df = M1(dx1 - in Potsdam die Verhéltnisse noch tlfaumger farfd,. als. er
also dure vermutete, faBte er trotz aller materiellen Schwierigkeiten

M, (d y — Xﬂ)‘(’”) 4.+ M, (dxn — =% )7 es folgt sogleich den EntschluB, seine Mutter mit nach Kénigsberg
su nehmen. Die thm nach Potsdam gemachte Mitteilung

1 tiphikatoren
ier dap. wenn [ gefunden, man die Multip ; ‘
hieraus, dab, g ’ _ yon seiner Ernennung zum korrespondierenden Mitglied der

3. (d  Xyday
M,, ... M, kennt, welche den Ausdruck 1( R ¢ ) ‘  Turiner Akademie, sowie die am 3. August ausgesprochene
Bewilligung von 250 Talern von seiten der Berliner Aka-
demie zum Behufe der numerischen Ausfiihrung seiner
_ neuen Methode fiir die Berechnung der planetarischen Sto-
. rungen brachten ihm wenigstens eine momentane Freude
in der triben Stimmung des elterlichen Hauses. Am
18, August schreibt er seiner Frau: ,Ich beeile mich Dir
~ Mutters wegen zu schreiben, daf Du ihr zu Michaelis eine
Multivlikatoren 34,0, B, ® ... M®, und fir eine willkiir- Wohn}mg miethest ... Die kleine jetzt eingetretene Pause
uttp : 1y M2 Py istn das allgemeine Multipli- _ habe ich benutzt, um vorgestern nach Berlin zu fahren ...
liche Funktion II(fy; for -+ -1 oI 31  Visite bei G. R. Schulze, der furchthar grob gegen mich
katorensystem durch die Gleichungen gegeben M= of. F _ war, was wohl seinem sinkenden Ansehen zuzuschreiben ist;
P %% L. dann machte ich, nachdem ich mich hatte im Hotel des

. .  Ministers zur Abendaudienz aufschreiben lassen, einen langen
: fache Transformationen . ) . S ’ g
Nachdem Jacobi moch mannigiach ' Besuch bei Encke, der eigentlich Hauptzweck der Reise

(ileryﬁt-g;t> Integrabilititsbedingungen fir den D 1Eerent1@1  war; dann zu Peter Riess, mit dem ich zu Dove ging,
dulktion derselben _ dann Audienz beim Minister Eichhorn und retour mit dem
Dampfwagen . .. Der Minister war im hochsten Grade freund-
 lich; er freue sich unendlich meine persénliche Bekannt-
schaft zu machen; es wurde viel gesprochen von der politi-
schen Lage in PreuBen, von Schon wu dergl.  Dieses
habe ich gesehen, daB, wenn je irgend einmal von meiner
Versetzung nach Berlin die Rede sein soll, das Ministerium

4+ o+ M, (dxn — &5?*0‘0> zu einem vollstiindigen Diﬁerential,:'

also integrabel machen, und daf umgekehrt, wenn man die Multi-
plikatoren M, ... M, also auch M kennt{ Wel‘che diesen Aus-
druck integrabel machen, die hieraus mit Hilfe von Qu.adm-‘
turen sich ergef)ende Funktion f eine L§sung der par'i?lell‘enn
Differentialgleichung liefert. Fiir n Vonelr‘lander unabhiingige
Integrale fi, for - - - In entstehen # verschiedene Systeme von

ausdruck X X,dw, aufgestellt und eine Re

auf 2m — 1 andere gegeben, beschﬁftigtl ! Ikve
noch in dieser Arbeit mit der Transformation eines gewohn

lichen Differentialgleichungssystems in eine Diffe}”‘entlalgl.el
chung zwischen swei Variabeln und stellt eine Regl
wichtiger Betrachtungen an, welche .sehon den Inhalt de
oben besprochenen Aufzeichnungen hildeten.

er sich endlic
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Qehon vom folgenden Tage, vom 27. Marz 18423 ist
wiederum ein Bruchstiick seiner grofien Entwiirfe zu einem
Gesambwerke itber Mechanik unter dem Titc_al ,De 1‘1.101:11 puneti
singularis® datiert Jacobi bemerkt fiarm zundchst, d‘lal-s,
wenn ein Punkt gezwungen ist, auf einer gegebenen .L1¥ue
zu bleiben und von Kréften bewegt Wird{ Welclhe beliebige
Funktionen der Koordinaten des Punktes sind, .dle Be\.?vegung
desselben nur durch Quadraturen deﬁniert" ist; wird der
Punkt der Bedingung anterworfen, auf einer Fldche f (1r,,2)= 0
zu bleiben, und gilt fiir die Kraftkomponenten X, Y, Z die

- ox oz of (02 _8X)  0f (0% _L])
Beziehung %(W~ﬁ> oY (69@ oz 9z \0y 0z
<0 erhilt man das Integral $o® = f (Xdw + Ydy + Zdz)+¢,
worin der Ausdruck unter dem Integral durc].a dit? Fléich.eu-
gleichung allein integrabel wird, wihrend die Differential-

gleichungen fiir die Bewegung eines Punktes auf aefipner dge- ;
. . dg, 0T dgy
gebenen Fliche allgemein auf die Form —% = o5 dt

integrieren bleibt g_i_‘_ dg, — or dg, = 0, um die Bewegungs-
D op

kurve auf der Fliche zu bestimmen, dann stets die linke
Seite dieser Gleichung mit dem Faktor 220 0007

multipliziert ein vollstindiges Differential liefern also durch
Quadraturen integrabel sein wird. ,Haec propositio emanat
e nova theoria multiplicatoris systemati aequationum diffe-
rentialium vulgarium simultanearum applicandi, quam in alia
commentatione expono.“ Gilt das Prinzip der Flichen, so
kann es kommen, daf schon das eine durch dieses Prinzip
gelieferte Integral das Problem auf Quadraturen zuriick-
zufithren gestattet, und Jacobi zeigt fiir diesen Fall, daB
die Bewegung eines Punktes auf einer Rotationsfliiche ver-
moge einer nach der Meridianebene gerichteten und nur
von der Lage des Punktes in dem Meridiane abhingigen
Kraft zuriickgefiihit werden kann auf die Bewegung eines
Punktes in der Meridianlinie, indem nur noch eine zur Achse
senkrechte und der 3. Potenz der Entfernung des Punktes

_ 8T dn 0T 4 o "%’;2 S g_g + @, gebracht wer- von der Achse umgekehrt proportionale Kraft hinzutrit;
op,’ At g%} T iy vy 7% ‘ diese Bewegung ist somit durch Quadraturen definiert. Es
den, worin py = 7.7 P2 = Gg.” Q= X?@;—‘— 0q, ' 0%’ folgt ferner leicht, daB, wenn sich ein Punkt auf einer

Rotationsfliche bewegt, deren Masse Attraktionskraft besitzt
und in allen Meridianebenen nach demselben Dichtigkeits-
gesetz. verteilt ist, die Bewegung des Punktes nur durch
Quadraturen bestimmt ist, wenn der feste Korper ruht oder
gleichformig um die Achse rotiert. Als Beispiel wird die
Bewegung eines Punktes auf einem homogenen Umdrehungs-
ellipsoid behandelt, welches nach dem Newtonschen Ge-
setze anziehend wirkt, ferner die konischen Oszillationen
des einfachen Pendels oder die Bewegung auf der Kugel
Jacobi hat weiter bemerkt, daB, wenn ein Punkt von einem
festen Zentrum so angezogen wird, daf das Flichenprinzip
gilt, aber nicht das Prinzip der lebendigen Kraft, das Pro-
blem doch jedesmal auf Quadraturen zuriickgefiihrt werden
kann, wenn die Intensitit der Attraktion durch eine beliebige

Q, = x% 4 Y%g + Z g_z_ ist. Vollig neu und von grofter
2 Tog 9 s ) . ‘
Tragweite 2ist aber der Satz, den er hier nur als spez.xellen.‘
Fall eines von ihm allgemein aufgestellten mechanischen

Prinzips ausspricht, daB, wenn drei Differentialgleichungen
n der Form

1. Ordnung zwischen vier GroBen ¢, Gs, P> P2 b

oT oT p_ 3T
gegeben sind dgy:dgsdp APy = 55 5, 8ql+Q1

— %% + Qz]; in denen ,, ¢, nur Tunktionen von ¢, Qs
2

sind, und zwei Integrale mit zwei willkiirlichen Konstanat;n‘
4

« und B gefunden sind, mit deren Hilfe man Py, Py 7p 7

0T ureh Qy, 92, % B ausdriicken kann, so dab nur noch
0P, ¢

die eine Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen ¢y, ¢z %
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homogene Funktion (— 2)* Ordnung der Koordinaten aus-
gedriickt wird, und dafl ferner die Bewegung eines Punktes
auf einer gegebenen Kurve durch Quadraturen definiert
wird auch dann, wenn den sollizitierenden Kriften, welche
beliebige Funktionen der Koordinaten des Punktes sind,
eine Kraft des widerstehenden Mediums hinzugefiigt wird,
welche gleich ist einer linearen Funktion des Quadrates der
Geschwindigkeit oder einem Exponentialausdruck @ + be”?,
gleichgiltig, ob das Medium homogen ist oder die Dichtig-
keit sich nach irgendeinem beliebigen Gesetze #ndert.
Ebenso wird die Bewegung des einfachen Pendels im wider-
stehenden Medium behandelt, und noch am Schlusse der
Arbeit unter denselben Voraussetzungen die bekannten For-
meln des ballistischen Problems entwickelt.

Jacobi verbieft sich nun wieder ganz in seine Studien diber

die Prinzipien der Mechanik und die Stérungstheorie, kiindigt
fir den Sommer 1842 eine Vorlesung iber Differential-
gleichungen an, welche die Fortsetzung der letzten Winter-

vorlesung bilden sollte, und beschiftigh sich zuniichst fast

ausschlieBlich mit den Vorarbeiten zu der beabsichtigten
nichsten groBen Wintervorlesung iber analytische Mechanik,
deven spitere Herausgabe die Grundlage aller Vorlesungen
und Forschungen auf diesem Gebiete geworden ist. Seine
Vortréige iiber Differentialgleichungen fithren ihn zu immer

erneuter Lektiire von Bulers Schriften; am 14, April schreibt

er an Fuss in Petersburg:

- - Denken Sie, wie sehr Ihr groBer Plan der Heraus-
gabe der Werke Euler’s an Thre Person grade gekniipft ist,
and daB es wahrscheinlich nie geschieht, wenn Sie es nichb

thun. Ich habe in der letzten Zeit wieder ein anhaltendes

Studitm aus Buler’s Integralrechnung gemacht und mich

auf’s Neue gewundert, wie frisch sich dieses iiber T0jihrige
Buch erhalten hat, wihrend der gleichzeitige d'’Alemb ert
ganz unmdglich zu lesen ist. Der Grund davon scheint mir .
in seinen Beispielen zu liegen. Denn diese Beispiele spielen
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nicht so bloB beiher und erldutern; sie sind der ganze In-
halt, den die allgemeine Proposition zu der Zeit hat. Wenn
er partielle Differentialgleichungen etwa auf gewdhnliche
guriickfithrt, so giebt er alle Fille, soweit sie ihm zu Ge-
bote stehen, in denen die gewShnlichen Differentialgleichungen
auf Quadraturen sich zuriickfithren lassen, von diesen die
Fille, in denen die Quadraturen endlich werden, von diesen,
in welchen sie algebraisch werden und aehnlich {iberall.
Der Satz tritt da aus seiner abstracten Allgemeinheit heraus
er bekommt einen wirklichen Inhalt; es ist als eine En‘cj
deckung zu betrachten, wenn man zu den Euler’schen Bei-
spielen eines hinzufigen kann. Nur der allgemeine Satz
zugleich mit den Beispielen, wie sie Euler giebt, und wie
sich dieselben mit dem Fortschritt der Kunst reicher ge-
stalten, ist der wahre Inhalt und deBhalb sind die Eunler’-
schen Schriften die wahrhatt lehrreichen ...

Wihrend seiner Sommervorlesung iiber Differential-

gleichungen wurde er durch die Ubungen des Seminars wenig
in Anspruch genommen; wiewohl Jacobi noch in seinem
Berichte iiber die Thtigkeit des Seminars von Ostern 1839
bisOstern 1840 mit Genugtuung die wissenschaftlichen Arbeiten
in demselben besprechen und vor allem ,,die Arbeit des kenntnis-
reichen und talentvollen Borchardt, von dem wohl bald groBe-
res zu erwarten ist®, hervorheben konnte, war er im Sommer
1840 sowie im Winter 1840/41 nur in der Lage, elemen-
tarere Ubungen mit den Mitgliedern des Seminars anzustellen,
da, wie er dem Ministerium berichtete, ,der wissenschaft-
liche Standpunkt der Studirenden nicht erlaubte, wie in den
fritheren Jahren, bis zu den schwierigeren Problemen vor-
zudringen.“ Dagegen war der Verkehr mit seinen fritheren,
noch in Kénigsberg weilenden Schiilern, die zum Teil schon
seine mathematischen Kollegen geworden waren, ein sehr
reger, und es wurden zwischen ihnen miindlich und schrift-
lich die schwierigsten wissenschaftlichen Probleme erdriert.
Auf eine Anfrage Richelots schreibt ihm Jacobi am



986 Jacobi als ordentl Professor an der Universitdt zu Konigsberg. Jacobi als ordentl. Professor an der Universitét zu Konigsberg, 287

20. April, nachdem er schon im Prinzip seine Theorie des schwer zu verificiren ist und ob er Ihnen von Interesse

Multiplikators entworfen:

,Wenn ich die Abhandlung, die ich jetzt schreibe, auf
die Differentialgleichungen anwende, welche Sie jetzt inte-
griren, so ergiebt sich folgendes Theorem: s selen «, ¥, 2,
w, u, ... die Variabeln, X, Y, Z ete. irgend welche Fune-
tionen resp. bloB von z, ¥, # ete., welche aber nicht dieselben

scheint . . %

Analoge Betrachtungen filhren ihn nun unmittelbar zu
neuen Uberlegungen beztiglich des A belschen Theorems, die er
schon wenige Tage spiter am 5. Mai unter dem Titel ,De-
monstratio nova theorematis Abeliani“ aufzeichnet. Sind
gwischen den % Variabeln 1,, 2, ...4, und der Variabeln ¢

zu sein brauchen, wie beim Abel’schen Theorem. Nennt man die Differentialgleich dax
. 1. Or
X,, Y., Z, ete. die Producte der Differenzen der Variabeln, wenn ' nhalglachiungen Ordaung  vorgelegt Vﬁzl)
man resp. %, Y, # ete. fortlaht, so kann man die Differentialglei- bt Ay _ o hdh 2,4, 2, tai,
e ‘ ) ! —.l—+""+—#=0,“."—_—‘——
chungen so darstellen: dw:dy:de .= XV X: YVY:ZVZ:... Vi ’{> Vi Vit VTG
"t

Man nehme an, es seien alle Integralien auBer einem ge- — dt, worin f(4) eine Funktion 2% —1

funden und vermittels derselben z,w, u ete. durch z und y
und die willkiihrlichen Constanten ausgedriickt; es sel ferner
A die Determinante dieser Ausdriicke von 2, w, u ete., wenn
man sie blop als Functionen der willkiihrlichen Constanten

betrachtet; dann wird das letzte Integral f Vﬁ%ﬁ«

+ 1t Vi
Grades in A ist, und setzt man N, = (4, — 4,) ... (4, — 4,),
so daB sich % = K%%—) ergibt, so konnen die unmittelbar
ersichtlichen transzendenten Integrale durch ein algebraisches
Integralsystem ersetzt werden, indem aus dem bekannten
Lagrangeschen Satze, daB fir eine Funktion ¥(4) vom

{% — 2—%—?} — const., wo, wenn man Z, W, U, ¥;, X, W)
durch x und y vermittels der gefundenen Integralgleichungen 2n—2. Grmde‘zl7 ;Z”g =0 ist, durch Differentiation der obigen

ausdriickt, der Ausdruck unter dem Integral ein vollstindiges
Differential ist. Bei 3 Variabeln hat man die Gleichungen
do | dy | dp g wdz  ydy 28, ~

T vY V7 0, V)T+V?+ % 0; es selen M
and N die beiden Factoren, so da8 (M + Nz) %

Differentialgleichungen leicht folgt, daf fiir jeden Faktor m—2
von f(4) die Beziehung besteht 1/ (m — 4,)(m —4y) ... (m — 4,)

; A T
{@% +e Tﬁ%} = const., welche 2n — 1

 algebraische Integrale darstellen, von denen n—1 hinreichen.
Jacobi zeigt noch allgemein, dab f Vi —24) ... (m—1,)

Y m, —2,) - . (my — 4,)(m,m)dt einen algebraischen Wert
erhilt, wenn (m, m,) den Entwicklungskoeffizienten von 1+

. . 3 e g
in der Funktion (%jif)—((%zl—m—i.) dividiert durch das Quadrat

der # linearen A-Faktoren bedeutet.

+ (M + Ny) % + (M + Nz) % gleich einem vollstédndigen
Differential 4@ und @ — « das erste Integral wird. Dann

ist 4= % = é = Y}I—l—/k%*? , und es wird daher das zweite

&
1 E—xdx | E—ydy) _ g
Integral . f e { % + o4 } const. Sagen
Sie mir gefilligst, ob der Satz sich von selbst versteht, oder

‘ Jacobi mubte die Sommervorlesungen frither, als er be-
absichtigt hatte, schlieBen, da er und Bessel am 15. Mai
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ators der Konigsberger .
gsherger halten kann, die Planetenbewegung an, die Anzieh i
2 ung eines

ePiIIllzlSiteIz ;ac:i zwel fesjcen Zentren und die Rotationshewegun
oS o pbes hlllm einen festen Punkt, wenn der Kﬁrpe%:
o se ]:u.mg.enden Kriiften angegriffen wird, hebt
schen ’Diﬁ’erejliialz"lle?;]ixslilgegntiersughungen . Hamilton_
o : . er Bewegung zugrunde
e 2221111’2 :;eAuSSlG}lt’ das allgemeine Prinzip% sobaléeg:;
o ‘ir ég ]ziurgckgekehrt sein wird, zu verdffentlichen
e iuc dre.lse von Llondon besucht er wieder Paris:
und bl cort '113.1: ;el Akade’ril%e feinen Vortrag, dessen Inhalt
O e der & ite ,,Sur‘ I'élimination des noeuds dans le
problome oo dl;(;lsdizfp;azgzﬁﬁenzlizhte. Wiahrend bisher
. ! r auf die Bewe 3 i
;(;; 1};:11:1111 ]llmf:ien dritten oder um den Schwegr;?lik: v:]%lli
et 2 S(();n%e tthrt wurde, wodurch nicht nur die Sym-
lebend;gen g;;aft auch das Prinzip von der Krhaltung yder
Iehendigen .und der Flichen verloren ging, spricht
e ein ganz .allgemeines Prinzip aus, das er
: Karper‘ ‘ %m dfar drei Korper angewandt hat? Wenn
- Schweg ge ]:n sind, und die Annahme erlaubt ist, daf
for Sebr :*pliln fi':. de.rselben in Rube bleibt, so e’rhéﬂt
man iorc re y tir die (‘lerselben Achse parallelen Koordi-
aten J]:lwleneV nlle]:re Gl.elchung und kann somit jede durch
no e ;:;a eln linear ausdriicken. Da nun die hier-
Schwerpuiktsb (;n n(n — 1) Konstanten nur diesen linearen
ol edingungen zu geniigen haben, also mnoch
(n — 1) = (n — 1)* Konstanten Wﬂﬁiﬁﬂich blei-

b .
en, so kann man diese so bestimmen, daB die (=D —2)
=

P Od] € € Ab € tu]] €11 aus (16 bIa] Sl(’ IH]e[‘e ebe“-
s kte deI‘ I'St n 1 1 g 113 T I nl

d
igen Kraft herausfallen, und also noch (%__1)2__@%‘;1)@_: 2)
e

_nr—1
——— Konstanten willkiirlich bleiben, tiber die man

das nachfolgende Schreiben des Kur
Universitit Scbhon orhalten hatten:

s Majestit der Konig haben mir zu befehlen geruht,
Thpen, meine hochgeehrten Herren, den Wunsch zu dubern,
daB Sie der quf den 23. k M. bestimmten Versammlung der
British Association in Manchester beiwohnen und zuriiek
gber Paris gehen mogen, and mich zugleich autorisirt, zur
Deckung der Kosten dieser Reise Ibnen 3000 Thaler anzuweisen.

Tndem ich IThnen, meine hochgeehrten Herren, dies ganz et
dab Sie durch

o mittheile, und der Uberzeugung bin,
Wunsches die Genngthuung gern gewihren
e fiir unser Vaterland liegt,
4

geben:
Erfillung dieses
werden, welche in dieser Reis

penachrichtige ich Sie ganz ergebenst . . N
Diesem ehrenvollen Auftrage kamen die beiden grofien

TForscher, welche damals die Zierden deutscher Wissenschaft
bildeten, gern pach und traten die Reise bereits in den
ersten Tagen des Juni an, wahrend Richelot und Hesse

fur die mathematischen Vorlesungen

angewiesen wurden,
elcher damals

quszuhelfen®. ,Dem erlauchten Staatsmanne, W
an der Spitze der Verwaltung der Provinz Preuben stand“,
sagh Dirichlet, ,schien es im Interesse der Wissenschaft
§ Bessel und Jacobi einmal der schon
oft an sie ergangenen Aufforderung zur Teilnahme an der
jahrlich in England stattfindenden Gelehrtenvexsammlung‘
Folge leisteten, and er stellte daher beim Konige den Antrag
auf Bewilligung der Kosten zu einer solchen Reise ...

Am 11, Juli 1842 verlief Jacobi das Festland und
reiste mit seiner Frau gumiichst nach Manchester, om dort .

auf der British Association einen Vortrag ,On a new general

principle of analytical mechanies” zu halten, dessen Inhalt er
Titel ,Sur un nouveal .

in der Pariser Akademie unter dem

principede lamécanique analytique” publizierte, undinwelchem

or schon sein Prinzip vorm letzten Multiplikator andeutet, ohne
or fiihrt als Beispiele,

das letzte Integral durch Quadraturen €r

wiinschenswert, da

passend verfiigen kann, nachdem die lebendige Kraft d
es

vorgelegten
E o6 g Systems von n Kérpern auf eine solche el
nigsberger, Jacobi-Biographie 1 & elnes
9

es jedoch noch allgemein auszusprechen;

in denen man
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sc%n'ei.bt Schumacher dariiber an Gauss: ,Clausen hat
mir einen Aufsatz gebracht, der eigentlich zei’g’t (oder zei en"
soll)., daf bei Jacobi’s Methode, die er in Paris der A%m—
demle\ vorgetragen hat (sur I'élimination du noeud dans le
probleme de trois corps) nichts gewonnen ist, da statt de
ersparten Glieder neue, von Jacobi nicht er;véhnte hinzul:
k.ommen.. Dies ist in Lob des dabei verwandten Scharf-
sinnes e1gge7vickelt, aber das Ganze kann das Motto aus
Cicero’s Briefen haben, de quo scribis, nihil est, und zeigt
daB Clalvlsen, was ich nicht wulite, auch sc’hazlkhaft seg;I;
 kann. Wenn Sie, mein theuerster Freund, diesen Aufsatz
sehen mogen, so werde ich ihn Thnen sogleich, iibersenden .. .%;
do?h Gauss antwortete am 16. September, daB er :(;f:zi;
keine Zeit habe und ihn gedruckt lesen v;erde undJ a
'25: September schreibt er ihm, daf ihm noch ;mmer d]‘n~
Zeit fehle, ,ihn mit der Aufmerksamkeit zu lesen, di N
erfordert und verdient®. S
Am 12. September war Jacobi von seiner Reise nach
England! und Frankreich zurtickgekehrt und entv‘varf seinem
Bruder in Petersburg von Konigsberg aus eine kurze Schil-
derul.lg derselben: ... In Paris ist jeder Winkel meiner
_ Arbeiten besser gekannt, als ich je vermuthet hitte, eine
groBe Aufmunterung, aber auch eine schwere Aufgabé das
; grwogbene zu conserviren . . . In Manchester s];rach
 Parada oo . . .
verschwindet und sich nach deren Integration durch eine liche Vexy"sa‘;f;lﬁllfO‘lz;%ZgnW]zg;erefllrelsjﬁﬁ ab,hals dl'e .
Quadratur bestimms, wonach also die Knoten aus diesen neuen Von allen Gelehri?en Webl’che ich keensc enslc Y
Differentialgleichungen oliminiert sind. Die sechs Differen- _ bedeutendsten Eindr’uck auf mich goms ie Bromstor ud
tialgleichungen 2. Ordnung, welche die relative Bewegung  Arago.. ekt Bremater me
der drei Korper ausdriicken, ¢ind somit auf finf Differential- Die letzten Ferientage vor Begi i
gleichungen 1. Ordnung und eine 2. Ordnung reduziert, und  lesung iiber analytische Mechanik bgt;znl :el?fer ngOBen o
“aher dio Ordnung des Systems der Differentialgleichungen _ die Ausstellungen, welche Clausen o inen Ttson g
des Problems der drei Korper erniedrigt. _ metrischen und astronomischen Ar]oea'biyi1 e o o
Wiederum sah sich Clausen veranlaft, die Tragweite _ 2u widerlegen. Am 1. September 18;‘; nh Zgl m?’Chen__hai_ite’
dieser Arbeit von Jacobi 7 beanstanden; am 13. September. Schumacher mit der Mitteilung an Gau:stegei:;};dn:mh];h
‘ et: ,,Da
19%

Systems von n — 1 Korpern, deren Koordinaten die neuen
Variabeln sind, mit passend zuerteilten MaBen reduziert
worden ist. Das Prinzip von der Frhaltung der lebendigen
Kraft liefert eine Gleichung, welche die Summe der leben-
digen Krifte der » — 1 fiktiven Korper einer Funktion
ihrer Koordinaten gleich macht, und die Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen lassen erkennen, daB das Prinzip der
Tlichen auch fir die Bewegung dieser n — 1 Korper er-
halten bleibt. Wendet man dies auf das Problem der drei
Korper an, welches man somit auf die Untersuchung des
Zwei-Korperproblems reduziert, so folgt aus den drei Flichen-
prinzipien, daf der gemeinsame Durchschnitt der Bahnebenen
der beiden Korper konstant in einer festen Ebene, und zwar
der Laplaceschen anverinderlichen Ebene des Systems
bleibt, und daf die Neigungen der Ebenen dieser Bahnen
gegen die feste Ebene genau bestimmt sind durch die Para-
meter dieser als variable Ellipsen betrachteten Bahnen.
Wihlt man nun als Variable des Problems die Neigungen
der beiden Bahnen gegen die unverinderliche Ebene, die
beiden radii vectores, die Winkel, welche sie mit dern ge-
meinsamen, in der unverinderlichen Ebene gelegenen Durch-
schnitt der beiden Bahnebenen bilden, und endlich den
Winkel, welchen dieser Durchschnitt mit einer festen Geraden
in dieser Ebene macht, so findet man, daB dieser letzbere
Winkel ganz aus dem System der Differentialgleichungen



