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d%e Losung der Probleme der Mechanik auf die Inteorati
einer partiellen Differentialgleichung zuri)i(:kfw[ihrenD ; 103
es gelang ihm weiter, diese Unte;suchungen aucil unf
den "Fall auszudehnen, daB die Kriftefunktion die Zm?t
enth.alt., das Prinzip der lebendigen Kraft also nicht ?11
gﬁlgg Ijst,tv;;éhrend das Prinzip der kleinsten Wirkung in?riei
noe. estehen bleibt. Eine Erwei I g
fithrt nun Jacobi bei der Untersuch::z;ur(;ir %Ie;]iz}fs sult(?te
gestell.ten Frage zu der fiir die Theorie der partiellen D?ﬂ§ .
tialgleichungen 1. Ordnung bedeutungsvollen Entdeckun el:nI;
dereia Il%tegration stets auf die Integration eines ehg,' .
gewOhnlichen Differentialgleichungsystems zuriick ;?‘ielé
Werdein kann, aber es kam wesentlich darauf an nachzu%veiu i
daB diese Sygteme gewdShnlicher Diﬁ'erentialgléichun en nor
bgsonderfm Behandlungsweise fihig sind. Die gan'i:'elllller
Dlﬂ'ergntla}gleichungen 1. Ordnung der Mechanik Enthlelten
nun nie die unbekannte Funktion selber, und daraus fo? elé
Jam.cobl sc'hon auf Grund der von Lagra,n’ae fiir eine pa tg(]%lr
Dlﬂ’grentlalgleichung mit nur drei Variabtl’en gegebeﬁ—i rll et ¥
gfatlonsmethode, daf, wenn irgendein Problem der Me(:;:l n']i.
fI:II‘ Wel(?hes der Satz von der lebendigen Kraft gilt o
einer Differentialgleichung der 2. Ordnung abhéif t’ VO];
man auber diesem Satze noch ein Integral kennt gsci I(;nﬁ
das .Probl.em auf die Integration einer gew'dhnlicl;en D'f?
}"entlalglelchung 1. Ordnung zwischen zwei Variabeln redu ; ef:
ist, man diese letztere immer integrieren, d. h. nach Z'ler~
bf?stlmmten Regel den Multiplikator ders;lben .ﬁnden ]::111?11
;v;ztz.. B. bei der Anziehung eines Punktes nach zwei festeli
den ;;111.1 d,,Ich l}abe vor etwa einem halben Jahre die auf
bezﬁg;ilche ;rFl(irlilf; fewe%’u}ilg elilnes Punktes in einer Ebene

, weiche allgemein, wenn d
ltiz];l;l intetigral der lebendigen Kraft noch ’ein ande:el: ?ntzzgzll
oo 5 Aas Prf)bler.n aufj Quadraturen zuriickfithren, der

iser kademie mitgeteilt. Diese Formeln lassen siéh 8

gleich auch auf die Bewegung eines Punktes auf einer gz:

Tat bald ihren Zusammenhang mib den ftir die Kriterien
des Maximums und Minimums zu integrierenden Differential-
gleichungen. AuBerdem sieht man sogleich, dab ein Wert
von dy, welcher die Differentialgleichung 07 =0 erfiillt,
jeder partielle Differentialquotient von ¥ ist, nach einer der
willkiirlichen Konstanten genommer, die y als Integral der
Gleichung V= O enthilt. Man erhilt daher den allge-
meinen Ausdruck des Integrales dy der Differentialgleichung
8V —= 0, wenn man aus allen diesen partiellen Differential-
quotienten von ¥ einen linearen Ausdruck bildet. Die
Gleichung 0V =0, deren simtliche Integrale man auf
diese Weise kennt, 158t sich aber, wie man zeigen kann, auf
die Form der obigen Gleichung ¥ = 0 bringen, wenn man
in dieser oy fiir y schreibt, und vermittels der angegebenen
Bigenschaften dieser Art von Gleichungen gelingt es, die

zweite Variation f 9Voydx durch fortgesetzte partielle Inte-
nen anderen Ausdruck zu transformieren, der unfer

gration in ei
t enthiilt, welches

dem Integralzeichen ein vollstindiges Quadra
eben die Transformation der zweiten Variation ist, die man
hierbei zu erreichen strebt.” Jacobi fithrt nun als Beispiel
den Fall durch, in welchem ¥ die 1. und 2. Ableitung ein-
schlieBt, und kommt zugleich in einer Anwendung — wie spéter

allgemein in seinen Vorlesungen iiber Mechanik — fiir das
Prinzip der kleinsten Wirkung bei der elliptischen Bewegung

eines Planeten auf die sogenannten Grenzwerte zu sprechen,
welche weder ein Maximum noch ein Minimum geben: ,,...fir
die Flichen, die in jedem Punkte zwei entgegengesetzte Krim-
mungen haben, habe ich bewiesen, daf zwischen je zweien

ihrer Punkte die kiirzeste Linie wirklich eine kiirzeste Linie
it Wahrend er diesen Untersuchungen ein groBes Inter
esse deshalb zuspricht, weil sie in eimem der schonsten
Teile der Mathematik eine wesentliche Liicke ausfiillen, glaubt
er doch, daB die folgenden Entdeckungen auf dem Gebiete
der Mechanik tiefer in das Ganze der Wissenschaft ein-

greifen. Auf Hamiltons Prinzipien fuflend konnte Jacobi
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gebenen Fliche ausdehnen . .. Es ist mir ferner gelungen,
die Schwierigkeiten, welche der Verallgemeinerung der
Lagrangeschen Methode fiir die Integration partieller
Differentialgleichungen 1. Ordnung zwischen drel Variabeln
im Wege standen, zu heben und hierdurch eine neue Theorie
der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir jede
Zahl von Variabeln zu begriinden, welche fiir die Integration
derselben die wesentlichsten Vorteile darbietet und unmittel-
bar auf die Probleme der Mechanik ihre Anwendung findet ..,
Die partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung und die
isoperimetrischen Probleme, in welchen die Differential-
quotienten der unbekannten Funktionen unter dem Integral-
seichen nur bis auf die 1. Ordnung steigen, hiingen von
derselben Analysis ab, so dab jedes solches isoperimetrische
Problem auch als Integration einer partiellen Differential-
gleichung 1. Ordnung gefaBt werden kann. Man kann unter
diesen isoperimetrischen Problemen auch diejenigen begreifen,
in welchen der Ausdruck, der ein Maximum oder Minimum
werden, oder allgemeiner, dessen Variation verschwinden
soll, nicht unmittelbar als Integral, sondern durch eine Diffe
rentialgleichung 1. Ordnung gegeben ist. Umgekehrt kann
man auch die Integration einer partiellen Differentialgleichung
1. Ordnung als solches isoperimetrische Problem ansehen.®
Jacobi faBt nun seine Auseinandersetzungen darin zusammen,
daB, wenn dasSystem der gewdhnlichen Differentialgleichungen k
der Mechanik, von denen das Problem abhiingt, nach Elimi-
nation der ibrigen Variabeln auf eine gewohnliche Diffe-
rentialgleichung 2n. Ordnung gwischen zwei Variabeln gefiihrt,
und man ein Integral desselben kennt, sich das Problem durch
eine bestimmte Wahl von Grofen, die man als Variable emn
fithrt, im Sinne der hiernach gegebenen Definition der Ordnung
auf ein Differentialgleichungssystem der 2n — 2. Ordnung
zuriickfithren 1:8t, dann durch Kenntnis eines neuen Tntegrals
auf eines der 2s — 4. Ordaung usw., bis man keine Differential-
gleichung mehr zu integrieren hat; alle auBerdem noch aus-

zufﬁhrenden Operationen bestehen lediglich in Quad:
,Sie sehen, hochgeehrtester Prbféssor, daB die inu&L ra: ulfen.
d'en kurze.n Umrissen angedeuteten Resultate ein nZ vos wich.
:Lgt?ls K;I;lteé’ der analytischen Mechanik begriinden u(;isev;;z}:-

eile betreffend, welche man a en .
]?iﬂ'erentialgleichungen der Mecu}fmfiekr ?’gioﬁfliee]}nl{;orm fier
z}ehen ka'nn. Wir verdanken Lagrange diese Fo e
sie hat bis jetzt in seinen und den Hinden der ﬂrm, e
folgenden Analysten nur dazu gedient, die anaimt'nellfh-
Transformationen rascher und iibersichi:licher zu yllsct o
und den bekannten allgemeinen mechanischen Geset: o :l]'l’
Ausdehnung zu geben, deren sie fihig sind Abeze]?i' .
Ejorm' erhilt jetzt eine viel wichtigere Bedeiltun E dllese
sie %elgt, daf gerade die Differentialgleichungen V%);l 1(;1' ent
b.estlmmten Form einer eigenthiimlichen Behandlun fl"elsx?l
sind, -Welche die Schwierigkeiten ihrer Integrati foutend
s, e gration bedeufend
Punk?;el alisfﬁhrlilchere Behandlung der zuletzt beriihrten

egte er damals in einer Aufzei i i
spiter von Clebsch unter dem Titelifz,fgl?;uzig; Eider} t'dle
dfer pa,rt.lellen Differentialgleichungen 1. Ordnun e kllon
vier Variabeln® veriffentlicht wurde. Jacobi sc}i ]:ZV 1;‘3 o
zunfichst eine historische Einleitung voraus undcs t t1 o
dfmn~den eigentlichen Sinn der Lagrangeschen l\elzth S(;) ,
fur die I'ntegration der partiellen Differentialgleichun f OO dle
nung mit zv.vei unabhingigen Variabeln F(z, y § ) —FO—
in welcher die abhingige Variable ¥V selbst niéh’c, fc;r]Zo;mt,
4

klar auseinander; er zei
: gt, daB, w i :
Dlﬂ'erentialgleich;ngen: p (05 e man ety fntegral der

dx:dy:dp=a~q:— :—@

mit f(x ) = a begzei 319 .

Funktio; é/]; pr =@ ezelc}‘met, so daB nunmehr p und ¢

i e woi gc, Y, @ s.md, padz + qdy integrabel wird,

Motion dnac er von ihm rflodiﬁzierten Hamiltonschen
ode das letzte Integral dieser Differentialgleichungen,

Koenigsbherger, Jacobi-Biographie. 14
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tionen von z, y, 2, p, s0 nehmen die Gleichungen € = 0,
B=0, 4=0 die Form an %:%Jr%%, o
orop 0 r o, or ‘

3_108%:)’ 2%—}—2—;2—1::2—?/-!—%%, woraus A—{—BS—;—}-C%;
= 0 folgt; Jacobi zeigt nun, daB, wenn man fiir f= ¢ ein
ganz beliebiges Integral des totalen Differentialgleichungs-
systems nimmt, es immer mdglich ist, die Funktion p als
Funktion von #, y, 2 so zu bestimmen, daB den beiden
_ Gleichungen B =0, ¢ = 0 Gentige geschieht, welche
wiederum 4 =0 nach sich ziehen. Bestimmt man aus
der gegebenen partiellen Differentialgleichung und f=a
die GrdBen r und ¢ als Funktionen von Z,9,2,p, so daB

. 0 0 oq 0 r
B-0, 0=0 i o fy a0 Uh
tibergehen, so handelt es sich um die Aufsuchung eines
zwei partiellen Differentialgleichungen gemeinsamen Tne-
grales, welche sich lediglich auf das Theorem stiitzt,
daB, wenn ¢ und » Funktionen von Z, Y, 2, p sind, welche
og or oqor or dq

; : )
= A der Gleichung 5: oy T 557~ 3pis

wenn V = f (pdw + gdy) ist, in der Form
op 04 7.\ — b-
07— | Ghan + ady) =15
diese Methode wird auf die mechanischen Probleime angewanél.t’
161S:he nur von zwei freien Koordinaten abhange]?, und‘ fiir
Wel he das Prinzip der lebendigen Kraft gilt. J a.cobl eeréltert
o das von Lagrange fir die Integration einer partiellen
ll?)lzg’erentialgleichung 1.0rdnung mit dreiVarl?ch;f]n angelge‘%eie
' iellen Differentialgleichungen 1. Ord-
Verfahren auf alle partiel rentialg -
- ht in das Wesen seiner
handelt aber zur klareren Einsic - : ‘
1\1&1;%032 kihi];r nur denFall einer solchen Grlelchung1 ;vzlsgh;il vier
i i ie abhiingige Variable selbst nicht vor-
Variabeln, in welcher die a s micht vor
i iefe an Eincke bezeichneten a
kommt, um zu dem in dem Brie -
gemein’en Resultate zu gelangen. SolldV =pdz -l— qdy ii— ]:d,i;
und 7 eine gegebene Funktion von z, ¥, 2, p, g sein, we che
nicht enthilt, so miissen p und g so als Fugktloneg vond x[; ?é, s
i i al} der
und zwei willkiirlichen Konstanten bestimmt Weg qen, .

Ausdruck pd - gdy +rdz integrabel, also wenn - — = =0 geniigen, und

; : 09 0909 |, 9939
wenn @ ein Integral der Gleichung 3y " apow T 5oy
ist, @, = % - g—; g% g—;g‘—; ebenfalls ein Integral dieser

Gleichung oder % — %% - g—g %% = O ist. Jacobi findet
hiernach, daB das totale Differentialgleichungssystem von vier
Gleichungen zwischen fiinf GroBen, welches fquivalent ist einer
Differentialgleichung 4. Ordnung zwischen zwei GroBen, und
welches sonst die sukzessive Integration einer Differential-
gleichung 4. 3., 2. und 1. Ordnung erfordern wiirde, nach
den eben angegebenen Prinzipien, nachdem ein Integral der
- vier Differentialgleichungen 1. Ordnung ermittelt ist, nur
_ noch die Integration von Differentialgleichungen der 2. Ord-
nung zwischen zwel Variabeln und keine der 8, Ordnung
erfordert; es wird sich also die Differentialgleichung 3. Ord-
hung, auf welche nach gefundenem ersten Integral das
14%

or _op_p on_ 91 __ ¢ gesetzt werden, A =0, B =0,

Pz Tz T 2y 0 S ' ik

O — 0 wird, zu denen noch die identische Gleichung
- ’ . i

o4 L 0B + 9C¢_ () hinsukommt. Aus der gegebenen Funktion

dx + dy ' 0%

- von %, 4, %, p, ¢ findet Jacobi die lineare partielle Differen- .
7V y Yy % ’araq or 0q agﬂ—a—ra—q:o—rzwischenq
tialgleichung — opos 345y + 5 T oz ap— 3y e
und den unabhingigen Variabglr.l %, 4, & D, w‘und wird somib
auf das System gewdhnlicher Differentialgleichungen
or or 4 0r 07

dx:dy:dz:dp:dq=—%;—é_q, fow By

~0

i i ral derselben f(z, v, 2, 1, @) = 0
efiihrt. Ist nun ein Integral . :
§o ist der aus dieser Gleichung hergeleitete Wert von ¢ die

verlangte Funktion von z, y, % » und e.iner Wiukﬁﬂli};:i ~
Konstanten, welche der linearen partiellen Differen

gleichung geniigt. Betrachtet man weiter » und ¢ als Funk-
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tion V= U — z,® a—w—o(a—_l; — 2, —— — -~ ., dann wird
1 0%y

V eine Funktion der als unabh&ngige Variable zu betrachten-
den GroBen ¢, z,, ...z, Zyy .o B, L

i f Differéntialgleichungen
urtickkommt, immer aul LA . :

grgorlginzg zuriiokfﬁhrén lassen. SchheBh]clh ngd‘ng:ie%:

ollstandi ration des bei der Aufsuc ung der in-

VOHStanﬁzjgsii;tzg;akteiden partiellen Diﬁ’erentmilglelchungen

?oailsgten Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen be-
e . . .

handelt und dessen Multiplikator bestimmt. Aufaeich

" Auch die von Clebsch spater herausgegebene AU

. O . on
Jacobis ,De aequationum differentialium 1s0per1m9fbr ca
e nsforin que reductione ad aequationem

... und der par-
tiellen Differentialquotienten 8908(?;)’ 9908(/?{ 53, - -+ sein. Nach
1 2
Ermittelung von V' bilde man die partielle Differential-
. oW | oW ey OW oW
glm(311u}:ng7t——}—:c1 oz + -y >W+x2 oz, +ee
ow

4+ xg(ﬂ—f)m_—z) +-+-= 7V, dann werden, wenn von dieser
2

rum bl a:nsforma blolll b us ear um

I ie vollstindige Lo -
s einer nur wenig spiteren Zeit. Aus ﬁf Ut 2, ,”..x( ))d,t die vollstiindige Lisung W gefunden, welche auBer der
alu

‘ oU additiven Konstanten noch p=a 4 g+ .. willkiirliche
BmUm dm“lUm_1 _}_'_,__‘_ UO? wenn U0= ?,Tm—’ .
=0 folgt 0= e Tt = ~

- Konstanten a,, a,, .. . @, einschlieBt, worin w die Summe der
Ordnungszahlen angibt, bis zu denen sich in U selbst die
Differentialen der unbekannten Funktionen erheben, die

unbekannten Funktionen #;, z,,... und ihre Differential-

quotienten &, z,”, ... 2,®=Y, w, 2", ... 2,~9, ... durch die
p Gleichungen om_

Ta = b, zwischen jenen p GroBen und ¢ selbst

bestimm$ sein, worin b,,

= @-l-: ist, und wenn man mit Hilfe der Gleichung
¢ 7 =2 s ¥ = T — ot die GroBe o climiniert
U, = L

so wird die Differentialgleichung 21?@. Ordnung gu§ ein
Normalsystem von zwei Differentialgleichungen m. Urdnung

"z oV 4"8 _ & worin die rechten Seiten
zurtickgefiihrt o BE g it

~Yrei ; -oab sich zugleich leicht
ig pm=1 und £~ reichen; es erga ; ¢
lal;l: ]sot:isnzn damals schon abgeschlossenen, aber‘er.st spate;.vm
sffentlichten Untersuchungen, daB %erdbéluttﬁhk:z(;rtfijce}si
s die Binheit i d dasselbe findet statt, W :
Systems die Einhett ist, und da ; b
ingi ] tihren Ableitungen enthalt.
andereabhiingige Variablemy : e
i ] i ite Transformation, durch we ;
liefert nun noch eme zwel : ‘ e s
ie Mogli i ktion der isoperimetrischen Frobiel
die Moglichkeit der Redu i : . oblene
i i i tialgleichung 1. Ur
i icht lineare partielle Differen gleic -
zllllfn elzzc]];vveist.‘ Enthilt U auBer der unabhiingigen Yar;abﬁ)@n
¢ be%iebige anbekannte Funktioren derselben mit ihren A~

.+ b, neue willkiirliche Konstanten
bedeuten, und dieselben Betrachtungen lassen sich auf jsoperi-

- metrische Probleme ausdehnen, fiir welche zwischen den
~ unbekannten Funktionen Differentialgleichungen als Be-
dingungssgleichungen gegeben sind.

Die ebenfalls um diese Zeit entworfene und von Clebsch
aus den hinterlassenen Papieren publizierte Aufzeichnung
»De aequationum differentialium systemate non
normali ad formam normalem revocando®, welche
ebenso wie die anderen verdffentlichten Bruchstiicke ' einen
~besonderen Abschnitt in dem groBen, schon damals geplanten

’ 2.8 und sollen z, Werke tiber die Theorie der partiellen Differentialgleichungen
leitungen &, &1, - - - 2, &gy T2y -+ - P2 t.—:O ist. so sobze bilden sollte, geht von der Bemerkung aus, welche Jacobi bei
Ty, -+ . SO bestimmt werden, daB 5] Udt = ! IR seinen spiter zu besprechenden Multiplikatoruntersuchungen

oUu ?_V_Vl) , _3_% — a_a_(%vjl—), .- und elimimiere - gemacht, daB der Multiplikator der Differentialgleichungen der
man 5;3&‘) = 8x1(“'1 EA Xy

@, g, aus der Funk- isoperimetrischen Probleme mit einer abhiingigen Variabeln
mit Hilfe dieser Beziehungen #y™, #¥% - - ke
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willktitlichen Konstanten, auch wenn die Kraftefunktion die
Vi 0

Integration dieser partiellen Differentialile;
, rentialgleich :
Zeit enthilt, in der Form zu finden %'—g- =By a—f—: Bsns gleichung wieder auf
8n

die "Integra,tion der. Differentialgleichungen der Bewegt
zqruckzufﬁhrem.‘ Ja es ist die vollstindige Integrati gl:ing'
Dlﬁ’el'entlalgleichungen der Bewegung nach dér v:()gn m('m -
einandergesetzten Pfaffschen Theorie nur ein erster ér;u:‘;
zur Integ}‘ation der partiellen Differentialgleichun N dn‘
zufolge dieser Theorie nachher noch eine Rei]iénfgc;lam ‘?m
.Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen zu bﬂdbe V-Ofll
jedes vollstindig zu integrieren ist. Man muB dalfn g
umge].iehrten Sinne sagen, daB es eine wichtige Bemef‘i ng
Hamiltons ist, daB die Integration der von 1h unfig
geﬂsﬂtel'lten partiellen Differentialgleichungen nur aﬁf dt'n 3‘;1‘
stindige Integration der Diﬁ’erentiaigleichungen de:: V.'OB -
wegung zurtickkommt und es keiner weiteren Intesrat .
Ezgarfysfgl'nen Bgewﬁhnlicher Diﬂ’erentialgleichuhgeng déll,(z)z
darf.  Diese emerkung Hamiltons gewinnt h d
durch an Wichtigkeit, daB sie si ' Teiohtighutt aut
alle partiellen Diff"eﬁentaleglsel.(i;ilhlllllrlltgf}jlcftlgkzlt'auf
augde'klnen laBt.“ Er gelangt nun durch Anvv'éndr nu(]il1 :
Ham.lltonschen Methode in der Tat zu dem‘ l;zf:aﬁr
f.eﬁnemen‘ Resul.tate?"daﬁ zur Integration irgéndefner par-
iellen ]).}fferentlalglelchung zwischen einer béliebigen Zahl
von Variabeln die vollstindige Integration des Voé; Pt 3Jff
au‘f'gestellten ersten Systems gewshnlicher D'if‘fere‘ téi
:‘ f(l;eichuzgen vgllstéindig hinreicht, und man nicht, wie I;szli"f;
verlangt, noc eine Reihe anderer wl
lichen Differentialgleichungen zu inthy;ite?sr? ;1::;1 ge];mhlz
dgn obenerwiihnten Zusammenhang zwischen einen; S” 11:1 -
von gew§hnlichen Differentialgleichungen - und einezS e':lre
/Elizllgp 1D11?'@1‘811?:1aIgylerichlmg“, sagt Dirichlet, ,,Wurdeper
: ache in _umg‘?kehrter Ordnung betrachtend, zur Th'eori(;
ter partleller} Differentialgleichungen zurﬁckgefﬁhrt ' mit
lvvglcher" er su.:h schon in einer seiner frijhesten Ab,hand;
ungen ub'er, die Pfaffsche Methode besdhéiftigt hatte, und
gelangte jetzt zu dem Resultate, daB von der ganzen i%éi]llle

ist die Kriiftefunktion von ¢ frei, so vereinfacht sich die
2

partielle Differentialgleichung auf die Form é— 2%[(2_‘5)
+ %j‘)g + (%?—)2] = U+ h, und die Lﬁsungen des mecha;.

nischen Problems ergeben sich aus dem vollstindigen Inte-
98 o8

grale in der Gestalt gf—; O ra Byn—tr 37—

3n—1

wenn b die Konstante der lebendigen Kraft war; dieselben
Sitze gelten fiir die Bewegung nicht freier Systeme. Als
Beispiel fiir die Auffindung von S wird der einfache Fall
der elliptischen Planetenbewegung behandelt und bei dieser
Gelegenheit das Prinzip von: der Erhaltung der lebendigen
Kraft fiir ein System gegenseitig durch Anziehung aufeinander
wirkender Punkte so transformiert, daf dasselbe nur die
Entfernungen der Punkte voneinander 'enthélt. .
Jacobi geht nun zur Behandlung des allgemeinen Problems

der Integration partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung
tiber, wofiir sich Lagrange auf zwei unabhingige und eine
abhingige Variable beschréinkt hatte, wihrend Pfaff in seiner
berithmten Abhandlung vom Jahre 1814 das Problem zum
ersten Male ganz allgemein behandelt hat. Jacobi gibt nun

gunsichst, wie er es schon in einer seiner ersten Arbeite

auf eine symmetrische und iibersichtliche Art getan, eine

ausfithrliche Darstellung der Pfaffschen Methode, um die-

selbe auf die Hamiltonsche Differentialgleichung anzuwenden.

,Wenn daher die Differentialgleichungen der Bewegung durch:

die newe Methode Hamiltons auf die Integration einer

partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung zuriickgefihrb

worden, so besteht, wie ich im vorigen gezeigt habe, die

ganze Kenntnis, die wir bis jetzt iiber die Integration der

partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung wenigstens fiir

den Fall von mehr als drei Variabeln besitzen, darin, die

t-]—r,k
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von Systemen, deren sukzessive Integration Pfaff fordert, die
Behandlung des ersten alle ibrigen iiberfliissig macht, daB also
schon der erste Schritt der fritheren Methode vollstindig zum
Ziele fithrt.X Jacobi gibt eine genaue Analyse der Pfaffschen
Methode und kann auf Grund derselben durch Einfthrung der
Anfangswerte der Variabeln, was Cauchy schon 1819 getan,
zeigen, dafl, wie man durch die Integration eines Systems
gewGhnlicher Differentialgleichungen die vollstindige Lidsung
einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung
finden kann, auch umgekehrt aus irgendeiner vollstindigen
Léosung der letzteren die vollstindigen Integrale des Systems ge-
wihnlicher Differentialgleichungen abgeleitet werden konnen,
and daB sich dies auch auf die allgemeine Untersuchung aus-
dehnen 1aBt, unter welche Pfaff die Integration der par-
tiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit einbegreift,
so daB, wenn irgendein System von % Gleichungen mit n
willkiirlichen Konstanten gegeben ist, welches der Differential-
gleichung X dz; + ... + X, ,dx,, =0 Genlige leistet, man
daraus auch die vollstindigen Integrale des von Pfaff auf
gestellten Systems von 2% — 1 gewdhnlichen Differential-
gleichungen ableiten kann. ,Jch habe oben bemerkt, daf e
in der von Pfaff zur Integration der Gleichung X, dx, +.
+ X,,d,, =0 vorgeschlagenen Methode ein Ubelstand sei,
daf man von den nacheinander zu integrierenden Systemen
gewdhnlicher Differentialgleichungen nur das erste wirklich
aufstellen, und fiir die andern Systeme nur die Art angeben
kann, wie man sie, wenn man die vorhergehenden voll-
stindig integriert habt, zu bilden hat. In der Tat ist klar,
daB es hierdurch unmoglich fallt, das Ganze der Aufgabe
ou iibersehen. Fir den besondern Fall, welcher die Inte-
gration der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung
gibt, haben wir gesehen, daB die Integration des ersten
dieser Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen voll-
kommen ausreicht und es der Aufstellung und Integration
anderer Systeme nicht weiter bedarf.”

, In eben dieser Zeit verfaBte auch Jacobi die umfano
rel(fhe und tiberaus interessante Aufzeichnung Uber d'o-
jel%lg.en Probleme der Mechanik, in welchen eine Kréiyfitefunkt'le-
existiert, und tiber die Theorie der Stérungen®, welche elros]z

weit spiter aus seinen hinterlassenen Papi
a
mitgeteilt wurde. pieren von Clebsch

Wie Lagrange durch Einfithrung der Kri ion di
D%ﬂ'erentialgleichungen der Bewegung%ermiﬁﬁit(ii?nl;?énﬂd N
Differentialquotienten einer Funktion der Koordingten ed o
stellt,' so wies Hamilton nach, daB man in diesem Falle az
sémi.;hche Integralgleichungen der Bewegung vermittel a](lic
 partiellen Differentialquotienten einer einzigen F unktios e;
ebenso einfache Weise darstellen kann. Jacobi bes riclI11t o
nichst das von Hamilton als angehiufte lebendigeI}{raﬂ; ]?::
4

. zeichnete Int 1 — : )
egra. 20 f Tdt =V sowie dessen charakteristische-

;i
oder Grundfunktionb/ (U+ T)dt =8, entwickelt letztere fiir

dle. Planetenbewegung, geht dann zur Form der Inteoral
g?elchl?ngen fiir unfreie Bewegungen iiber und ellltwicg;:ﬂ;
‘d.le be_lden von Hamilton aufgestellten partiellen Differe
, i;.lalglelchungen 1. Ordnung, denen die charakteristische Fung
tion genii‘gt. Er zeigt hier wiederum, daf es hinreicht d'—
char.aktenstische Funktion nur der ersten partiellen I;'ﬂz"le
rentlalgleichung zu unterwerfen, um schon daraus die IllJte_
gralglelchun'gen des Bewegungssystems zu erhalten nue ,
‘daB dann. nicht, wie bei Hamilton, die Willkiirlichen, Konr
stfinten die Anfangswerte der Koordinaten und der Bewe ‘ﬁn -
gl:oﬁen b‘ezeichnen; aber gerade dadurch muBte Hamgiltii
il::t zwel.partiellen Differentialgleichungen operieren und
= :il hso nicht zur Herleitung der Integrale der Bewegungs-
1gmnc ul.ltgen aus dem vollstindigen Integral. Jacobi sucht
= Iwel er den' Zusammenhang der verschiedenen Systeme
n Integralgleichungen zu ermitteln, welche sich aus ver-
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schiedenen vollstindigen Losungen der ZUx Bestim’mun;g, fier
Finktionen S und V dienenden partiellen D1ﬁ’e-ren{?1317
gleichungen ergeben, und zeigt, wie man 818 Yerschledeneq
vollstandigen Losungen stets dieselben vollstindigen Integrale
der Bewegungsgleichungen erhalt. N -
Es folgt die Entwicklung dex charakteristischen Fun?{tmn ‘
fir das Problem der Planetenbewegung aus der ..parmgllen
Differentialgleichung, und dafiir noch andere ‘Methofi_‘e:m 1
welche bei beliebigen Anziehungsgesetzen brauf:hbar ble{ben
und sich auf den Satz stiitzen, daf man Je(%e par’mell’e_:
Differentialgleichung 1. Ordnung, in ‘Welfcher die - gesgchte.’
Funktion nicht selber vorkoimmt; n eine ander(.e verw:?ndeln_ :
kann, in welcher sich die pattiellen Dﬂ‘i’erentmlfluohen.{;eg
mit den Variabeln vertauschen, so daf eine partielle Dl‘j‘:fe?r
rentialgleidhung 1. Ordnung, in Welcl}.e)r auBe'r‘ der 1‘m-‘,
bekannten Funktion auch mehrere Variabeln nicht selber
vorkommen, sondern nur die nach den let.ztere.n genommenen
partiellen Differentialquotienten, immgr in eine andere‘ ver-
wandelt werden kanm, in welcher die Zahl dfar partlellgn'
Ableitungen um eine gleiche Anzahl geringer ist.

bedeuten, und man vermdge der 2m Integrdlgleichungen das

. 11
‘ SR of of .
Integral W — f (plgﬁ——{—----{— Pugy )‘dt durch die
0

 Grobent,qyy...q,,6, ... ¢, ausdriickt, dann die Gleichungen %ZV
=P, %CE/ = — b, als die 2m Integralgleichungen des Systems
betrachtet werden konnen, wihrend der Ausdruck von
W selbst eine Losung der partiellen Differentialgleichung
1. Ordnung aa—?f—kf(t, Qis - v Qs %g, e g%) =0 ist,
_ welche m willkiirliche Konstanten ¢, ¢,, . . . ¢, und eine noch
additiv verbundene einschlieft. Nachdem er das Theorem
auch auf den Fall erweitert, daB W selbst in die Funktion f
eintritt, beweist er die Umkehrung dieser beiden Sitze und
behandelt wieder die durch die Annahme, daB ¢ nicht explizite
in f enthalten ist, sich ergebende Vereinfachung. Indem er
_nun die verschiedenen Arten der vollstindigen Integrale
einer partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung mit # un-
abhiingigen Variabeln untersucht, findet er, daB, wenn eine
Losung m + k willkiirliche Konstanten enthilt, zwischen den
Verhiltnissen der nach diesen willkiirlichen Konstanten ge-
~nommenen partiellen Differentialquotienten der Lisung &
Relationen sich ergeben, welche auBer diesen Verhiltnissen
nur noch die willkiirlichen Konstanten enthalten, und
zeigt den Zusammenhang dieses Satzes mit dem Umstande,
_ daB Hamilton seine charakteristische Funktion durch zwei
_ partielle Differentialgleichungen definieren konnte, indem er
_ den Satz beweist, daB, wenn man von einer vorgelegten
‘partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung eine Lisung it

Naclidem nun Jacobi noch fiir die zweite‘ Lagrgnggsghg
Form der Bewegungsgleichungen das Hamiltonsche totale
System und die partielle Differentialgleichung aus Qer_ Yal'ia,{?IQI}
der charakteristischen Funktion hergeleitet und dleselbe‘.f’u? das
Problem derRotation eatwickelt hat, geht er zur Zurﬁckfurl‘lrung
der allgemeinsten partiellen Diﬂ’efentialglelchul}g 1j .Ordngng
auf ein einziges System gew&hnlicher D1ﬁ’erent1alglelch.unigel(;
iber tnd zeigt, dab, wenn f(f, ¢y, - - dms Poy - - D) irgend
eine Fusnktion der 2m -+ 1 GroBen ¢, ¢, - - - @y Py -+ + Pm be-
deutet, und zwischen diesen Variabeln das System von 2m

dg.  of dp, einer willkiirlichen Konstanten mehr gefunden hat, als die
Differentialgleichungen 1. Ordnung besteht i s W Zahl fier ungbh@gigen Variabeln betriigt, dann dieselbe
" | ‘ Tio Worte der GroBen .- Fun].ztlon.glemhzeltig auBer der vorgelegten partiellen Diffe-
~ %4 wenn ferner ¢;,...¢,, die 7 rentialgleichung noch einer andern geniigt, welche zwischen

und by,... b, die Werte der Gréfen py,...p, fir t= den willkiirlichen Konstanten und den nach ihnen genom-
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menen partiellen Diﬂ’erentialquotiente'n der gnbekannten
Funktion besteht, ohne die unabh':inglgen.Varlabeln selbst
zu enthalten. Die Untersuchung der Beme_hungen , welche
gwischen den Differentialquotienten der Variabeln nae‘h den
Konstanten und denen der Konstanten nach den Variabeln
bestehen, filhrt ihn zu dem wichtigen Theorem, daf, wenn

i ine Funktion, und man
W, - - - Gy %15 o,,) 1rge161(§a7me ll;lW ,
driickt aus den Gleichungen T P e,

_ o= op ba Bf
[057 ﬂ] — 801 ﬁ PR — (a—bl— —9?1 . ‘), und daher’ wenn

die GroBen ¢, b selber zu FElementen genommen werden,
(¢;,0,) =0 ete. sein, und somit die Gleichungen bestehen
de; db; 0 . . - .

}HZ = %%, o= % » 8o daB wieder eine partielle Diffe-

 rentialgleichung %;LV—{— H, =0 existiert, deren vollstindiges
Integral die Integrale der gesttrten Elemente in der Form
' %}Z =0, %xzf = f; liefert; fiir diese kanonischen Elemente

werden die Stdrungsformeln fiir die Planetenbewegung ent-

= f3, einmal die

o ... als Funktionen von e, ... B, ..., ferner
GroBen gy, . - - Py, on, op, o o,

Gy ooy e QUTCR Gy, o Py, BUS, QAN G = g 5, = Gy wickelt, und der Ubergang von einem Systeme kanonischer
19 -+ P15 28 % LT i _ Elemente und der zugehdrigen Storungsgleichungen zu
dg, 0w, 09 9F. . wird, und von diesen Formeln dnem. andern untersucht, wobot sich scigh I e Stpmnes

a8, op) 0w, Op; o :
we'rden Anwendungen auf die Differentialbeziehungen fiir
i ie ung gemacht. -
e f?:ih](aizzeir focg]; allgemein die Frage beantv.vortet, wie
man aus einer gegebenen vollstindigen Ldsung eine afndere ;
ableitet, deren Konstanten die Anfangs.wgrte der Variabeln :
sind, und die gefundene Methode auf die Plan?tenbewegurig_‘
angewandt hat, geht er zur Entwicklung der Storungsformeln
iber und beweist zunichst, daf die Lagrangeschen For

meln. wenn die Storungsfunktion H; auBer den Gréfen g
?

e s O de
auch noch die GroBen p enthilt, in —66-1- = (e, B) -z tber

' b on 7 [80% . d
gehen, worin (e, f) = 5;5?1+' ] [8:1 86+ ],

de B _ o ist, wihrend die Erweiterung der Poissonschen
at

 funktion immer so bestimmt werden kann, daB die ver-
dnderlichen Elemente irgendwelche Funktionen der Zeit
werden. Nachdem noch die Modifikationen erdrtert wor-
den, welche eintreten, wenn die Kriftefunktion des un-
 gestorten Problems die Zeit nicht enthilt, geht Jacobi zu
semer Entdeckung von der Bedeutung des Poissonschen
_ Satzes iiber und weist nach, dal, wenn man von einem
_ Probleme der Mechanik, fiir welches der Satz von der
lebendigen Kraft gilt, zwei Integrale kemnt, man daraus
_durch bloBe paxrtielle Differentiation ein drittes ableiten kann.

Die Arbeit schlieBt mit der allgemeinsten Transformation der
ow ow

¥ rakil T%)

=0 bei Einfihrung einer neuen unbekannten Funktion

L=fW,a,...a,t,...1), fir welche sich durch Eli-

partiellen Differentialgleichung F( W,a,...2,

oy o1,
Storungsformeln in der Form gegeben wird —7 = Zle, Bl 7

. _ mination der 2 + 1 GréBen W, 2, ...z, Z;V, . %Zf
. dee 0B . [@_B_ﬁ_ NI ":l’ und wieder . of ow ' of "
worin' [, ] = dq, 0p; op, 09y , aus den 29 1 2 Gleichungen F'— 0, Z=f;8_W' o + g 0,
i L i icht von ¢ ab ‘ Er -
d[;;(ﬂ =0 ist. Da nun (¢, ) und [e, f] ni . Woerte "—th=—§; die transformierte partielle Differentialgleichung
hiingen, so wird, wemn ¢,, b, die zu ¢= 0 gehdrigen ‘ ot 2

¢ by 4 (801 ob, awischen Z, ¢, . . . 1, %, . %{Z— ergibt.

von ¢, p, bedeuten, (¢, B) = be 3F
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Aus eben dieser Zeit stammt die gleichfalls von Clebsch
aus den hinterlassenen Papieren J acobis herausgegebene_ Auf_&
zeichnung ,Uber die vollstandigen Losungen einer parhel}en
Differentialgleichung 1. Ordnung®, die ebenfalls ein Kapitel
seines groBen Werkes bilden sollte. Wenn S ='f , ¢, -
o, «,) eine vollstindige Losung der partiellen Differen-

y gy o Oy ‘
8 i in H eine Funktion vo
tialgleichung % 4+ H=0 ist, worin H eme Funkti n
05 053 ... o willkiirliche
2%/ R ) S7 E}"'%; und 0, %, ;ns

Konstanten bedeuten, und man setat in H fiir N die GroBen

p,, bildet ferner die Gleichungen S=f(t gy, 00,0,

af afo_a_fl'“.«z- H S
%':Pi)g;,'gal' B:p ‘ . . .
kiirliche Konstanten, so sind, wie Jacobi gezeigt hat, diese

, worin die § neue will-

i i dndigen . Igleichungen des zwi-
Gleichungen die vollstéindigen Integralg ‘
schen den Variabeln ¢, g;, S, p; stattfindenden Systems ge-
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naturgemifen Gang der Betrachtung eine groBere Anzahl will-
kiirlicher Konstanten in die Losung eingefithrt wird, als zu einer
vollstindigen Losung erforderlich ist, und zeigt wieder in anderer
Weise, wie man den Fall der iberziihligen willkiirlichen
Konstanten auf den fritheren zuriickfithrt, und wie man diese
Betrachtungen auf das aus einer vollstindigen Ldsung mit
tiberziihligen Konstanten entspringende System der dyna-
mischen Integralgleichungen anwendet. Jacobi geht nunmehr
ausftihrlich auf die Untersuchung von Lagrange ein, aus
jeder vollstindigen Losung einer partiellen Differential-
gleichung 1. Ordnung allgemeinere abzuleiten und die von
Lagrange hierbei gelassene Liicke durch den Nachweis aus-
zufiillen, daB die von ihm eingefithrten allgemeinen Formen auch
wirklich alle Losungen umfassen, oder daB die willkiirlichen
Funktionen, welche sie enthalten, immer so bestimmt werden

konnen, daf eine gegebene Losung erhalten wird. Wenn
die vollstindige Lisung der partiellen Differentialgleichung

. : dg; _oH d_p"___ail durch S=f(t,q,,...q,, «, 0, ... ,) dargestellt ist, und fin F
wohnlicher Differentialgleichungen -z, =7, 73 == 5 tibergeht, wenn man @;, ¢, ... @, als Funktionen von
P oH dS_p1 QI—{—}- ...— H. Wenn nun §=/ eine voll-
TGS ar - Ytop,

@, &y, ... @;_; betrachtet, welche den Gleichungen ;’5) =0, ...
stindige Losung sein soll, so darf die l?eterminante, ge- g ) — 0 geniigen, so ist S — F wiodor oine Lésung -
bildet aus den partiellen Differentialquotienten 1. Ordl'lung m

von f mach @, ..., und denen 2. Ordnun_g nach diesen
GroBen und den gy, Gs, - . .« 4y, hicht V.erschwmden, und es
folgt danach aus einem von Jacobi in dem ‘f&ufsaﬁze nde
binis quibuslibet functionibus homogeneis ete. bewiesenen

of of durch of in

Satze, daB die s Quotienten von e’ Ba 5o L

bezug auf je m der m+1 Variabeh; Vonein'amder ur{abhéngyge
Funktionen sein miissen, daf es also zwischen c?lesc.aln .Quo ,
tienten, einer der m +- 1 Variabeln und. den willkiirlichen
Konstanten keine identische Gleichung gibt. )
Im AnschluB an seine fritheren Untersuchung.en erorteri.:.elj :
auch hier wieder den Fall, daB bei Aufsuchufxg einer vollstin:
digen Losung einer partiellen Differentialgleichung durch den‘:

Differentialgleichung, und man wird auf diese Weise alle
Losungen der partiellen Differentialgleichung erhalten, indem
man eine beliebig gegebene Losung F aus jeder beliebigen
vollstéindigen Losung dadurch herleiten kann, dafl man zuerst
feststellt, wie viele der GroBen «, e, . . . e, man bestimmten
Funktionen der iibrigen gleich zu setzen hat, und alsdann
diese letzteren den obigen Gleichungen gemiB ermibtelt.
Darauf sich stiitzend, untersucht Jacobi unter Anlehnung
an seme frithere Arbeit, wie man aus einer vollsténdigen
Losung alle vollstindigen Losungen ableiten kann, zu-
niichst fiir den Fall, daB die partielle Differentialglei-
chung die gesuchte Funktion nicht enthilt , und zeigh

wiederum, daB alle verschiedenen vollsténdigen Losungen
Koenigsberger, Jacobi-Biographie 1

m
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der V.'?Lrlatlonsrechnung, die Criterien des GroBten und Kle;
sten m. den isoperimetrischen Problemen betreffend el]'lt.
denen ich mich, wie Du weiBt, seit einer Reihe von J,&hml
herumschlug, dadurch gliicklich ausgefillt, daB es mir rel}
unffrwartete Weise gelang, die Sysfeme ’VOH Differe tfﬂi
glelchurflgen, deren Integration nach allen bekannten M thn (;& "
unr?ﬁghch schien, vermittels einer neuen Anwendue;n Oden
sch(.)nen Methode der Variation der Constanten VOHSt% dfer
pail mte.grl:'ren Ich habe ferner in der Storungstheorie ‘Z%l N
merkwiirdigen Ausdruck der groflen Axe gefunden, d Irflsn
alle Potenzeu der Excentricitiiten des gestorten ,unflr dur
MaBe des stdrenden genau ist, und auf welchen F e;
Bessel groBen Werth legte. Endlich habe ich eilaerem1
Methode, die Differentialgleichungen der Bewegun n?oue
~ handeln, ‘erfunden, durch welche jedes Integr:i di Zélt lf-
von zwel .:[ntegrationen ersetzt ... Wenn der alte ete
| Bartels mit ‘de:m Tode abgehen sollte, wiirdet Thr freg;'ll?
~ N?th haben, ihn fiir die reine Mathematik zu ersetzen 1Ilch
wiilbte nur einen einzigen, ein eminentes Talent uné ;
; Chara];ter von solcher Bravheit und Bescheidenheit, wi i
de'n Sitten der heutigen Welt nicht leicht wieder ’efufd n
. Tmrd, den Dr. Kummer am Liegnitzer Gymnasiumg Die o
junge Mann, der schon das Bedeutendste in den ” tiefstser
_ Theilen der Analysis geleistet, und den ich iiber alle u "
‘lr}a,th(.amatischen Universititsdocenten setze — Diricllllsfr:
vielleicht ausgenommen — wire schon lingst zur ﬁniversit?t
‘égegangen: wenn es nicht bei uns so stiinde, daB z. B aan
dZi delagf sche.n Universit'a’t gar kein ordentlicher Profeésor
> a 'ematlk 1st_, und auf .der Breslauer die Direction der
¢ ernwarte und die ordentliche Professur der Mathematik
Vsr;mPljoflessor der Phy.si?i Dr. Scholz mit tibertragen ist.
! Schrt::bt nu‘n d!em Mmlster. S(':hreibe, das sei ein Griiuel,
s [; ‘ er wieder, .das sel ein Griuel, aber er habe kein
Wird. nd wenn er sich endlich an den Kénig wendet, so
es ihm abgeschlagen, weil er Geld genug habe, ;ber
15%

dieselben dynamischen Integralgleichungen geben, indem er
diesen Nachweis auf den Satz zurfickfihrt, daB man aus
der vollstindigen Lésung S = f(f, @1, - - s %5 - - - o,) +a
durch Elimination von e, @, ..., aus den Gleicllunge'n

of

F=[+ (o, ty - Cyy Wy Ogy- - Oy) + &, 3"‘z’+ g_z,:()
cine neue vollstindige Losung mit den willkiirlichen lKon—
. @, erhilt, wenn die willkiirliche Funktion ¢
in bezug auf

stanten @, a;, ..
so beschaffen ist, daB die Funktionen gz

i

. . 29 .
¢, - - - Oy, oder die Funktionen = m bezug auf ay, s, ... a,
2

voneinander unabhingig sind. Nach Ausdehnung dieser Re-
sultate auch auf den Fall, daB die partielle Differential-
gleichung die gesuchte Funktion selbst enthilt, hebt er
hervor: ,Wenn man eine bestimmte vollstindige Losung
zugrunde legt, so teilen sich alle Losungen in verschie
dene Klassen, je mnachdem man, um sie aus der voll-
stindigen Losung abzuleiten, eine oder zwei efe. oder m 41
Relationen zwischen den in denselben enthaltenen willkiir-
lichen Konstanten anzunehmen hat. Die erste Klasse ist
die allgemeinste, die letzte umfafit die Losungen selbst,
welche in der zugrunde gelegten vollstindigen Ldsung
enthalten sind. Diese Einteilung drtickt aber nichts den
Losungen selbst Immanentes aus, sondern nur ihre Beziehung
zu der zugrunde gelegten vollstindigen Losung; denn es
kann jede gegebene Losung zu jeder beliebigen Klasse ge-
horen, je nachdem man verschiedene vollsténdige Losungen
zugrunde legt.“

Von den groBen Erfolgen in diesen tiberaus schwierigen
Untersuchungen gibt er am 20. Dezember 1836 seinem
Bruder in Dorpat Kenntnis: ,...Ich habe mich diesen
Sommer, soweit die vielfachsten durch diese Krankheit (des.
Sohnes Nicolas) und eignes Unwohlsein herbeigefiihrten
Storungen es gestatteten, auf neuen Gebieten mit ent-
schiedenem Glicke bewegh Ich habe die grofie Liicke in
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w1 (1 —u)r=F~1(1 —zu)~* als Integral der Differentialglei-

nicht damit umzugehen verstehe, was leider nur zu wahr
chung 2(1—a)y" + (y — @+  + Da)y — efy—0 gefunden
b

ist. Ich denke, ich habe Dir schon ofter von Kummer
gesprochen; er griff eine Differentialgleichung 3. Ordnung
in meinen fundamentis auf, die so complicirt ist, daf} ich
weder selber das geringste damit anfangen konnte, noch
auch glaubte, daB irgend ein anderer etwas damit wiirde
anfangen konnen. Mit einer Kiihnheit, die mich in die
groBte Verwunderung setzte, machte er gerade diese zum
Ausgangspunkte seiner Untersuchungen und leitete daraus
auf unerwartete Weise #hnliche Resultate fiir andere Trans-
cendenten ab, wie ich fiir die elliptischen gefunden hatte;
eine der beriihmtesten Arbeiten von Gauss ist der Ausdruck

hatte, zeigt Jacobi, daB dieser Gleichung auch das Integralf'Vd %

geniigh, wenn ¢ und % zwei von den Werten 0, { + oo
")

. u(l— u) . . .
bezeichnen und e V]y= 0 ist, die Konvergenz des

1

- Integrales vorausgesetzt; dasselbe leistet auch f Vdu, wenn
g

w(l—w)

T—u V fir w=g verschwindet und 1 —a positiv ist.

1

Da abe h (1 — v :
der Reihe 1 + Ig%x 4+ ... durch bestimmte Integrale, wenn v nach Gauss f w*(1 — w)*(1 — au)’du, von einem
# = 1; man glaubte, dieser Arbeit konne nichts mehr hinzu-

gefiigh werden, und Kummer leistete dasselbe fiir jeden
Werth von z Endlich hat er zuerst die Riccati’sche
Gleichung integrirt, die so lange den Anstrengungen der
Analysten spottete, und die Liouville im Pariser poly-
technischen Journal um dieselbe Zeit vergeblich durch
n-fache Integrale zu bewiltigen bemitht war, andere schone
Avbeiten dieses noch ganz jungen Mannes abgerechnet.”
Die von Jacobi hier erwiihnten Untersuchungen von
Kummer iiber die hypergeometrische Reihe hatten sogleich
sein lebhaftes Interesse erweckt, und es fand sich auch unter
ceinen hinterlassenen Papieren eine aus dem Jahre 1836
oder 1837 stammende Notiz, die er im Jahre 1843 einer
neuen Bearbeitung unterzogen und deren Resultate er auf die
allgemeine hypergeometrische Reihe ausgedehnt hatte, Ergeb-
nisse, welche Heine withrend seiner damaligen Studienzeit zu
einem Aufsatze zusammengestellt und im Jahre 1859 unter
dem Titel ,Untersuchungen tiber die Differentialgleichung
der hypergeometrischen Reihe versffentlicht hat. All-

0

konstanten Faktor abgesehen, der hypergeometrischen Reihe

E(— v, A+ 1 s A+ w4 2,a) gleich ist, so erhilt Jacobi

‘ hiernach die 24 hypergeometrischen Reihen, welche
Kumlfler aufgestellt hat, in der wesentlich nelien Form

d.aﬁ die bestimmten Integrale, welche jenen Reihen gleicl;

sind, sémtlich durch Integration desselben Ausdrucks zwischen

. 1
zwel
weien der Grenzen 0,1, 4 o0, — erhalten werden. Eine

ginzlich davon verschiedene Art von Beziehungen zwischen
Integralen jener Differentialgleichung findet Jacobi durch
Vt'arallgemeinerung der Untersuchungen, welche Gauss in
seiner Arbeit iiber mechanische Quadraturen durchgefiihrt
hajt; indem er aus einem Integrale derselben durch ein be-
stimmtes Integral die Losung einer anderen Differentialglei-
chung 2. Ordnung herleitet, entwickelt er leicht fiir eine
endliche hypergeometrische Reihe die Beziehung
BT gr—0  gnfarin—1 atn—

et )= 5 i —
80 daf man, wenn dieselbe mit X, bezeichnet wird, jede Funk-
tion nach diesen ebenso wie nach Kugelfunktionen, entwickeln

1
1
semeiner als Huler, welcher y = [ Vdu worin V = k _ - _
g ) Yy (.f ! ann, da, wenn I,,, _5/‘ X, X, a7~ (1—x)*~7dz gesetzt wird,
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endlich zwei Jahre spiter am 19. April 1839 dem Seminar
350 Taler jihrlich bewilligt wurden.

Auch der wissenschaftliche Verkehr mit Bessel blieb
trotz seiner so sehr in Anspruch genommenen Zeit bestindig
ein #uberst reger, wovon ein aus den hinterlassenen Papieren
seines Freundes, durch Kortiim mitgeteilter, Brief Jacobis
aus Pillan vom 12. August 1837 Zeugnis gibt. Die ,,Gieome-
trische Konstruktion zweier geoditischen Formeln Bessels”
leitet Jacobi durch Abbildung mittels der Noxmalen auf
der Binheitskugel und durch zwei Hilfsséitze her, von denen
der erste aussagt, daB, wenn in einem sphérischen Dreiecke
die Grundlinie und der ihr gegeniiberliegende Winkel un-
endlich kleine GroBen sind, die Differenz der beiden anderen
Seiten gleich ist der unendlich kleinen Grundlinie multipli-
giert in den cosinus eines der ihr anliegenden Winkel, der
andere, daB, wenn in einem ebensolchen sphirischen Dreieck
ein Winkel ein rechter oder eine Seite ein Quadrant ist, im
ersten Falle die beiden Seiten einander gleich sind, im zwei-
ten die Summe der Winkel an der Grundlinie gleich zwel
Rechten ist.

Am Ende der Herbstferien sieht er endlich einen defini-
tiven AbschluB seiner groBen zahlentheoretischen Arbeit
vor sich und schreibt am 14. September 1837 seinem in
diesem Jahre aus Dorpat nach Petersburg berufenen Bruder:
-+ Was meine Studien betrifft, so habe ich seit einem
Jahre mehr erfunden, d. h. von anderen erfundene Schwierig-
keiten geldst als seit langer Zeit, die analytische Mechanik,
die Variationsrechnung und die Zahlentheorie sind diesmal
der Schauplatz; in letzterer bin ich dabei, eine groBe Ab-
handlung von gegen 20 Bogen zu beenden, auch habe ich
endlich angefangen, einiges aus meiner Theorie der Stdrun-
gen von guten Freunden in Zahlen ausfihren zu lassen .. R
und in der Tat erscheint am 16. Oktober 1837 ein Auszug
~ aus einem an die Berliner Akademie gerichteten Schreiben
in deren Monatsberichten unter dem Titel ,,Uber die Kreis-

sich I, =0 und I, gleich einer bestimmten Konstanten
ergibt. Jacobi geht endlich noch auf die Untersuchung
der Frage ein, ob es filr jeden endlichen Wert der Elemerfte
moglich ist, die gegebene Diﬁ'erentialglelchung durch ein-
fache bestimmte Integrale vollstindig zu integrieren, und er
charakterisiert die Klassen, in denen dies der Fall ist.

Noch im Winter 1836/37 begann Jacobi die Ausarbeitung
der im Sommer in seiner Vorlesung gegebenen Ar?wendungen
der Kreisteilung auf die Zahlentheorie; nur einen Punkg
derselben beriihrt er jetzt schon in einem Briefe an G?Juss
vom 31. Januar 1837: ,Sie wollen S. 31 Ihrer ersten blqu'a-
dratischen Abhandlung wissen, welches Zeichen jedt?smal in
der Kongruenz 2b= % r?(mod p) zu neh_men sei; daftir
habe ich, wenn p die Form 8n + b hat, die folgende. Ant-
work: Es sei N die Zahl der reduzierten quadratischen

Formen der Theiler von 2* + py?, so mub b mit solehem
p+3

b g ~
Zeichen genommen werden, daB (— 1) 5 -y die Form

Am + 1 erhilté, und am 15. April 1837 schrieb er an seine1‘1
Vetter Hauptmann Schwinek: ,lch bin grade jetzt da?bel,
eine sehr groBe Arbeit tber die Primzahlen zu beendigen
und abzuschicken.

Als jedoch die achtstindige Privatvorlesung ﬁl_)er Va‘ria-
tionsrechnung, die er fiir den Sommer angekﬁm.ilgt, ]110}.113
gustande gekommen, und er dadurch freie Zelt fur die
wissenschaftliche Arbeit gewonnen, fithrte er beim Nieder-
schreiben die zahlentheoretischen Untersuchungen immer
weiter aus, und die Zusitze zu dem, was er In der
vorjahrigen Sommervorlesung gegeben, Wu.rden 50 u.mfang-, ;
reich, daB er noch die ganzen Herbstferien a‘uf ('he‘ Aus-
arbeitung derselben verwenden muBte. Die semma,rlshsc]'nen ;
{Tbungen hielt er in diesem Sommer mit grofem Hifer Q
ab, und eine erneute Bingabe von ihm und Neumann  ;
vom 29. August 1837 hatte das erfreuliche Resultat, daB
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teilung und ihre Anwendung anf die Zahlentheorie“. Schon
am 8. Februar 1827 hatte Jacobi Gauss von seinen zahlen-
theoretischen Untersuchungen Mitteilung gemacht, nach denen,

Einheitswurzel, o irgendeine Wurzel von a¢?~'=1, i =g~
(mod p) ist, fiir ungerade i F(a) F(fa)F(f%) ... F(f*~'«)

A1

. N 21 0 = a-lmpTF(al)7 und fiir gerade 4 F(o)F(Ba)F (%) . ..
wenn p eine Primzahl, z eme Losung von — =0, ¢

@=-1(A-2) -2
-, : _ , 20% i FBta)=(—1 T8 pf F(—1)F(e?) ist, worin stets
eine primitive Wourzel von p, Fla) =2z + a2’ ;{; fcix— 1+ ( )=(—1) Y (—1)F(a?) ist,

—
1 gp-? xyp—z und ¢ eine Wurzel der Gleichung ——5— = 0 F(—1) =V(—— 1) ? p. ,Die Formeln scheinen darauf hinzu-
p-1 deuten, daB, wie die Funktionen ¢ im Zusammenhange mit
ist, die Relation besteht Fl)Flah)=e 2_195 daB ferner, den Binomialkoeffizienten oder den Eulerschen Integralen
wenn F(em) F (o) = () F (amt") gesetzt wird, so daﬁl ¥(@) 1. Gattung stehen, zwischen den Funktionen F und den
eine ganze und ganzzahlige Funktion von & 1st,1 Pe)p(e ) =p Eulerschen Integralen 2. Gattung eine #hnliche Beziehung
wird, TIst 7 eine primitive W\;‘(zel ;7211(1 W)— =1, und setat stattfinden muB, in der Art, da — IﬁderFunktionF(r—”)
. pm r—n e oo N/ )
man in der Funktion ¥(r) = e fir 7 die Zahl g, entspricht. Aber ich habe lange diese Beziehung vergeblich
¢ ) I(m < n) . . 8 g g
so wird fir positive m und » <p— 1 ¥(g) =— Tim) Ty gesucht, bis ich sie in folgend(‘a'm ’Satze fand: In dem Aus-
1. 9. .mist, und er folgerte daraus, drucke von F'(«) setze man fiir jeden Exponenten g“ den
((;né)d D), V;;bo +H1§n;; «1 1p(g‘) =,O (mod p) ist, ciner del’* ihm in bezug auf p kongruenten kleinsten positiven Rest g,
enn m - — 1, »g9)= : : - 2 —2 :
f? 7(1"’v Anwendungen Wiclzxtigsten Satze der Zahlentheorie® WOdm_""h F(z, o) =z + ‘”_’yl R Ak e O‘fg 9?91’“2 wird.
ur die ARWEEEE ¢ den fritheron Mitteilungen hinzu, daB, Es seien ferner # und « nicht Wurzeln der Kinheit, sondern
Jacobi fligh jetz! e:nn, 1 dann  F(—1)F(e) z eine unbestimmte Variable und & eine Zahl = ¢g#~1~™ mod p.
wenn 2=g™, 3 =9 (mo p),2 v p F(6) st Setzt man £ =1+ y und bezeichnet mit Y, die Entwick-
- a.sz(‘x).F (—. @ . F(a)g'(%a)f' (1} a)u;e‘lx be dfute(:c Di(; lung von [log (1 4 y)]”, wenn man die y*~1 iibersteigenden
;orft.y em;y(;;:n a‘;gvle]iziz bishéi‘l z;:v]zestimﬁt Waren. — Potenzen von y fortwirft, so wird fiir die verschiedenen
en ’ " . .
au:in :Ozuadratis:; o bische oder biquadratische Wurzel Zahlen «, welche man fulif die verschiedenen Werte von m
der Einheit ist, lassen sich durch die obigen Formeln auch erhilt, F(1 +y, @) =— 72 mod. p, wo die Kongruenz

T II(m)
fiir eine 6., 8., 12. Wurzel der Einheit bestimmen, so daf fiir ein unbestimmtes y in bezug auf die einzelnen Koeffi-
man die G,leic,hungen vom 6., 8., 12. Grade, welche in der

zienten der Potenzen von y stattfindet. Dies ist die gesuchte
Kreisteilung vorkommen, durch die Zerfillung von p in die Beziehung, aus welcher durch Multiplikation zweier Funk-
- ) ? T . ) . .
drei Formen 2+ y?, 2+ 2¢%, #°+ 3y* vollstiindig aut-

tionen ¥ die obige zwischen den Funktionen ¢ und den
losen kann. Als eine fiir die Theorie der quadratischen

Binomialkoeffizienten folgt.
Formen wichtige Anwendung der Zahlentheorie, welche zu- Nachdem er noch einen neuen Ausdruck fir die wahre
gleiéh oine ‘ Analbgie zur Lagrangeschen Methode zur Form der Wurzeln der Gleichung 2% = 1 mittels der y-Funk-
‘Bilduﬁg der Resolventengleichung einschlieBt, hebt Jacobi

tionen angegeben, zu dessen Bestitigung Rosenhain in einer
das dem Gaussschen Satze iiber Eulersche Integrale analoge Preisschrift die Gleichungen #? = 1 fiir alle Primzahlen p bis
Theorem hervor, dab, wenn p = An + 1, B eine primitive 4.

103 aufgelst hat, spricht er das folgende Theorem, ,einen der




