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ENONCE DE LA QUESTION.
/ g ‘(i & L,
. , T . , \ A i BRI Pt K S
« Exposer et discuter les méthodes indiquées par les géométres pour la 7" %% %
" "« détermination des SOLUTIONS PARTICULIERES des équations différentielles. » o 93+

« Les mathématiques forment en quelque sorte la
Py « transition des sciences intellectuelles et morales aux
« sciences purement physiques. »

D Lauennals (Som. d’'un syst. des conn. hum., §V.)

-INTRODUCTION.

i

i
-

Une équation en termes finis safisforé & une équation différen- @=¢ _
tielle, quand cette équation différentielle devient identique en y -
substituant, pour les variables dépendantes et leurs dérivées des
divers ordres, leurs valeurs tirées de I'équation finie et de ses déri-
vées des mémes ordres. Les équations finies qui satisfont & une

'équation différentielle donnée, de la manidre la plus générale
dans leur espéce, sont de deux sortes : |'NTEGRALE GEnkRALE, qui
renferme autant de constantes arbitraires distinctes | ou, au plus,
autant de fonctions arbitraires distinctes qu'il y a d'unités dans
l'ordre de I'équation différentielle ; et les soLutions sivGULIERES .qui ne
p-euvent rentrer dans l'intégrale générale, en donnant des valeurs par™
ticuliéres aux constantes arbitraires ou des formes déterminées aux
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é" fonctions arbitraires que renferme cette intégrale. L'intégrale géné-
#~.4 rale toujours, et les solutions singuliéres quand elles renferment des

“ counstantes arbitraires ou des fonctions arbitraires, peuvent fournir,
par la détermination de ces constantes ou de ces fonctions, un
nombre infini d’équations particuliéres en termes finis, qui satisfont
4 T'équation différentielle donnée. Les cas particuliers de 'intégrale
générale se nomment INTEGRALES PARTICULIERES ; ceux des solutions

singuliéres n'ont pas recu de nom spécial.

A ro {4 %,  Les- solutions singulidres que Lagrange expliqua le premier i
~>,~j\&’”’fa ¢ {~ en 177k, furent d'abord appelées par cet auteur sntégrales particu- 1
Fo litres : 1l réservait le nom de solutions particuliéres aux différents cas i

de I'intégrale générale. Laplace emploie ces dénominations en sens
inverse. Lacroix a conservé la nomenclature de Laplace : « Il m’a - ]

‘« semblé, ditl, que les équations primitives qui résolvent les

« équations différentielles sans étre comprises dans leur intégrale

« générale, ne s'obtenant point par les procédés de l'intégration,

« ne doivent pas porter un nom qui rappelle ces procédés. » La- -
grange abandonna plds tard le nom qu'il leur avait d’abord imposé
-et les appela équations singuliéres, & cause des rapports qu'il leur
trouva avec les valeurs qui rendent inapplicable la série de Taylor,

et qu'il nommait valeurs singuliéres. Jean Trembley adopte, pour les
solutions singuliéres, la dénomination d'intégrales particulréres em-
ployée d'abord par Lagrange, et désigne par I'expression d'intégrales
incomplétes les divers cas particuliers de I'intégrale générale. Legen-
dre se sert de la méme nomenclature. A. Cournot appelle aussi les
premidres : intégrales singuliéres, nom que quelques auteurs lui sem-
blent leur refuser & tort : « C'est qu'en effet, dit-il (Traité élémentaire .
de la théorie des fonctions et du calcul infinitésimal,t. 11, p. 346), quand .
le temps joue explicitement ou implicitement le réle de variable in-
dépendante, le probléme de I'intégration proprement dite, qui con-
siste & assigner la somme des accroissements infiniment petits de la
fonction dans un intervalle de temps donné, est résolu successivement
‘ / au moyen d'une intégrale particuli¢re et de I'intégrale singuliére ;
de sorte que la solution n'est compléte que quand on joint l'intégrale
singuliére au systéme des intégrales",p_articuliéres ou A l'intégrale
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générale. » Ge nom d'intégrales singuliéres se trouve également dans
Cauchy, Moigno, Duhamel. Mais la dénomination généralement
adoptée, et dont nous nous servirons exclusivement, est celle de
soluton singulidre.

. La terminologie exphquee jetons un coup d'eeil sur I'histoire des
solutions singuliéres. Nous y voyons trois phases : dans la premiére,
on rencontre des solutions singuliéres et on ne songe pas 4 se de~
mander la raison de leur existence ; dans la deusiéme, on découvre
le moyen de les obtenir d'une fagon régulidre ; mais on les qualifie
de paradoges, parce qu’on n’a pas su encore les rattacher aux inté-
grales ; dans la troisiéme, on parvient enfin & connaitre la véritable
raison d'étre de ces solutions, et on fait ainsi rentrer sous la loi com-
mune des phénoménes analytiques qu'on avait d’abordjugés con-
traires aux apparences. Reprenons briévement chacune -de ces

périodes pour avoir l'occasion de citer les sources principales de
“notre travail.

‘1% Pgriopg. — Les premiers géoméires qui cultiverent l’analyse

infinitésimale furent, dés le principe, conduits & des problémes

dépendants des solutions singulidres, mais qulils ne parvinrent, 3
résoudre que par des artifices particuliers. On trouve de ces pro-
blémes dans un mémoire de Leibnitz, intitulé : Nova calculi differen—
tialis applicatio (inséré dans les Actes de Leipsick de 1694, vid. n°LXI,

OEuvres de Jacques Bernouilli) et dans la XIVe des Leg:ons de calcul
intégral de Jean Bernouilli (t. III de ses OEuvres). En lisant.ces au-
teurs, on est surpris de voir qu'ils ne se soient pas aperqus que les

problemes dont ils ont donné des solutions différentes, quoique con-— -

duisant aux mémes résultats, semblaient devoir dépendre du calcul
intégral, tandis que les procédés dont ils avaient fait usage étalent
entierement indépendants de toute intégration. Iy avait 14 une sorte
de contradiction dont il est étonnant que ces savants ne se soient pas
douté. Taylor (p. 17 de son livre intitulé : Methodus incremento~
rum, 1715), parait & Lagrange (XU° cahier du Journal de I'Ecole
polytechnique,p. 228), le premiér qui ait tiré d’une équation différen-
tielle elle-méme, sa primitive singulidre (singularis quedam solutio) :
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c'est la différentiation qui le conduisit & ce résultat. Le méme procédé
fit voir & Clairault (Mémoires de I' Académie des sciences de Paris, V734,
p- 209) qu'il y avait des équations différentielles capables de deux
espéces de solutions : I'une, qui n'a pas besoin de calcul intégral ;
Pautre, qui s'obtient par les procédés ordinaires d’intégration. Mais
Clairault se trompa en ce qu'il crut que la premiére était plus géné-
rale que la seconde, et en ce qu'il confondit souvent des_intégrales
particuliéres avec des solutions singuliéres.

2° PirtonE. — Euler aussi, dans sa Mécanique (t. 11, art. 268, 303
et 333), avait trouvé divers exemples de ces solutions sans constante
arbitraire, qui ne rentrent pas dans l'intégrale générale et qu'il obte-
nait généralement par la différentiation. Il avait méme donné des
régles pour les découvrir dans certains cas; mais ce n'est que quel-

ques années apreés quil s'occupa expressément de ces solutions

singuliéres, dans un mémoire dont le titre : Exposition de quelques

paradoges du caleul intégral (vid. Recueil de I’ Acad. de Berlin, 11756),

montre assez qu'il ne pouvait encore s'expliquer ces solutions ni con-

cevoir comment la différentiation peut, dans certains cas, suppléer

4 l'intégration. Les travaux de d’Alembert (Mém. de I'Ac. des sc. de-
Paris, 1769, p. 84 et seq.) et du marquis de Condorcet ( Calcul inté-

gral, p. 67; Mém. de Turin, t. IV, p. 7 et seq.), appartiennent &

cette 2° période. -

"3° PEr1oDE. — Jusque la on n’avait aucun moyen de distinguer, &
priors, les primitives singuliéres des intégrales particuliéres : Euler,
le premier, donna une régle pour cet objet (Institutiones calculs inte—
grabs, t. 1, sect. 1I, cap. 1v), d'o Laplace ( Mém. de I’ Ac. des sc. de
Paris, I' partie, p. 343 et 651) déduisit les caractéres qut font
dériver les solutions singuliéres de leurs équations différentielles.
Restait & examiner leur liaison avec I'intégrale cdmpléte : la gloire
de cette découverte était réservée & Lagrange (Recueil de ' Acad. de
Berlin, ann. 1774, p. 198, et ann. 1 179,.p. 121 et seg.; vid. Théorie
des fonctions analytiques, 2°éd. P- 92; et Legons sur le calcul des fonc-
tions, 14°,15°, 16° et 17° legon). Legendre (Mém. de l'Ac. des sc. de
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Paris, 1790, p. 218) a cherché a prouver que les solutions singu-
lidres sont toujours comprises dans une expression finie, ou le nombre
des constantes arbitraires est moindre que dans I'intégrale compléte :
sa démonstration est vicieuse, ainsi que nous le montrerons en son
lieu. La méme année, Jean Trembley (Mém. de !’ Ac. des sc. de Turin,
ann. 1790-1791, p. 1 et seq., 2° pagination) montra quel parti 'on
pouvait tirer de ces solutions pour la découverte du facteur d'inté-
grabilité. Il denna aussi un procédé & posterior pour l'obtention de
ces solutions. En 1806, dans le Journal de !'Ecole polytechnique,

t. XIII, p. 60, Poisson repnt la théorie de Laplace et la perfectionna.
Toutefois il crut aussi, avec Laplace et d’autres géométres, que le
caractére distinctif des solutions singuliéres est de rendre infinie la
dérivée partielle relative & y de l'équation différentielle. Cauchy
montra que cette condition est nécessaire, mais non suffisante, ce qui
résulte aussi de la Théorie des solutions singulz'éres due & M. Timmer-
mans, et dans laquelle ce savant s'est proposé de montrer d’'une nou-.
velle maniére la liaison des solutions singuliéres avec la composmon
de T'intégrale générale et avec celle de I'équation différentielle (¥).
Malgré tous ces travaux, la théorie des solutions singuliéres présente
encore des lacunes dans les équations aux différentielles totales et
aux différentielles partielles des ordres supérieurs et & un nombre
quelconque de variables, et dans les équations simultanees.

‘Dans le travail que nous avons entrepris, nous avons essayé d ex-
poser d’'une maniére claire, compléte et methodlque les recherches
des divers géométres sur la question proposée, de faire ressortir
Tenchainement des résultats auxquels elles ont abouti, de généraliser
et d'étendre ces résultats, et d’en déduire les conséquences les plus
importantes. Nous nous sommes efforcé aussi de prouver qu'un
grand nombre de propositions, quon énonce ordinairement d'une

(*) Nous auriens voulu powuvoir consulter la thése sur les solutions singuliéres que
J.-Fr. Lemaire soutint pour son doctorat, le 21 avril 1824, et qu'il dédia & M. Vantoers,
alors secrétaire-inspecteur & Puniversité de Gand. Mais il nous a été impossible de nous
procurer ee travail. Voici ce que nous lisons dans une Notice sur I'auteur, écrite par
M. Ch. de Cuyper, professeur a 'université de Liége : « . .. Le Mémoire de Lemaire, coor-
" « donnant les travaux dés savants qni avaient suivi Lagrange dans cette nouvelle voie |
« ouverte a leurs recherches, en présentait une exposition nette et méthodique. »
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fagon absolue, ne sont vraies que moyennant certaines restrio-
tions ; et peut-8tre avons-nous réussi 4 faire disparaitre certaines
incorrections, légéres, a la vérité , mais quil était bon de relever,
parce que la rigueur nous semble de_toute nécessité. en 'mathéma-
tiques. Parfois encore nous avons cru pouvoir présenter des démon-
strations nouvelles de théorémes connus, jugeant ces démonstrations
mieux adaptées i l’esprit géneral des méthodes qui servent ala
détermination des solutions singuliéres, Qu'il nous soit permis d’es-
perer qu'on voudra bien reconnattre quelque utilité & accomplisse-
ment d'une tache qui, au premier abord, pourrait paraitre assez
humble ! '

Nous avons divisé notre Mémoire en deux parties : dans la pre-
miére, nous avons considéré la théorie des solutions singuliéres en
elle-méme ; dans la seconde, nous avons donné quelques applications
des principes émis dans la premiére. Ces applicatitons sont de trois
ordres (analytigues, géométriques, mécaniques) correspondants aux
trois divisions des mathématiques pures. Quant aux subdivisions de
la premiére partie, elles se fondent sur la classification des équations
différentielles et se trouvent renfermées dans le tableau synoptique
suivant :

etauneseule var. ind.\ du premier ordre.
Eyq. & deux variables, | qes ordres supérieurs.

satisfaisant aux conditions

isolées | - dupremier)  d'intégrabilité,
ou ‘o . .
3 une seule ordre, | ne satisfaisant pas auax con-
» | 4 une seu ’ . e p Lt
2 . ’q. di ditions d’intégrabilité.
| variable Ey. ‘f’ff- . " ‘
£ |dépendante | totates : satisfaisant aux conditions
~s et a des ordres d,",ntégrablhté.
% plusieurs { _ supérieurs, | ne satisfaisant pas-aui con-
& var. ind. ’ dutions d’intégrabilité.
() i
.g Eq. diff. | du premier ordre. -
g partielles :| des ordres supérieurs.
w3
L
=

simultanées( Ces équations laissent une seule variable indépendante,

ou L . L :
3 plusieurs Ces équations lazssent; aux différentietles totales.

-var.dép. {  plus. var. ind.

aux différentielles partielles.

i
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PREMIERE PARTIE.
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THEORIE DES SOLUTIONS SINGULIERES.

= QO S ——

LIVRE PREMIER.

—_—

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ISOLEES.

SECTION PREMIERE.

EQUATIONS A DEUX VARIABLES.

- Dutroduction,

==

On sait qu'une équation différentielle du n** ordre & deux varia-

j bles a n ntégrales premiéres, renfermant chacune une constante
' 2/—1

o i arbitraire ; X intégrales deuaiémes,renfermant chacune deux con-
: i1

stantes arbitraires; et ainsi de suite; et généralement a nté-

grales ©", renfermant ¢ constantes arbitraires. Ce sont la les inté-
grales générales ou complétes des divers ordres. Si, dans ces intégrales,
on donnait & une ou plusieurs des constantes arbitraires qui y entrent
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des valeurs constantes déterminées, on aurait des intdgrales particu-
de’ dz?’ " dg;
a une équation différentielle donnée du néme ordre, n>¢, sans sa-

tisfaire & aucune des intégrales générales, ¢'est-4-dire sans pouvoir ;
jamais coincider avec aucune des intégrales particulidres, se nomme e
solution singuliére. L'existence de ce genre de solutions est un fait ;
danalyse ; mais, pour pouvoir parvenir & leur théorie, il est néces—

saire, comme nous le verrons, de prouver tout d’abord que :

liéres. Cela posé, toute équation en w, Y, qui satisfait

La solution singuligre la plus étendue que puisse avorr une équation i
différentielle de l'ordre n & deua variables, ne saurait renfermer plus i
de n—1 constantes arbitraires. ‘

Démonstration. — (Voyez Duhamel, Analyse,_ll" partie.) Soit

' dy d2 da”
f(x,y, c Y ‘y')=01 . 1)

dz’ dz?""" qzn

. oo . , , . n .
équation différentielle proposée. Elle détermine ay en fonction
dzn

_ ; :
de z, 9, %’ .. .%; et si on la différentie successivement , les 1
dnily dntiy
dgnt1’ dgniz " “
tion des mémes quantités. Or toute fonction de z peut,'%énérai, éf:«*f""
étre développée par la série de Taylor, suivant les puissances ascen-

dantes de la différence x—m,, x, étant une valeur particuliére

Py . . .. ,
6% 7. arbitrairement attribuée & @, pourvu quon choisisse x, de fagon

&

.. seront déterminés en fopc-

coefficients différentiels

e e T
e S S e i

&

i LIRS

a ce qu'aucun des coefficients du développement ne devienne infini -
ou indéterminé. Alors la série obtenue sera nécessairement conver-
gente pour toutes les valeurs de = comprises entre certaines limites
~ déterminées, quelquefois méme pour toute valeur de z. Soit donc y
1a valeur la plus générale qui satisfasse & I'équation f—0, on aura :

@ v (@) T () E
i) S () T (), e

et 81 I'on remplace tous les coefficients A pariir de celui de (z—z, )"

sl e b
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par leurs valeurs en fonction des précédents, déterminées comme
nous I'avons dit plus haut, la fonction cherchée sera nécessairement
comprise parmi. celles que représente ce développement, puisque
T'on n’aura exprimé que les conditions auxquelles elle doit satisfaire.
Et réciproquement la fonetion ainsi déterminée, satisfait nécessaire-

" ment & I'équation différentielle (1), car en différentiant n fois de

suite les deux membres de (2), on obtient nécessairement le déve-
' dary
dzn
tion (2), qui renferme n constantes arbitraires, est I'intégrale générale,
et elle donnerait la solution compléte de la question traduite analy-
tiquement par I'équation (1), si loutes les valeurs de y qui satisfont
& (1) étaient développables de cette maniére. Mais 1l ne peut man-
quer, dans tous les cas, que celles pour lesquelles certains coeffi-
cients différentiels cesseraient d'étre finis et déterminés pour la
valeur z==x,. Sans doute; si les coeflicients de (2) ne dépendaient
que de x,, on pourrait toujours choisir ,, de facon a ce qu'aucun
d’eux ne devint ni infini ni indéterminé ; mais comme ils renferment
en outre les valeurs, correspondant & «;, de y et de ses dérivées, 1l
pourra arriver qu'une fonctiony =y (x), tout en satisfaisant a I'équa-
tion différentielle, rende infinis ou indéterminés certains coeflicients
de (2), quel que soit z,. Cette fonction sera une solution singuliére
de la proposée. Maintenant, comme les coefficients de (2) ne ren-
ferment que des dérivées d'ordre inférieur a n, 1l en résulte que la
valeur y =1 (%), qui constitue une solution singuliére de I'équa—
tion (1), doit satisfaire en méme temps a cette équat‘ion et & une
autre équation différentielle d’ordre inférieur & n, dans laquelle il

loppement de I'équation (1) résolue par rapport & —. L'équa-

_ n'entre aucune constante arbitraire. Cette derniére équation sera
“donc tout au plus de 'ordre n — 1, et comme la valeur y = ¢ () doit

y satisfaire, elle renfermera tout au plus n—1 constantes arbitraires,

‘ce. qu’il faut prouver.

Constouence I. — Les solutions singuliéres des équations différen—
tielles du premier ordre & deux variables ne peuvent renfermer de
constante arbitraire. ’
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Exemple. — Soit I'équation -

d
o ly—a) —1=0
On en tire :
1 [dy 1 - 2
L L
P T = i T50—o %
(y — )¢ (y — o)
d 1 —tldy L\ _1 Ty — =k N
=5 ¥—a) %£—4)=§w—m Ty —ai=gy—a

d’ol, par la formule (2) et en posant x—=1,=0:

1

_ 3o 1 1 a2 g
y=yo+ A=y 3tz * 5+5%

Maintenant si on pose :

—1 53

1.2.3 +-

il viendra :

3
2i§£ 2 L.

— —|2, 22 i 3 —_—— 7 2z s
y w"'(z) v—j@etig e te tes ¢ '+
ou, par le binéme de Newlon :

3

2\2 2
v=a+ (3]} (¢ —af" ®)
C’est Fintégrale générale de la proposée. Mais on satisfait encore 3 cette
proposée par 'équation : - ‘ ‘
y—a=0, (4)

que ne renferme pas I'équation (3). Ce qui nous montre que le développe-
ment (2) ne donne pas toutes les solutions de I'équation (1), et que, partant,
il existe des solutions singuliéres. Yoyons ce que deviennent les coeffi-

cients de (2) pour la solution (4). Or on s’apercoit aisément que pour x—y

2,
toutes les dérivées de y, & parlir de d—y, deviennent infinies; et qu’elles
dx2

se seralent présentées sous la forme o S1 on n'avait pas supprimé les fac-

teurs communs 3 leurs deux termes.
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Constiguence II. — Certaines solutions singulidres peuvent étre
obtenues par les séries. Ainsi : s'il arrive que l'une des équations
obtenues par la différentiation de la proposee soit décomposable en deux
fa,cteurs dont Pun soit d'un ordre inférieur & lautre, et que l'on égale &
=éro celus de l'ordre le moins élevé, on obtient une équation de plus entre
les dérivées déji considérées ; il y aura, par conséquent, une arbitraire de
moins dans le développement de y qu'on obtiendra en tenant comple de
celte bquation de plus et ce développement ne sera en général pas con~
tenw dans celus qui renferme n constantes arbitraires.

C’est ce que nous allons montrer par un exemple que, pour plus de
facilité, nous prendrons dans le premier ordre. Soit I'équation -

‘ Ty N
dy? | d 2 ~R AEE Ly
Wpey—o; 7 TG
différentions, il viendra : £ P, éw,‘f V] Ag '@g-’@,;f .
; 77
dy \ d2y < é? ol

équation qui se partage en deux autres, savoir :

dy déy '
—_— = —_— = 0_
s + =0, et oy ,
La deuxiéme donne :
' d3 d
Y_o0, ¥ =0,

dz3 7 dat

ﬁa}—ﬂ on aura :

y=y,+ '\/E:

c’est l'intégrale générale de la proposee Mamtenant sion considére
I equatlon : . . .

.
2+ o=y,
on en lire :
dy xz d% 1 d3y  dby «
dz 27 dx2 2’ dxs *dar
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> oy . . . a
Yo n'est plus arbitraire, car on a deux €quations entre x, y, d—z; on en
X
conclut, en effet, Yo=0; donc la série de Mac-Laurin donne :

valeur qui, n’élant pas contenue dans I'intégrale générale, est une solu-
tion singuliére de I'équation différentielle proposée.

Nous avons maintenant 4 examiner successivement les équations
différentielles & deux variables du premier ordre et celles des ordres
supérieurs , ce que nous ferons dans deux chapitres distincts.

=]

CHAPITRE I.

Des solutions singuliéres des équations différentielles du premier ordre
a denx variables.

Nous avons & examiner trois points :

1° Déterminer des solutions d’une équation différentielle du pre-
mier ordre & deux variables, de maniére que toutes les solutions
singuliéres soient comprises parmi elles ;

2° Discerner, parmi ces solutions , celles qui sont singulitres de -
celles qui sont intégrales particuliéres ;

3° Transformer une équation différentielle donnée, de manitre
& y introduire ou & y supprimer des solutions singuliéres.

ARTICLE 1. — pETERMINATION I’EQUATIONS PRIMITIVES
COMPRENANT TOUTES LES SOLUTIONS SINGULIERES.

Quand on cherche ces équations primitives, ou bien on ne con-
nait que l'intégrale générale, ou que I'équation différentielle , ou




-
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bien on connait simultanément 'équation différentielle et des inté~
grales particuliéres de cette équation. De la trois paragraphes. Mais
disons d’abord un mot des notations que nous employerons. Nous
représenterons I'équation différentielle par

: dy\ . dy .
f(w,y,;i-;c)—O, ou — ==& (2 y);

son intégrale générale par
F(z,y,a)=0, ou a =1 (z, y),

a désignant la constante arbitraire ; enfin I'équation qui renferme les -
solutions singuliéres par

s=0.
Nous ferons souvent aussi
dy d2y
v~ P P

§ . — PAR L'INTEGRALE GENERALE.

On peut déduire de l'intégrale générale d’une équation différen-
tielle donnée des équations primitives, parmi lesquelles soient com-
prises toutes les solutions singuliéres de la proposée. Il existe, pour
atteindre ce but, deux méthodes distinctes : I'une, exposée en 1774
par Lagrange, dans les Mém. de ' Ac. de Berlin, est basée sur la théorie
si féconde de la variation des constantes arbitraires ; I'autre, donnée
en 1842 par M. Timmermans, dans les Mém. del'Ac. de Brumelles,
est fondée sur la théorie des racines égales. La premiére donne la
raison de l'existence des solutions singuliéres, et les caractéres qui
indiquent leur présence ; la seconde montre comment ces caractéres
sont liés & la composition méme de l'intégrale générale, et comment
ils dépendent de la forme de celle~ci, quand cette forme est algé-
brique. Les méthodes de Lagrange et de M. Timmermans se com-—
plétent donc réciproquement, et constituent ensemble une théorie
parfaite de la détermination des solutions singuliéres par lintégrale
générale.
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986 SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES,
I. — TREORIE DR LAGRANGE.

On peut la renfermer en trois théordmes :

TrEorkme I. — On obtient loutes les solutions singulidres d'une équa-~
tion différentielle du premier ordre & deux variables en prenant, parmsg
toutes les équations primitives que donne U'élimination de Iy constante ar-
bitrairede Pintégrale générale entre cette intégrale, d'une part,et,d gutre
part, sa dérivée partielle relative § Ig constante égalée & zéro, ou ses
dérinées partielles relatives & x ef a'y égaldes & Vinfind, celles qui satis-
font & l'éguation différentielle sans satisfaire & Uintégrale générale (¥).

Premidre démonsiration. — Soit

F(z,y,a) =0 (@)

l’intégrale générale d'une équation différentielle du premier ordre &

{*) Dans la Plupart des Traitds que nous avens eus entre les mains, on semble dire que

les équations d~F h-ﬁi— ﬂr = 1 ne sont jamais applicables g d Pintégrale génd-
dz )~ 0" \3g)=7" J pp s quand Pintégrale g

rale F =0 n’est pas résolue par rapport & la constante, tandis qu'il résulte de notre analyse

{ainsi qu’on le verra) et des exemples nombreux qu’on trouvera i la fin de ce premier para-

. . (dF i (dF 1 . R .
graphe, que les €quations (‘—1—) = — -—) =5 doivent étre essayées toutes les fois que
: X s

I'intégrale générale n’est pas telle ou rendue telle qu’elle ne renferme absolument aucune

blent dire aussi que les équations (d—H) =1, et (?EI—I) = itirées de 'intégrale géndrale

dx 0 dy 0
mise sous la forme g — [ (=, ¥)=0, doivent toujours avoir lien simultanément pour les
solutions singuliéres; or il résulte encoré de la démonstration du théoréme I, et des
exemples que nous avons traités, qu’elles peuvent trés-bien avoir lieu séparément; et ce
serait le cas, par exemple, si la fonction IT (2, y) était fonction algébrique, rationnelle
et entitre de » en méme temps que fonction de Y pouvant acquérir un dénominateur
par la dérivation, ou réciproquement. Nous devons pourtant remarquer que les équa-

. an 1 /an 4 . : C
tions | — == {5~ | === n’auront pas toujours lien séparément, car autrement i] en
dz 0 dy 0 . d S
résulterait que toute solution singuliore rendrait nulle ou infinie la dérivde d—y { qui est
i : ¥ ~
fvale s __ \03 .
€gale & — 7dmy 1 ce qui n’est pas. . o
(oT )
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deux variables, a étant la constante arbitraire qui, éliminée entre
I'équation (a) et sa dérivée compléte immédiate

dF dF :

OFN L[ p—=0 b

(dw) + 5 P= @
conduit 2 I'équation différentielle proposée, que nous représenterons

par
f (=, y, p) =0.

Cela étant, si, au lieu de supposer a constante, nous la supposons une
fonction quelconque de et de y, que nous représenterons par

a=7¢ (2, y),

Téquation (a) deviendra :

-F[w,y,?(w,y)]=0, . (=)

et prendra une extension telle quelle pourra feprésenter une équa-
tion 'primitive quelconque & deux variables, et par conséquent aussi
toutes les solutions singuliéres de I'équation f= 0, sl en existe,
puisqu'on sait d'ailleurs que ces solutions ne renferment pas de
constante arbitraire. Or la valeur de y tirée de (a) etla valeur de p
tirée de (b), vérifiant , indépendamment de a, I'équation f=0,1l

~est-évident qu'on peut regarder ¢ comrme variable avec & et y, pourva

que la loi de sa variation soit telle que la dérivée compléte de («)

‘conserve en , y et ¢ la méme forme que I'équation (b) en z, y, a,

car I'élimination de ¢ entre cette dérivée et l'équation (=), produira
identiquement le méme résultat que I'élimination de o entre les
équations () et (a). Mais, en différentiant I'équation («), on trouve :
| dF\  [dF) dF\ dp

(&) + () o+ (i) 2= @
et l'on voit que si I'on porte dans cette équation la valeur de o tirée
de («), on produira dans les deux premiers termes le méme effet que
si l'on tire a de I'équation (a) pour la porter dans (b). Donc, pour que

la valeur de p tirée de (g), savoir :

(dF) (dF) dp
dz/  \de/ dz

CE

’

I B
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soit identique 4 celle qu'on tire de (b), savoir :

(@)

~ [dFY’

(@)

aprés qu'on aura substitué dans la deuxidme pour a sa valeur tirée
de (a), et dans la premiére pour ¢ sa valeur tirée de («), c'est—3-
dire pour que I'équation F[; Y, ¢ (%, y) ]= 0 satisfasse & I'équa-.
tion f(w, y, p)==0, il faut et il suffit que l'on ait :

dF\ de
(d?) da

—ar =0 (1)
(&)

La valeur de s tirée de cette équation et substituée dans («), donnera
une relation s===() qui, lorsqu’elle ne satisfera pas & I'équation (a),
renfermera toutes les solutions singuliéres de la proposée qui con~
tiennent . A

Les solutions singulidres de la proposée f==0 qui ne contien-
draient que z, pourraient échapper a l’analyse précédente, ou yaété
considéré comme fonction de z; 1l faut donc aussi considérer z
comme fonction de y. Or, dans cette hypothése, la dérivée compléte
de I'équation (a) est :
(dF) dz =~ (dF
dz/ dy dy
et celle de I'équation («) :
(dF\ dw , (dF\  (dF\dp
(o) () + (37 2y =

) =0, " )

0 (*)s ()

(*) Nous croyons devoir dire un mot des notations que nous avons employées pour indi-
quer les diverses espéces de coefficients différentiels qu’on peut rencontrer dans Panalyse,
car il régne & cet égard une certaine confusion résultant de ce qu’on a oublié de faire cer—
taines distinctions essentielles. Lorsqu’on a une fonction d’une seule variabie ou une fonc-
tion de fonction d’une seule variable, il n’y a qu’une espéce de coefficient différentiel a
considérer : on peut le représenter par la notation pure et simple de Leibnitz. Soit, par
exemple : "

w=F (2,), 7, =F, (2,), £, = Fy (23), v. an—y = Fp (),
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. dx -.. .
ur que la valeur de = tiré "), savoir :
et pour q e 5, lirée de (8,

. ) 02
"

on peut écrire sans ambiguité :
du dF, dFy dFy  dF,
dz dz, " dry  dz; " dz

Sil'on a une fonction explicite de plusieurs variables.( indépendantes par conséquent ),

“on aura i distinguer le quotient de la différentielle totale par Pune des différentielles des

variables indépendantes, des divers coefficients différentiels partiels. Pour noter les quo-
tients, nous employerons la notation de Fontaines, et pour les dérivées partielles, la nota~
tion d’Buler. Ainsi,siona:

w—=F(z,, x5, 24, ... Zp);

#y, T3, T3, . - . Ty étant »# variables indépendantes, nous écrirons :

éw:%i [(Zf) x,+( )d12+ +(dx)dx,+ +( )d;,,j

Enfin, si nous considérons des fonctions implicites de plusieurs variables ou des fonctions
explicites de plusieurs fonctions, il faudra distinguer Je quotient de la différentielle totale
par la différentielle d’une des variables indépendantes (quotient que nous indiquerons par
la notation de Fontaires), des dérivdes totales relatives aux diverses variables indépen—
dantes (dérivées que nous marquerons par la notation de Leibnitz, pure et simple), et des
dérivées partielles proprement dites, que nous noterons a la maniére d’Euler, par les’
parenthéses. Nous appelons dérivée totale relutive A une variable indépendante, la dérivée
qu’on obtient en faisant varier dans la fonction donnée non-seulement cette variable indé-
pendante, mais encore toutes les autres variables qui dépendent de celle-1a. Ainsi, si on a
Péquation
u=F(‘T) Y, Z')':O,

5 étant une fo_nction de z et de y, nous écrirons :
1 1 dF) aF dz ds
== [(a;, dx+( )dy+ ( ) {(,T) ds + (a‘;) af]=o

= () + () ) ) - ()

d
Ainsi,dans le texte,Jj represente la somme ( -+ (% dy et e =(d_?. + d? dz
da \dy/dz ~ dy \dy dy’

11 pourrait se présenter des cas plus compliqués encore que ceux que nous avons examinés
et ou les notations précédentes deviendraient insuffisantes.

64 -
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devienne identique 4 celle qu'on tire de (4'), savoir :

dF
dy_—.—._ﬁir’
()

aprés qu'on aura substitué dans la deuxidme pour a sa valeur tirée
de (a), et dans la premiére pour ¢ sa valeur tirée de (), 1l faut et il
suffit qu'on ait la relation : :
(o) 4
de | d
= =, (2)
(&)

La valeur de ¢ tirée de cette relation et substituée dans («) donnera
une équation s'=0 qui, lorsqu'elle ne satisfera pas 4 I'équation (a),
renfermera toutes les solutions singulidres de la proposée qui con-
tiennent x.

“Par conséquent, toutes les solations singuliéres de la propo-
sée [=0, 51l en existe, seront données par I'élimination de o,

F(w’ya?)":oy () - /F(w’ y, ¢) =0,
dF\ do \ dF\ dp .
entre les équations ot dy ) dz —o,(1) ouentre les éq.. ot E) dy —0,2
dF - [dF
(&) (&)
ce qui revient a éliminer a
F (z,y, “)=07(a) F(z, ?j,d)——O,
(dF) da (dF) da
tre les équati da | dz ' e, da/ du -
entre les équations ot da d””:o, 3) ouentre les éq ot da/ dy —0. (4)
dF (dF
(&) @)

Mais on peut satisfaire aux relations (3) et (4) de différentes
maniéres :

. o d ‘
Premiérement , on satisfait & (3) en posant El£= 0,et a (4) en
X

da , . - .
posant ™ ==0; chacune de ces équations donne @ — const. ; dans




w
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aF 1 e
et ( )———— ne peuvent étre satisfaites par des fonctions finies
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ce cas, la solution F (2, y, a) =0, coincide avec une intégrale par-
ticuliére. |
Deuxiémement , on satisfait simultanément a (3) et & (4) en po-
sant (:-;E) ==( ; séparément & (3) en posant (%5) == o ; et séparément
a .
. [dF
; posant (—
a(k)enp ( =

= Q0.
axr

Donc, en derniére analyse, toutes les relations primitives s==0,
s'==0 qul résulteront de I'élimination de @ entre les deux equatlons
de chacun des trois systémes :

) SF(“"?/’ a)=0 F (z,y,0)=0 . SF(“'”,ZI', a=0
{er systeme:) /gF 0 2¢ systeme: . IqF 1 3 systéine: (dF 1
(da) ; ‘ (%)*5’ ( dy)‘—ﬁ*

seront des solutions singulitres de T'équation /=0, si elles satisfont
4 cette dernidre équation sans satisfaire & son mtegrale générale, ce
qu’il fallait prouver.

Remarque premiére.— Onsera stir que les équations s==0, s'==0,
satisferont & I'équation f==0, si elles rendent réellement nuls les

rapports :
' ’ (;11«") da aF\ da -
da) dw E) dy
(dF dFy -
@) (@)
Ainsi, au cas oit ces deux conditions se présenteraient sous la
0 . . y_ . P 7
, forme,O ‘o, 2, o’ il faudra vérifier si leur valeur réelle est nulle.

dF
Remarque deumeme — Comme, d une part, les equatxons ( ) el
dz 0

dy .0

de @, y eta, que si les dérivées partielles (g), (%S‘) sont des fonc-

tions algébriques ayant des dénominateurs quon puisse égaler 4
zéro, ou des fonctions transcendantes pouvant aller & I'infini pour
des valeurs finies des variables dont elles dépendent; et comme,

d’autre patt, il n’y a parmi les fonctions algébriques que les radlcaux

et les diviseurs qui puissent donner lieu & des dénominateurs parla
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différentiation, il en résulte que, lorsque la fonction F est une fonc-
tion algébrique de z, qui ne renferme « ni en dénominateur ni sous

. Yy . dF i . - p .
un radical, I'équation (ﬁ) =5 De peut étre satisfaite ; et que, de

i

s r . dF, 1 . .
méme, I'équation (dT;) = 5 ne peut rien donner s1 F est une fonc-

tion algébrique de y telle que ¥ n’y entre ni en dénominateur, ni
sous un radical. Par conséquent, quand Fintégrale générale de
- I'équation f==0 sera une fonction algébrique, rationnelle et en-

*y . vy . / "
titre de o ety & la fois, I'équation (@) =0 pourra seule donner
. da . .
des solutions singuliéres. Lorsque l'intégrale renferme a isolé, c'est-
d-direlorsqu'elle estdela formea—n (wy) —0, I'équation (ZI—P) =0
ai

ne peutrien donner, car elle conduit 3 1'équation contradictoire 1 = 0;

. , , . arF 1 dF 1
on ne peut I‘GCOUII‘IH‘ alors qud?[ux equations (E_) =0 et (@) =3
.qui deviennent (;ﬂ?) — 0, (@) == oo. Il résulte de la remarque pré-

sente que si l'intégrale générale était & la fois une fonction algé-
brique, rationnelle et entiére de # et de y, et renfermait a isolé, il
n'y aurait pas de solution singuliére.

Remarque troisitme. — Si la fonction qui, égalée a zéro, satisfait
: T'une des trois équations [F o [F (dF’
al'une des trois équations (da) =0, (dw) = oo, dy) == 00, ne

renferme pas la constante a, alors il 0’y a plus lien & I'élimination
exigée par le théoréme I, et, par conséquent, cette fonction sera une
solution singuliére, si toutefois elle satisfait & I'équation différen-
tielle. proposée sans satisfaire & I'intégrale générale de cette équation
différentielle.

A\

Deuxieme démonstration. — Pour démontrer le théoréme I, nous
avons considéré tour a tour y comme fonction de z, et 2 comme fonc-
tion de y; autrement dit, nous avons regardé les variables « et y
comme dépendantes I'une de l'autre. Nous pouvons démontrer le
méme théoréme en regardant « et y comme indépendantes l'une de
l'autre. En effet, puisque I'équation différentielle

f(z,y, p)=0,
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ne

DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 993

provient de I'élimination de la constante a entre son intégrale géné-

rale
F (w’ Y, a’) =0, (a)

ot la différentielle immédiate de cette intégrale, savoir :

(d—F) dz - (55) dy =0, (b)

dx

il est évident que si, au lieu de supposer a constante, on la suppose

une fonction quelconque de « et de y, le résultat de I'élimination
précédente ne sera pas changé, pourvu que I'équation (b), clest-a-
dire la différentielle immédiate de (a), ne soit pas changée. Or s
on différentie (a) complétement en y faisant varier g, on aura :

3] o+ () o l(‘;’f)[(dw)d o+ (%) ag] =,
T

t 4+ g
=

équation qu'on peut identifier avec (b) :

( dw+

B,

(dlf‘ ) -l \dy

Premiérement, soit en posant simultanément :

da ; da _
'.(iw—)zo’(dy) =0

‘équations qui indiquent que a ne renferme ni %, ni y, ou que @ est

une constante arbitraire, ce qui raméne a l'intégrale générale ;
Deuxiémement, soit en posant :

-

Troisiémement, soit en posant simultanément :

-

- . (dF 1 (dF)__,i.
. - az_v)"—'o’ Ey‘ _(_))



994 SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES.

Quatriémement, soit en posant simultanément :

dF . (‘dF o
@) == \@)==
ou

=0, (&) =o

ce qui montre que les équations (@) —1 et (d—F—‘) 1 ne peuvent
R dz 0 dy 0

subsister indépendamment I'une de T'autre que lorsqu'elles donnent

respectivement & ¢ une valeur fonction de 2 seulement ou fonction

de y seulement. — On voit que les solutions singuliéres devront satis-

faire & I'une des trois équations :

/dF —0 dF __1 (IF)_i
(%)= (@)~ (=5

en méme temps qua l'équation différenticlle proposée, sans satis—
faire A l'intégrale générale de cette équation différentielle, ce qul
démontre le théoréme .

Corollaire. — Supposons que la solution singuliére s=10 ren-
ferme x et ¢, en en tirant la valeur de y, que nous représenterons
par y==¢ (z), et la substituant dans l'intégrale générale, on aura
I'équation F [z, £ (x), a] =0, d'oli on tirera une valeur deaenx
qui, substituée dans I'intégrale générale, reproduira la méme solu-
tion singuliére s=0. — Si la solution singuliére ne renferme que y,
_celte remarque est encore applicable. Si elle ne renferme que z,
alors en en tirant la valeur de o et la substituant dans F (x, y,a)=0,
on aura une équation en ¥, qui donnera pour g une fonction de y
qui, substituée dans lintégrale généréle, reproduira encore la solu-
tion singuliére s = 0. ‘

Tasorkne 1. — Quelle que soit la forme de U'intégrale générale d'une
équation différentielle du premaer ordre & deux varwbles , Uapplication .
des procédés propres & en déduire les solutions singuliéres de cette équa-
tion différentielle conduit toujours aum mémes résultats. Ce théoréme
est d&i, croyons-nous, a Dubamel (vid. son Cours d'analyse, II° part.)
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Dém. — L'intégrale générale F (2, y, a) =0 qui sert de point de
départ dans I'application du théoréme I, peut prendre un nombre
infini de formes diverses, sans que la relation qu'elle établit entre «
ety en soit changée. On peut se demander si ces formes influent sur
les solutions auxquelles on est conduit. Nous disons que non. Pour
s'en convaincre, il suffit de remarquer que le rapport des deux déri~

adF dF . . .,
bes | — — & ; r substitué la .
vées (da) et (dy) sera toujours le méme aprés y avoir su

valeur de y tirée de F—0, quoique chacune de ces deux dérivées

" change quand on transforme I'équation F—0. En effet, si on a une
- quation quelconque F (2, y, =, u) =0, le rapport des deux dérivées

partielles du premier membre par rapport 4 deux des variables u etz

dF
daz . . . .
par exemple, lequel rapport est —d—;— , exprime toujours, au signe prés,
la dérivée de l'une des variables u et z par rapport a l'autre ; dé-
| (&)
ivée qui ffet, 2 —— 122/ . nséquent aprés I'élimi-
rlyee qmrt’ast,en e_ et, o= F par conscquent apres
o wo
nation d'une des variables, le rapport en question ne dépend plus
, S . dF)
' 'y . - . . da/
de la forme de I'équation qui lie ces vamables. Si le rapport “aF. est
T ' _ ‘(dy

constant, il s'ensuit que, lorsque par une transformation de I'équa-

tion F (x, y, a) =0, I'équation (@ ) =0 perdra une solution, I'é-

da/
quation W: 0, l'acquerra. On ‘dira la méme chose du rap-
o
) @) (@
port Y% Done puisque les rapports 921 et 2%/ sont constants, il
dF ’ aF\ " aF ’
(@ &) (a

en rés'ulté que les hypothéses qui rendent ces deux rapports isolé-

- ment ou-simultanément nuls seront toujours les mémes et en méme

nombre, quelle que soit la forme de I'équation F'=0.
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Takorime 1. — Lorsque l'intégrale générale d'une équation diffé~
rentielle du premier ordre & deuw variables est une fonction algébrique
de x et de y, on peut toujours la meltre sous une forme telle que les
solutions singulidres de I'équation différentielle se déduisent de Uintégrale
transformée, uniquement par l'dlvmination de la constants arbitraire
entre cette intégrale et sa dérivée partielle relative & la constante égalée
a zéro.

Dém. — En effet, puisque I'intégrale générale F (z,y, a) =0, est
supposée une fonction algébrique de z et de y, en la multipliant par -
une fonction convenable de z et de y, et en l'élevant & une puis~
sance convenable, on la délivrera de radicaux et de dénominateurs ;

t les quati (dF_i dF it., de 1 formd
el les equations dw)— 0 et @)———3 irees de la transiormee, ne

pouvant plus étre satisfaites en termes finis, il faut uniquement.

: oy . (dF .
avoir recours a lequahon (d-&—i) = 0(%.

{*) Nous allons prouver ici que :
4° On peut multiplier 'intégrale générale d’une équation différentielle du premiar
ordre & deux variables, par une fonction quelconque de x ot de y sans que Pintégrale
transformée cesse de satisfaire & U'équation différentielle donnde. — Soit F (%, y, a)=0,
I'intégrale générale de £ (s, y, p)=0. L*équation f=0 résulte de I'élimination de a entre
dF

z

d
“les équations F=0, et (d—-) dr -+ (—F) dy = 0. Or si on multiplie I'intégrale générale

dy
F=0, par une fonction quelconque ¢ (2,9, a),nous disons que I'équation ¢. F=0, satisfera
encoredl'équation f=0. En effet, la différentielle de 9. F=0 est gdF + Fdp=0, ou pd F=0,
d d
puisque F=0; mais ¢ étant quelconque, on aura (d—F) dz 4 (d__F) dy=0; or a=x(z, y, p)
g y v
€tant la valeur de a tirée de cette dernitre équation, si on substitue cette valeur dans
Péquation ¢. F=0, on aura : ¢ (z, y, x) % F (z, v, %) =0, équation qui n’est autre que la
proposée dont les deux membres ont été multipliés par le facteur ¢ (=, y, ).
20 Il est permis d’élever & une puissance quelconque I'intégrale générale d’une équa-
tion différentielle du premier ordre & deus variables. — Supposons que P'intégrale géné-

m
rale ait la forme 50‘! (z,9,a)— 9, (#,y,a) V ¢, (£, ¥, 4)=0,(a), sadifférentielle sera:
m___ d?a )
d?l—d?z \/?3—7’2‘7'_20' (A)
i m \/?am_[
m —_ .
Mais, en élevant a la puissance #: les deus membres de Féquation g, =g, \/93, on obtient:

v m

?, =9, 93; , (a)
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Rem. —Si l'intégrale générale renfermait des fonctions trans-
cepdahtes de z et de y, on pourrait & la vérité concevoir & la
place de ces fonctions leurs développements en séries procédant
suivant les puissances entiéres, positives et croissantes d'une
fonction algébrique donnée de x et de y, de sorte que, par
cette transformation; l'intégrale générale deviendrait algébri-

ue sous forme de série. Mais alors il pourrait arriver que les

, . (gi_{‘ (dF h Licabl .
equations da;)=°°.’ @)=oo ) ussentAencore applicables, puis-

ld”'(dF t(dF : ient eénéral
que Aes erivees dw) e dy) se presenteralent genera ement sous

forme de séries, et que des séries peuvent devenir infinies, c’est-A-

dire divergentes pour des valeurs finies des variables suivant les—
quelles elles sont ordonnées. Le théoréme III n'est donc vrai que

lorsque I'intégrale générale est algébrique sous forme finie.

et en différentiant :
-1 M1
/ mgalm dgol/= m. q)zm -, dp, 4 502”’. dp_,

ou
) m
\ ?2)7”_1 ?2
dp, — | = dy, —————dyp, == 0. - b
: i (7’1/' P2 m.p" ! s t
Mais (a) donne :
m_
Py =9, \/?3 )
d'ou
Py m___
n_Y%
. ’ - e \m i \m—1
c . . e ys g 2 ] -om___
équation qui, multipliée par (9_’—) ¢, =1, devient (?—) < Pr==\/ Py (1)
- : 1 3
m - : . m—1
L : Py .
Mais (a) donne encore — == -im, d’or -md— = ?—2, -7)-1_4_ —_ %; et, partant :
Py ¢ Pl S -
3 T \/?3 1 \/?am i ?1
P, P
T m—1 (2)

m 9
m——1
Ve, .

En substituant les valeurs (1) et (2) dans (b), cette équation (b) se confondra avec l’éqﬁa-

tion (B). : ,
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Reuarques cintrares.— 1 ° Signification géométrique de certaines solu-
tions singuliéres. — Supposons que I'intégrale générale F(z, y,a)=0
représente une courbe plane, et que @ et y solent les coordonnées
courantes de cette courbe. Si, dans I'équation F=0, on remplace a
par a—|-da, la nouvelle équation F (2,y,a }-da) =0, représentera la
courbe contigué & la premiére (*); et les coordonnées des points d'in-
tersection de ces deux courbes seront les valeurs de z et de y déduites
du systéme des deux ¢quations : F (z,y,a) =0, F (v,y, s} da)=0;

l; mais, :

- .F(z,y,
| F(w,y,a+da)=F(w,y,a)+(d—(;"a—y“))=0;
f ! or
! F(a:,y,a)=0;
| i‘ donc ~
: I do F(z,y,a)
i LT \2%8) g .,
I do
1 Le systéme précédent se réduit donc & F° 0, et (1) —0
‘H e systeme precedent se réduit donc a F(z, y, a)==0, et E)= .
“,‘ Sil'on élimine a entre ces deux équations, on trouvera une équation
ifi * finale s (x, y) = 0, dans laquelle les coordonnées x, y ne cesseront
|

e

pas d’appartenir aux points d'intersection de deux courbes consécu—
tives, mais celles—ci n’étant plus particularisées par une valeur attri-
buée 3 @, = et y pourront représenter les points d'intersection de -
] deux courbes consécutives quelconques. Donc I'équation s (x, ) =0
appartiendra a la courbe lieu geéométrique des intersections succes-
sives des courbes représentées par I'équation F (z, y, a) = 0, lors-
qu'on y fait varier le paramétre a d’'une maniére continue. Par con-
séquent, si nous appelons enveloppées ces derniéres courbes, et
enveloppe celle qui est le lieu de leurs intersections successives , et
si nous remarquons que la solution singuliére se déduit de I'intégrale
générale (quand celle—ci est algébrique et mise sous forme ration-
nelle et entiére) de la méme maniére que I'équation de I'enveloppe
se déduit de I'équation générale des enveloppées, nous pourrons
conclure que : Les solutions singuliéres d'une équation différentielle du

R e e e

e i e

QU
e T S

(*) Nous suivons icilamétaphysique du caleul différentiel, exposée dans les Notions préli-
minaires de V Exposc élémentaire de la théorie des intégrales définies, par A.Hevex; 1854,
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premaer ordre ¢ deux variables, dont Uintégrale générale est une fonc-
tion algébrique, représente les enveloppes des courbes que représentent
les intégrales particulieres de U'équation différentielle donnée. Ce théo-
réme suppose que la fonction F (w,y,¢)="0 n'ait qu'une seule valeur
pour un méme systeme de valeurs de @, y, a; car, sans cela, 1l serait
possible qu'on dat prendre deux des formes différentes de cette fonc-
tion dans les équations des deux courbes voisines ; et alors on ne
pourrait plus supprimer F (x,y, a) dans la seconde. Mais la fonc-
tion F=0 pourra toujours étre préparée, de fagon & devenir uni-
forme de multyforme qu'elle était, pourvu qu'elle soit algébrique. Il
suffira, poi]r cela, d'en faire disparaitre les radicaux.—Nous devons
remarquer que le théoréme précédent s'applique aussi aux intégrales

o L iF , .
particuliéres déduites de (EJ) —0; et enfin & toutes les solutions

singuli¢res ‘des équations différentielles dont l'intégrale générale,

* quoique transcendante, est telle que ses dérivées partielles relatives

A @ et & y ne peuvent devenir infinies pour des valeurs finies en z et

- en y. Maisil pourrait étre en défaut pour les solutions singuliéres des

‘équations différentielles dont l'intégrale générale renfermerait des
fonictions transcendantes de x et de y, dont les dérivées pourraient
devenir infinies pour des valeurs finies de « et de y. — 8i I'équa-
tion F==0 était lin‘éaire par rapport aux variables , y, c'est-a-dire
si elle avait la forme y=—a ¢ (a) + ¢, (a), ou la forme équiva-
lente y==cx -} ¢ (c), le systéme des enveloppées se confondrait mani-
festement avec le systdme des tangentes & l'enveloppe ; et I'équation

o i : d d
différentiellede t —x (_y — L'enve-
! e outesceshgnels seraity=—=w—= - ¥ (--). — Llenve

- loppeest tangente & toules les positions successives de la courbeenveloppée.

Cela résulte immédiatement de ce que I'enveloppe et I'enveloppée
satisfont & la méme équation différentielle du premier ordre, qui

_ . dy
donne une méme valeur de 5, bour des valeurs de x et de y appar-

tenant  un point commun aux deux courbes. Il ne faut pourtant pas
conclure de la que la courbe enveloppe soit nécessairement tangente
& toutes les courbes variables ; cela n'a lieu que pour celles qui sont
coupées par les courbes contigués, et les raisonnements précédents
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ne s’appliquent qu'a celles-la. Or il peut arriver que ce ne soit
qu'entre certaines limites de la constante que cette 1ntersection ait

lieu.
o e . .. [dF dF\ 1 [dFy,
2° Signafication des équations (E) =), (Ea—:) =3 (@) ==

— Lorsque I'équation F (x, y, a) est algébrique, l’équation (%) =0
est I'indice de valeurs égales attachées & I'existence des solutions de
cette équation F= 0, que ces solutions soient des intégrales parti-
culiéres ou des solutions singulitres, car on sait qu'une équation
algébrique est pourvue de racines égales quand elle subsiste avec sa
dérivée égalée & zéro. — On justifie facilement cette remarque par
des considérations géométriques. En effet, considérons un point
quelconque de la courbe enveloppe, ayant pour coordonnées x et 4.
En ce point se couperont au moins deux enveloppées ; donc pour
les valeurs des coordonnées de ce point, la valeur de a tirde de F==0
en fonction de z et de 4 sera au moins double, puisqu’il doit y avoir
une valeur de a correspondante & chacune des enveloppées qui se
coupent en ce pomt. Mais, sur I'enveloppe, l'intersection devient
contact; d’'olt I'on doit conclure que plusieurs des valeurs de @ en
fonction de x et de y tirées de F (z, Yy, a) =10, deviennent égales
pour les valeurs de « et de ¥, qui satisfont & I'équation de Fenve-
loppée. — Quand les courbes représentées par F (z, y,a) = 0, ont
pour enveloppes les solutions singuliéres de 'équation différentielle
dont F==0 est I'mtégrale générale, il est facile de déterminer la signi-
(E) == cc. En effet, (%{): o -

. . dF
n des équations [— | —
fication des éq ( dm) ©: |z

détermine évidemment alors

Fig. 1.
J ¢ la valeur de a qui, pour un
méme v — AP(fig. 1), rend
—Mo o y =PM un maximum ou un
ey R - mensmum dans I'ensemble des
7~ .7 o’ courbes aod, a'0'd’, a"0"d", ...
mw”/ 4 d” )\ représentées - par |'équation
T'——-——P i 5 F (%, y,a)=0, ce qui est un
des caractéres de I'enveloppe.
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aF ., .- .
— De méme |~—| = = détermine la valeur de a qui, pour un
dz 0
méme y = AQ rend # = NQ un mazimum ou un minimum dans

I'ensemble des courbes enveloppées. — La signification que nous

A b 17 e dF j 4 .
venons de reconnaitre a I'équation (&Ti) == 0, F étant une fonction

algébrique de z, y, et a explique maintenant pourquot cette équation
se présente sous la forme contradictoire 1 —0, lorsque l'ntégrale
générale F—0, dont elle se déduit, est résolue par rapport aa. En
effet, Ioréque I'intégrale générale est de la forme ¢ — 1 (&, y)==0,
1 étant une fonction algébrique de o et de y, il faut concevoir que
cette équation est multiple & cause des radicaux qui entrent dans sa
composition, et des valeurs multiples de ces radicaux, de sorte
qu'elle équivaut a plusieurs équations distinctes :

- a—n,(a,y)4——0,a—n2(a:,y)=0,... e—1,(z,y)=0.

Or les portions de courbes représentées par I'une de ces derniéres
équations n’ont plusde points d’intersection; chacune d'elles ne peut
plus donner qu’une seule valeur 4 a; I'équation qui exprimait I'égalité
de plusieurs racines de I'équation en a ne peut donc plus subsister;
et c'est ce que l'analyse nous prouve en nous conduisant & une
égalité absurde. C'est, du reste, ce qui deviendra manifeste par I'un
des exemples que. nous traiterons tantot.

~ 3° Démonstration géoméirique du théoréme I dans le cas ot L'inté~
grale générale est une fonction algébrique. — Nous distinguerons
deux cas : ‘ ‘

A. L'équation F (x, y, @) = 0, n’est pas résolue par rapport a la

* constantg, et a été préparée de maniére & étre rationnelle et entiére.

Dans ce cas, et indépendamment de la théorie des solutions singu-
ligres, on sait que I'enveloppe des courbes =0, s'obtient unique-

IS L ’ ’ . dF '
ment par I'élimination de a entre les équations F — 0 et (Zi_&) =0,

Cela posé, une équation différentielle du premier ordre a deux
variables exprime une propriété commune & une infinité de courbes
planes;;-elle donne pour un systéme de valeurs de « et de y, la direc-
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tion de la tangente au point dont les coordonnées sont z et y. Mais
comme cette direction est la méme en ce point pour les courbes -
représentées successivement par I'intégrale générale loréqu’on'y fait
varier la constante arbitraire d’'une facon continue, et pour les
osculatrices de ces courbes, il s'ensuit que I'équation différentielle
appartient non-seulementaux courbes représentées par les intégrales
particuliéres, mais aux courbes d'une nature généralement diffé-
rente, qui sont osculatrices de I'ensemble des précédentes, c’est-a—
dire qui les enveloppent. Or, dans I'hypothése ot nous raisonnons,
toutes les enveloppes s'obtiendront en éliminant g entre les équa-

. [dF ..
tions F (, y, a) et (3-;)=0. On aura donc aussi, s'il y en a, toutes

les solutions de l’équation différentielle autres que les intégraleé
dF

particuliéres en éliminant g entre F' =0 et (E) =0, ce qul faut

prouver. — Remarquons pourtant que les osculatrices, pouvant se

confondre avec I'une des courbes osculées, les équations F — 0

aF, : . ., e
et E) =0 peuvent renfermer aussi des mtégrales particuliéres

outre toutes les solutions singuliéres de la proposée.

B. L'équation F (z, y, a) = 0 est résolue par rapport a la con-
stante et mise sous la forme @ — n (s, y) = 0. — Pour un méme
systéme de valeurs de « et de Y appartenant au point d'intersec-
tion de deux ou de plusieurs enveloppées consécutives, P'équation
@— 1 (2, y) =0 doit donner pour @ des valeurs inégales en général,
mais qui deviennent égales lorsque les valeurs de z et de y satisfont
al'équation de I'enveloppe, parce que, sur cette enveloppe; l'inter-
section de deux enveloppées devient contact. Ce posé, si nous
regardons la fonction (2, y) comme le z vertical d’une surface
dont z et y sont les coordonnées horizontales rectangulaires, la
surface z — 1 (u, y)=20, devra avoir une forme telle que le = la
coupant en général en deux points au moins, la coupe en un seul
quand les abscisses x et y satisfont & I'équation de I'enveloppe, cest-
a~dire soit tangent 4 la surface pour ces valeurs de « et de y. Le
plan tangent au point de la surface qui a pour projection sur le plan
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des zy le point (z, y) sera donc perpendiculéire a wy, cest-a-dire
que le cosinus de l'angle du plan tangent et du plan xy, lequel

cOSinUS a pour expression s
-1

i

est nul; or la valeur précédente ne peut devenir nulle que si

I'on a isolément ou simultanément (g—z) — '46’ (g—:)=% Donc les
valeurs de a, qu1 conduisent aux solutions singuliéres de’ I'équation
a—T (m,. y)=0sont contenues dans les équations (2—2—) = % (%I) .—_-,,—%,
ce qu'il faut prouver. — Remarquons que la surface z—1 (2,)==0
est touchée par le cylindre vertical qui a pour base l'enveloppe; et
ce cylindre devient un plan vertical qui touche la surface tout le
long d'une génératrice rectiligne, lorsque 'enveloppe est une ligne
droite. S '

Eclaircissons la théorie que nous venons d’exposer en lappliquant &
des exemples. -

Exempre 1. — Trouver les solutions singuliéres de Uéquation différen-
tielle : ) ‘
. ", dy? dy
2 2y L — = 2 =
(m y ) d:Ez - 4’wy d T T O}

dont Uintégrale générale est :-

Cy? — 2y -+ 2?—a2=0.

L ap\ r(dRy 1
Solution. — : i —| =, =] == i ;
olu, zo?@ | Les équations ( dw) o ( dy) g peuvent rien donner ;

on ne peut faire usage que de I'équation (EE) == 0, qui donneici :

= et —2% —2a=0,
et, partant, '
- valeur qui, substituée dans Vintégrale générale, donne I'équation primi-
tive : )
%2 4 a2 =0.
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Cette équation satisfait 4 la proposée, car elle annulle les rapports :

[dF\ dF
(@) _—stary, @) —spesy
dF, 2z & aF 2(y—a)’
() (8;)

et, de plus, elle y satisfait comme solution singuliére, car on ne peut la
déduire de Vintégrale générale par aucune valeur constante de a.

Ex. 1. — Chercher les solutions singuliéres de l'équation différentielle :

V2 (x+m) ) / dy 1 o
ff;(y——mw)s_ls(m_d_w)'*'(y—mw)z*o @
dont Uintégrale générale est : i
F=_2%tm + (y—mz) —a=0. @)

- (y—ma)?

\ ' r . [dF .. . . .
Sol. — L’équation [~——|— 0 est ici contradictoire; on doit donc re-
. q da

. . . [dF ar
courir aux equations (— =w el (—|=w.0rona:
, dz dy

—_—_— —

(dF)=i__2(a:+m) (y—mz)* —2 (x4 m)

: dy (y —mz)* (y —mz)? ’
aF\ _r2(z+m) 1 _ 2m(@+m)— (y—ma)* m+ (y—ma)
(dﬂ) ~l:(‘21~mw)3 ]m+(y—mw)2_ (y — mz)® ’

et la valeur qui rend infinies ces deux expressions est :

$ =y —mzr= 0. (3)

Cette équation s==0 est une solution de Iéquation (1), car elle annulle

(dF dF

i, ) -
les rapports : =7 el 7aFy e de plus, elle est une solution singuliére,
=) ()

. car on ne peut la déduire de (2) par aucune valeur constante attribuée i a.

Ex. . — Trouver les solutions singuliéres de l'équation différentielle :

3(z+m)]dy 1
T K=y L S
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dont [ intégrale générale est :

AF=w+m-§-y—mx—a=0. (2)

y‘&

, . ar
Sol. — L’équation (%) = 0 est contradictoire. Il faut donc recourir

o

. [dF i (dF
aux équations (—) =-e (——\ = % Elles donnent :

dx 0 dy/
dF 1 _3(x4+m)_ yt—3(z+4m
d.’]: y!l' o yk ’
(dF 1 i —my?
dy) v’ y*

Or une senle et méme valeur s=y=0, rend infinies ces deux dérivées.
Nous disons maintenant que cette valeur est une solution de I'équation (1),
car elle rend nuls les rapports :

dF aF
) , (i)
dFy * JaF’

(&) (@)
mais elle est une intégrale particuliére correspondante a une valeur infinie
de la constante a.

~-Ex. IV. — Trowver les solutions singuliéres de Uéquation différentielle :

d 2
=g~ (V= mrm=0, )
dont Uintégrale générale est :

. -Sol. —1.’équation (E‘ =0 ne peut rien donner, car (2) contient a isolé;

RSP L/ AR | S .
I’équation (d_a;) = De peut conduire & rien non plus, car (2) est algé-
. g R . ys . aF 1 .
brique rationnelle et entiére par rapport & x. L’équation @)= 0 doit

donc seule étre essayée; elle donne : -
FRE T (‘dF) (y - )_% 1
=] =(y —n _—
d . i ey
y Vig—mn)p?

65
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On rend cette dérivée infinie en posant y —n=0. Cette derniére équation
)

C da ,

est une solution singuliére de (1), car elle annulle le rapport —apy et ne
)

peut se déduire de l'intégrale générale par aucune valeur constante atiri-

buée a a.

Ex. V. — Trouver les solutions singuliéres de U'équation différentielle

dy ' -2
f=@—m(a:——n) 4=0, (1)
dont Uintégrale générale est :
1
F=ly—m(x—n)*4+a=0. 2)
dF' dF . '
Sol. —On a: (%—) =‘1 =0, et <@) =4 =00 , équalions absurdes.
L’équation
(@ i m
dx ) 0 3
d(x—mn)4

pelit donc seule donner les solulions singuliéres, s’ll y en a. Or, on satis-

fait & cette équation en posant 2 —n ==(). L’équation x==n est une solu-
dF

VI ' : da,

tion singuliere de la proposée, car elle anaulle le rapport —d%, et ne peut

(Ea?

se déduire de I'intégrale générale par aucune valeur constante attri-

buée 4 a.

Ex. VI. — Trouver les solutions singuliéres de léquation différentielle :

. dy dy?
f—y——ma}—w‘/l-{—‘@: )

dont Uintégrale générale est :

F =22 4 y?> — 20z = 0.

. . [d . . . :
Sol. — L’équation ( dF) = 0 peut seule étre appliquée ici; or elle donne:

a
dF
@) ===
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d’on : ' .
E @X — O’
dF

‘ ’ da |
solution de la proposée, car elle annulle les rapports = 7

aF\~ T z—a’
et—j—%= — 2, Mais I'équation &==0 ne satisfait 4 la proposée que
y
(@)

comme intégrale pariiculiére correspondante 4 une valeur infinie de la
constante de l'intégrale générale.

Ex. VII. — Chercher les solutions singuliéres de I'équation différentielle :

dy

s =4 2L%,

dont Vintégrale genemle est :
y= (w + a)2, ou 2= \/y—a.

. . d
Sol. — Sous la premiére forme, il faut employer I'équation (d_f)

|
L&

x4+ a=0,
et conduit, par conséquent, & 'équation primitive :

y=0.
Quand I'intégrale générale est sous la forme : x+a= v7, on doit em-

ployer I'équation (——) == o0, qui donne immédiatement y=0. Cette équa-

dy
tion y==0 satisfait évidemment & la proposée; et elle est une solution

-~ singuliére, car on ne peut la déduire de l'intégrale générale par aucune

valeur constante attnbuee aa. -

Ex. VIIL. — Trowver les solutions singuliéres de Uéquation différentielle :

dy
d.:zc3

2 —
= 8y by Frs)
donit Lintégrale générale est :
' y=a(z+a)
i , . (dF .
Sol. — 1i faudra employer 'équation (BE) = 0, qui donne :

(@ 4 a)2 + 2 (& + a) =0,
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. . z .y
équation dont les deux solutions sont a =—ux el a=—=. La premiére
B}

de ces deux valeurs substituées dans I'équation y=aq (x+ a)? fournit
Vintégrale particuliére y =0, qui correspond aussi 4 une valeur nulle de
la constante. La seconde conduit & la solution singuliére

4
— —— 3:0'
y—a7%

Supposons l'intégrale générale mise sous 1a forme Vy—aVa—vai=0,
. . . dr dF 1
il faudra alors employer les deux équations [——} —0 et [——| —=~. La
da) dy) ~0
premiére donne a = — % quiconduit & la solution singuliére; et laseconde
donne 'intégrale particuliére y =0,

Ex. IX. — Déterminer les solutions singuliéres de U'équation différentielle :

— 1 1
if (# —m)2 T (& — m)s V(m-——m)é—}—/wy dy
Lt 2 y? o

14

(w— m)i-$ V(w-—- m)%—{-/my )

8y2 (z — m)"—

au moyen de son intégrale générale :

1
a(x—m)*+a2y—x=0.

dr

. . .. . . dF
Sol. — 11 faudra employer ici les équations (Ea_) =0 et

La premiére donne :

1
(@ — m)¢ + 2ay =0,

d’oti 'on tire la valeur :
1T
(z—m)s

2y o
qui, substituée dans I'intégrale générale, conduit 4 Ia solution singuliére :

a —

] :I by +- Vo —m=0.

! N , . d 1
- h' L’équation (ﬁg) =0 donne :

’[ a——4(a:——m)%_1
RN
1 - « d(z—m)+
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d'otx I'on tire 1a nouvelle solution singuliére : -

z—m=0.

Ex. X. — Déterminer les solutions singuliéres de 'équation différentielle :

2 dy Y/ — :
. 21k b Vy—mn__
Vy—n L S—— 0,

au moyen de son intégrale générale :

ar—m-4+ \Jy—n —a2=0.

. . dF dF 1 [dF 1
Sot.—Ilfaudra employer les tnims équations (EE) =0, (d_w) =5 (Eg) =5

La premiére donne azé\/m qui, substituée dans Uintégrale géné-
rale, fournit la solution singuliere:
 g—mAAiVy—n=0.
La deuxiéme donne immédiatement la nouvelle solution singuliére :
z —m=0.

Enfin, la troisiéme donne aussi immédiatement une autre solution singu-

liére encore, savoir :

y—n=0~0.

Donnons maintenant quelques exemples géoméliriques.

Ex. XI. — Trouver une courbe telle que toutes les perpendiculaires abais-
sées d’un point donné sur les tangentes & cette courbe soient égales.

“ Sol. — Prenons pour origine des coordonnées le point donné ; soit (x, y) .
un point ‘de la courbe cherchée; la tangente en ce point & cette courbe
serat < T :

) e dy

U—yﬁﬁ(g—m);

~ etla perpendiculaire A cetle tangente menée de l'origine sera :

dx

V= — — &,

dy

v el £ désignant les coordonnées courantes des deux droites. Les coordon-
~ nées de leur point de rencontre seront :

dy dy dy
B L S i

dz? dz2
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Mais, d’apres I'énoncé, la distance de ce point & I'origine doit conserver
une valeur constante, malgré les variations de x et de y. Appelons ¢ une
valeur constante, on aura :

p=\EF

1’équation différentie]l,e de la courbe cherchée sera donc :

dy " dy?
e 1 — =={).
ToY P\/ +o5=0 (1)

1l s’agit maintenant de voir si I'équation en termes finis de cette courbe
satisfait & I'équation précédente comme intégrale générale ou comme so-
lution singuliére; or, I'énoncé du probléme nous fait voir que la courbe
cherchée doit étre 'enveloppe de toutes ses tangentes : elle doit donc étre
comprise dans 'équation différentielle comme solution singuliére. Pour
obtenir cette solution, il nous faut déterminer I'intégrale générale de (1);
or, cetle intégrale générale est :

y—azr —p\/1—a2=\(. (2)

e . [AF . . .
L’équation (&E) = 0 est seule applicable ici; elle donne_;

2 __—.. )
VI a2
L’élimination de a entre (2) et (3) donne la solution singuliére de (1,
savoir :

z 4

z* + y:—pi=0, (4)

équation d'un cercle ayant o pour rayon, et I'origine pour centre (fig. 2).

L’intégrale générale (2)
appartient au systéme des
droites, dont la pluscourte
distance & I'origine est p, et
gui coupent I'axe des y &

une distance p Y1 4-a? de
Iorigine. Ilest clair que ces
- droites satisfont, dans la
: \ généralité mathématique,

ala condition du probléme;

mais que la seule solution
quon ait pu avoir en vue
est donnée par le cercle (4).

J Cette remarque est appli-
cable 2 tout probléme géo-

Fig. 2,
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métrique qui conduit & déterminer une courbe par une équation différen-

tielle de la forme :

.y dy\

forme dans laquelle se trouve comprise I'équation (3).

Ex. XII. — On donne une ellipse rapportée o son centre et d ses axes; et
on demande la courbe enveloppe de toutes les positions d’un cercle variable de
rayon, et dont le cenire se meut sur le grand axe de Uellipse, de maniére que
Pabscisse du centre de ce cercle et son rayon soient toujours Uabscisse et

Uordonnée de Uellipse.

Sol. — Soit :
2 )
@ Y

m2 ' n2 ?

I'ellipse donnée. Cherchons I'équation du cercle variable; a désignant
Pabscisse du centre, I'ordonnée sera nulle, puisque ce centre est sur ie
grand axe de lellipse que nous prenons pour axe des abscisses; son rayon
sera la valeur de y tirée de I'équation de l'ellipse quand on y fait x=a,

, 9 n —— . ,
¢ est-2-dire E\/ m?—a?. Donc, si nous nommons ¢ el v les coordonnées

courantes de ce cercle, son équation sera :

2

(é——a)2+v2——;z—;(m2—a2)=0; (1)

et la courbe .cherchée sera la solution singuliére de I'équation différen-
tielle dont (1) est l'intégrale générale. Prenons donc la dérivée partielle
de (1) relativement & a, et éliminons a entre cette dérivée égalée & zéro,
savoir :

m2 & — a{m?2 4 n?) (2)

‘el 'équation (1), et nous aurons :

52 v

Y 3

pour I'équation de la courbe cherchée. Cette courbe (fig. 3) est encore une

ellipse eoncentrique avec la premiére, ayant le méme petit axe 2z et un
grand axe 2VVm? +Fn? plus grand que celui 2m de 'ellipse primitive : c’est,
comme on le voit, le double de I'hypothénuse d’un triangle rectangle ayant
pour cotés de I'angle droit les demi-axes de Vellipse primitive. 7
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Nousallons montrer.que, dans le probléme qui nous occupe, Penveloppe
n'est tangente qu'a une partie de la série des enveloppées. En effet, des
équations (2) et (3) on tire :

g=“(m2f”2),u; + n\/1 _m+ w2 a?

mé

pour les coordonnées du poini de
contact de I'enveloppe avec les enve-
loppées qui répondent 4 deux valeurs
contigués du paramétre a. 1| y aura
donc contact de I'enveloppe avec les
circonférences dont I'abscisse du
cenire satisfera 4 la condition de
réalité de la valeur de vs SAVOIr :

3
a< 4+ "

RV -+ nZ

(On ne considére que la valeur absolue du second membre). L’abscisse du
cenlre de la derniére circonférence touchée par I'enveloppe sera :

2

a —= i m\.
S VmE 2
m2
Les circonférences pour lesquelles a > + et a <m sont inté-
V2 n2

rieures a I'enveloppe et ne sont Pplus touchées par elle.

- Les deux circonférences (symétriquement placées par rapport aux axes)
' Fig. k. qui limitent de part et d’autre la

: région des enveloppées que touche

I'enveloppe, se construiraient facile-

ment dans le cas ou Iellipse primi-

tive deviendrait un cercle

22 - y2 = ¢2,

En effet, sans répéter des calculs

parfaitement analogues aux précé-
I R »

den(s, remarquons qu’on identifie les equations —, + e leta?4y2=p2

en posant m==n=r, en sorle que, dans le cas actuel, les abscisses des
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1 —
loppe centres des circonférences -limites seront a == -4 57 V2 pour celle de
. des
’ droite; et a = — T——;/— pour celle de gauche, quantités qu’on construira
facilement, car elles sont (abstraction faite du signe) le sinus de 45° dans
le cercle donné.
: Ex. XIIL. — Etant donné un cercle invariable et un point fixe, trouver la
i de courbe enveloppe de toutes les circonférences qui ont pour diamétres les cordes
enve- du cercle donné, déterminées par les sécantes menées du point fixe.
leurs ;
aura Sol. — Prenons pour origine le point fixe donné A; et prenons pour axe
ec les Fig. 5. des z, le diamétre
: duo du cercle donné
n de dont le prolonge-
‘ ment passerait par
le point A. En dési-
gnant par m l'abs-
cisse 04 ducentre
du cercle invaria-
se du ble, et p’a'r p Son
rayon, l'équation
de ce cercle sera :
Y2+ (@ —m)*=p2
Soit y = ax, I'é-
inté- quation de l'une des sécantes; les pomts d’'intersection de cette sécante
avec le cercle O seront :
_mtvpPIF@ —wa
axes) S‘” = T+a2
re la 1o Pomt
ouche (y r'm-}-\/‘o?. 1.+a2)—m2a2]a. N
. . ) H
‘acile- i1+a
orimi- S _m—\/p2(1+a2)—m2a2
o 1 4 a2 ?
F 2° point : +
—Ve2i -1-a~)—~m2a2
S y= 1+ a a.
alculs TR .
récé- La ,\!on)gwl__i(ejirf«, de la corde qui joint ces points sera :
2 p2 . :
) 2 T
s des » \/ £ 1+ a?
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et les coordonnées ¢, » du milien de ceite corde :.

. m v — am
1+4+a2 140

L’équation du cercle décrit sur cette corde sera donc :

£

am )2 , ma?
= p2

(E—ﬁ)u(u—m “ife

1l nous faut maintenant chercher la solution singuliére de I'équation dif-

férentielle dont I'équation précédente est l'intégrale générale, a étant la

constante arbitraire. Pour cela, il faudra éliminer a entre cette équation
roe g . . \ .|

et sa dérivée partielle relative i a, savoir :

a (824 v m2—p2) o =0,

ce qui donne pour I'enveloppe une courbe du 4° degré, ayant pour équa-
tion : -
(42— m2)2—m? (24 v2) =0.

Ex. XIV. — Trouver la courbe enveloppe de toutes les ellipses concen-
triques dont les directions des axes coincident et dont la somme des diamétres
principaux est constante.

Sol. — Prenons pour axes coordonnés les directions des axes de loutes
ces ellipses; appelons m la somme constante des diamétres principaux
et a le demi-diamétre dirigé snivant I'axe des = d’une quelconque des
ellipses; son équation sera :

&2 oy

@ T n—ap =

La solution singuliére de I'équation différentielle dont I'équation préceé-
dente est I'intégrale générale, c’est-a-dire I'équation de I'enveloppe cher-
Fig. 6. chée, s’obtiendra en éliminant a entre les

équations (a) et _ ;
i x? y?
- = b
3 a® (m - a’)3 0. ( )
e €Cette élimination parait, au premier abord,
, trés-difficile, car I'équation (a) est du qua-

trieme degré, et I'éguation (b) du troisieme
degré par rapport A a; mais 'emploi des
exposants fonctionnaires la rendra en réalité
tres-simple. En effet, mettons d’abord I'équa-
tion (b) sous la forme :

1. il {a)

2 a3
y*  (m—a)¥
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’ g nous en Lirerons :

2
a x3
m— a,=_E ;
y®
uite :
et, par s s B
- mxs mys
a=—£-——£ etm—a=——£————£,
a3 4y a3 497
on dif- . o I'é . ]
valeurs qui, substituées dans I'équation (a), donnent :
tant la L R 2 2 s
[uation E ) w2 (a8 + y5)? | y? (a7 97 )2
) . - 3 + Z =1,
m2 xs m2 y?
ou :oz 2 2 22
équa— . AN A + ys)z_*_ys (w3 +y3 )2=m2,
“ou enfin : '
2 2 2
zd -+ y = ms,
oncen- - équation d’une épicycloide engendrée par le roulement d’un cercle de
umetres ". rayon % sur la concavité d’'un cercle de rayon m.
. toutes - “Fx.XV. — Trouver la courbe enveloppe d’une droite de longueur constante
cipaux et de direction variable, mais dont les extrémités sont assujetties a rester,
ue des . B Pune sur Uaxe des X, Uautre sur Uaxe des y.
; . Sol. — Soil :
.7 y=ax + b,
(a) E | :  Fg.T. la droite donnée, et 1 salongueur
L / ‘ - oy constante. Cette droite coupera
précé- 5 . o 1 3
; e : es axes des x et des y a des
e cher- : PRSP FICERCRIRNE I G . N .
tre los -, ' S distances de 'origine exprimées
] - respectivement par — - etb;on
(5) ‘doit donc avoir par les condi-
. tions du probléme :
abord, e a2 4+ 1 52
n qua- e 7
visieme : d’ou
loi des [ b— a)
réalité : } Vi a?
I'équa- : _ TR R ‘ L’équation.des droites envelop-

pées est donc :
| ax

VIFal

(a)




5 , 1016 SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES.

| Pour avoir la courbe enveloppe, il nous faut éliminer a entre (a) et sa
f dérivée partielle relative i a, savoir :

ce qui est la méme épicycloide que dans I'exemple précédent.

by \
f &+ ————=0. (b)
| (1 + a2
I” Cette derniére donne :
i L 2 z 2 : 21
Hi 1 J— —
{'{f (1 + az,ﬁ:—‘l—j, 1+ g2 =)—:,\a2= X8 za;s’ a [as lws]z’
fll o z5 0 i
l
][l valeurs qui, substituées dans (a), donnent :
m | 2 2 21 33 sy
z! ’ Y= 23 (U8 — %) — 33 ()3 _ g3)3,
I ou:
| 2 23
| | y=— [ — a3y,
i on, enfin :
n, L
i! z3 + Y 3= )35 .
|

Ex. XVI. — Concevons un point matériel pesant lancé de lorigine des
coordonnées et dans le vide sous un angle de projection ayant a pour tangente ;
st nous complons les ordonnées y verticalement de bas en haut, U'équation
de la trajectoire du mobile sera la parabole : '

1+ a2 8
% x2=o0/("). (a)

F=y—ax +

* Soit (x, y) le lieu du mobile au bout du temps #, compté & partir de Vorigine des coor-
- . données; appelons v, la vitesse initiale, « Pangle de projection sur ’horizon; les deux com-
- posantes de la vitesse seront : v, cos « suivant 'axe horizontal des x; et vysin o suivant'axe
. ) . 2
vertical desy ; donc si g représente la pesanteur, on aura: 2 =1vyf cos «, y =y, £ sin &« — %— ;
2 .
9z

et,en €liminant #, on obtieadra : y:a_;: tang. o — pour I'équation de Ia trajec-

Qvozcosza

S 3 . T e v 2 n .
I ; toire. Si, dans cette équation, nous faisons ip=-L_ et tang. a=a, et si nous remarquoas
: -y

Ii‘:?l 2, — 1 — 1 — L 1 .y — __4 a? 2 s

llij“ que cos?a = ——— = TFigia =~ T¥ar’ elle deviendra : y = ax Z2, qui est
it hi{’ Jjustement I'équation (z) du texte. Elle représente une parabole dont le grand axe est ver-
I : . L dy , ap atp
; ” Mi tical, et dont le sommet, qui répond atﬁ:O,apour coordonnées: xr= TFat V= A+ ar]
£ i .
4 i : 24,
“ ‘,”}lf“ Elle coupe 'axedes = & Vorigine et & une distance de Porigine exprimée par z =ﬁ_—€—z-;
,n I {U, c’est cette dernibre quantité qu’on nomme amplitude du jet,
i |
tl‘
v |
e il
- i

|

T e e
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Maintenant on fait varier sans discontinuité l'angle de projection, et, par suite,

le paraméire 2, €l I'on demande la courbe enveloppe de toutes les paraboles

qu'on obtiendrait ainsi.

Sol.—Ona: ' .

d’out :

a=£etm—0.
m —

Cette derniére valeur n’est qu’une»intégrale particuliére del'équation diffé-
rentielle dont (a) est I'intégrale générale; et elle correspond & une valear

infinie de la constante a. Mais si I'on substitue la valeur a =£ dans (a), on

~ aura I'équation de I'enveloppe cherchée. Cette équation est :

p* —2py — a2 =0, (=)

cest-A-dire une parabole ayant son foyer a l'origine, I'axe des y pour
grand axe, et 2p pour paramétre. — Montrons, sur cet exemple, comment

il se fait que I'équation (%) =() ne soit pas applicable, lorsque F=0 est
- résolue par rapport d a. A
cet effet, résolvons I'équa-
tion (a) par rapport 2 a, il
viendra :

~ Fig. 8.

a=PEVP=Wy—a®
&

On voit que @ a deux
valeurs en général inéga-
les, mais qui deviennent

- égales par les valeurs de
et de y, qui satisfont a I'é-
quation (=) de Ienveloppe.
L’équation (c) équivaut
donc aux deux suivantes :

(¢), a= — \/F— 2py — 2
@ ! x

P+ Vpr—Ypy—a?

(c").

aq-=

L’équation (¢") subsiste pour t_bus les points de la parabole enveloppée
situés sur la portion mo de la courbe (m est le point de contact de la para-
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bole enveloppe et de.la parabole enveloppée) ; et Péquation (¢') subsiste
2 son tour pour tous les points situés sur Ia portion mn. En effet, le
bindme ax — p (qui a pour valeur + VPE=3%py — 2) et dont le premier
terme représente 'ordonnée de Ia tangente o7 mende 3 la parabole enve-
loppée par origine des coordonnées et dont le second terme est une
constante égale au demi-paraméire de la parabole enveloppe, est évidem-
ment négatif pour x==0. Il diminue numériquement de valeur pour des
valeurs croissantes de x, tout en restant négatif, ju_squ’é ce qu’il s’annulle
quand x satisfait & I'équation p2 — 2py — 22 =0, de Ienveloppe, cest-3-
dire quand x devient I'abscisse du point de contact de I'enveloppe et de -
Venveloppée, abscisse qui, en effet, est égale d p. Si x continue 3 croitre, le
binbme ax — p devient positif, et sa valeur n’est plus donnée par I'équa-
tion ("), mais par I'équation (¢"). Ainsi le point de contact de chaque enve-
loppée avec 'enveloppe divise enveloppée en deux arcs paraboliques, sur
'un desquels la valeur de a est donnée par I'équation (¢"), tandis que sur
T'autre elle est donnée par I'équation (¢"). Toutes les portions de paraboles
représentées par I'équation (¢”) n’ont donc d’autres points communs entre
elles que lorigine; toutes les portions de paraboles représentées par
Iéquation (¢) n’ont aucun point de commun; voild pourquoi I'équa-
tion ({ﬁ) =0 appliquée a ces équations ne peut rien donner, bien que les
paraboles (a) aient des intersections successives; c'est que, justement, ces
intersections sont les points de raccordement des arcs de la série (¢') avec
ceux de la série (¢"). — Quand Iéquation (a) a la forme (c), on emploie,
. , . dF 1 /dF 1 )
comme on sait, les équations ( cﬁ:—) = ( @—) =={> qui donnent :

b

(dF)_$p2j: 2py —p Vp? = 2py— a2
dz z? \/p? —2py —a?

dF _ P
@)=

% @ VPP =2y —a?

’

valeurs qu’on rend simultanément infinies par I'intégrale particuliére x—0,
ou la solution singuliére :

p2—2py — 22 =0,
Ex. XVIL.— Or donne deux droites de longueurs déterminées et ayant une

extrémité commane; et on demande la courbe enveloppe de toutes les droites
qui divisent ces deuzx longueurs en parties réciproquement proportionnelles.
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Sol. — Prenons les droites données OX et OY, comme axes coordon-
nés obliques; la droite b aura pour équation :

Fig. 9. y=azx + b,
d’ou l'on tire :

06 — b, 06— — °;

a

donc, si nous faisons
OX—m, 0¥ = n;
d’olt résulte :

a¥Y=n—b

X etbX—=m+ ;‘I:’
on aura, par les conditions du probléme :

0a:eY=0X: 00,

ou
b b
ben—b=m4-:—=3
+a, a’
d’ou l'on tire :
_ amn
a/m--'n’

valeur qui, substituée dans I'équation : y = ax + b, donne :

amn

== A&
y +am_n,

pour I'équation générale des enveloppées, a étant la constante arbitraire.

mn2
(am—n)2 0,
pour en éliminer a. Cetle élimination effectuée, on obtient pour la courbe
enveloppe la parabole :

. . - dF
Cette équation doit étre combinée avec (EE) =0,oux —

m2y? — 2mn xy + n2c? — 2m2ny — 2mn2x 4 m2n2 = 0.
Y

Les courbes obtenues ainsi par des systémes de lignes droites se nom-
ment courbes de raccordement.
Ex.XVII.—Déterminer les solutions singuliéres deléquation différentielle :
dz dy —0
Vet po+va? 40wt Lt Ve By 4wyt + 8 L eyt
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dont Uintégrale générale est :

0.

—(z—y) Vet (zF ylF (@ L y)2

Sol. — On trouve :

F= Vet o tw? £+t + Vet iy T 2 T £ o

= =y
l I
N R
> >
1 r
) [}
+ +
) A
e N
: + . -+
INTEES N
> TS )
= 8 YRS
[ — [
2RIR 2RI
{_ | I
|
o o
+ +
N S
> >
\'V ——
I I
sIs318 3isfzle
 — e —

en posant :

a 4 gx 4 y22 + o3 + exs,
« By + 197+ Yt + eyl
C=3(z+y)++(z+y2

4
B

On satisfait aux équations (1) de I'une des trois maniéres suivantes :

(2)
(3)

X —y =20,

A—0,

).

pondante & a =0 .

0.

B

est une intégrale particuliére corres

En effet, 'équation F =0, donne :

L’équation (2)

$

- C,

1

A2+Bz]2
(z—y)2

1

[

a

valeur qui devient infinie pour

kX
]

=
- -~
[72]
=
k=
3
=
3
w2
)
=
=
o
&
[<b]
w2
D
Nt
=
3
- p—
—d
2]
S
T
o
—
=

ne soit pas nul. De méme B -—0, sera une solution

d4d
dz

)

singuliére de la proposée, pourvu que

guliére, pourvu que (

dB
dy

équation différentielle donnée sont donc de la .

=% y=u, u élant une des racines simples quelconques de

’équation :

) ne soit pas nul. Toutes les

solutions singuliéres de I’

forme

X

sub + oud - yu2 4 gu 4 «

0.
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KE. — TakoRIE DE M. TIMMERMANS,

Soit F (x,y, a) =0 l'intégrale générale supposée algébrique de
Iéquation différentielle f(w, y, p) = 0. Imaginons-ld délivrée de

dénominateurs et de radicaux, et appelons » I'exposant de la plus

. e . y .. o
haute puissance de @ quelle renferme. On en tirera pour a, # va-

leurs a,, ay, a,,... @ en fonction de « et de y, en sorte qu'on aura
identiquement : ‘ .

Fen (a—a1) (a—a,) (@ — a,)... (a=a,) =0 (")

~* Orsi on combine I'équation F== 0 avec sa dérivée partielle relative

. . , . dF . ..
habgalée & zéro, c'est-a-dire avec I'équation (d—> ==0, 1| est visible
a

'qu 'on exprlme par la l'égalité de pluswurq valeurs de @, en sorte

que le systéme des deux équations F=0, (Zf) =0, tient lieu de

'une des éqaations que I'on déduit de la suivante : g, ==a, en
donnant 4 ¢ et & & successivement les valeurs 1, 2, 3, ... ». Main-

- tenant, quant & la signification géométrique de cette équation

a, =@, , on reconnait aisément qu'elle appartient & tous les points
d’intersection des courbes représentées par a—a,=0, et a—a,=0,

et pour lesquels la constante arbitraire a la méme valeur de part et
d’autre. Donc I'équation finale, résultant de 'élimination de g entre

. les équations F=0 et (odl—F’)zﬂ, appartient aux différentes courbes
T a

lieuxxgéométriques des intersections deux i deux des intégrales :
e —a;=0,a6—a,=0,a—a¢=20,..a— a,=0 -

Cela posé, si les fonctions a,, Gy, 4, ... au sont rationnelles., les

équations _précédentes appartlendront en général 4 des courbes

dxstmctes ab albl, @;b,, ... ap—1 by_y (fig. 10) et qui pourront étre

{*} Ce signe e=ssignifie identique a. Il a été employé par M. Pagans, dans une Note sur
Véquation AB=C (Mém. de V4cad. de Bruzelles, t. XI). . )
66
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[Fig. 10. d'une nature différente. Mais si
la résolution par rapport a a de
I'équation F (z, y, a) = 0 intro-
duit un radical dans a,, a,, a,,...
au,ces fonctions ne différeront
que par le fait de la multiplicité
des valeurs de ce radical ; et les
équations a—a,=0, s —a,=0,
...a——a, =0 devront alors étre
2 considérées comme des cas par-~

ticuliers d'une équation plus gé-

nérale, dans laquelle le radical
Fig. 1. aurait conservé toute sa généralité; les

courbes ab, ab,, a,b,,...au1b,—1 ne se-
ront plus alors que les différentes branches
d'une méme courbe o (fig. 11), et I'équa-
tion a,=a, appartiendra encore aux lieux
géométriques des points qui’ séparent les

différentes branches, c’est-a-dire des points
pour lesquels les racines g, et a, sont égales.
Maintenant, comme I'équation F = 0 -est
. est du «°™ degré, les valeurs de ¢ qu’on en
tirera renfermeront en général plusieurs radicaux, et l'on aura
toutes les racines a,, a,, a,, ... gz en combinant de toutes les ma-
nidres possibles les valeurs de ces radicaux. L'équation a,—a, qui
exprime ['égalité de deux au moins des valeurs de g, entrainera
dong I'évanouissement de I'un des radicaux. Or on peut faire dispa-
raitre un radical , soit en égalant & zéro la fonction ¢ placée sous
lui, soit en égalant & zéro un facteur ¥ placé en dehors, de sorte
que les équations =0, ¥— 0, remplaceront I'équation g,=—a, et
représenteront encore la courbe 00'o” ... (fig. 11). Supposons, actuel-
lement, que I'une des équations =0, ¥=10, satisfasse & I'équation
différentielle f(x, y, p)==0, ce qu'on vérifiera aisément, alors la

[DIIRIL

courbe 00'0"0"" ... (fig. 1) sera enveloppe de toutes les courbes aod,
a'o'd’, a"0""d" ;. ..; et cette équation e=—0, ou ¥=0, sera une solution
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Mais si ; ~ singuliére de f=0, st la courbe 000" ... est distincte de toutes les
aade : . courbes aod, d'o'd’s a"0"d", ..., c'est-2-dire si elle n'est pas ren-
) intro- " fermée comme cas particulier dans I'intégrale générale. De plus, les
y Ogy .. - 1 solutions singulidres obtenues ainsi seront les seules, car, par le
sreront : ' - théoréme III, n° I, elles sont toutes renfermées dans I'équation ré-
inlicité : L dF o
iplicité sultant de 'élimination de @ entre F—0 et (E;) =0, et cette équa-
et les _ ) . ) ' o
0 tion est identique avec I'équation g,—a,. On a donc le théoréme

1.—
P .
s dtre : ' -suivant :

a ) Pour obtenar les solutions sinquliéres d'une équation différentielle
\S r- . > . 7 .
[ SP ob du premier ordre & deux variables dont U'intégrale générale est une
us gé- (

8

oe g6 i fonction algébrique , o faut résoudre cette intégrale par ‘rapport & la

6 1 t B "constante arbitraire. Si la valeur de a ne renferme pas de radical , il
é; les i I AR . ,
o n'y aura pas de solution sinquliére; dans le cas contraire, on egalera
ne se- . : : .
h a zéro les fonctions placées sous les divers radicaux ou les fonctions
-anches e b . . - TR P
1'é qus les multiplient ; et su ces équations satisfont & léquation différen-
équa- S c . A -
lq ux - tielle proposée, sans satisfaire & son intégrale générale, elles seront les
x lieu S
1 solutions singuliéres cherchées.
ent les : L Ll A
; points 1 -~ . Bem: ] — M. Timmermans a tiré de sa théorie un moyen trés-
égales. g  sunple de distinguer parmi les équations qui font évanouir les divers
=0 est 2 radicaux de la fonction ¢ — 11 (z, 4)—0, et qui satisfont & cette équa-
u'on en tion, celles qui sont des solutions singuliéres de celles qui sont des
n aura  f intégrales particuliéres. D'aprés le plan que nous avons adopté,
es ma- nous devons renvoyer I'exposé de ce moyen a I'art. Il de ce chapitre.
:ak qui ) ' ‘ . ) e ’ . i ' . vy .
X 1 - Rem. II. — 1l pourra arriver que la résolution de I'équation
rainera ] o ‘ A o . i .
di | F (2,9, a) ==0 par rapport 4 a, soit impossible ; mais le probléme
ispa- . : : o Y 2 . ;
(4SP ] n'en doit pas moins étre regardé comme résolu, puisquil est ramené
e sous , o . ’ . i .
3 aunautre qui le précéde darns I'ordre analytique,
e sorte )
=a, et ExeurLE. — Chercher les solutions singuliéres de Uéquation différentielle :
actuel- : B B 9 gy R _ ‘
. . —_. = 11 4 4dVy—n
Juation E o Vy—m do A\/1+7—:‘mﬁ=0’
ilors_]a g 1 awmoyen de son intégrale générale :
'es aod, : '

olution E BN AVE—m4 Ly —n—ad=0.



~forme finie, ce qui est le cas le plus ordinaire. Nous aurons &
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Sol. — Résolvons I'intégrale générale par rapport a la constante, nous
aurons : :

a_—_—%[\/wji \/w—m+4 \/y——n]=0.

Or on fait disparaitre successivement chacun des trois radicaux qui
entrent dans cette expression, en posant :

r—m+ 4LV y—n=0,
r—m=0,
_y——n;O.

Ce sont les trois solutions singuli¢res que nous avons déterminées plus
haut par la méthode de Lagrange.

§ 25. — SOLUTIONS SINGULIERES DEDUITES DE L'EQUATION
DIFFERENTIELLE.

Nous verrons ici que les solutions singuliéres péuvent encore
étre assignées sans qu'on ait besoin de connaitre ni intégrale géné-
rale , ni intégrales particuliéres, et lors méme qu'il y aurait Impos—
sibilité d’assigner A ces Intégrales une expression analytique sous

,
exposer trois théories. La troisitme, due 4 M. Timmermans, montre
la liaison des solutions singuliéres avec la composition méme de
Péquation différentielle , lorsque celle-ci est algébrique en w, y, p.
Les deux premiéres donnent les caractéres analytiques par lesquels
on déduit de I'équation différentielle elle-méme toutes ses solutions
singuliéres. Ces caractéres consistent en te que ces solutions ont la
propriété de rendre nulles, infinies ou indéterminées, certaines
fonctions qu'on déduit immédiatement de I'équation différentielle.
La premiére théorie (théorie de Laplace et de Legendre) se base
sur la considération des fonctions que les solutions singuliéres ren-
dent nulles ou infinies. La deuxiéme (théorie de Lagrange et de

" Poisson) se base sur la considération des fonctions que les solutions

singuliéres rendent indéterminées.
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¥. — THEORIE DPE LAPLACE ET DE LEGENDRE.

Nous attachons les noms de Laplace et de Legendre a la théorie
que nous allons exposer, bien que ces auteurs ne l'aient pas présentée
sous la forme que nous allons lui donner, parce que les caractéres
que nous reconnaitrons aux solutions singuliéres ont été, les uns,
découverts par Laplace , les autres, par Legendre.

Cette théorie se renferme dans trois théoremes.

Tutorime I. — On obtient toutes les solutions sinqulieres d'une

~ équation différentielle du premier ordre & deuw variables en prenant

. . s ppe o e g d
parma toutes les solutions que donne I'élimination de la dérivée d—i =p

- _entre ['équation différentielle, d'une part, et, d'autre part, sa dérivée

= (e

partielle relative & p égalée & =éro, ou ses dérivées relatives ¢ X et 'y
égalées & linfini, celles qui satisfont G léquation différentielle sans
satisfaire & son intégrale générale (¥). ’

- Démonstrations. — Nous donnerons du théoréme I une premiére
démonstration applicable & toutes les formes possibles de I'équation
f (@, y, p)="0; puis deux autres , I'une analytique, l'autre géomé-

“trique, pour le cas ot 'équation /=0 est une fonction algébrique

dem, y,p.

e ) A. — PREMIERE DEMONSTRATION.

Soiept [z, y; p) = 0, I'équation différentielle proposée et
F (x y, a) = 0’son intégrale générale. La différentielle immédiate
de cette derniére sera :

S dF\  (dF

- (i) +lag

)p=0. )

(*) La note que Von trouve au théoréme I du § I est entiérement applicable ici rela-
. RIS dar 1 /d 1
tivement aux équations (?I_w):—ﬁ’ (i;‘):a Cgs deux équations (ou aun muins la seconde)
ont été découvertes par Laplace. L'équation (d_];— 0, I'a été par Legendre.
D

i
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Or nous pouvons évidemment considérer I'intégrale générale comme
résultant de I'élimination de p entre les équations :

[(2,9,p)=0et (g)+(’g)p=o.

Done, si nous tirons de cette derniére Ia valeur de p, que nous
représentions cette valeur par

p=y(z, ¥, a),
et que nous la substituions dans la premiére, I'équation résultante :
[ %y, ¢ (2, 9, a)] =0,

représentera l'intégrale générale F (@, ¥, a) = 0. Mais les solutions
singuliéres résultent de I'élimination de a entre les deux équations
de chacun des trois systémes suivants :

F: O, F= 0, F = 0,
et systéme: { qF 0 2¢systtme: { jqp, 4 3° systéme: { /g 4
)= (@) =5 &) v

4° Examinons donc le premier systéme d’abord; il equivaut 3
celai-c1 : :

" (dF
flzy, ¢ (2,y,a)] =0, (@‘)=0-
Cette derniére équation équivaut 4 celleci : (3—5) (%) =0, puis_—

que ¢ seule renferme a; et, de plus, comme ¢ doit renfermer a, pour
que f[@, y,¢]=0-soit l'intégrale de (2, y.p)=0, on ne peut

Jamais avoir dy = 0; il faut donc que l'on ait af =0, Auwsi, i
J du 9 . \d¢

faudra éliminer a entre les équations :
af
flz,y,¢]=0, et (@) =0;
et puisque a n’est contenu que dans ¢ , on obtiendra le méme résultat
en éliminant ¢ au lieu de a entre les équations :

flo,y, ¢1=0, et (g)zo,
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ou, en éliminant p entre les équations :

>mme
f(z, y,p)=0,
(4
). (df) 0.
dp
nous aFy 1
' 2° Examinons maintenantle deuxiéme systéme F.—O et (dy )——6.
En vertu de I'identité F (z, y, a) mf[w y, ¢ (x,y, a)], ce systeme
revient au suivant :
ante : af af 1
FLo g ¢ (@ g, )] =10, et (dw)+ ) (—)_6
ations Mais I'élimination de a entre ces équations ne peut donner un ré-
ations sultat différent de celui auquel on serait conduit par 'élimination
: de¢ entre ces mémes équations. Et cette derniére élimination revient,
.0, ason tour, a celle de p entre les équations :
_1 g : R .
0 [y =0, e () + (1) (B) =5 )
raut a ) , . “
Donc ces deux équations peuvent remplacer celles du deuxiéme
i systéme, pourvu que p joue le méme role dans celles-la que a dans
1 - celles—ci’. _
! . Maintenant on satisfait & (=) en posant :
puis—
. ary_1 {dp 1
out ary_2 apy_ 1,
P (da:/ o " .da:) 0
peut ,
1 ey . d 1 . ’ ’
i, il Mais I'équation (£)=6 rentre dans l'une ou lautre des équa-
' (@
: ary _ 1 af dp dz ,
tions (dw) =3 et ( p) =0, vu que (da:) <df) ne peut devenir
. | i
. e . (d C d
sultat infinl que si (-—f) devient mfini ou (——f) nul.
dx \dp .
On peut aussi satisfaire & (=) en posant Y 1 Mais cette

équation doit étre rejetée, car pour que les solutions qu'on en tire-
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rait pussent satisfaire 4 I'équation différentielle proposée, il faudrait
qu'elles satisfissent a la condition : '

)

dw)
ce qui n'est pas, puisqu'en vertu de l'identité :

F(z, y, a) =nf (2, ¥, ¢ (2,9, a)],

)
dp
af ar (dw
(@) + ) )
- T <y » . d 1,
et est évidemment rendue indéterminée par I'équation ((t—;) =35 (M.
Amnsi les solutions singuliéres qui résulteraient de I'élimination
de a entre les équations du deuxiéme systéme, résulteront aussi de
I'élimination de p entre :

cette condition devient :

Sf(év, o

-3

: . df' "
{*) La vraie valeur de ce rapport pour (;ii) == o est, comme on s'en assure aisé-
~ P

(B)

’dP

- .
ment, ;=—, et on doit observer qu’on peut encore le rendre nul en posant en méme
(la;)

. {4 4 d 4
temps _p) = -, ce qui exige ( —f == . Alnsi, toute solution singuliére qui rendrait
dr 0 : 7 \dz 0

d d
infinie la dérivée (a—f-') donnerait (d—f) == oo, et serait contenue dans cette derniére
52 T :

d
€quation. On n’a donc aucun hesoin de tenir compte de I’équation (d—f) == oo pour la
P

détermination des solutions singuli¢res. La méme observation est applicable au rapport :

z
. BB

quand on y fait (-—-) = oo, ‘
dp
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. . .. ary 1
3°Enfin, s1 nous examinons le troisiéme systéme F==0, et (@—) =5
et que nous raisonnions comme tantdt, nous trouverons que les solu-
tions singuliéres qui résultaient de I'élimination de a entre les équa-

tions de ce systéme résulteront aussi de I'élimination de p entre :

)Sf(w,y,p)=0
(C) Trary 4
-

dyl O
Ainsi, toutes les solutions singuliéres de I'équation f(a;, y, p) =0,
résulteront de I'élimination de p entre les deux équations de chacun
des trois systémes :

gf(w:y;P)zo’ !f(wzyap)—_‘o’ ) 'f("r;?/;p)=0?
fer syst.: (df o 265}’5[.:3 /df)_i . 5esyst.: (df)_ﬂ
| ()= /(@)= /(&)=

ce quil fallait prouver.

Rem.— 1° Comme, d'une part, les équations (Z—i—) =%, et (%) = :—,
ne peuvent étre satisfaites par des fonctions ﬁnjes de =, v, P que s
les dérivées partielles ((‘%), (%) sont des fonctions algébriques ayant
des dénominateurs qu'on 'puisse égaler & zéro, ou des fonctions
transcendantes pouvant aller & I'infini pour des valeurs finies des
variables dont elles dépendent; et comme, d'autre part, il n'y a
parmi les fonctions algébriques que les radicaux et les diviseurs qui
puissent donner lieu 4 des dénominateurs par la différentiation , 1l
en résulte que, lorsque la fonction [est une fonction algébrique de ,

qui ne renferme 2 ni en dénominateur ni sous un radical, I'équation

(ary 1 e . (dfy
Ld_w) =5 ne peut étre satisfaite ; et que, de méme, I'équation (@)—0

ne peut rien donner si f est une fonction algébrique de y, telle que y
n'y entre ni en dénominateur ni sous un radical. Par conséquent,
quand I'équation différentielle sera une fonction algébrique, ration-

" . \ 4‘ . Wy 1 r : d
nelle et entiére, relativement & x aussi bien qu'a y,I'équation ((}%) =0
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pourra seule donner.des solutions singuliéres. Lorsque I'équation
différentielle renferme p isolé, cest-a-dire lorsqu'elle est de la

, 'y . ary | . ., .
forme p —a (, y) = 0, I'équation (d_f) == 0 devient contradictoire,

. r ) r . 1

et on ne peut plus avoir égard qu'aux équations (%) = % et (;l_f) =35
. .o da\ 1 (da\ 1 , !

qui deviennent (ﬂ) =¥ (@) =g+ — Il résulte encore de la' re-

marque présente que si I'équation [ (@, y, p) = 0 est une fonction

algébrique, rationnelle et entiére de = et de y, et que p y soit isolé,

elle n'aura pas de solutions singuliéres.

2° Si la fonction , qui, égalée & zéro, satisfait & I'une des trois.
ey odfy A (df)_i la dées
équations (@) =0, (d—a:) =5 lag) =9 me renferme que la déri-
vée p, alors il n’y a plus lieu & I'élimination exigée par le théoréme I ;
et cette fonction est une solution singuliére, si toutefois elle satisfait
a cette proposée, sans satisfaire & son intégrale générale. )

B. — DEUXIEME DEMONSTRATION.

Nous supposerons que |'équation [ (, Yy, p) = 0 est une fonction
algébrique et qu'on I'a délivrée de radicaux et de dénominateurs ;

s ey

puis nous examinerons deux cas.

“a. Premier cas. — L'équation f(x, y, p) — 0, n'est pas résolue
par rapport a p. — Nous disons que, dans ce cas, toutes les solu-

tions singuliéres de la proposée sont données par I'élimination de p
, . af 1
entre les équations /= 0 (— =, :
quations [ et (3 5 En effet
1° Imaginons, avec Legendre, qu’on connaisse une valeur de  en
fonction de qui satisfasse & la proposée ; et supposons quon
cherche une fonction ¥ -+ ¢y de o contigué 4 la précédente. Il ne
s'agira , pour obtenir cette seconde fonction, que de faire varier y
dy / dy) dy ddy
et -= dans la proposé (,:,—'= t ca2
ot proposée [ (z, y = 0, et comme on a In = do’
le résultat de cette variation pourra toujours étre mis sous la forme :

dsy

e T Bly=0. {a)

4
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Les coefficients A et B pouvant étre regardés comme des fonctions
de « seul, puisque ¥ est donné en =, oy sera donc donné par une
équation linéaire du premier ordre. Maintenant si la valeur connue
de y est renfermée dans l'intégrale générale y —-¢ (2, a), elle résul-
tera de cette intégrale en donnant & @ une valeur constante détermi-
née; et la valeur y - sy s'obtiendra en faisant varier cette constante

. de_¢a, ce qui donne :

R d
Sy — (ﬁ) sa. ()

Cette valeur de ¢y doit donc satisfaire & I'équation (a) et, par con-
séquent, en est I'intégrale générale, sa étant la constante arbitraire ;
et comme cette valéur de ¢y renfermera toujours I'arbitraire sa,
I'équation (a) doit étre du premier ordre, et-A ne saurait étre nul.
Si, au contraire, la valeur donnée de y est comprise dans une solu-
tion singuliére, c'est-a-dire dans une équation primitive sans con-
stante arbitraire, y—y (x) étant cette équation, la valeur de ¢y ne

‘pourra renfermer de constante arbitraire ; et 'équation (a), qui

donne 3y, devra se réduire & I'ordre 0, ce qui exige qu'on ait A=0.
Par conséquent, si cette équation A — 0 s'accorde avec la proposée, '
I'élimination de p entre A==0 et f= 0 donnera toutes les solutions
singuliéres de la proposée. On comprend maintenant pourquoi nous
avons supposé I'équation f(a, y, p)==0 algébrique en @, 7, p, et
mise sous forme rationnelle et entiére. C'est que les raisonnements
précédents supposent que I'hypothése qui annulle A ne rende pas
infini B; et, comme on ne peut assurer d'une maniére générale
que B ne saurait devenir infini pour la valeur d'y qui fait éva-
nouir 4, que lorsque B est une fonction algébrique entiére, 1l a fallu
supposer que l'équation f==0, d'out B se déduit, était une fonction
algébrique délivrée de radicaux et de dénominateurs. Des raisonne-
ments analogues, faits en regardant # comme fonction de ¥, con-
duisent au méme résultat.

2° Legendre, aprés avoir constaté que toutes les solutions singu-
liéres sont renfermées dans I'équation’ A=—10, aprés qu'on y a mis
pour p sa valeur tirée de /==0, s'est arrété. Il nous reste donc a
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former la fonction 4 s or, en variant I'équation f (x, y, p) = 0, dans
'hypothése de so—0, on a : .
LA TP LA
(@) 0+ (g) o =0
ou
df\ dsy | fafy
i)+ i) e

Cette équation comparée avec (a) donne :

— (4.
A=)
ce qu'il fallait prouver.
b. Deuxitme cas. — L'équation f (%, ¥, p)=0 est résolue par

rapport & p. — Elle est donc de la forme : p —a (x, y)==0. Dans
ce cas, nous disons que toutes les solutions singuliéres sont com-
prises dans les équations :

a5\ 1 da) 1
(@)= () =0

Pour le prouver, nous employerons le tour de démonstration (*)
qui se trouve dans le Traité élémentaire de caleul intégral du R. P.
Caraffa , professeur de mathématiques transcendantes au collége
romain. — Soit

F(z,y,a)==0,

l’intégrale généralg de l'équation :

f(®,y, p)=0.
Appelons :

“=?($,y,17)=0,

la valeur de 4 tirde de la dérivée compléte de F-— 0, savoir :
aF dF
2+ 2=+

(1) Nous avons légérement modifi¢ au profit de I'exactitude.

e

e
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En substituant cette valeur de ¢ dans F= 0, on aura :

F;w,y,?[w,y,p]}=0,

et si, dans cette dernidre équation, onsubstitue & p sa valeur & (, y),
on tombera évidemment sur une identité, savoir :

Fla,yoleyb(@y)l |0

Or en dérivant cette identité partlellement d’abord par rapport
awx, puls par rapport a Y, on aura :
F
X

e[+ )

)+ e L]

+
——
81]‘8
e ——
—

S
‘QISI
’\/

|

N

d'ou l'on tire :

. (da) .
de/ dF\ (de
. ’E) ds
Mais les solutions singuliéres résultent des trois équations :

)= () =0 (1) (1)~
da/ dga)“ ’ 'dx)_O’ \dy! 0O

s . dF_b \ LA de
Or I'équation (@)——-0, donne 4 la fois: (&_m)—o’ (dy) ; I'équa-
tion (Z—:)=1 donne (Z-Z):%, et 'équation ( 7 )——— donn (Z;)——%

Ainsi, quand lequanon différentielle proposée a la forme p —
& (x, y) =0, toutes ses solutions singuliéres résultent des équations
daé i dé 1 . , ,

(d—w)=6 et (@) =6’ prises separement ou simultanément, ce qu Bl

fallait prouver. — Remarquons que la démonstration du deuxiéme
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cas ne suppose pas, comme celle du premier, que la fonction

/ (=, y. p) soit algébrique.
C. — TROISIEME DEMONSTRATION.

Nous supposons encore que la fonction f (@, 4, p)==0 est algé-
brique et préparée de maniére 4 n’avoir plus de dénominateurs et
a ne plus renfermer de radicaux.

Premaer cas. — L'équation w'est pas résolue par rapport a p. —
Prouvons d’abord que : « L'équation différentielle du premier ordre
@ deux variables n'aura pas de solutions singuligres s1, résolue par.rap-

° port & p, elle ne donne qu'une seule valeur réelle pour cette derivée ou
que des valeurs imaginaires. » En effet, la ligne enveloppe, qui est
I'expression concréte de la solution singuliere (dans I'hypothése ol
nous raisonnons), ne peut exister que lorsqu’il y a intersection
entre les enveloppées que représentent les intégrales particuliéres
et qui répondent & des valeurs distinctes de la constante arbitraire.
Done Z—y == p doit étre réel, car s'il était 1imaginaire , il n'y aurait

X
pas de tangente, par conséquent pas d'intersection. Il doit avoir au
moins deux valeurs, c’est-a-dire que I'équation différentielle doit
étre au moins du second degré par rapport a p. En effet, au point
d'intersection , il y a au moins deux courbes , et , par conséquent,
au moins deux tangentes. Ainsi, pour quil y ait solution singuliére,

. dy . . , .. -
il faut que &gz ait au moins deux valeurs réelles distinctes , ce qu’il
fallait prouver. — Cela posé, comme pour les points de I'enveloppe,
. . ) » d .
les 1ntersections deviennent contacts, les valeurs de é/ deviennent

égales pour ces points. Ainsi les solutions singuliéres doivent offrir
ce triple caractére : 4° de satisfaire & I'équation différentielle ; 2° de

, i , d ..
rendre eégales deux au moins des valeurs réelles de d—Z qui satisfont

& cette équation ; 3° de ne pouvoir étre déduites de I'intégrale géné-
rale par une détermination convenable de la constante arbitraire.
Or l'existence de deux ou de plusieurs valeurs egales de p données
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N \ . ] 3 . d
par I'équation [ (,y,p)="0, est exprimée par I'¢quation (d—;)=0,
lorsque la fonction [ n’a jamais qu'une seule valeur pour un méme
systtme de valeurs de =, de y et de p, ce qui se présente tou-~

jours dans I'hypothése ol nous raisonnons, savoir : que I'équation

f(@,y, p)=0 est algébrique, rationnelle et enti¢re. La condition

de satisfaire & Péquation différentielle se vérifiera en examinant si
on peut faire subsister simultanément les deux équations f=0, et
d O [ y . - .

(-f) — 0. D'otr I'on conclut que l'on aura les solutions singuliéres

dp
de I'équation [ (x, y,p) =0 en prenant, parmi les solutions qui

résultent de I'élimination de p entre cette équation et sa dérivée
. . 1 r TR r ’ 3 . [ VA .

partielle relative & p égalée & zéro, celles qui satisfont & I'équation

différentielle sans satisfaire & son intégrale générale, ce qu'il fallait

pI‘OllVGI'. -

Deusziéme cas. — L'équation [ (x,y, p)==0est résolue par rapport
& p et mise sous la formep —a (x,y) =0. — La démonstration que
nous allons donner de la régle applicable dans ce cas, se trouve dans
Navier (¥) (Cours &’ Analyse de l'école polytechnique, 2™ année). Cette
démonstration suppose connue la signification géométrique de la

. solution singuliére, en tant que résultant de I'élimination de p entre

: . af . .
les équations [=—10 et (@) —0. Or, si nous regardons p comme un

paramétre arbitraire, T'équation /=0, pour étre considérée comme
représentant une courbe plane dont @ ‘et y sont les coordonnées
rectangulaires courantes, et, par conséquent, s1 nous employons un
raisonnement analogue & celui dont nous avons fait usage pour
déterminer la signification géométrique des solutions singuliéres,
en tant que résultant de I'élimination de a entre les équations F=0,
(g) — 0, F étant algébrique, nous en conolu(r‘;)fns que I'équation

résultant de I'élimination de p entre f=0et —) == 0 représente
dp

{*) Cest cette’ démonstration que nous avons fait servir, au § Ier, & Pétablissement des
y di ] (dl’l

4 .
équations (d_:i) =0 dy) =5 application que ne semble pas avoir apergue Navier.
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la courbe enveloppe de toutes les courbes que représente I'équa-
tion f= 0, supposée algébrique, lorsqu'on y donne & p, considéré
comme un paramétre arbitraire, toutes les valeurs continues pos-
sibles. Cela posé, puisque, pour un méme systéme de valeurs de = et
de y appartenant au point d'intersection de deux ou de plusieurs
enveloppées consécutives, I'équation P — (. y) =0 doit donner
pour p des valeurs, inégales en général, mais qui deviennent égales
lorsque les valeurs de z et de y considérées, satisfont & I'équation
de T'enveloppe, attendu que sur cette enveloppe l'intersection de
deux enveloppées devient un contact, 1l en résulte que si nous regar-
dons la fonction s (2, y) comme le = vertical d’une surface dont z et Yy
sont les coordonnées horizontales, la surface z — & (z, y) = 0 devra
avoir une forme telle que le z, Ia coupant en général en deux points
au moins, la coupe en un seul, lorsque les abscisses x et y satisferont
a I'équation de I'enveloppe, c'est-a-dire soit tangent 4 la surface
pour ces valeursde z et de y. Le plan, tangent  la surface au point
qui a pour projection sur le plan des @y, le point (. y) sera donc
perpendiculaire & xy; par conséquent le cosinus de I'angle du plan
tangent avec le plan des zy, lequel cosinus a pour expression :

1
o VGl + -+

sera nul ; or la valeur précédente ne peat devenir nulle que si on a

x dy
solutions singuli¢res de I'équation p — & (a, %) =="0 sont renfermées

' . . (da\  f s\ . .
dans les équations : (@)“6’ (@) == ¢e qu'il fallait prouver.

-, . , dé 1 (ds 1
1solément ou simultanément - (&—&:) =& (—w) ==¢- Donc toutes les

Rem. —On voit que la surface z— o (#.y) =10 est touchée par le
cylindre vertical , qui a pour base I'enveloppe. Ce cylindre vertical
dégénére en un plan vertical tangent tout le long d'une génératrice,
lorsque l'enveloppe devient une ligne droite, et, par conséquent,
lorsque son équation ne contient que = ou que .

Tatorime II. — Quelle que soit la forme de l'équation différentielle
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donnée, Uapplication des procédés. propres ¢ en déduire les solutions
singuliéres conduira toujours auw mémes solutions et en méme nombre.

Dém. — En effet, toutes les solutions singuliéres sont contenues
dans les équations (g) =0, (g) =:-}, (%) = :—) Mass ces équati‘ons
restent identiquement les mémes, lorsque F'reste le méme. Et comme
I'intégrale générale d'une équation différentielle ne change pas,
quelle que soit la forme qu'on donne & I'équation différentielle,
pourvu que la relation d'y & 2, qui la constitue, ne soit pas altérée,
1l s'ensuit que, quelle que soit la forme d’une équation différeptielle,
ses solutions singuliéres restent les mémes et en méme nombre.
Par conséquent, puisque toutes ces solutions sont contenues dans
les trois équations : (ﬂ> =0 (‘f’f) ! (d—f) —13 s'ensuit que

dp ’ \dzx 0’ \dy 0’
ces trois équations conduiront toujours aux mémes solutions singu-
liéres et-en méme nombre, quelle que soit la forme de f; ce qu'il
fallait prouver. — Cette forme ne peut donc avoir d'autre influence
que de faire passer les solutions singuliéres de I'une des trois équa-
tions dans une autre.

Takorime I1I. — On peut toujours meltre une équation différentielle,
lorsqu'elle est une fonction algébrique de x, Y: P, sous une forme telle
que ses solutions singuliéres se déduisent de la iransformée uniquement
par Uélimination de p entre elle et sa dérivée portelle relative & p, égalée
a zéro.

Dém. — En effet, il suffit, pour cela, de faire disparaitre, par la
multiplication et I'élévation aux puissances, les dénominateurs et

les radicaux que pourrait contenir I'équation f==0, car alors les

, . d | d 1 .
equations (é) =5 et (d—g) =3 perdront leurs solutions ; et, par

le théoréme précédent, I'équation (@) =0 les acquerra.
{

ReMARQUES GENERrALES, — 1° Lorsque I'équation [==0 est une
fonction algébrique de @, y et p, non-seulement ses solutions singu~
litres peuvent étre les courbes enveloppes de toutes les courbes que
représente I'intégrale générale, quand on y fait varier d'une facon .

67
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continue la constante arbitraire, mais- encore elles représentent, les
courbes enveloppes de toutes les courbes que représente I'équation { — 0,
lorsqu'on y fait varier dune fagon continue la dérivée p considérée
comme un parameire arbitrarre. Quand I'équation /= 0 n'est pas
algébrique, cette signification peut étre en défaut. — Quand la fonc-

tion [ est algébrique, les équations ({/ﬁ) =0, (df> 1 (flf) —1ont

dp \dz/ 0’ dy/ 0
C e o, . (O C
une signification facile & déterminer. La premiére \ap) = 0 indique

que toute solution singuliére implique l'existence de racines égales
pour p dans I'équation f— 0 ; et, partant, que la tangente en un

point (z, y) de I'enveloppe est commune & toutes les enveloppées
afy 1
dz| 0
de p qui, pour un méme y— AQ (fig. 1), rend 2 un mazsmum ou un
mintmum dans I'ensemble des courbes aod, a'o'd’, a"o"d",... représen-
tées par 'équation f (x, y, p) == 0, lorsque p y est considéré comme

qui se coupent en ce point. L'équation ( détermine la valeur

.o )y . d 1., . :
une arbitraire. De méme I'équation (——f\ == détermine la valeur de p
dy/ 0 ,

qui, pour un méme x = MP (fig. 1), rend y un mazsmum ou un
minvmum dans 'ensemble des mémes courbes aod, a'o'd’, a"o"d"... —
af\
dp/
‘contradictoire 1 = 0, quand I'équation f—= 0 est de la forme
p — & (@, y) 0 =, cest que cette équation {algébrique par hypo-
thése) équivaut, par suite de radicaux qu'elle renferme, & plusieurs

Remarquons, enfin, que st I'équation (

équations distinctes :
p=23, (%, y), p=20, (2,9 .

et que la série de branches de courbes représentées par chacune de
ces équations, ne fournit pas de point & I'enveloppe par l'intersec-
tion de ces courbes entre elles, autrement dit, que I'enveloppe est
le lieu géométrique des points ou les courbes d'une. série se rac-
cordent avec celles des autres séries.

o . . . . . dy . .
2° On sait que I'équation différentielle -= —a («, y), sauf certains

cas oltles fonctions y ou & présentent des solutions de continuité, peut

= 0 donne le résuliat
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tend. les E servir a calculer, avec autant d’approximation qu'on veut, des va-
f—0, i leurs particuliéres de y. Supposons, en foet, qu’'on se donne & volonté
istdérée | la valeur , correqufldante a un o arbitraire z,; et représentons
ast pas 1 par y = (=) le_quatlox'x d’'une courbe passant par le point (mo, Yo)s
a fonc- et satisfaisant & I'équation différentielle donnée, c'est-3-dire telle
. , . d.olz ) . . , .
=% ont 1 qu’on ait daE ) s [@,#(x)]. Si on donne & x, un accroissement
4 ' trés=petit Az, y, prendra un accroissement ay, qui sera sensible—
e p L v ) : A M k]
neaiqa ment égal & & (v, y,) A®,, c'est-d-dire le méme que celui qu'on
égales déduirait immédiatement de I'équation différentielle donnée en don—
en un E | nant a z et y les valeurs respectives ,, y,. En effet, si, dans l'équa-
oppées % tiony,=¢ (), nous donnons & x, I'accroissement az,, nous aurons :
valeur k= 2 2
_ d.p (o) Amo | d2p(m) Axg2
4 Ayo =79 (xy + Azo)=¢ (x ———, — L T
, ou un v Yot Ay =7 (@ + Az0) = ¢ (20) +- dicy I T gz d2 T
irésen- 4 - ou: .
somme Ayy = d.g (zo) Az M_ ﬁ‘ﬁﬂ., ,‘
. 3:, d(l;’o 1 | dm02 1.2
ar de p 1
ou un 1 et, partant, en neégligeant les quantités du second ordre par rapport
N aax, :
i 3 d.g (@)
: Ao = ———", Agyg
ésulfat yo dz, ’
forme t B ou: .
h 1 y Ayo = & (a:o, yo). Az,
00— . 2 f te |
yp ce qul fallait prouver.
asieurs i , , .
1 Si nous posons y, 4 ay, =1y,, @, + ax, = x,, I'accroisse-
B ment 4y, , relatif & un accroissement az, de z,, aura pour va-
leur ay, =6 (z,, §,) A%,; en négligeant encore les quantités du second
ordre par rapport & az,, et l'erreur encore plus petite provenant
une de i de ce qu'on a négligé dans ¥, une quantité du second ordre. En con-
tersec- tinuant ainsi et négligeant toujours les quantités dusecond ordre, par
pe est % par rapport a Az,, oh aura autant de points qu'on voudra de la
36 rac- o courbe y = ¢ (). Quant & I'expression générale de ¥, elle est :
ertains % ! y=yo + & [Z0,yo]. Azo + & [0 + Az, yo + & | @s, yo |- AZo]. Az,
. + oz, + QAxo,yU-}—&}mu,yog. AZo 6 )0 Bzo,yo -+ &(g,y0). ATy } Azg). ATy
8, peut +oo

(et s sad sy g e

e

T R T T
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Cette mamére de déterminer les équations primitives qui satisfont a
, . tepnr . , dy A , . , e
une équation différentielle donnée 7z =% (2. y), s'applique évidem-
ment aussi bien aux solutions singuliéres qu'aux intégrales particu-

ligres, de sorte que la valeur précédente de y représenterait I'une
de ces solutions singuliéres si le point (x,, ,) appartenait a la courbe

qui représente cette solution. -— Examinons spécialement le cas des
solutions singuliéres qui représentent les enveloppes des intégrales
dy

particuliéres. Dans ce cas, I'équation - =g (2, y) doit fournir deux
3 dy I b\ B
valeurs au moins pour =, I'une appartenant & 'enveloppe, les autres

aux enveloppées; et ces valeurs seront égales pour tous les points
communs & l'enveloppe et aux enveloppées, tandis que pour tout
autre point, ces valeurs seront différentes pour les diverses courbes
qui passent par ce point, de sorte que si on prend pour x,, y, des
valeurs de x et de y appartenant & I'enveloppe, la construction indi-
quée tant6t devra fournir non-seulement cette enveloppe, mais aussi
toutes les enveloppées passant par le point (), y,). lln’y a d'excep-
tion a cette régle que lorsque I'enveloppe est une ligne droite. En
effet, cette ligne droite devant passer par le point (2, y,) et satis-
faire a I'équation différentielle % = & (@, y) a pour équation :
§— 1y, = (& —a,) - @ (2,, ¥,). Maintenant, si nous donnons & x,
Iaccroissement ax, pour passer a un point voisin du point de dé-
part (x,, y,), nous aurons : Ay, =—a (x,, ¥,) - A%, aux quantités du
" second ordre prés; mais cette valeur de Ay, est rigoureusement celle
qu'on tire de I'enveloppe. Ainsi, le point (x, + az,, y, -+ ay,) appar-
tient rigoureusement 4 'enveloppe. Si on donne un nouvel accroisse-
ment ax, &z, le nouveau point qu'on obtiendra appartiendra encore
rigoureusement & I'enveloppe. La construction par points dés lignes

. . -y . e . d
qui satisfont a I'équation différentielle 'd%: =—2a (2, y) donnera donec,

dans ce cas, la solution singulitre seulement. Et il est clair que c’est
le seul cas ol cela arrive, car si le second point n’était pas rigoureu-
sement sur l'enveloppe, I'équation ne donnerait pas deux valeurs

dy . , . .
de = rigoureusement égales, quand on y substituerait les coordon-
dx .
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nées de ce point; et & la valeur suivante de x, on trouverait deux
pomts au lieu d'un,, et 'on obtiendrait.non-seulement l'enveloppe ,
mais encore les enveloppees qui passent parle point (7, ¥,).

Donnons quelques exemples de la détermination des solufions smgu-
lieres dans la théorie de Laplace et de Legendre.

ExempLe L. — Trouver les solutions singuliéres de Uéqualion différen-
sielle : )
dy* 5 dy
— 2 — 2y = — a2 =0.
f= 5 (@ — 1) Y

i

/d .
 Solution. — L'équation (d—gr)) = ( est seule applicable. Elle donne :

p(a*—r?) —ay=0,
dou:
%y

P S
Lz —r?

valeur qui, substituée dans =20, donne :
24yt —r2=0.
C’est la solulion singuliére cherchée, car elle satisfait & la proposée, sans

étre contenue dans son iniégrale générale.
Si I'équation différentielle proposée avait été donnée sous la forme :

e[yt VEFPE—7

[=p— —F .2 =0,
. Poofan_1
il aurait failu appliquer les équations )26 et (3—2;' = qui donnent :
AR i )

(22— r2)\/aZ Fy2—72
—y @) VEF PR F 2@y T ety
(22 —r2)2 /a2 f y2—7r2 0

On satisfait & ces équations en posant, soit x2 4 y2 — 72 = O,
soit £2— r2==0. La premiére est la solution singuliére, la deuxiéme une
intégrale particuliére correspondant & une valeur nulle de la constante
arbitraire qui entre dans I'intégrale générale 2% — r2 — 2ay — a®> =0 de
la proposée.
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» S1 00 avait mis I'équation proposée sous la forme :

Enfin

Pe*—r)=aly + vaT = —

af
dz,

o,(d

.)=

af
P

quations ; (d—-

il aurait fallu employer les trois é

We—y FVEF P F

Elles donnent ;

wz

)

Y

(.a

. Or on satisfait 3 'la

r
=
o

» —
bd
3
==
@
=
So
o0
D
—
=

.o
=
-Q
o~
ot
=
t=n}
]
o -
N

quations par I’

premiére de ces é

—1r?=0, et aux deux autres

liére 2

par la solution

Z2 4 y2 — 2=,

X AL — Trowver tes solutions singuliéres de l’équation différentielle :

E

-

y—w)‘“*ﬁimo,

dy
2 T

que qu’il faut faire usage

Sol, —
des équations

’

équafions satisfaites par la solation singuliére ;

T o«
Lo
2 2
m o)
g 8
5 |
[
=
,Md._d
- ~—
.mw [+5]
[S]
o 8
,w I
—
g 8
M.d_d
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d .
~ Sol. — L’équation (51%) =0 pourra seule donner ces solutions. On a :

d’ot :
T
p=— 3’
valeur qui, substituée dans la proposée, donne la solution singuliére :
by + 22 =0. '

Ex. IV. — Trouver les solutions singulicres de Uéquation différentielle :

4y
__d_w.___{_ii 1+_4’_\£/:l=0,
\/y___n T —m
Sol. —On a:
af 213
= ==
(dp) Vy—n
df - -2 —
v
(g—m) Vo —m Vm—7n+4\/y—'n
(flL _—PVz—m Vm—m+4 Vy—n+ \/y——n:ﬁ
dyi (y—n) V(@ —m)([y—n) V_.cc——m—{—/f\/:y_:—ﬁ

On ne peut satisfaire & la premiére équation; on satisfait 4 la deuxiéme
soit en posant x — m — 0, soit en posant x — m + 4L y—n=0; eld la
troisiéme, en posant y —n =0, ou x—m =0, ou x—m+ 4L y—n=0.
L’équation proposée a donc trois solulions singuliéres, savoir :

g—m=0,y—n=0, 2 —m+ 4Ly —n=0.
Remarquons ici que la solution singuli¢re y — n = 0 rend infinie la
dérivée (2_11:) ; MAis qﬁ’il a été inutile, pour I'obtenir, de poser (g)=;o ,
puisqu’elle nous a été fournie par 'équation (——) =5 On vérifierait en-

d w
)

) + (&) ]

. 1
se réduit & —— pour
e rédui (dp po
dw)

core aisément que le rapport

4 .-
y —n =0, Ces remardques sont conformes & la note de la page 1028.
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Ex.V.—_T rouve

tion différentielle -

ol
wi,
o=
-

¥
&
&
Y
L
WV
=
o
N
=
R
—
=
S
3
3
[
£
3
o
i
3
—
D
L]
w
I
n?..’
g
]
Ml
e d
3
N
£
3
)
[
<
&
g
2
N

Va2 Ly —32 =,

dy
=

x4y

— Il faut d’abord délivrer cette équation de son radical, ce qui

Sol.
donne :

. ,
d—i+r2—y‘-'=o.

2zy.

en la variation en considérant comme constante; nous aurons :

Prenons-

;y) dy = 0.

dy*> |, dy
+(3/@T & =

dsy
+ d‘y) e

2 9y
dx

[
Le coefficient 4 de 1a théorie de Le

+xy.

2 %Y
“dx

estici:y?

gendre (voir p. 1030)

4

0

quation seule satisfait 3 la proposée;

==

t:y

a zéro, on satisfera 3 Péquation résultante en posan

En I'égalant

* =
S
g
(5]
3 =
= _
.m o
7 S
£ 4
§ I sl
e -
s T F
S T =
55 +
(1] &
2 7 2lg
nwu 8 M > L,
S
I [
g o3
lemw “uuu
3 g
> ~
@
S =
(=] 5]

fournit la solation singuliére :

2 i,

a4y
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Dém. — Soit ) :
y=ry¢ (@, z) ()

une fonction quelconque de x et de z, z étant une nouvelle variable
que nous substituerons & y dans I'équation différentielle proposée :

dy s :
e (37’ y)- (a)
De («) on tire :
g _ (i) | (de) ds
dr (dw) + (dz) dx’ (8)
Mais en substituant (<) dans (a), 1l vient :
L) ©)

Comparant (b) et (g), on obtient :

(%)“’"’[””’?(w,z)]+(j—§)g_z=

Il nous faut maintenant essayer de décomposer cette équation en
deux facteurs, dont I'un renferme les solutions singuliéres de {a), et
dont I'autre ne puisse étre réduit & zéro par aucune de ces solutions
singuliéres. Le premier facteur sera évidemment sous forme finie,
le second sera du premier ordre. Or pour avoir deux facteurs tels,

: dg\ . . o
il faut que (;l—z) soit un diviseur de la différence :

(Z)—s e 001

Donc, comme la maniére la plus simple de remplir cette condition
est de poser : ‘ ‘

(&) —ote s @ a1 =0,

on voit qu'en prenant pour y==7 (z, 5), l'intégrale compléte de

d 1 . . ‘e .
d—z — & (,7y) =0, z étant la constante arbitraire’, 'équation en
dc,p dz

= et z se décompose en deux : (&E)': 0, et(ﬁ) = 0; et la pre-
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midre peut seule donner les solutions singulidres , '] y en a, car

. " d dz . :
cest celui des deux facteurs (é) et (d—) qui se présente sous forme

finie; ce qui prouve le théordme énoncé.

Observation. — Le théordme précédent est une généralisation de
ce fait remarqué pour la premiére fois par Legendre (Mém. de ' Ac.
des sc. de Parss, an. 1790, p. 226), savoir : que. I'équation ady
+ydy —=dy Va2 + y*—r?, pouvant étre préparée de maniére que
la solution singuliére en devint up facteur ; qu'il suffisait, pour cela,
de poser u=V2 L2212 o sorte qu'en supprimant le facteur
dans la transformeée 1 (du—dy) =0, I'équation du—dy—0 na
plus de solution singuliére.

=

S

"“;‘:-‘-::-L.

e

e

PR

SEe e
=S

e

e

e

Exeypre, — Reprenons Pexemple de Legendre et traitons-le par la
méthode de Poisson. A cet. effet, l'intégrale générale de la proposée
élant 22+ 2ay —a?—=72=(), sj nous Y changeons a en z, et que nous la

2 2 2
< 2= — re
. C,est

résolvions ensuite par rapport 4 y, nous aurons : y= 5
dz

Ia fonction ¢ de I"analyse précédente. L’équation cherchée sera donc :
(2+y)dz=90. Le facteur 24y=0 donne la solutiop singuliére; et le
facteur, dz=0, n’est pas satisfait par la valeur Z=—y lirée de celle
solution.

- Rem. I. _ Qp voit, par l'analyse qui précéde, que le théo-
réme de Poisson exige , pour étre appliqué , la connaissance de I'in-
tégrale générale. Nous verrons pourtant , article IIl, _une autre
transformation qui démontre également le théoreme de Poisson
et qui est indépendante de 1a connaissance de I'ntégrale générale.

Rem. II. — On avait eru d'abord qu'il y adeux espéces de solutions
singuliéres : les upes qui ne sont autre chose que des facteurs de

. . o . , dy X .
I'équation différentielle proposée dans lesquels iz entre point, et

qui, égalés & zéro, donnent des relations primitives en & et ¥ qui
rendent la proposée identique. L’équation /(2. y, p) = 0 étant sup-

: d .
posee de la forme : Pl Q(TZ= 0, les diviseurs communs de P ef

de Q seront de cette espece. La seconde espece de solutions singu-’
liéres comprenait celles qui ne peuvent se détacher comme facteurs,




a, car

forme

.ion de
e l'Ac.
n xdx
re-que
r cela,
teur u
-0 n'a

par la
oposée
10us la

Cest

donc :
; et le
y celle

théo-
e l'in-
aufre
01sson
érale.

utions
wrs de

nt, et

Y qui
t sup-

3Pet

Hng -

teurs,

bt

s it

i Bk

AR an AT T

sl i

il

,
P
ORI A gk AG T

R

ichosti

i
A

DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 1047

et qui sont intimement liées & 1'équation différentielle dont elles
dérivent. — Le théoréme de Poisson montre que la classification
precedente est illusoire, et que toutes les solutions smguheres sont
de la premiére espece.

b. Du théoréme de Poisson on déduit les deux régles suivantes
pour la recherche des solutions singuliéres :

Rice I. — Pour trouver les solutions singuliéres d'une équation
différentielle du premier ordre & deux variables, on décompose cette

équation en deux facteurs, ['un ne renfermant pas Y lautre renfer—
13 g el t sat { t C

mant 3 ef auquel ne peut sa isfarre le premaier fac eur. Ce premier
facteur, éqalé & zéro, renfermera toutes les solutions singuliéres de lo
proposée. '

Ritere II. — Pour trouver les solutions singuliéres d'une équation
différentielle du premizr ordre & deux variables, on résout celte équa-

. « d ..
tion par rapport & d_:}:, , et on cherche le plus grand commun diviseur des
. d .
deuz termes de la fraction obtenue pour - ce plus grand commun di-
dx

viseur, égalé @ zéro, renferme les solutions cherchées.

Dém. — Supposons I'équation [ (, y, p) = 0, mise par le théo-
réme de Poisson sous la forme :

s. f1(z,y,p) =0,

s ne renfermant pas p, et lequatlon s=20 renfermant toutes les
solutions smguheres de la proposée. On peut toulours concevoxr la
fonction f, mise sous la forme :

b (z )+ 2 (@ 9)

les fonctions ¢ et x ne renfermant plus de facteur commun, de sorte
quon a :

s.[¢(w,y)+x{w,y)‘;—ﬂ=o.
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Or cette derniére——équation donne :

¢_ig_~s.t,b(x,y)_£
dz s % (x,y) Q
: 0 . N
valeur qut prend_la forme de g pour les solutions singuliéres ren-

fermées dans I'équation s = 0; ce qu'1l fallait prouver.

Rem. 1. — L'équation s— 0 doit satisfaire aux équations
[@y p)=0, P—o, Q = 0, et ne pas satisfaire 3 I'équa-
. dy 1 ‘
ton ¢ (z, y) + x (z, y) iz — 0. pour renfermer réellement les
solutions singuliéres.

Rem. II. — Cette méthode peut_ne pas toujours réussir, car il
peut se faire évidemment que, dans la série des calculs qui servent
1 7 . ' d . . - » 1 d O
a déterminer =¥ _ le facteur qui doit faire prendre & 2 la forme °

dz dx

0
ait disparu. Elle réussirait toujours il était toujours possible de

mettre I'équation différentielle proposée f(z, v, p)==0 sous la
forme s, [',b (@, y) + « (2, 9) %]:0, ce qui n'est possible que

lorsque I'équation fl@, y, p) =0 est algébrique et qu'on connait
son intégrale générale, sauf la restriction de la remarque I, litt. q.

Exenere L — Trouver les solutions singuliéres de Uéquation différentielle :

d —
wz—y-}—a-{-r‘%l/w3~a;y+aaz=0.

terTorrine Ao . %y
Sol. — Résolvons I'équation proposée par rapport i —=, nous aurons :

dz’
dy 22—yt a
az T2 — gy 3 ag

ou:

—

dy  Vae2—y T, Va2 —y g
dz rV e "y Falz

.0 2 g
Or cette valeur devient o enposant x°—y L a==0; et comme cetle équation
‘ . . b ’ - - e —_— d
satisfail & la proposée sans satisfaire au facteur Vel—yFatri/z. E—Z
de cette proposée, elle est la solution singuliére cherchée.
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Ex. II. — Trouver les solutions singuliéres de l'équation différentielle :

X dy dy
3 — —_ 2, 2 2. < = (.
Y vaa:y xy?, — 4 ax ;] 0

Sol. — On en tire :
dy Yy — axy

dr  xy®— ax?’

ou:
dy _y (y* — ax)

dz =z (y* — ax)

.0 :
Or celle valeur devient § quand on pose y> — ax =0, el comme celle
derniére équation satisfait a la proposée, sans satisfaire au facteur :

dy
wd—w_y—o’

de celie proposée, elle est la solution singuliére cherchée.

B.— Méthode de Lagrange.

Lagrange a donné une régle différente de toutes les précédentes
pour déduire d’une équation différentielle donnée ses solutions sin-
guliéres. Cette régle est basée sur un théoréme qui lui est dd.

-

a. TrioriME E Lacrance. — Lorsqu'une équation diﬁ”éfentielle du
premier ordre & deux variables admet une solution singuliére, on peut
toujours melire cetle équation sous une forme telle que sa dérwée se
décompose en deua facteurs, dont {'un donne la solution singuliere par
Iélimination de p avec la proposée, tandis que lautre, qui est annulé
par la valewr de y en x tirée de l'intégrale générale, ne Dest plus par la
valeur tirée de la solution singuliere.

Dém. — Scit :

I'équation différentielle proposée, et soit :

F (z,y, a) =0, (“)



1050 SCIENCES POYSIQUES ET MATHEMATIQUES.

son intégrale générale. L'équation proposée résultera de I'élimina-
tion de a entre (=) et :

)+ () o
Appelons :
- a=9(w,y,%) M

la valear de a tirée de (8); en la substituant dans («), on aura :
d
F|ay9¢ ("D: Y d_.i)] =0, (4)

équation qui ne différera pas de (a), ou du moins telle qu'on I'ob-
tiendra en multipliant (a) par une fonction convenablement choisie

i d e e
des variables z, y et d_%' Or, en différentiant (¢}, ona:

dF dF\ dy aF dop) de\ dy de\ d*y .

)+ (@) ) L)+ () () 2o

Mais la somme des deux premiers termes est identiquement nulle,
puisqu’on a substitué pour a, dans la fonction F, sa valeur tirée de
l'équation (g). La dérivée de I'équation (2) se réduit dong 4 :

) [(20)+ (5) 2+ (22) &)=, @
équation qui se décompose en deux, savoir -
G)r= o
et
@)+ )it G 20

- L'équation (c), qui est du second ordre, a évidemment pour 1nté-
grale du premier ordre I'équation () ; mais elle est également
satisfaite par I'équation du premier “ordre (). Donc, en élimi-
nant p entre (2) et (), on aura l'ntégrale deuxiéme de (c) ou I'in-
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tégrale premiére de (¢). Mais comme p n'est contenu que dans ;,
I'élimination de p entre les équations F (2,y.¢) =0 eta=7 (z.y, p)
donnera le méme résultat que I'élimination de ¢ ce résultat sera,
par conséquent, F (w, y, @) =0, qui est I'intégrale générale de la
proposée; ce qui prouve la deuxiéme partie du théoréme.
L’équation (b), qui ne contient que y et p, peut étre regardée
comme une équation primitive du premier ordre et sans constante

arbitraire de I'équation (a'). Ainsi, en éliminant p entre les équa-
dF
dy
primitive de (a') et, partant, de (), qui sera différente de F (x,y,a)=0.
Or, comme p n'est contenu que dans ¢, I'élimination de p donnera
le méme résultat que I'élimination de ¢; et comme éliminer ¢ entre

d T
F(z,y, 9)=0 et ((TF) — 0 est la méme chose qu’éliminer a entre
¢

tions F (x, y, ¢) =0 et ( ) =0, on aura une nouvelle équation

dF . , Seye . .
)_—— 0, il en résulte que I'élimination de p

Fl(z,y,a) =0 et (%

y . dF  r .
entre les équations F (@, y, ¢) =0 et ( d—?—) —= 0 donnera l'équation

singuliére de a ou du moins I'équation d’une ligne de contact des
courbes que représentent les intégrales particuliéres. On voit aussi
que la valeur de y en wtirée de la solution singuliére, laquelle donne

d , - , >
pour E—Z une valeur propre & vérifier la proposée, ne donne pas

d? , . .y . . ,
our =2 une valeur propre a vérifier I'équation (c), ni par conséquent
da'x P p q ?

pour g%, 3%,... des valeurs qui puissent‘vériﬁer les dérivées suc-
cessives de (c). En effet, d'abord I'équation (c) a été délivrée du
{acteur qui renfermait les solutions singuliéres ; ensuite, en regar—
dant la solution singuliére comme dérivée de I'intégrale compléte ,
en faisant varier dans cette dernidre la constante arbitraire, on a
bien pour la solution singuliére comme pour I'intégrale :

dy -
E:‘E_w(xvy);

d*y

mais —

Toe livee de la solution singuliére sera : -

Sy i) s ([ ()]
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tandis que, tirée de Pintégrale générale, elle sera :
. d’y da da\
&=z + (d‘y) &
ce quil fallait prouver.
Rem. I. — On voit, par l'analyse précédente, qu'a moins qu'on
- ne connaisse l'intégrale générale, il nexiste pas de moyen direct
pour mettre une équation du premier ordre sous une forme telle
que sa différentielle se décompose en deux facteurs, dont I'un ren-
ferme les solutions singuliéres et dont I'autre fournit une équation
du second ordre débarrassée de ces solutions. ‘

Rem. II. — Si on peut faire en.sorte que les solutions singuliéres
d'une équation différentielle donnée ne satisfasse plus aux dérivées
successives de cette équation, on peut aussi donner & ces dérivées
une forme telle que les solutions singuliéres y satisfassent encore.
Cette propriété, réciproque de celle de Lagrange, parait avoir été
- remarquée d'abord par Trembley (Mém. de I'Ac. des sc. de Turin,
p. 10, 2° pagination, an. 1790-1791).

ExempLe. — Soit I'équation différentielle :

dy? d
f=mhwu%-%y£-ﬁ=m (1)

qiii a pour inlégrale générale :
F= 22 — 2y — r2 — g2 = (. (2)

Au moyen de cette derniére équation, on peut donner 2 (1) une forme
telle que sa dérivée se décompose en deux factears, dont P'un renforme
toutes les solutions singuliéres et dont I'antre soit tel que ces solutions
0’y satisfassent plus. En effet, de (2) on tire : )

(dF) -+ (dF) p =22 — 2ap = 0,

@)tz
d'ou :
2
. P
valeur qui, substituée dans (2), donne la forme cherchée pour (1), savoir :
wtf@_ﬁ_ﬂ=a (3)
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Cette équation se confondrait avec (1) par 'expulsion du dénominateur p2.
de
Différentions maintenant lequatlon (3) et posons a—g ==g, NOUS aurons :

— 4, LA

—_ T Ty =Y,

poopr prtop
ou
z\ /1 wq)
I Y
(y + p) (p 7
équation qui se décompose dans les deux suivantes :
. .
§ - == 0, 4
v+t (4)
1 aq
-— = V. 5
p r (5)

En éliminant p entre (4) et (3), on obtient la solution singuliére :
a2+ y2—1r2==0.

L’équation (3) n’est que la dérivée relative & de la fonction Z .L’intégra-
z p
tion de (5) donnera donc ;:a d’ot p —E’ valear qui, subshtuee

dans (3), raméne V'intégrale générale (2).
Vérifions maintenant que I'équation x2-y*>—r2=0 ne satisfait pas
a (5). A cet effet, différentions x* 4 y* — =0, nous aurons :

x4+ yp=10,
dob: -
T
pP=——
dérivant de nouvean, il vient:

z2
1+p2+4yg=20, ou 1+y_2+yq=0;

IEEN

et, partant :

Substituant dans le premier membre de (3) les valeurs de p et de g que
nous venons d’obtenir, nous obtenons, aprés leducllon "f qui n'est pas

identiquement nulle.
Mettons maintenant I'équation (1) sous la forme :

dy  ——
a:—}-ydx:d—wl/wﬁ-{—yz*—-rh (1

68
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En y faisant :

X2 + yz — P2 = U,
d’ou :

du = 2¢xdz + 2ydy,
I'équation (1') devient :

dw — 2\/u. dy = 0,

équation qui, différentiée, donne :

— cdy d
d2u — 2\/u dzy — y u=0,

Vu
ou :
d2u. \/u — 2u. d?y — du.dy = 0.

Cette derniére équation est encore vérifiée par lasolution singuliére 2—0,
et sa différentielle du =0. Ces transformations peuvent se continuer aunssi
loin qu’on veut, et la deuxiéme remarque, dans laquelle nous disons qu'il
y a des maniéres ‘de préparer les différentielles de la proposée pour que
les solutions singuliéres y satisfassent encore, se trouve ainsi justifiée.

Rem. III. — Les solutions singulieres d'une équation différentielle
du premier ordre & deuw variables ne satisfont auz dérivées successives
fle la proposée, que lorsqu’elles remplissent certaines conditions.

Proposons-nous de déterminer ces conditions (wvoir Lagrange,
Mém. del'Acad. de Berlin, 1774). A cet effet, soit F (=, y, a) =
I'intégrale générale de la proposée ; la solution singuli¢re donne :

dF\ . dF
dy (475) dx (@)
a7k, T )
&) =

M : [ ’ 4 .
aussi bien que I'intégrale générale, pourvu que :

(‘dF) /dF>

da ida
¢ =0, ou k =0.

@) @)
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Pour que lasolution singuliére satisfasse aI'équation D,.. f(,y,p) =0,
il faut que cette solution donne, comme l'intégrale générale :

o ) o (22 ) ) o)
)

et

e (57) (B ) ) () 2) ()

dy? (dF s ’
“ d_a;)
ce qui exige que l'on ait encore :
( d"’F) ( d"’F)
dadx dady/
'(dF =40, ou (dF = 0
| dy) \d—w)

On trouve de méme que, pour que_la solution singuliére satisfasse
a l'équation D%,. f (z, y, p) =0, il faudra qu'on ait une nouvelle
condition :

(e (& aa

. dz*da/ dy? da .

“ar, % (dF =0
(dy ) d—a;)

En continuant ainsi, on voit que, pour qu'une solution singuliére
de f= 0 satisfasse & la dérivée n*™ de f== 0, il faut qu'on ait &

la fois :
(@ ) ( dZF) ( &3 F ) (d’“"F)
da | dzda dz2da dz* da -
—_— . —_— N f = 0 . —
O E T w
d dy | (dy ) (dy

ou, a la fois :
(dF) ( sz) ( d:F ) ’d"+'F)
da/ _ o \dydal - \dypdd _ (d_y% _
d_lf) " TJiF ’ (dF) e dF '
(da: (EE) dx, (%)
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selon que l'on considére y comme fonction de x, ou % comure
fonction de y.

Conséquence I. — Si l'on avait a la fois :

(dF) ( d2F) ( dsF )
paint o
da 0 dxda 0 dxz? da

— =0, "(EF“=’ =0, .. AT,
&) z) &)

ou
%) (e (i)
da dyda dy? da -
=0, ZF —0, Zm —0,...alo,
(&) (EE) (d_w)

alors la solution singuliére satisferait non-seulement & I'équation
différentielle du premier ordre, mais aussi & toutes les dérivées de
cette équation. Cette solution aurait donc les mémes propriétés que
I'intégrale compléte; et nous allons montrer qu'en effet elle cesse
alors d’étre une solution singulidre pour devenir une intégrale parti-
culiére. Car toutes les équations de condition sont les dérivées suc-
cessives de : '

*
——

i)
) |

dy C dx .
(EE)_O’ ou de (da)——O,

———

dF)
da

=0, oude =0,

——
S5
Bl

partant de :

et, puisque toutes ces dérivées sont nulles & I'infini, c'est que ¥ ne
renferme pas a, ou que « ne le renferme pas ; les équations :

LI

donneront donc une relation entre a et des constantes, et, partant,
a = constante; ce quil fallait prouver. - :
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Conséquence II. — On peut encore déduife de ce qui précéde
que lorsque /=0 est algébrique, les solutions singuliéres doivent

d ) i . )
donner (—f) =0. Puisque f= 0 ne contient pas a, il en résulte

dp
; af e .
quon aura : (%) — 0, soit qu'on regarde y comme fonction de et
de a, ou & comme fonction de 4 et de a. Supposons que I'équa-
tion f==0 ne renferme pas de fonctions transcendantes et soit délivrée
de radicaux et de dénominateurs. En regardant y comme fonction

de wetde a, et en différentiant f=0 par rapport a g, on aura :

) ) 1) 2=

ou: (dz—F) (l—i_Fj) |
(%) ‘E%i)a %) é_%)=0. (1)
y v

Mais, pour les solutions singuliéres de f==10, on a :

)

) aFy
i)

: df e , .
donc, puisque (@) ne peut devenir infini, on doit avoir :

i e

dp ((l}i’
| dy)
(e
. \dz da) _, : . df
Done, si (‘E’ n'est pas nul, on doit avoir (d—p) = 0.
. dy)
(&F )
.\dxda), . vy . e e .
S1 (dF était nul, I'équation (1) aurait lieu d’elle-méme; mais en
dy
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différentiant par rapport & x, on aura :
()

df\ \dz* da ‘” ﬂ

(dp) + (dy)

& -

+(aps
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Iy

( 2
dx da)
dF)

dy

———

I \ (287 (o
| () (2 ot )
L (dy/ i (dy)

et comme aucun des coefficients ne saurait devenir infini, on doit

avoir :
df _
(ap) =

~——

0,

d:F
(da;z da,)
dF
(dy/
nulle, une nouvelle différentiation, par rapport & #, nous montrerait
s
\dzdda
i

dy

. e
e . . da

de suite a I'infini. Mais pour que I'équat ;
pour que l'équation =

une solution singulitre, il faut que les quantités :

& moins que ne soit nul. Si cette derniére quantité était

. . [df . ) . .
quon doit avoir (_5\ =0, a moins que ne soit nul, et ainsi

=0 puisse donner

(d?ﬁ') (ds.F\ ('d"F
dzda) \dz?da) \Gz® da’)

. (@') ’ dF) ’ (dF )
\dy (dy \ dy
ne soient pas toutes nulles & la fois ; donc il faudra que quelqu’une

de ces quantités ne soit pas nulle. 1l faudra, par conséquent, qu'on .
a1t nécessairement : ‘
‘d .

dp,

, + o« al>e,

ce qu'il fallait prouver.
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On arriverait au méme résultat en considérant « comme fonction

de y et de a.

Conséquence III. — On peut montrer qul y a dans le premier
ordre des équations qut ont toujours une solution singulidre.

En effet, reprenons la différentielle compléte de flz, y, p)=0,
Savor :
af df § df
gp) 22 + (5 + (35 ¢ 7=0

Si cette équation se réduit d'elle-méme a :

o

elle aura toujours une solution singuliére donnée par le premier

facteur (j—i).= 0; quant au second facteur dp = 0, 1l fournira

“I'intégrale générale de lequatlon dlfferentxelle cherchée. En effet,

deux1 mtegratlons successives donneront :

p=a, y=ax-+b.
Mais comme I'équation différentielle cherchée n’est que du premier
ordre, son intégrale ne devra renfermer qu'une constante arbitraire ;
b doit donc étre une fonction de a; posons, par conséquent, b=1¢ (a);
I'ntégrale deviendra la ligne droite :

y=az + ¢ (a),

et, ensubstituant dans cette équation & a sa valeur p, on aura I'équa-
tion différentielle cherchée, savoir :

P
Y=z T T (d_.c) )
b. Du théoréme de Lagrange, on déduit les deux régles suivantes,

pour la détermination des solutions singuliéres :

RicLe I. — Pour.trouver les solutions singuliéres d'une équation
différentielle du premier ordre & deuw variables, o faut tdcher de décom--
poser la dérivée de cetle équation en deux facteurs, lun du premier
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ordre, lautre du second ordre. Les équations qui résulteront de Iélimi-
g d * 4 ! r 4 N
naton de (ﬁ entre le premaer facteur égalé & =éro et I'équation pro-

* posée, seront des solutions singulieres de cette proposée , st elles ne sont
pas renfermées comme cas particuliers dans Uintégrale générale.

RioLe IT.— Les hypothéses qui satisfont auz deuw dquations résultant
sy e dy dx . . .y . '
de [élimination de 35 ou de i entre ['équation dzﬁ”erentzel[e proposée et

chacune des deuz e’gudtions qui expriment que les deux termes de la
d2 dx . : . “
valeur de (Kf ou de iy deviennent nuls, sont des solutions singulitres

de la proposée, st elles ne sont pas contenues comme cas particuliers dans
Uintégrale générale.

Dém. — Nous avons vu, dans le théoréme de Lagrange, que
si F (@, y, a) =0 est I'intégrale générale d'une équation différen-

tielle donnée f (#, y,p) =0, il‘faut que cette équation différentielle,

ait la forme : F' (@, y,9) =0 (¢ étant la valeur de @ en 2,y et p tirée
de la dérivée immédiate de I'intégrale générale), pour que la dérivée
de I'équation différentielle donnée puisse se décomposer en deux
facteurs, dont I'un renferme la solution singuliére, Or si les équa-
_tions f (=, Y, p)==0 et F'(#,y, 2) =0 ne coincident pas, 1l résulte
de la théorie de I'élimination qu'elles ne peuvent différer que par
un multiplicateur fonction de z, y et p- Soit M ce facteur, en sorte
qu'on ait identiquement :

» [ (@, y,p)e== M. F (2,9, 9);
on en tirera : ,

F(z,y, ¢) = f__(w,zé/, ),

d'ol1, en dérivant :

) + @)+ L)+ G+ (o]

Y
)+ 8+ ] ¢ 1) (4]

H
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et si on remarque que r

2+ ()=

)+ (5) 7 + (&)
o () () + (ot (o L+ 5P a2 +(5) o+ ()
pour la dérivée du premier membre de I'équation pro.posée
f(@,y, p)=0. Or on satisfait & cette dérivée indépendamment
de g = S—Zy |

wZ

il viendra :

, en posant:

dF\
— =0 et x =10;
(\d? / f( b y’ p) 2
et on sait qu'en éliminant p entre ces dernieres, I'équation résultante
renfermera les solutions singuliéres de la proposée. Mais on ne peut
» satisfaire & I'équation :

e e
indépen.damment de ¢, qu'en posant :

(%) + (%)p———o et (%): 0.

L'existence des solutions singuliéres entraine donc ces derniéres
équations et donne & la valeur de g, tirée de la dérivée de la pro-
posée, la forme :

Ainsi les solutions singuliéres ont la propriété de rendre indéter-
"miné le coefficient différentiel du second ordre. Cela posé, appe-
lons ¢ (x, y, p) le facteur qui rend nul le numérateur de la valeur
de ¢; et x(z, v, p), celui qui fait évanouir le dénommateur; en
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éliminant p entre chacune des équations y—0, x=0 et la pro-
posée , on obtiendra deux équations en # et y, et les hypothéses qui
satisferont simultanément & ces deux équations seront des solutions
singuliéres, si, du reste, elles ne sont pas renfermées comme cas
particuliers dans l'intégrale générale ; ce qui démontre la régle

énoncée.

Rem. 1. — Puisque nous avions déja démontré , dans la théorie
de Legendre et de Laplace, que les solutions singuliéres entrainent
I'équation (%) =10, 1l elit été excessivement plus simple de con-

) \ 0 . .
stater qu'elles donnent & ¢ la forme § en partant de ce fait- acquis,

car la dérivée de Péquation f(z, y, p) =40, savolr : '(gi—) + (%)
p+ (g;?) g=0se réduit a: (gg) + (Z—Z)p —0, pér I'équation (Z—;) = 0;

et les équations (%) + (gg—’;) p=0 et (%) =0 donnent immédia—

tement la forme -gé l’expression :
ar\ . (df
(2] + (3,7

i

\

Si nous avons suivi une marche plus longue, c'est que nous avons
voulu, & 'exemple de Lagrange, rendre la démonstration indépen-
dante de la théorie de Laplace et Legendre, et la baser uniquement
sur le théoréme de Lagrange.

Rem. II. — Nous venons de voir que les solutions singuliéres
donnent la forme indéterminée au coefficient différentiel du second

d2y . ' . .. diy dy .
ordre 5 1l est facile de voir que Toi» goare- €t tous. les coeffi~

cients différentiels des ordres supérieurs se présenteront aussi sous
0 . . .
la forme 5 Cette circonstance provient de ce que chacun des points

de I'enveloppe appartient & trois courbes au moins, qui ont entre
elles un contact du premier ordre et pour lesquelles le coefficient
différentiel du premier ordre a une valeur commune. Mais les valeurs
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des coeflicients différentiels des ordres supérieurs sont généralement
différents pour ces diverses courbes; et comme les équations dont
ces coefficients dépendent ne pourraient donner qu'une seule valeur,

puisqu'elles sont du premier degré, I'analyse résout cette difficulté
en laissant ces valeurs indéterminées. La forme g est, selon l'ex-
pression de Lagrange, « le moyen que lanalyse emploie pour
échapper aux contradictions. » — Nous avons vu que le coefficient

i . . . . 0
différentiel du premier ordre dy pouvait prendre aussi la forme -
dx 0

pour les solutions singuliéres; mais'il y a cette différence entre la
, e, 4 , . d . '
dérivée 2 et celles des ordres supérieurs, que Y toujours une
dx dz

valeur finie et déterminée, et que la forme % qu'l affecte vient seu-

lement de ce qu'il renferme, comme facteur des deux termes de sa
valeur, les solutions singuliéres, tandis que, pour ces solutions, les

. Ay AP : : : :
dérivées &—ﬁ , d—w% ,... deviennent réellement indéterminées. — Si,
on avait regardé & son tour # comme fonction de y, on aurait trouvé

d2x  dsx

que les dérivées . prennent ausst la forme % pour les

solutions singuliéres.

Observation générale. — La théorie de Poisson et de Lagrange,
ainsi qu'il est facile de le reconnaitre par l'examen de 'analyse sur
laquelle cette théorie repose, n'est généralement applicable quaux
équations différentielles dont I'intégrale générale est une fonction
algébrique de x et de y.

Appliquons maintenant la théorie de Lagraunge & quelques exemples.

ExempLE I.— Trouver les solutions singuliéres de I'équation différentielle :

f

dy dy o
fy) s

Solution. — En dérivant I'équation précédente, on a :

e by 5=y

— ¥ T3
ax d.r dx

o &Y
9r 22 . .3
w(x oy)
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d'otr :

@y “ae Vi
dz?

On aura donc, pour déterminer toutes les solutions singuliéres de la
proposée, les trois équations :

dy dy \ 3
—_—— - .=0
(:1; dx y) (w dx 2y/ + ?
oY

— — Bp2—
dz2 dz a," ’

* dy )
_—5 == .
w(‘2 . Y 0

Or la derniére donne:
dy _ 3y

dr 22’

‘valeur qui, substituée dans les deux autres équations, donne !

32 2
;—y-z+a:3=0, et %—541:2:0,
équations auxquelles on satisfait simultanément en posant :

y2—bxs=0.

-

C’est la solution singuliére cherchée, et qu’on aurait obtenue par la théorie
de Laplace et Legendre et par Papplication des procédés du §Ia Tinté-

grale générale : y — ax — %2 =0.

Ex. II. — Trouver une courbe telle que le produit des perpendiculaires

abaissées de deux points donnés sur chaque tangente & cette courbe soit
constant, )

Sol. — 1l est tout d’abord manifeste que la courbe cherchée sera enve-
loppe de toutes ses tangentes, et que, par conséquent, son équation sera

le résultat de I'élimination de Z—y enire I'équatjon différentielle du pro-
\ 7’ ‘ . . w " d2
bléme et I'équation qui rend nuls les deux termes de la valeur de Eg-

1l nous faut donc premiérement chercher I'équation différentielle, traduc-
tion analytique de la question proposée. A cet effet, prenons pour axe
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des x la droite qui passe par les points donnés, et pour origine, le milien
de la distance qui sépare ces points, distance que nous représenterons
par 2c. Appelons b2 le produit des perpendiculaires : la condition donnée
pous fournira I'équation différentielle cherchée, savoir :

dy\2 _ ,dy?
(y—mdw) — ¢

dy? =+ b5 ()

1 4L
+ da?

le signe supérieur correspondant au cas ol les deux points sont d’un
méme coté de la tangente, et le signe inférieur aun cas ou la tangente passe
entre les deux points. Différentions (1) et réduisons au méme dénomina-
teur, nous aurons :

d?y dy d% dy @’ _ dy d’y
—_—g — Jog2 2 b2 = —.
et i T T W W

dy d2y ., \ o .
Posons : iz = Pr gp2 =5 puis résolvons par rapport a ¢, il viendra:

0 3
1= e —(@ £ 9] — oy’

. 0 . y .
Pour que cetie valeur devienne & il faut qu’on ait :

— Yy g
. p—_xg_(czibg)' (2)

L’élimination de p entre (1) et (2) donnera I'équation de'la courbe cher-
chée; pour effectuer cette élimination, remarquons que lequatlon (1),
aprés qu'on a chassé le dénominateur, devient :

(y —app—c2p2=1 b2 L b2 p?
ou:
—_— y2 i b2 zy
S el I S
U D R CE R D R

ou, enfin :

(3)
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La comparaison facile de (2) et (3) donne :

d’ou, enfin :
y2 (c%i 62) = b2 2=+ b2 (c2 + 82). (4)

Si I'on prend les signes supérieurs, cette équation représente une ellipse
dont les foyers sont les deux points donnés et dont le pelit axe est égal
a2b. Si l'on prend les signes inférieurs, les deux points étant de cotés
différents de la tangente, les perpendiculaires sont respectivement
moindres que les segments de la droite égale 4 2c, en sorte quec<b;la
courbe est donc alors une hyperbole ayant pour foyers les points donnés,
el 2b pour axe imaginaire. :

L'intégrale générale de (1), savoir : y—ax+1/(c? + 6% a2 07, repré-
sente le systeme des tangentes de la courbe (4).

Ex. HI. — On donne deux paralléles et sur chacune d’elles un point fixe,
et on demande la courbe telle que, pour toute tangente qwon lui méne, les
segments déterminés sur chaque paralléle entre le point fixe et le point de
rencontre avec la tangente, aient un produit constant.

Sol. — Ici encore la courbe cherchée sera évidemment I'enveloppe de
toutes les tangentes qui satisfont aux conditions de la question; et I'équa-
tion de cette courbe sera celle qui jouit de la propriété de rendre indé-

. ay . ) . cprs . \
.terminée la valeur de E?!z tirée de I'équation différentielle du probléme.
Appelons donc b% le produit constant;, 2 la distance des points fixes;
prenons l'origine au milieu de cette distance, I'axe des x suivant sa

direction, et l'axe des y paralléle aux droites données; I'équation diffé-
rentielle, traduction analytique de I'énoncé, sera :

/ 2 2
:\y—;mfi:'i) W (1)

le signe - ayant lieu dans le cas ol les segments sont situés d’un méme
coté de 'axe des z, et le signe — dans le cas contraire. En différen-
tiant (1), on obtient : :

— qxy + pgx? — c2pg =0,
dou :
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La solution singuliére'de (1) résultera de I'élimination de p entre (1) et

ry
P=—5"3 (2)
T — ¢
Mais (1) donne :
—y2 1 b2 x
. pP= wZ T2 zz—f—c—zp,
ou, en vertu de (2): ‘
2= 2p2,
P gz TP
ou :
__—ytk
pr=— 2 — ¢2 (3)

Soustrayant (3) de (2) élevée au carré, on a, aprés la réduction au méme

o242t b2a =+ a2 b2 %)

ellipse ou hyperbole, rapportée 3 -un systéme de diamétres conjugués,
suivant que I'on prend les signes supérieurs ou les signes inférieurs.
Le systéme des tangentes de la courbe (4) est représenté par I'intégrale
générale de (1), savoir:
y=ao + VTP LI

Ex. 1V. — Trouver la courbe dont la longueur de la normale et la distance
de son pied & Lorigine des coordonnées aient entre elles une relation donnée.

-

Sol. — La longueur de la-normale est : y\/_'l + %W

Py la distance de

Yorigine au point ot cette normale rencontre l'axe des abscisses est :

d
x4y d—i . L’équation différentielle du probléme est donc:

dy?> dy
yVi'l‘m‘—‘P(w'{‘yﬂ)t (1)
En différentiant cette équation, on obtient :

——s ypq . s : dy
PVIF P+ = (4 +a| ¢ (o+v5l )

pVI+p2— (i +p2) t:sb' (M—y%)]
q=— .

P :
y[i\/—'l—"*‘ﬁj —¢ (w—l—py)}
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Cette valeur devient indéterminée pour :
p \ ut . . ‘
————— ¢ (z+py) =0 (2)
Vi+p?

Quant a I'équation cherchée, elle résultera de I'élimination de p entre
les équations (1) et (2), élimination qu’on ne peut effectuer qu’en particu-
larisant la fonction ¢. Si l'on fait, par exemple :

¢ (z + py) =k (v + py),

k désignant une constante, on aura :
k
2=fk (g4~
Y= ( + 4),

équation d’une parabole ayant son foyer a l'origine et pour axe I'axe des x.
On satisfait encore 4 la question par l'intégrale générale de (1), savoir :

Vi{z— a’)z —yr=y (a)a

qui est 'équation d’une série de cercles ayant leurs centres sur I'axe des z,
et dont les rayons ont avec les distances des centres & 'origine la relation
indiquée par la caractéristique ¢.

K. — TekoRIE DE M. TIMMERMANS.

- Soit :
f(zy,p)=0 A (a)
une équation différentielle du premier ordre & deux variables que
nous supposerons de forme algébrique et renfermant p & la puis-

sance . En représentant par p, p,, P, -.. pules » valeurs de p en
fonction de x et de y tirées de f=0, celle-ci sera identique avec

(P—p1) (P~ ;) (P — P3)e- {(p — ppu) =0. (a')

En appelant p; et p; deux quelconques des valeurs de p, le résultat
"de I'élimination de p euntre (a) ou (d') et

dafy ‘

(i) =" o

sera .
Pi= Pk (=)
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{car I'équation (b) exprime que ['équation(a) a au moins deux racines
égales), et, par conséquent (voy. le théor. III, n° I de ce §), les
solutions singuliéres de (a), s'il y en a, seront renfermées dans («).
Quant & la signification géométrique de cette équation (=), remar-
quons que chacune des équations : p=p,, p=p,, p=p,....p==pg
dont I'équation (a') tient la place, représente une série de courbes,
de sorte que I'équation («) exprime qu'au point de rencontre de
deux courbes prises dans chacun de ces systémes, la tangente est
commune, c'est-a-dire qu'elles se touchent. L'équation («) appar- -
tiendra donc & tous les points de contact 00'o"0"... (fig. 10). D'otice
théoréme : L’égudtion finale , résultant de l'élimination de p entre une
équation différentielle du premier ordre, fonction algébrique d'un degré
quelcongue, et sa dérvwée relative a p égalée & zéro, appartient aux heua
géoméiriques des points ou les courbes représentées par I'une des valeurs
de p tirées de 'équation différentielle viennent toucher chacune des
courbes représentées par les autres valeurs de p. Si les racines p,, p,,
Ps» --Pu sont rationnelles , les équations p=p,, p=p,, p==p,., ...
p==p, seront en général distinctes; et les systémes de courbes ab,
a,b,,... pourront étre d'une nature différente ; mais si la résolution
par rapport & p de léquation f(#, y, p) = 0 introduit un radical
dans p,, p,, Ps.--.px , ces fonctions ne différeront que par le fait
de la maltiplicité des valeurs de ce radical ; et les équations p=p,,
P==P,, p=P;.... p=p, devront alors étre considérées comme des
cas particuliers d'une équation plus générale, dans laquelle le radical
aurait conservé toute sa généralité. Les courbes ab, ab,,... (fig. 10)
ne seront plus que les branches d'une méme courbe continue =02
(fg. 11), et I'équation p;=— p, appartiendra encore au lieu géo-
métrique des points qui séparent ces branches, c'est-a-dire des
points pour lesquels les racines p; et p, sont égales.

Cela posé, I'équation [ (2, y,p) = 0 étant de degré ~ les valeurs
de p qu'on en tirera pourront contenir plusieurs radicaux; et I'on
aura toutes les racines p,, p,, p;. ... P €n combinant de toutes les
maniéres possibles les valeurs de ces radicaux. L'équation p;—p;,
qui exprime I'égalité de deux de ces racines, entrainera donc I'éva-
nouissement de l'un de ces radicaux. Or on peut faire disparaitre un

69
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radical en égalant A zéro la fonction placée sous lui, de sorte qu'en
représentant par ¢ cette fonction, I'équation ¢—0 remplacera
I'équation p, = p, et sera I'équation de la courbe 00's"o™. .. (fig. 11);
ou bien encore en égalant & zéro un facteur ¢ placé en dehors de ce
radical, de sorte que I'équation ¢ =0 tiendra encore lieu de Pi=Ds
et sera encore |'équation de la courbe 00'6"0"... Actuellement, si
nous supposons que l'une des équations y=0, ou v==0, étant dif-
férentiée, satisfasse 4 I'équation différentielle p==p;, ce qu'on véri-
fira en examinant si, aprés avoir fait évanouir ¢ ou ¢ dans p, ce qui
reste de la fonction donne pour p la méme valeur que =0, ou
v = 0, savoir :

(&) (&)

la courbe 00'0"0"" sera enveloppe de toutes les courbes aod, a'o'd’ ,
a'o"d",... (fig. 1), et 'équation 9— 0, ou ¢'= 0, sera une solution
singuliére, si la courbe 00'o"o™ ... est distincte de toutes les courbes
aod, d'o'd’, a"o"d"..., cest-a-dire si elle n'est pas renfermée dans
Tintégrale générale comme cas particulier. On a donc le théoréme
suivant : Pour obtenir les solutions singuliéres d'une éguation différen=
tuelle de forme-algébrique, il faut rés‘ouolre’cettc équation par'mpport ap.
St la valeur de P ne renferme pas de radical, 1l n;y aura pas de solution
.singuliéfe.; dans le cas coniraire, on égalera & z6ro les [fonctions placées
sous les divers radicauzx, ou, en dehors de ces radicauz, comme facteurs;
et st ges équalions satisfont & la valeur de p sans satisfaire & l'intégrale
générale de la proposée, elles seront les solutions singulidres cherchées.

Rem. I. — Lagrange avait déji observé que les solutions singu-
liéres doivent étre cherchées dans les radicaux. Mais de cette stmple
remarque, qui, du reste, n'est entiérement vraie que lorsque [ est
algébrique, M. Timmermans a tiré, pour ce cas, une théorie neuve,
qui montre-bien la liaison des solutions singuliéres avec la compo-
sition de I'équation différentielle a laquelle elles satisfont. De plus,

-1l a déduit de cette théorie un moyen simple de distinguer parmi les
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fonctions qui font évanouir--les divers radicaux de la fonction
p=26 (2,y) et qui satisfont & cette équation, celles qui sont des
solutions singuliéres de celles qui sont des intégrales particuliéres.

~ Clest ce que nous verrons & I'art. II de ce chapitre.

.ExenpLE. — Appliquons le procédé de M. Timmermans & [équation dif-
férentielle :

QJ{E Ca \/w—m+4\/y——n_
vy—mn V& —m

Cette équation donne :

dy _ Vi—a_ Vy=n Vo—mtiyy—n
dr 2 Ve—m :

Or on fait évanouir successivement les divers radicaux de cete expres-
sion, en posant tour a tour :

) z—m-+d\/y—n=0,
x—m=20,
y— n=0,

Ce sont les solutions singuliéres que nous avons deJa tronvées de diverses
maniéres.

" Rem. II. — Une équation différentielle , algébrique en «, v, P,
peut avoir une mtegrale générale fonctlon transcendante de =z, y
ou a; car certaines fonctions transcendantes (les logarithmes, les
fonctions ellzptzques sous forme abélienne, par exemple) ont des diffé-
rentielles de forme algébrique ; mais la réciproque est fausse, car
toute fonction algébrique ayant une différentielle algébrique, lorsque
I'ntégrale générale d'une équation différentielle est algébrique
en x, ¥y, a, cette équation ne peut étre transcendante en 2, ¢, p. 1l
en résulte que la méthode de M. Timmermans, qui suppose que
I'équation différentielle & laquelle elle s’applique soit une fonction
algébrique , pourra encore s'appliquer & certaines intégrales géné-
rales sous forme transcendante , pourvu que I'équation différentielle
elle-méme soit une fonction algébrique de @, y et p.
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ExeupLe. — Soit & déterminer les solutions singuliéres de Uéquation dif-
férentielle :

L +2 de—w—y=O

Sol. — L'intégrale générale de cette équation est une fonction trans-
cendante de y, savoir :

a? =2 ly 4 (g =w + y.

Nous appliquerons donc la méthode de M. Timmermans 4 T'équation

difiérentielle elle-méme. En la résolvant par rapport 4 Z—Z ,0na:
dy__ _ytvVaty
dx y )

L’équation x 4-y==0 fait évanouir le radical de cette expressmn ety
satisfait : c’est la solutxon singuliére cherchée.

§ 1xm. — SOLUTIONS SINGULIERES DETERMINEES 4 POSTERIORI
PAR LA METHODE DES COEFFICIENTS ET DES EXPOSANTS INDETERMINES.

Voici cette méthode, due & Jean Trembley et exposée par lui dans
les Mémoires de I' Académie des sciences de Turin (an. 1790-1791) :
- On tdche de reconnaitre lo forme que doit avoir la solution singu—
liére; on donne ensuite & la fonction qui doit la représenter des coeffi-
cients et des exposants indéterminds, et on substitue la valeur qui en
résulte dans Uéquation différentielle proposée. Cette derniére devant
devenar z'dentique par ceite substitution, fournira les relations néces-
saires pour évaluer les coefficients et les exposants indélerminés.

ExeupLE. — Soit proposée U'équation différentielle :

% (@2 —1%) & (ay — 1V F g2 —1%)=0. )

Sol. — On voit que cette équation est satisfaite en posant :

2?2 - 2=,

Nous donnerons donc a la solution singuliére la forme :

y— A (22 — q'z)a =0, @)
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A et « étant des constantes a ‘_délerminer. A cet effet, substituons (2)
dans (1), nous devrons avoir identiquement :

24 o (42— rz)“m + Az (22 — 'rz)a Fr V A (22— " +x2—12em 0. (3)

Or si on prend les signes inférieurs, on satisfera a I'identité (3), indépen-
damment de x* —r?, en posant 2« =1 ou a=%, ce qui change les rela-
tions (2) et (3) en :
Y -—A\/aﬁ——-r==0,1
el: ' ' . ’ (4)
| sp1=0.
L’élimination de A entre les équations (4) donne :

mz+y2__1‘2=0’

qui est la solution singuliére déja trouvée par les procédés des paragra-
phes précédents.

ARTICLE 1lI. — DISTINCTION DES SOLUTIONS SINGULIERES

* ET DES INTEGRALES PARTICULIERES.

Les considérations géométriques sur lesquelles nous nous sommes
souvent fondés dans ce qui précéde, s'appliquent & toutes les lignes
de contact des courbes données par l'intégrale générale, aussi bien &
celles qui pourraient exceptionnellement représenter des intégrales
particuliéres , qu'a celles qui‘représentent des solutions singulidres.
On est stir que toutes les solutions singuliéres sont comprises dans
les équations primitives données par les procédés de larticle
précédent; mais il reste & distinguer parmi toutes ces équations celles
qui ne peuvent rentrer dans I'intégrale générale par une détermina-
tion de la constante , de celles qui s'obtiennent en particularisant
cette arbitraire. A cet effet, il faut distinguer le cas ot on connait
Iintégrale générale de celui ou I'équation différentielle seule est

donnée.
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§ ¥. -~ ON CONNAIT L’'INTEGRALE GENERALE.

A.— Méthode de Lagrange.

Pour décider s1 une équation obtenue par les procédés de larticle
précédent est une solution singuliére ou une intégrale particuliére , il
faut éliminer une des variables x et y entre cette dquation et lintégrale
générale. Si on peut faire disparaiire l'autre variable de léquation
résultante, en donnant a l'arbitraire des valeurs constantes . Uéquation
essayée est une intégrale particuliére, sinon une solution singulitre.

Mais on peut, dans certains cas, reconnaitre si une équation
donnée est une solution singuliére ou une intégrale particuliére,
sans procéder & I'dlimination qu'exige la régle que nous venons
d’énoncer. Ainsi ; - :

1° Si I'équation (fi—f} =0, tirée de F' (%, y,a) — 0, donne 4 @

da | ? ’ ?
une valeur constante, elle ne conduira qua une intégrale parti-
culiére. :

2° Si an'est qu'au premier degré dans F (2, y, a) = 0, il n'entre
point dans (g) == 0, qui ne contient alors que les variables # et y;
dans ce cas, I'équation <EE)=0 nest qu'une intégrale particuliére.
En effet, .tout d’abord I'équation (gg) =0 satisfait elle - méme 2

l’équation différentielle [#,y, p) =0, car F (,y, a) =0 étant
de la forme Q 4 aP =10, Q et P désignant des fonctions de 2 et
dey,ona: ~
: ’ dQ -+ adP = 0;
d'ou ; ,

(2, y, p) == PdQ — QdP =0,

équation a laquelle on satisfait en posant (g ) — P—==0. De plus,

P — 0 est la valeur que prend l'intégrale générale quand g = oo’

_Ppuisque @ = — % Elle est donc une intégrale particuli¢re, ainsi

que nous Favons dit.




article
Sre , ol
égrale
uation
uation
e.

1ation
liére,
enons

e da

yarti—

'entre

et Y;
liére.
me a

étant
x et

33
e
i
Y
i

[l

AR

SER A A

e oo

St i

DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1075

3° Si a n'entre qu'au premier degré dans l'intégrale générale, et

si, en méme temps, P est facteur de Q, auquel cas I'intégrale générale

Q -+ aP=0 prend la forme PR+ aP=0, on aura:a= ——-IE,

N o ot
valeur qui devient 5 pour P = 0. Dans ce cas, P =0 n’est ni une

mtégrale particuliére, ni une solution singuliére, mais une solution
étrangére, car P est un facteur de l'intégrale générale indépendant
de a, et, partant, étranger & I'équation différentielle.

B, — Méthode de Poissom.

(Voy. le 13° cahier du Journal de I'Ecole polytechnigue, p. 72.)
— St y==7¢ (x, a) désigne l'intégrale générale de ['équation différen—
de

tielle £ (x,y, p) =0, la valeur de z, tirée de 'équation (——):0, et

dz
substituée dans U'intégrale générale, condust & une intégrale particulire
ou & une solution singulidre, selon que l'équation ¢ (x, z) — ¢ (x, a)=0,
résolue par rapport ¢ z, a ou non des racines égales. :
En effet, si z désigne une fonction de 2, en éliminant z entre les

L d . )
équations (d—z) =0 et y =7 (, %), on aura ou des solutions singu-

litres ou des intégrales particuliéres. Or, si on considére I'équa-
tion ¢ (%,z) — ¢ (#,a)==0, 1l est visible qu'on en tirerad’abord z—a,
et si on divise son premier membre par z — @, on aura une nouvelle
équation qui donnera, en général, une valeur de z en #. Lors donc
que les deux équations ne pourront étre satisfaites par une valeur
commune de z, c'est-a-dire quand 'équation ¢ (#, z) — ¢ (#, a) =0,
résolue par rapport & = , n'aura pas de racines égales, en substituant

- . d
dans y =7 (#, z), la valeur de z tirée de (d—:) = 0, on aura une
solition singuliére. Mais si, au contraire, les équations («Tz') =

ety (@, 5) —¢ (@, a) =0 peuvent éire satisfaites par une valeur
commune de z, ce qui arrivera toutes et quantes fois que I'équation
¢ (#,2)— ¢ (#,a)= 0, résolue par rapport & z,aura des racines égales,
cette valeur commune de =, substituée dans I'équation y — 7 (, a),
donnera une intégrale particuliére; ce qu’il fallait prouver.
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C. — Méthode de M. Timmermans.

Nous avons vu (§ I de T'art. I, n° I) que les solutions singuliéres
d'une équation différentielle, dont I'intégrale générale est une fonc-
tion algébrique de #, y et a, sont toutes comprises dans les équa-

tions :
2=0 et ¥=0,

que T'on obtient en faisant évanouir un radical dans I'ntégrale
générale résolue par rapport 4 la constante, au moyen d'une fonction
placée sous ce radical, ou placée en dehors comme facteur.

1° Considérons d'abord l;équation ¥=0, et développons g; sui-
vant les puissances ascendantes de ¥, on aura, pour g; = g, la série
- sulvante : ’

A+ Y4+ A v . A,y f. —g— s

d’ot I'on tire :

o (]l ) )
S @) () o) B
mais I'équation ¥ — 0 dpt;ne :

(dy
o (@)
“ &

1} o . gp Lt
pour que ces deux valeurs de d—i coincident pour ¥ — 0, il faut que

@ (@) +(5)

&) CG+als)

I'on ait -

H
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ou bien, en chassant les dénominateurs et réduisant :

() () — () (82)

d'ou
By ) (i
dﬁ)_ Ir) dy dz
() M T )
(dy) (dy) (

et, par conséquent :
d4, dd,)\ dy
() + (&) &0

ou :
Ao = constante.

Ainsi, pour que ¥ =0 satisfasse & I'équation proposée f(z,y, p)=0,
c'est-a-dire pour que la courbe ¥ =0 touche toutes les courbes
représentées par a;— a =0, 1l faut et il suffit que A soit constant.
Mais alors ¥ — 0 n’est qu'une intégrale particuliére, car pour qu'elle
se confonde avec ' ‘

G—a=Ao+ A4 Y+ A v . 4+ A, ¥ —a=0,

il suffit de faire A, — — a. Donc :

Lorsque Uintégrale générale d'une équation différentielle du premier
ordre a deux variables est une fonction algébriquedex, y et a, et quelle
est résolue par rapport & la constante, tout facteur placé en dehors d'un
radical dans Cexpression de la constante, et qui, éqalé a zéro, fart
évanowr ce raducal, ne satisfait & la proposée que lorsqu'il réduat I'in—
tégrale & une constante, et lorsqu’sl y satisfait, cest toujours comme
intégrale particuliére.

Rem. — Si la fonction @ placée sous le radical, dont nous repré-
senterons I'indice par #, formait une puissance exacte ¥’, et que v
fat plus grand que #, on pourrait écrire :
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et, en posant ¥,= 0, le radical devra étre considéré comme dispa-
raissant par un facteur placé en dehors, de sorte que ¥, — 0 sera
une intégrale particuliére, si, du reste, elle rend 4, constant.

2° Examinons maintenant I'équation ¢ = 0. En désignant par x

I'indice du radical sous lequel se trouve ¢, la fonction a; renfer-
l

mera o* et pourra étre dexeloppee suivant les pulssances ascen-—

dantes de @f‘ de sorte que I'équation a¢; — a—0 sera remplacee'
par la suivante :
L 2 3

By+B.o" +B.¢" ... B .. —a—o0,

d’'ol l'on tire ;

i_ 1 ‘ 2_ 2
i ()t (B[ 2 ) ()
de 1_ 1 E_ 2
2 L™ [l () 2 (0 0B
N B, ’“/%- 4 de\  (dB 9 fldep ’+:7 B
I v s L) v At A
doz _1 , : 1 1
()0 e
qui, pour ® = 0, devient :
dy (Z_:)
iz " jan)’
(dy/'

valeur identique & celle qu'on tire de ¢ —'0 elle-méme. Ainsi, la
courbe 00'0"0"... (fig. 1), représentée par I'équation ¢ — 0, touche
toutes les courbes représentées par a;—a=—0, cest-a—dn‘e que
I'équation ¢ — 0 satisfait i la proposée f(,7y,p) =0, par le seul
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e s
i sl itdy

fait de la présence de ¢ sous un radical dans la valeur. de la con-

lispa~
0 sr;,ra 3 stante a. Ainsi :
Lorsque lintégrale générale d'une équation différentielle du premier
ordre & deuw variables est une fonction algébrique de x, y et a, et qu'elle
ar p 2 .
P ¢ est résolue par rapport & la constante a , toute fonction placée sous un
anfer- : , . . :
E 3 radical dans lexpression de la constante, et qui, dgalée & =éro, fait
scen— 5 évanowrr ce radical, satisfait & ['équation différentielle proposée.
lacée 3° Voyons maintenant quand ¢ = 0 sera une intégrale particu-
3 . . . . L4 -
liere et quand elle sera une solution singuliére. Dans I'équation :
‘ Lo "
s @;=B; 4 By.o" 4 B, " +.. + B, 2" 1., .
B, représente ce que devient ¢; pour #=0, c’est-a~dire quand on y
_ supprime le radical ; or si ZIO est une quantité variable, on ne pourra
T = jamais satisfaire & I'équation :
R | e ,
: & © “
| +... 2 By +Bo" +B.¢" +. +B.a" .. —a=0,
pour ¢ = 0; tandis qu'on pourra y satisfaire si B, est une constante, ‘
car il suffit alors d’y faire == B. Donc:
é)_}_u_ Si Uintégrale générale d'une équation différentielle du premier ordre
LA s an & deuz variables est une fonction algébrique de x, y et a, telle qu'en la
' ¢ | résolvant par rapport & la constante , toule fonction placée sous Lun de
)+ ces radicauz, et qui, égalée & zéro, le fait évanouir, est une solution
& singuliére ou une intégrale particuliére, selon que ce qui reste de la fonc-
1 tion apres ['évanowissement de ce rodical est une quantité variable ou
une quantité constante. .
f Corollaire. — On voit que toutes les solutions singuliéres sont ren-
E fermées dans I'équation ® = 0. Maintenant, si I'on tire de a — ¢; les-
- , . da da . ,
3 - dérivées (d—w) et (E—i/)’ le radical contenu dans la valeur de a pas-
i1, la E sera au dénominateur de ces dérivées, si ce radical contient # et y;
uche . . . , . - [da (da\ .
et I'équation ¢ == 0, le faisant évanouir, rendra (-] et (-— simul-
que dz/ — \dy
seul tanément infinies. Si le radical ne recouvrait qu'une fonction de # ou




-
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quune fonction de y, I'équation =0 ne rendrait infinie que la
y ey da yo* ot da . R ?
dérivée (@) , ou que la dérivée (d_y> — De ce qui précéde, ré-
sulte encore . que, puisque I'équation ¢ — 0 peut étre une inté-
grale particuliére, et que, d'ailleurs, d'autres hypothéses pourraient
. . , e da da ) . .

rendre infinies les dérivées (%) et (—y), toute fonction qui rend

infinie I'une de ces dérivées ou toutes les deux n'est pas pour cela
une solution singuliére. — Nous pouvons encore déduire de Ia

d
théorie precedente I'équation (EE

nérale suppocee fonction a]gebnque de z, Y, a, pourra se meltre
sous la forme

)= 0. En effet, Imtegrale gé-

v

=X (z,y) + ¥ (2,9) [¢ (=, l‘)]lu: v < p,

ou :

Fz,y,0)=[a—X (@, 9] — [¥ (@ 9] X [2 @]
d'ot I'on tire :
v (p—1)

~

ot Je(zy © o,

—p[v(zy]

(dF
da

)=ﬂw—xuwn
valeur qui s'annule poi]r ¢ = (),

Tous ces resu]tats qui nous-étaient connus, se déduisent, comme
onle voit, trés- aisément de la théorie de M. Timmermans. )

ExeneLe L. — On demande si Uéguation primitive x2+ y* — p2 =0, qui

d—y—r\/i—l-gf

=0, dont l'in-
dx 0,

tégrale compléte est y—ax —r V12 est une solution singuliére ou une
intégrale particuliére.

satisfait a l'équation différentielle y — x

Sol. — Pour résoudre cette question par la méthode de Lagrange,
éliminons I'une des variables, par exemple y entre I mtegrale et I'équa-
lion %+ y2—72=0. On aura:

(a2 1)+ 2rz Va2 F 1 4 a2 r2=0.




jue la
, Té-

inté—
~atent

rend

- cela
le la

2 ge-

ietltre

nme

), qui
Lin-

L une

nge,
qua-

- savoir : a=

DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 1081

Or, quelque valeur constante qu'on donne  a, on ne peut faire dispa-

_raitre x de cette équation; donc l_’équation x*+ y®> —r2=0 est une

solution singuliére. :
On peut aussi employer le procédé de Poisson. A cet effet,, résolvons
'intégrale générale par rapport a y, nous aurons :

y=ax4-r\1+a;
formons ensuite I'équation ¢ (x, z) — ¢ (x, a)==0, il viendra :

gzt rvze2dl—aex+rvaer4+1=0,

2 (12— x2) — 222 (ax — r \Ja@2 F 1) + a2 (12 + 2*) — 2ar z \Jar -1 =0,

ou :

équation qui ne donne évidemment pas de valeurs égales pour z; donc
I'équation x2 + y2 — r2 =0 est une solution singuliere..

Enfin, on peut encore s’en assurer par le procédé de M. Timmermans.
A cet effet, résolvons l'intégrale générale par rapport a la constante, nous
aurons successivement :

at (2 —r2) — 2y @ = r2 — 32,

y J—— ¥} 1
PR R el i
T2 — 12 X2 — 12
_aytrVEFE—n

22 — 72

Or I'équation a2 4 y2 — r>=0n’est autre chose que la fonction placée

sous le radical de la valeur de a, fonction qui est égalée & zéro; et

comme aprés qu'on a supprimé le radical, ce qui reste de la valeur de g,
& & . . . ,

332——y—r,_, =5 est une quantité variable, il en résulte que

I'équation x2 + 32 — r2 =20 est une solution singuliére.

Ex. I, — Soit Léquation différentielle y — x Lg— \/ | + d —5., dont

Uintégrale compléte est : x> 4 y* — 2ax =0. En ellmmant a enire cette
équation primitive el sa dérivée partielle relative 4 a égalée a zéro, on
obtient la solution & = 0. Mais 2= 0 n’est pas une solution singuliére, -
car l'intégrale générale ne renferme a qu'au premier degré- elle est une
intégrale particuliere, puisque x n’est pas facteur de x>+ y2. On s'assure
du reste, directement, que x = 0 n’est qu'use intégrale partlcullere
correspondante 4 a= co, car si on fait =0, dans la valeur de a, qui

x2 2 .
est ———%g—/—, on obtient a = oo.
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Ex. UI. — Soit Péguation différenticlle :
dy
(22 — 22y — y3) + 22 (z—y)2-= =0,
dz -
© dont Uintégrale compléte est :
y? - ax? —yt — qxy = 0.
Par les procédés de détermination des solutions singuliéres, on trouve:
Z—y=20,

‘Mais cette solution ne peut étre singuliére, car a n’entre qu’au premier
degré dans l'intégrale générale, et comme x—y est un facteur commun
de cette intégrale, I'équation x—y—0 est une solation étrangére a
I'équation différentielle. Aussi la valeur de a, savoir : _

ys —_— myz
T —zy

a=

. 0
devient-elle o pour x=y.

§ 1. — ON NE CONNAIT PAS L/INTEGRALE GENERALE.

Quand on ne connait que I'équation différentielle, nous avons
va qu'il existe des procédés par lesquels on peut toujours déduire
de cette équation. elleméme des équations primitives renfermant
toutes les solutions singuliéres de la proposée ; mais, pour distin-
guer parmi-ces équations celles qui sont des solutions singu-
lieres de celles qui sont des intégraleé particuliéres, il faut encore
un criterium indépendant de la connaissance de I'intégrale géné-
rale. Or divers géométres se sont occupés de la recherche de ce
criterium, et il résulterait des travaux d'Euler, de Laplace et-de
Poisson, que le caractére distinctif des solutions singuliéres est de

. . y e d E d ) . . P
rendre infinies les dérivées (d—i ) et (d—p) Or s'il est vrai que toute solu-
Y

tion singuliére rende infinie I'une ou laufre de ces dérivées ou
toutes les deux, la réciproque est fausse, comme nous le prouve-
rOns & prior: et & posteriors, c'est-h-dire que le caractére auquel
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conduisait la théorie d’Euler, qu'en a déduit Laplace, et qu'a dé-
montré de nouveau Poisson , est un caractére nécessaire , mais non
suffisant. Cauchy s'est donc livré & la recherche du vrai criterium
des solutions singuliéres et I'a-trouvé. Sa théorie est applicable,
que Péquation [ (x, y, p) = 0 soit algébrique ou qu'elle soit trans-
cendante. M. Timmermans a aussi donné un moyen trés-simple de
distinguer les solutions singuliéres des intégrales particuliéres.
Mais il n'est praticable que lorsque I'équation [ (, y, p) =0 est
une fonction algébrique de «, 3, p. Nous exposerons d'abord les
travaux d’Euler, de Laplace et de Poisson; pour voir en quoi ils
pechent ; puis ceux de MM. Cauchy et Timmermans, que nous
regardons comme vrais.

I, — THEORIES D’EULER, DE LAPLACE ET DE POISSON.
A. — Théorie d’Euler.

Euler (dans le 1 vol. des Institutiones calculi integralis, probl. 72)
a cherché & établir la proposition suivante : :

Pour gquune valeur de y satisfaisant o léquation d{/férentielle

g_y — 6 (x,y) soit une solution sinqulidre, il faut que le développement _
X

des (x;7y -+ z), z étant une nowvelle variable, contienne une puis-
sance de z moindre que la premiere.

Dém. — Voici, & peu prés, comment 'expose Lagrange dans son
Calcul sur les fonctions :
Soit iy
ek (@, y)

une équation différentielle du premier ordre & deux variables, et
Supposons que y = X soit une solution singuliére de cette équation.

En la substituant dans I'équation proposée, on aura :
dax
‘—i; == (w, X).

Cela posé, pour que y=X ne puisse se déduire de l'intégrale
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générale, il faut quen posant y—X ~+ =, z étant une nouvelle
variable , et substituant cette valeur de y dans l'intégrale générale,
celle-ci ne puisse jamais donner pour 5 une valeur nulle. Or ‘pour
cette valeur de y, I'équation différentielle devient :

aX  dz
(—l'a‘; d—wzﬁ)(wq X+ Z),

ou, en développant & (z, X - =) suivant les puissances de z, d'aprés
le théoréme de Taylor :

dX  dz z d.as(z, X) z2 deé(z, X)
R A T ) e o
.ou:
dz _ z d.a(x, X) z? dz.é(w,X)+

dr 1 ax 1.2 dxe

équation qui servira 4 déterminer z en z. Or si la variable = pouvait
devenir nulle, elle pourrait aussi &tre trés-petite. Supposons-la donc
d'abord trés—petite, et cherchons-en la valeur par approximation.
En négligeant d'abord les puissances de z supérieures a la premiére,
On aura pour premiére approximation :

dz _ d.o(z,X)

dz " dx
ou :

dz __  d.o(r,X) dX

dz~ 7 dx = dz’
ou :

dz _ d.o(x, X) dX
z ax “dx
et en intégrant : .
' d. s (@, X) dX .
iz ——/—ﬁ—- s dx 4 C;

d’o, en posant ¢ ‘=g :

d. ¢ (z, X) dX
/_ X .,‘E dz

F==q. e

dz,
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uvelle - En substituant cette premiére valeur approchée de = dans les termes
srale, négligés, on pourra obtenir des valeurs successives de plus en plus
‘pour approchées. De cette maniére, la-valeur de z contiendra l'arbitraire a

et pourra devenir nulle, en posant ¢ = 0. D’oli I'on peut conclure

que y= X ne peut satisfaire & I'équation différentielle proposée

qu'autant que le développement de @ (z, X - =) contienne d’autres

puissances de z que les puissances entiéres et positives. Supposons

1
apres donc que ce développement donne, en général :
o '.oz o o %, ta L T S I S B
ﬁ(x,X—I—Z):(B(-’L‘,X)—{-Aiz l+.42z + 2—{—‘432 x+ 2T 3+...+A,-z LT 52T %I T z"F""
les nombres «; étant quelconques, et les coefficients A; étant des
R fonctions de x; on aura, pour déterminer z, I'équation :

dz o a, + =, X, o, o o +¢x2—'—x.+...+:¢~

Prant LI W R Y A e L S
uvait
done on aura aussi, pour la premidre approximation :

' P p PP

!}IOD. s L
1ére, =4z,

d'ou :

ds
— = A, dz,
- "0'11
et, en intégrant :
: : 1—a,
F4
. : —_ / 4, dz + C'.
rp—

Or, pour que y = X soit une solution singuliére, il faut que I'équa-
tion précédente ne puisse donner pour z une valeur nulle. Or
siz, >1,alors 1 —« <0, et, par suite, z' % devient oo pour z=0,
et répond & la supposition de C'infini. Si « =1, on a le cas exa-
miné tantét olt =0 répond & C— — . Maissi«, <1, alorsz—10
ne pourrait plus répondre qu'a I'équation absurde : C'— — /4, dx.
Donc, pour que X puisse étre une valeur singuliére de v, il faut
que & (@, X |- z) contienne, dans son développement, une puis-
sance 5!, dans laquelle 'exposant = soit <1 : c'est l4 le théoréme

d'Euler.
70
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3. — Théorie de Laplace.

11 restait & conclure du théoréme d'Euler que lorque y — X est
dg
une solution singuliére, I'une des dérivées ( y ) et ( y) ou toutes les

deux, deviennentinfinies. C'est ce que Laplace a fait dans les Mémoires
de I’ Académie des sciences de Parts (1772, 1% partle p- 343 et 651).
Il a énoncé les théorémes suivants :

a. TatorkMe [. — Si l'égquation s==0 est une solution enx et y del'équa-

. cpr eqpe d . . “
tion dufférentielle ?1%;’ = (x, y), elle sera une solution smgulaere toutes
‘des ds\-dzy

les fois quelle rendra infinze la guantzte ( ) + ( = dy) ™ + ( dv) T

autrement elle sera une inlégrale partwuhere.

Dém. — Soit s=—0 une fonction de x et de y satisfaisant & I'équa-
~ tion différentielle : Z—y—— o (2, y); dont F (x, y, a) = 0 est I'intégrale

générale. Sion construit, au moyen des équations s = 0 et F =0,
deux courbes rapportées au méme systéme d’axes rectangulaires, et
que l'on détermine la constante arbitraire de I'équation F'— 0, de
maniére que la courbe F = 0 passe par un point donné 4 (z, y) de
la courbe s =0, il est visible que si I'équation s = 0 est comprise
dans I equatlon F—0, les deux courbes doivent commder dans tous
leurs points; sinon, la solution s =10 est une solution singuliére.
Maintenant, si on prend dans les deux courbes F—0 et s= 0, deux
ordonnées quelconques ¥ et ¥ répondant & la méme abscisse w - =,
que l'on marque par d' les-différentielles dans la courbe s = 0, et
par d les différentielles dans la courbe F =0, on aura :
« d o diy '3 & d?
=Yy d_ail 1.2 dm2+425 FrR

ocdy
Y=y+y da:+12 da: 25 dw’+ -

01‘,-p0ur que les deux courbes coincident dans tous les points, il faut

\
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‘ que Fon ait constamment ¥ = ¥, quel que soit «, ce qui ne peut étre,
4 moins que l'on ait au point A (v, y) :

dy _.dy @y _dy ay__dy
X est z” do’ dm dz’ dw da
es les
: equatlons que I'on etit galement obtenues si, au lieu du point (z, y),
wires on etit pris sur la courbe s=—0 un autre point quelconque B; parce
que la constante arbitraire n’entre point dans == in aw’ am- - Donc,
pour que s ==0 soit une 1ntegrale particuliére, elle doit satisfaire
equa- aux équations : :
foutes dy dy diy d"y dy d'sy ‘
“dzy dz  dz’ dz* dz*’ dor  dzs
dx2’
si elle n'y satisfait pas elle est une solution singuliére. Mais I'¢ équa-
d T
tion =Z — =¥ est nécessairement satisfaite, puisque I'équation s = 0
qua-~ dz = dw
| satisfait & I'équation dlfferentlelle proposée. Ce n'est donc que dans
grate les suivantes :
=0, dy dzy diy dSy
s, et dz  dx?’ dzs mdws
), 36 que I'on peut apercevoir si s = 0 est une solution singulire ot non.
y) ae Actuellement, il nous faut chercher & ramener ces conditions &
prise d’autres plus facllement vérifiables. A cet effet, cherchons & dis-
i't‘ous tlnguer le cas o y —0, satisfaisant par hypothése & I'équation
1ere d . . . . oy .
deux 3:% =& (x, ), est une solutlon singulidre de celui ol il est une
4 e, intégrale particulidre. Or si y — 0 était une intégrale particuliére,
,- dy dy o dy . ,
0, gt on aurait : = 0, —= T =0,-— T =0,... et,' partant; y:_() de-
it satisfai squations 2 —0, %40 BY _ 0 . Mais
vrait satisfaire aux équations - —0, =% g =05+ . Mais,
. . dy o .
pour cela, il faut que la fonctlon in=" (, y) soit d'une certaine
d
nature ; supposons qu'on réduise ~2 en une série ascendante par
dz
i rapport a y, et qu'on ait :
] faut

o +A x+“2+A 1'{‘°‘z"r""s+."+Aiy“n+“z+“s+~-+°‘i+

esn g
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les coefficients A; étant des fonctions de « et les nombres «, étant

i .. d d :
] positifs. On pourra meltre Eg sous la forme : ‘%_—_- yd‘-?, » ne de-
i venant ni 0 ni oo pour y=="0; et la série précédente, dérivée,
i pour y p )
: donnera :
L' dzy  dy =t o, 42,1 %y dAiA @, 4, dAg
éf Egzzﬁ-g“r‘i;y + (2 =) Ay +-(ty “da y dew +-
| . . d
| ou (en substituant a [ii/ sa valeur) :
i ¥ . xT N
i
E dx 2u,—1 L 2 4+ 2,—1
&E{‘ = 4,". « Y ' + (2 o+ a,) 4 A.‘. ) ' : +-
De méme :
d3y 3o, —1
%2“1(211_1)4‘113?] ‘ + -y

et ainsi de suite. Or il est aisé de voir que toutes ces dérivées ne
peuvent s'évanouir pour y=—"0, et, partant, y—0 étre une intégrale
particuli¢re, que dans le cas oli «, est égal & I'unité ou plus grand que
I'unité. Donc st « est positif et moindre que 1, I'équation y = 0 est
une solution singuliére ; et elle ne peut I'étre que dans ce cas. — Il

. . d . ,, I3 M by
pourrait arriver, pourtant, que d—g au lieu d'étre réductible & la

i
i ()’ _ .
valeur devient nulle. Mais y == 0 est alors une solution singuliére,

forme y“‘- ¢, le fat & celle-c1 car pour y == 0 cette derniére

. . . . 1 '
parce que (/y)" est toujours infiniment moindre que et quelque

grand que soit 7 et quelque petit que soit =,. Ce cas rentre donc dans

: . d N
celui ou =, est <1. On peut encore concevoir que Eg est réductible
1

4 la forme e Y.¢, car I'équation y =0 v satisfait; mais y=—"0 est
q Y Y ) ¥ ,
1

) . : 1
dans ce cas, une intéerale particuliére, parce quee Y =—-—— est
? Y p q

1

e k)
infiniment plus grand que -;— quelque considérable que l'on sup-
y 1

ose «.. Ge cas rentre donc dans celui ou =, est > 1. On prouverade
1 1 .




, étant
e de—

rivée ,

dA,

—21..

dx

rniére
iliére,
Je]qué
¢ dans
sctible

-0 est,

n sup-

rera de

R

e e AN SR

R

L, d d
tité — — -=. Concevons donc s sous une forme telle que (EZ ) et (—s)

DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 1089
. d . e yeper e
méme, quelle que soit la forme de sl que I'équation différentielle se
AT TS ——dz

rapporte toujours au cas de « >1 ouaucasde« <1. Siy="0

satisfait & I'équation différentielle, elle sera, dans le premier cas, une

intégrale particuliére, dans le second, une solution singuliére.
Cherchons maintenant & ramener  ce cas particulier, le cas géné-

ralou la solution\singuliére est une équation quelconque entrewety.
Or en appelant facteur d’'une quantité, toute fonction qui, égalée
4 zéro, fait évanouir cette quantité, s—0 sera un facteur de la quan-

dy dy

dz dz dy
ne deviennent ni 0 ni oo par la supposition de s=0; c'est ce qui
aura lieu si les facteurs de s n'y sont pas élevés & d'autres puissances
que l'unité ; en effet, soient &, &,, &,... & lesn valeurs toutes diffé-
rentes de ¥y en = que donne I'équation s =0, on aura :

s=y— &) (y—5&) U —5) (Y —5&);

dz

d'ou :
ds 1 1 1 1
— | =(y—¢% — &) (y—z& ) (Yy— &) ) —— ! e ——4,
(5] —tv—s — 2 e =8 + 2 g )
et:
‘ dg, di, ds, dé, )

ds dz dx dzx dz /

’—(_ ):—: (y—f, )(y_—gz) (y'_z_;) . (y_gn)- +

(y—én + y—¢, + y—£3+'" Ty~ €s

valeurs qu'aucune des équations y — & =0, y —¢, =0,
y— & =0,... y— &, =0 ne peut rendre nulles ou infinies.
Cela posé, soit g, 'exposant de la puissance & laquelle le facteur s

, , a’ dy. d’ d
est élevé dans 2¥ %Y ensorte que YW ﬁ'?, ¢ ne deve-
dx dz dx ds dy
nant ni 0 ni © pour s = 0, et g, elant posmf. Puisque T est la

dérivée de y en x tirée de I'équations=10, on a :

ds (ds dy 0
dx dy| dz

9

&
e =

£3

;
* i
il

/ e’

5
&4

¢
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d'ou - i

ds
d'y (?l?)
: dy,
par suite :
(ds
g \da )
—$ ¢ dr= ———dzx 4 dy,

et, partant :

B [ds\ . [ds (ds

]

Mais le second membre est la différentielle totale de s; done :

e (),

équation qui n'est autre chose que I'équation différentielle proposée
mise sous une nouvelle forme. Actuellement, puisque s est une
fonction de « et de 4, on en peut déduire 4 en fonction de z et de s;

- d .
et, partant, exprimer — ¢ (d—;) en une fonction ¢ de z et de s, ¢ res-

tant toujours fini pour s= 0. On aura ainsi :

ds = R ¢ da.

» . 1 . RtV . P . d!l
Par conséquent, aprés avoir mis 'équation différentielle >~ — o (@, )

sous la forme précédente, on reconnaitra le cas ol s = 0 est une
solution singuliére .de cette équation ou une intégrale particuliére,
en examinant si g <1 ou sl ﬁl§ 1. Cela posé, réduisons sPiy en
une série ascendante par rapport a s:

JcA + p}"i‘Bg‘ sﬁi+ﬁz+pa

§F 4otBes

les coefficients B; étant des fonctions de x, et les nombres g; étant

positifs. En dérivant par rapport & o, on a :

B\ Fi—Vds\, B aBi.  BRP—t(ds\ . B+B dB,
L o L o R

402

B 4By Bt bakfutot e
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2 _ds ' ds ds\dy
) 4:'_ dz (dw) + (dy/ dz’

quantlte qui devient infinie pour s=10, quand g, < 1; mais :

donc :
B, . dﬁ dzs \ dy ds ﬂ
Do 9)= (dw) t (dwdy) it (d_y) da?’

Donc, pour que s=0 soit une solution singuliere de l'équa-

. d . : :
tion ‘% = (@, %), 1l faut et il suffit que s = 0 satisfasse en méme

temps a cette derniére équation et 4 la suivante :

d2s dzs \ dy ds\ d?y 1
(H) + (dwdy) T (d_y) w0

ce quil fallait prouver.

Rem. —Si s était fonction de  seul ou de ¥ seul, il faudrait, pour
rentrer dans le théoréme précédent, transformer les variables x et y
en d’autres 2, 3/, telles que I'on ait,’ par exemple : x—2a' -+ 1/,

y=a —y.

b. Taronime II. — Laplace avait donné, sans démonstration, le
théorégne dont nous avons & nous occuper maintenant, dans le
volume VI des Mém. des savants étrangers, & la fin de son Mémaoire
sur la probabilité des causes par les événements. Nous exposerons ce
théoréme en trois parties.

4° Solutions smguheres enxely — S s — 0 est une solution
singuliére en x et y de l'équation dzﬂ'erennelle = = m (X, y), s est

un facieufr’- commun aux deux quantzte,s :
(ieaz
dxdy S |
t .
d2ey ¢ (d‘cx) ’
(dyJ dy

et 'reczpvoguemerbt tout [acteur commun @ ces deux quanmes egale a

& (z,y) +

zéro, est une solution singuliére de [ équation dz[ferentzelle = =uo(x,y).
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Dém. — Soit s =0 une solution singuliére de I'équation diffé-
. dy =~ . , . , . \

rentiell d%: = (x, y). Cette derniére équation est réductible a la
forme : ) g

ds =g . Vdz, » < 1;
or:

ds ds

donc :

ds\dy & ds

(e () ‘

ou:

) ds
dx — (ds) ?
dy
et, en vertu de I'équation proposée :
‘ (ds
3/-'. | 4 E-)
(ds - (ds
@) dy)
Supposons maintenant s=—0 mis sous la forme y — X—0, on aura:

(ds)_i o (ds _dx
dy, " dz) " da’

.

= (@, y)=

et, partant :

ax

mmw=fv+a.

Substituons dans V la quantité X -} s au lieu de y, et développons-la
par rapport aux puissances ascendantes de s, en sorte quon ait ;

» Byt p
V==ay 4+ ay. s 1--}—az.sl-}- z

+ ..,
@y, @y, 4,,... étant fonctions de « seul, on aura :

ax . . - 3
u(way)=‘a—$-—}— aos'u-{-a, s'u+'u'+a, s/’-rlh T “+ i
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diffe- d'ol
yala
r—1(ds et p—1/ds , o oy 4y —1 [ds
=8y 48 (@)—i—ai(#-hﬁ)s (@)-!—ag(/“r#n-F/‘z)s (@)
valeur qui devient infinie pour s = 0; I'équation s — 0 rend donc
ey 1 .o : 1
nulle la quantité —. Ainsi, s= 0 est facteur de ——. On prou-
. \dy 1 dy
verait de la méme fagon qu’il est facteur de e Pour trouver ce
e
facteur, différention l'équation = 0, nous aurons :
%)
25) (25
dzdy dy? d.z-__o
(da‘ 2 7
dy)
d'onr
-( i )
@ . dx dy
dz (L '
dyz)
wura : L’équation s = 0 satisfait visjiblement- 4 cetle équation; mais elle
cp . o dy
satisfait aussi & la proposée : -~ = (2, y). Elle annulera donc la
différence :
s
dxdy
w (z,y) + F‘;—,
@)
ns-la '
donc s est facteur commun aux deux quantités :
T
1 dx dy)
, P"— et (% y)+ gy,
i) (&)

ce quil fallait prouver.
Réciproquement, tout facteur commun & ces quantités est une

b
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solution singuliére, car si s est facteur, I'équation s — 0 fait éva-
nouir les quantités :

&a) =
dy dz dy (dw dy

o T e T@® Y+ e
(&) )
et, par-conséquent, lfur différence % — o (2, ¥), et puisqu’elle sa—
tisfait a l'équation = 0, elle est une solution singuliére.
dy

ExevpLe. — Soit Uéquation différentielle :

dy x
== =0.
, A T
Sol. — On aura :
T (@, y) = — __37——_;
y—Vva+y'—r
par suite : : . .
1 Vo F@—rlyva Fy—r]
dw x ’
() -
et . -
'(d’cs). . :
dz dy I o — 1 ,rz‘[ 2 gty wa"""“z“‘—_,ré]
5 (0y) + el VTV Ty Ve by T
(__) zly— Ve Fyr—r)
dy? ’

Or le facteur commun de ces quantités est uniquement \/ x2 4 y2 — r2,
La soluation singuliére est donc 2% 4 32 —7r%=0.

2°. Solutions singuliéres en y seul. — Si s == 0 est une solution
> A 2y . ey . d
“singubiére en . seul de I'équation différentielle d—z = (X,y), s est
Uun facteur commuyn aux deux quantites = (x, y) et e er;« Tecipro—
)
quement, lout facteur commun a ces deuxw quantités qui ne renferme -
que Yy, égalée a zéro, sera une solution singuhitre de la proposée.
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dya- Dém. — En effet, s ne renfermant que y, 'équation s = 0 don-

d
" nera d—Z_-——: 0, partant, = (%, y) =0 ; on aura donc : = (@, y) ==s"V,

V étant une fonction de et de y qui ne devient ni 0 ni oo pour s==0;
mais puisque s est une fonction de y, on peut avoir y en fonction
de s, partant ¥V en fonction de s et de @; donc, en développant =
suivant les puissances ascendantes de s, on aura :

3 Sa—

! .
@ (2, y) = b, s'u+ b;. s#+ﬂ‘ + b, sfl‘_r'u‘_t_#z +

eve g

by, b, b

.. étant des fonctions de z; donc :

0’ Y17 Y20

-(93)=boﬂsﬂ_i(3—;) + b1 (n+ M)sﬂ_r”l_i(ds) F o (r 4 ritr)s

ds k-i-’m-i—#r‘(df
\dy. dy

B T

. . d 1 1 .
mais puisque #< 1, s =0 donne ((%) =5 ou —— = 0. Donc
| | &

s est facteur commun aux deux quantités :

= (xz,y) et —1—==0;

&

- et réciproquement, si s est facteur commun & ces deux quantités,
s — 0 est une solution singuliére ; ce qu'il fallait prouver.

IR

1L 1y . dz | : )
3° En considérant I'équation —— = ————, et raisonnant comme
' dy @ (®,Y)

précédemment, on reconnaitra que : Si's = 0 ‘est une solution singu-

eie

“ . . <y . d : T
liere en x seul de I'équation dafférentielle a—i = (X,Y), s est facteur

ol L Ve, .
E 3 commun aux deux quantztes py ) el (dw) -, el fremproquement ,
‘ dx

tout facteur commun & ces deuw quantilés qus est fonction de x seul,
égalé & zéro, est une solution singuliére de la proposée.

stion

v est

o— i €. — Théorie de Poisson.
Poisson a démontré les résultats de Laplace, par- une analyse
analogue & celle d’Euler (13° cahier du Journal de ['Ecole polytech-

rme
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mgue, p. 64 et seq.). Supposons que I'équation différentielle du
premier ordre & deux variables :

dy
ﬁ;:ﬂ’(w’ y) . (1)

soit satisfaite par la valeur y = X, X étant une fonction de z sans
constante arbitraire, de sorte qu’on ait identiquement :

22— o (s X). 2)

dz
Pour que I'équation y— X coincide avec une intégrale particuliére,
il faut que I'intégrale générale puisse étre sous la forme :

y=2X+ s,

« désignant une constante arbitraire, et ¢ une fonction de « et de «,
qui ne devienne ni 0 nico pour = 0. En effet, si cette intégrale
est représentée par y — F (w, a) et que X résulte de F(x, a) en
donnant & @ une valeur particuliére a =5, la fonction F (z, a) sera
de la forme : X - (a— b)*s, en désignant par k l'exposant de la plus
haute puissance de a — b qul pf]isse diviser F' (z —a) — X, et
par ¢ une fonction de « et de @, qui ne devient ni 0 ni o quand on
fait a==25. Donc, en prenant (¢ — &)* pour constante arbitraire-«,
I'intégrale compléte deviendra de la forme :

y=X-+ ¢,

ainsi-que nous l'avons dit plus haut. En substituant cette valeur
dans (1), on a:

aX do
"fw— c—x=ﬁ7(.¢c,x+sa)

Et en appelant % la plus haute puissance de ¢ qui soit facteur de :
= (.'Z', X+ sqz)v—cr (:I‘, X),

et ¢ une fonction de x et de ¢, qui ne devienne pomt 0 ou =
pour-¢ — 0, on aura:

o(@, X+ o) = o (2, X) + (5) 5




(2}

liére,

de e, .

grale
a) en
| sera
. plus
X, et
1d on
ire-e,

aleur

+de:
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et, par suite :
19,4 do k
"E -+ ed'—‘mzw(:B,X)-*—(e?) ¢y
équation qui, en vertu de (2), devient :

e —=(c5)" ¥. (3)

La question est donc réduite & chercher s'il existe pour ¢ une va-
leur en et en y qui rende cette équation (3) identique’, et qui ne
devienne ni 0 ni e pour ¢= 0. Or il se présente trois cas a exami-
ner:ouk<1,ouk=1,o0uk>1.

. . , \ . m -
1° Si k est plus petit que 1 et égal & la fraction —, m<mn, la
valeur de ¢ n'existe pas. En effet, divisons les deux membres de (3)

par ¢*, nous aurons :

1 m "
£} n
dy
P A
d'oli pour e =0 :
ﬂ
0;?11 ‘!”

équation impossible, puisque ¢ et ¢ sont des fonctions qui ne de-~
viennent point nulles pour e = 0.

9 Si k=1, on peut toujours déduire de (3) une valeur de ¢ en
série ordonnée suivant les puissances positives de ¢ et qui ne s'éva-
nouit pas pour ¢ =0. En effet, puisque la fonction = (z, y) est
donnée, on connait le développement de = (@, X - <) suivant les
puissances positives et croissantes de ¢, par conséquent le déve-
loppement de #5 en vertu de I'équation :

o (2 X + ) — o (&, X) = (e2)' ¥,

qui, dans le cas actuel, devient :

v (2, X 4 o) — = (2, X) = ep ¢.
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On pourra donc poser :
b =pbo e ¥,
V= e g,
() | $7=ga ey,

@E-1) a; s
ﬁb ] =4J +5 ’1"’

t—1
cest—-a~dire :
() ppmgpo eyt Ty Tty (st

Les valeurs «; et y; étant connues, il s'agit de déterminer g; et g,
dans la série :

(B)  pmpot o PP L PHBAA L BtAtA s

de maniére que cette série soit telle que nous l'avons définie plus
haut, et qu'elle satisfasse & I'équation (3) indépendamment de «.
- A cet effet, il faut employer la méthode des approximations succes-
sives. Pour faire I'application de cette méthode & I'équation (3),
substituons dans cette équation, apreés y avoir fait k=1, la valeur
de ¢ donnée par la premitre des équations (A); on aura, aprés avoir
divisé par « : ‘

dy o

O tot w
En désignant par ¢, ce que devient ¢ pour e =0, et faisant ¢ == 0
dans («), on aura, pour déterminer ,, I'équation linéaire :

dy
%?\ = ¢o Yo , (a’)

qui donne :




&

bit o

?i+-".~

plus
ee.
Jes- Ry
'3), - 9
eur
voIr

EE PP Y (37 .73 o R e L
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Posons ¢ — ¢, = L1 ¢'et retranchons («') de («), nous aurons :

d? dy, &y
de @ =l wldete ¥
ou :
dg' )
. Ji%:fl bt e ¥

Cette équation renfermant deux inconnues @' et ¢', disposons de
Tune dentre elles, et déterminons g, par 1'équation B '

By=a,, . . (a)
I'équation précédente deviendra :

’ ' L oy
(E‘—‘Po?"" .

Substituons-y la deuxiéme des équations (4), on aura :

de'
de

Yoot bbbyl : ()

d'ou, en posant e = 0 et représentant par ¢, ce que devient ¢ dans
cette hypothése, on obtient, pour déterminer ¢, I'équation
linéaire :

= =ty 9, F 1o - . o (P')

Pour obtenir une deuxiéme approximation, retranchons (8') de (8)

et posons ¢’ — ¢ = £ ¢", nous aurons :

de'  d R
e G N TR L
ou
"
Epz.%=sﬁz o o + 50‘2 ¢,

s

équation & deux inconnues B, et ¢'''; on peut donc poser :

By =% ' » (b)



e

s

e e e s

e e R
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pour déterminer g, ; et alors la pénultiéme équation devient :
de'!

L= gy 4, )

d'ou, en posant e =0, et appelant y, ce que devient ¢" pour cette
valeur de <, on obtient, pour déterminer ¢,, I'équation linéaire :

x
-5
W

‘,

=0, ¥y 4 ¢ ')

=8

€T
Pour obtenir une troisiéme approximation, retranchons (»') de (v)

B - o
et posons ¢" — p, = ¢ _¢; en tenant compte de la troisitme des
équations (A), nous aurons :
d?f' dy,
dz dz

= (9" —¢,) do + (¢ — ¢,),

ou
5‘83_ dt,:-.'” _ Eﬁs

?m 'P + :3 ?"y
dr ) »

équation  deux inconnues g, et ¢'"'; on peut donc poser :

Bs == . (¢)

pour déterminer 4,; alors la pénultiéme équation devient :
dg'" : ;
T e+ 9 (°)

d'olt, en posant <=0, et appelant 7, ce que devient ¢"" dans cette
hypothese :

d?a_ M
E“‘%)&o'}'%? (‘)

équation linéaire qui servira a déterminer s,.
En continuant ainsi, on obtiendra pour ¢ une valeur en série
ordonnée suivant les puissances croissantes de =, car on a :

B
=900 +¢ ¢

' 192 "
=gt ¢

.........
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et, en général :
G—1) g ®
? =9 Fe 7
d’'ot

Eﬁl+p2?2 sﬁl+ﬁ2+l§8?s Eﬁl+ﬁ2+ﬁ3+"i+ﬁi?' {

T ey

=t ot + ot

avec les équations
ﬁi = &1, ﬁz= By 5 ﬁs == Ogy i~a ﬁ“‘: 5('-...,
pour déterminer les exposants de «; et les équations linéaires :

d .
'&%=?o Yo

d?1 ) .
'EE:S‘H 4"0'{'471’

dy
E‘;z:?z‘!’o"}‘\bzi

de ‘
Z‘;’-‘%S{‘o'{“ﬁ"a'

dy; ‘
dg — Fite T #i
>
pour déterminer %0s 15 P20 P30-- - 13- cest ce qu'il fallait prouver.,
3° Supposons £>1; I'équation (3) devient alors

d? k—1 k&

LA 5.
dz & i 4

En y substituant la premiére des équations (4), on a :

“dy E—1 k—{ k—1 o, k—1
d=° ¢ e e ¢
ou

d k—1 L
=) ettty

13 . . d
d'ou, pour «==0, on tire d—iw" == 0; et, partant, ¢, = constante ;

"
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donc I'équation ¢, 4, — O donnera ¢, = 0, et I'on aura, pour
. déterminer ¢, ¢,, ¢5, ..+ %, ... les équations :
dgs de, d¢; de;
T = v %zg,%.: g "'EJE‘:‘&"

Dans le cas de £>1, on obtiendra donc encore pour » une valeur
en série ordonnée, suivant les puissances croissantes de =, qui ne
deviendra ni 0 ni oo pour : =90, et qui satisfera & 'équation (3).
Ainsi :

La valeur y==X est une solution singulidre, toutes les fois que dans

% . .
l'équation ]—?= (ep) ¥, lexposantk est plus pelst que ['unité; et uneinté-
ax :
grale particuliére quand k est égal & lunité ou plus grand que l'unité.

Tachons de transformer ce caractére en un autre qu'on puisse
immédiatement appliquer & une équation donnée. A cet effet, repre-
nons |'égalité

5 (@, §) = (2, X) + (e2)" 43

et dérivons-la par rapport & ¢, nous aurons :

) -2, |

Mais \
: d d. (X + ¢p)
| (@) - )
denc ’
o\ =l (o y)
K@) = (T )
Or en faiéant e==0, Alefsecond membre donne la valeur de (gg—)

qui répond & y = X; et comme pour k<1, cette valeur est infinie
= et ne I'est que dans ce seul cas, il en résulte que :

La dérivée partielle relalive &y de léquation différentielle résolue
Ld .o , ey

par rapport & (—é’est nfinie pour toute valeur de y qui salisfait & cette

équation différentielle comme solution singulidre; et réciproquement

B 0 ’ r e 7 ‘, . . \ dy . . e
quand la dérivée pas tielle relatwe & y de i devient infinte pour une

e

SR
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valeur de y qur satisfait & ['équation différentielle proposée, cette valeur
de y est une solution singuliere.

Cette régle donne le caractére des solutions singuliéres qui ren-
ferment la variable y; mais il poutrait exister de ces soldtions qui
ne continssent que « ; dans ce cas, on remarquera que les raisonne-
ments précédents ne seront absolument pas changés, en permu-
tant entre elles les lettres = et y; done, il s'appliquent a I'équation

1

d
différentielle mise sous la forme : & — . Donc : La dérivée
- dy = (TyY)

par rapport & x de %fy devient infinie pour toute vqleu’r de x qui satis-
fait a Féquation différentielle comme solution singuhere, ét réciproque-
ment toute valeur de x qui satisfait & léquation différentielle et qus
. . [ | . d . 1 .

rend infinie la dérivée partielle de (—'11; relative & %, est une solution
singuliére.

Corollairé. — Pour appliquer les théorémes de Poisson, il n'est
pas toujours nécessaire de résoudre 'équation différentielle proposce
par rapport & p; en effet, soit f (x; y, p)= 0; cette équation donne :

o)+ () () =

00+ () (8] = o

@Bz___(%[) et @ (ZZ:)
dy (d;) dxr (22)
Mais :

dp\ 1 dp\ 1
— =T t |[—|= =3
(dg) 0 ° (dm) 0

NE-E

E

donc :
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, ‘ g e } cafy 4 fdf 1
résultats auxquels on satisfait soit en posant («E) =35 et (@) =3"

. d . ;. ,e .
soit en posant (—[) — 0. Tout cela nous était déja connu. Il ne

V dp , _
faut pas oublier que les rapports (R) doivent toujours étre nuls.

14

1%, — TuEORIES DE CAvcEY ET PE B, TIMMERMANS.

Les théories d'Euler, de Laplace et de Poisson, que nous venons
d’exposer complétement, reposent sur des développements en séries,
dont la convergence n'est nullement prouvée, ce qui rend incertains -
les résultats auxquels elles conduisent. Nous sommes donc en droit
de douter que le caractére essentiel et distinctif des solutions singu-

dy
ou toutes les deux. Nous pouvons du reste affirmer, par la théorie

du § I, art. 1%, et nous allons le montrer directement par des
exemples, que les équations o) 1 6t (=) — 1 peavent don—
pies, q quat dz! 0 (@ 0 peuv '

. s . e, dw\ d
lidres soit de rendre infinie I'une ou l'autre des dérivées (&g) et (E)

ner des intégrales particuliéres.

Exempii: I. — Prenons une équation algébrique en z, y, p, la suivante,
par exemple :

dy _olyt VFFy—r])

dz z% —

s - ) . . . d 1 d 1
Nous avons déja vu que 'emploi des équations (chl—:) =0 et (ﬁ) =5
donne les équations :

@ty —rr=0, et 2*—1r*=0.

La premiére est une solution singuliére, la seconde une intégrale parti-
1 dw

" , . do\ 1 .
culiére. Les equau?ns ( da;) =5 ¢ <@) =g Peuvent donc fournir des

intégrales particuliéres.
Ex. 1I. — Prenons maintenant I'équation transcendante :

dy
el A N
dz Yy,
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[ étant la caractéristique des logarithmes hyperboliques, il faudra

., . dw\ 1 , .
employer I'équation ) "o Or, celte équation donne :

. 1
T+ ly=g
d’ou :
y=20;

mais y = 0 est une intégrale particuliére de la proposée, correspondante
3 une valeur iofinie de la constante arbitraire de l'intégrale générale;
car celle-ci est :

ly —x 4+ a=10,
d’ou :

a =gz — liy,

. I 1
valeur qui est satisfaite par y =0, quand a= I

Il est donc bien prouvé que les équations (Z—If) ) =0, (i‘i[f;g ) = %, (%) =%
constituent un caractére nécessaire des solutions singuliéres, mais
non un caractére suffisant. 1l nous faut done chercher une propriété
appartenant & toutes les solutions singuliéres et n'appartenant qua
elles. C'est ce que nous allons faire pour les équations différentielles
qui sont des fonctions algébriques de z, y et p, d’aprés M. Timmer-
mans; et pour les équations différentielles quelconques, d'aprés

Cauchy.
A. — Criterium de M, ’,g‘lmmermans.

Nous avons vu que les solutions singuliéres d'une équation diffé-

‘rentielle, fonction algébrique de «, y, p, sont comprises dans les

équations p =0, ¢y — 0, que l'on obtient en faisant évanouir un
radical dans la valeur de p tirée de la proposée, au moyen d’'une
lonction placée sous ce radical, ou placée en dehors comme facteur.

Considérons d’abord I'équation ¢ = 0. En supposant quelle sa-
tisfasse & I'équation proposée, la courbe 00'a"0". .. (fig. 1), repré-
sentée par I'équation y = 0, sera tangente aux courbes p == (z, ).
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En développant-= suivant les puissances ascendantes de ¢, ce qui
est toujours passible, il viendra :

p=A0+AISL’+ A2¢2+ ey

et comme ¢ = 0 doit satisfaire 3 cette équation, on deyra ayoir :
\ (d?
dz

de\’
(dy)

do=r— -7

partant :
i) = 3]t
mais ; o "
= (z2) + (@) # o=
donc :
dy =y (g—:) [4, + A ¢+ 4,92+ ] de,
ou :

dy =y Mdzx,
en représéntant par M la quantité, entre crochets, multipliée
par ( ) Or si lon dlfferentxe la valeur de p, en Yy laissant A, pour

abréger, et qua chaque différentiation on remplace dy par sa valeur,
on gura :

T = Ao} A1 ¢+ 4,¢* + ..

a@* d4 dA

Tt dx°+ AMy 7t b+ 24, '2M+ Pt
2
.4

j—y=“ A

di di—l T i1

LS ram v,
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r
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équations auxquelles il est visible que ¢ = 0 satisfait, puisque les
seconds membres se trouvent réduits & leur premier terme. Donc, la
courbe ¢ = 0 se confondra avec I'une des deux courbes représentées
par I'équation p = = (x, y/) ; et, par conséquent : L'équation ¢ — 0
sera une intégrale particuliére toutes les fos qu'elle satisfera a l'équation
différentielle proposée.

"Examinons maintenant I'équation ¢ == 0 ; appelons # I'indice du
radical sous lequel se trouve la fonction ¢; on pourra toujours

développer p suivant les puissances ascendantes de ¢*; on peut
donc écrire : 4
1

p=dly + A 445"+

| =

Mais comme ¢==0 doit satisfaire & cette équation, on devra avoir :

@
par suite :
) A : 1 2
p (%) + (%) =5 (%;) (A 4 4,6 A + ]
mais : ‘
= [(%) P+ (%):‘ dz;
donc :

T

do=4¢ (Z—Z) (4 + 46" + 4" ] dae,
valeur de la forme :

dy = ?F ]”’ dr.
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Maintenant, si on différentie p et qua chaque différentiation. on
remplace de par sa valeur, on trouve : -

1 2
d “ P
e (D P S P
{
1 2
dy _ddo dd, B 4 AW dd, s 2 AW
@ am T 2z 7 +l;- 1_2‘?—3;0? +;- 1_§+---
g © g °
dy Ay 1 9 4 Mo '
dms* dz? " ;) 2—:1 ot
¢ Il
dy d''a, “Mioo9/ 3 i) AL M
&Y ) _.1__)(4—-).. (4 i ) o
dz da' ™! “ # ~ # fm1 b
»

équations auxquelles ¢ — 0 ne satisfera jamais, car elles ne se rédui-
ront jamais 4 leur premier terme, puisque, pourvu que # soit plus
grand que 1, ¢ aura toujours un exposant positif au dénomina-
teur de plusieurs termes ; et que ces termes ne s'évanouiront pas
pour ¢ ==10. Donc, la courbe ¢ == 0 sera toujours distincte des
courbes p — & (@, y) == 0; et, partant, y == 0 sera une solution
singuliére. Donc : Une fonction qui, égalée & zéro, satisfait & une équa-
tion différentielle algébrique en x, Y, p, et fait évanoutr un radical dans
la valewr de p tirée de cette e’guation,: est une solution singulidre ou une
intégrale particulitre, selon qu'elle est placée sous le radical ou en dehors.

Remarque I. — Sila {onction ¢ placée sous le radical, ou un facteur

de cette fonction, forme une puissance exacte ¢,”, I'équation ¢, — 0
sera une solution singuliére ou une intégrale particulidre, selon
qu'on aura : # > v ou < v, car, dans le second cas, le radical pourra
étre considéré comme s’évanouissant par un facteur placé en dehors.
‘Du.reste, pour démontrer que ¢ = 0 est une solution singuliére, il
v k

a fallu supposer > 1, c'est-a~dire dans b w> .
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Rem. II. — La courbe enveloppe ¢, = 0 pouvant étre considérée
comme osculatrice des courbes enveloppées, et le degré d'osculation
de deux courbes étant exprimé par le nombre de coeflicients diffé-
rentiels égaux, si on représente par 1 le degré d’osculation, on doit

. : dy , .
avoir, en vertu de ce que devient la valeur de E%. écrite plus haut,

, .y
lorsqu'on y substitue T4l
P

z—4<—” et 1
o

4 et » sont des nombres entiers, et lona : x>vet #> 1. Donc :
Le degré dosculation d'une enveloppe ef d'une enveloppée est ‘représenté

par le nombre entier placé entre les nombres fractionnatres et .
F—V lU- —_—Y

Ce nombre est évidemment unique, puisque la différence des frac-
tions —'“—v et ;”—J est juste l'unité. Ce nombre sera I'unité sive=1,
el

c'est-h—dire si la fonction placée sous le radical est une puissance
exacte-d’'un certain degré. Nous supposons toujours ¢ > et x> 1.

Par suite d'un théoréme connu sur les osculatrices , on obtient
cette deuxiéme propriété de I'enveloppe : L enveloppe coupera toutes
les enveloppées ow ne fera que les toucher, selon que le nombre entier

qus suit smmédiatement la fraciion F—’-’—; sera un nombre vmpar OU

un nombre pair. {
Le premier cas se présentera toujours lorsque » sera égal & 1,
cest-a-dire lorsque la fonction placée sous le radical ne sera pas

une puissance exacte d'un polynome, puisque le nombre entier

o ..,
consécutif & —— est I'unité.

p—A4
Si u=1, ce quisuppose »==1 , auquel cas la fonction pdevient la
{onction ¢ placée en dehors du radical , les deux limites Ff_v et I‘-:""
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deviennent infinies ; I'enveloppe sera donc une osculatrice d'un ordre
infini, c'est-a-dire qu'elle se confondra avec I'une des enveloppées.

Lorsque I'équation dérivée est satisfaite par un factewr ¢ du radical, st
ce facteur ¢ est rationnel,la courbe y—=0nerencontrera pas les diverses
courbes p — = (x, y) =0, car pour qu'il y et un point commun, il
faudrait que quelques-uns des coefficients différentiels gi/, ¢12_y’ C

L x' dx?
prissent plusieurs valeurs en ce point, pour lequel ona : ¢ =0,
ce qui ne peut avoir lien puisque ces valeurs se réduisent
é:ﬂl: @:—_—d—Ai gai/=-dzA2

dx 07 dg dz ’ dz® dz?’ "
rationnel, puisquon a :

dans lesquelles 4, est

et que ¢ est lui-méme rationnel. Si I'équation ¢ == 0 était compli-
quée de radicaux, le théoréme précédent ne serait plus vrai.
Supposons enfin x==»> 1, alors I'équation ¢, =0 se confondra
avec ¢ = 0, et le radical contenu dans la valeur de p disparaitra;
alors non-seulement, comme tantdt, A, sera rationnel , mais en-
* 2 3
core A, A,, A,, ... et, par conséquent, aussi %, g——{fz, g—;’a. ..
Donc, pour un méme point dont les coordonnées satisferont & I'équa-
tion ¢ =0, ces coefficients différentiels n’auront qu'une valeur ;
donc la courbe ¢ — 0 sera non-seulement isolée, comme dans le
cas de p=>y == 1, mais encore les courbes successives représentées

par p = p; seront toutes 1solées et ne se rencontreront pas.

Rem. II1. — Lorsqu’une équation différentielle f (z, y, p) =0 est
algébrique en x, y, p, elle peut, en général, se metire sous la
forme : ’

p=x(z,y)+ | ¥z 9)] [¢ @ 9]

et ses solutions singuliéres seront toutes comprises dans ¢ = 0, n1-
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plus ni moins. Dérivons I'équation précédente successivement par
rapport a et par rapport a %, DOUS aurons :

v

30) o G e () 3 )
v (@)1 ©
)= () e ()43 — 4= ),
' (e (@ 9)]
ou :
s
- ftrn) * (2)+uts (@0 (32) + 1w (3F)
as) = —s
w #[?(w,y)]/""
et ;
por -
i Ale@u " (%) 4 te @ (52) 400 (000 (3F) -
@ = — ,
wle(@y)] ©

valeurs qui deviennent simultanément infinies pour y ==0; si la

) : ) do ) L., d
fonction ¢ ne renfermait que z, (Egi;) serait nul; et la dérivée (ﬁ)

deviendrait seule infinie pour ¢ = 0; si, au contraire, la fonc-
. . dy . , ey dp

tion ¢ ne renfermait que ¥, (Ea'c) serait nul, et la dérivée (d—y) de-

viendrait seule infinie pour ¢ = 0; maintenant ces dérivées pouvant

devenir infinies par d’autres hypothéses que ¢ = 0, on ne peut
as dire que toute fonction qui rendra infinie l'une ou l'autre des

Lt d d . »
dérivées (&!;) et (E];:)’ ou toutes les deux, soit nécessairement une

solution singuliére.
Mettons actuellement I'équation qui donne la valeur de p sous la

forme :

f=tp—x (@)1 =04 @yl ¢ @ y)] =0.
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N

Prenons la dérivée de cette équation par rapport & p, nous aurons :

i

w—1
) =r[p—2(=,y)]
Mais I'équation ¢ = 0 donne p=1=x (x, y); elle annulle donc la
-, {4 . , . yo
dérivée (Jf;)- On voit comment ces résultats, qui nous etaient con-

nus, se déduisent de la théorie de M. Timmermans.
Nous allons fane vou aussi par cette théorie que la déri-

d
vée (—1— devxent - pour 9 = 0. En effet, dérivons complétement la

1

valeur de p, nous aurons :
=2 Ep o (2] + () )

dz?
+_L__(w_y)i_{(j—:)* @)

alid dy
rle (o 9] ©
ou, en substituant & p sa valeur, et réduisant au méme dénomina-
teur : |
{ Y22 d : #_V\
d d;
\ ﬂ[(ﬁg\’ + (é)x(w,yH- (dZ) b (a,y)- [2 (2, y) ”é.[?
dy dy d "
<+/‘3(—5)+(d_:{)x($,y)+(d;) (@y)-0 }"{ (7 (2, 9)}
d 'd “
o | ) + (%) 2@+ (75)-¥ (o) S R
do® - ' p—y '

»Le (.’D, y’)] #

Mais, lorsque I'équation f (x, y, p) = 0 est algébrique en @, . p,

toutes les solutions singuliéres et rien que les solutions singuliéres

. . y 1 ] . o . () d? . 9
sont comprises dans lequatlon g==0; dou ((E) =0 e (d—y)——:O

Or ces valeurs donnent & I'expression précédente la forme

ce qui est le théoréme de Lagrange.
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Exemple. — Appliquons le criterium de M. Timmermans a P'équation
différentielle :

by _alyt VEFF—V]
dz x: — r? ’

Nous savons qu'elle est satisfaite par les équations 22 4 y? =72 =0,
et 22— r2=0. Or la premiére est une solulion singuliére, puisqu’elle est
placée sous le radical qu’elle fait évanouir, tandis que la seconde ne se
trouvant sous aucun radical, ne peut étre qu'une intégrale parliculiére..

B. — Criteriam de Catchy.

- Ce qui distingue les recherches de Cauchy, c'est qu'elles ratta-
chent les solutions singuliéres des équations différentielles aux inté-
grales définies singuliéres, pour I'évaluation desquelles il a, le
premier, donné des régles.

Tatorime I. — Pour décider si une éyuation donnée y == ¢ (x) est
une intégrale particuliére ou une solution singuliére de I'équation diffé-
rentielle % == (x,y), il suffit d'éxaminer st z= 0 est une intégrale

particuliere ou une solution singulitre de I'équation :

Dém. — En effet, y = ¢ (z) devant, par hypothése, vérifier
Péquation différentielle :

dy s :
E'; - (w’ ?/)7 ((l)
on aura :
YO = (0,8 (@) )
Soit d'ailleurs :
a=11 (a;a y)’ (“)

lintégrale générale de la proposée; en posant, dans I'équa-
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tion (a), y==¢ (x) -} =, et en ayant égard & I'équation (1), on

aura :

. dz
dx

=uw(z,¥(@)+ 5] —o (2 ¢ (2 ¢ (2)], (0)

dont l'intégrale générale sera :
a=H[w,gg(mL+ z]. (3)

. Or, on satisfait évidemment a (b) en posant z ==0; et comme z == 0
/- satisfera & I'équation {#) quand y = ¢ (x) vérifiera I'équation («) et
seulement dans ce cas, il en résulte que I'équation y = ¢ (x) sera
une intégrale particuliére de I'équation (), et seulement dans ce cas.
Donc, etc. ... Ainsi nous avons ramené la question au cas ol 'équa-
tion dont il s’agit de déterminer la nature est y == 0 ; maintenant, il
reste & déterminer la nature de I'équation y == 0, ce qu'on pourra
faire immédiatement & I'aide du théoréme suivant.

Tatorkme II. — Sotent « et g deuw quantités infiniment pelites, dont
la seconde est tellement chotsie que la fonction = (x,y) conserve constam-
ment le méme signe enire les limites y == =, y == p. Pour décider si

. p. 5 .od ' . .
la valeur y = 0 satisfait & 'équation d—i ==w (X, y) comme solution sin-
quliere ou comme intégrale particulz'ére,' i suffit d'examiner si linte-

8
'p - d s . . .
grale deﬁme / —(—xl—y—) a ou n'a pas une valeur infinument pelite.
o/ o o ?

Dém. — 4° Prouvons d'abord que, si §==0 satisfait a I'équa-
. dy . . - ., ,
tion — — v (2, y) = 0 comme solution singuliére, I'intégrale dé-

B
finie f _W upe valeur infiniment petite. A cet effet, soit
x = (.’L‘ » y)

toujours : ”
- a—1(x,y) =0, (=)
I'intégrale générale de I'équation :
dy

%—ﬁ(.ﬂz‘, y)=0. » A (e)
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On sait que la condition d'intégrabilité immédiate d'une fonc-
tion du =Mdx -} Ndy =0 est :

@ _ &)

M

2

En appliquant cette condition & I'équation (a) et observant que

u==1(z,7), d'ol (g—:)=(%), (%) (%),Mz-a(w,y),]v:L

(g) T

Intégrant les deux membres de cette équation par rapport a y entre
les limites « et g, on aura : '

s BTy <) = — /’p(g_g). b

Et si nous faisons @) —: ¢ (, y) et que .nous représentions par o
) — % (@ y) et que. P ns par

une fraction comprise entre 0 et 1, nous aurons :

S sty et nsne—a [ ity

et, par suite :

/’3 Qy _ M(ne—0 @)
oz W'(w,y') ?l[w)“‘{“e(ﬁ_“)_]

Mais y = 0 étant, par hypothése, une solution singuliére de I'équa-
tion proposée, ne peut vérifier I'équation @ == 1 (z, ¥), cest-a-dire
que la fonction 1 (x, 0) ne peut avoir une valeur constante et fime

ou une valeur constamment infinie. La fonction 1 (@, 0) doit donc étre
. . . e d.u{z,0
une fonction finie de la variable z, et sa dérivée ¢, (z, 0)= _-—-%E’—)

se réduira elle-méme & une fonction finie de , ou tout au plus, si
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la fonction n est linéaire, & une constante finie différente de zéro.

Par conséquent, le rapport :

n{z, x)— 0 (x, f)

? (@0 4 0 (f—a)]

s'évanouira pour g ==« = 0 ; d’'ott I'on conclut, en admettant la
continuité des fonctions 1 (x, y) et ¢, (x, ) dans le voisinage de y =0,
que le rapport dont il s'agit et I'intégrale équivalente & ce rapport,
obtiendront, en méme temps que les quantités = et g, des valeurs
infiniment petites ; ce qu'il fallait prouver.

B
. c e P d
2° Nous disons, en outre, que si I'intégrale deﬁme'/l Y

@ o (Z, )

obtient une valeur infiniment petite, et si y = 0 vérifie I'équa-

tion d—i == (x, y), y =0 sera une solution singuliére de la pro-

posée.

p -
En effet, s1 I'intégrale / —d'—y-) a une valeur infiniment pe-

e T @Y
. [P Y dy' N . .
tite, I'intégrale f ——~— ne pourra étre qu'une fonction finie et
« T@Y) -
déterminée des variables x et y, et il en sera de méme de I'inté-
y
d; . : . - o
grale / Wy_y)’ que l'on obtient en substituant, dans la précé-
@\,

dente, 0 & la quantité infiniment petite «. Cela posé, soit :
y

dy e .
VTt

0

Appelons y =1, (, a) lintégrale générale de la proposée
dy ' e qen- .
7z =—"7 (@ y), et ¢ une valeur particuliére de =z, on aura, d'une
part : -

d.n, (=, a)

i = o[, 1, (z,a));
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et, d'autre part :

y

dy dy
= ", d . 1 = 3
[ "y OY BN =R

dz. I, (2, a)

dee 0 (6,1, (2, 0)) = om0

Par conséquent :

do m, (5, 1L, (z, )] — Z L& 0 (@ al]

B (¢, o, (o, a)] da.

Appelons maintenant A un accroissement arbitraire de x et désignons
par ¢ un nombre compris entre 0 et 1, on tirera de la derni¢re
égalité :

w [@ - 6k, 1, (% -+ Oh, a)l

61[59111 ($+h’a)]_‘ml [E’ nl(m’a’)]:h- ﬁ[fy I, ($+0h’ a)] ’

puis, en posant ¢ = x - 6h, on trouvera, quelles que soient les
quantités x, het a:-

=, [@ + 6k, T, (z -+ h, a)]-—-m“ [z + oh, 1, (z, a)] = h.

Ceci posé, nous disons que y — 0 est une solution singuliére, car
si on pouvait la déduire de I'intégrale y — 1, (x, a), en attribuant &
la constante a une valeur particuliére ¢, 1l suffirait de faire a—¢ pour
réduire I'équation précédente & la suivante :

h—w, [@ + 6k, 0] — &, [z + 6k,0] =0,

équation qui ne pourrait subsister, la valeur de & devant rester arbi-
traire, qu'autant que son second membre, au lieu de se réduire 4 0,
comme 1l arrive toujours quand =, (%, y) désigne une fonction

0

finie, se réduise & 5 ce qui arriverait nécessairement si la fonc-

Y
. . d .t 1 . <o
- tion &, (x,y) — / Y __ devenait indéterminée ou nfinie, ce

& (.’L‘ ’ y)
qui est contre Ihypotheése.

I el ) 7 17 . dy
A la vérité, y = 0 ne vérifie I'é¢quation 7 = © (@, 9) que dans

72



1118 SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES.

le cas ol la fonction = {z, 0) obtient une valeur nulle ou indéter-
minée ; et comme alors le second membre de I'équation :

B E (x4 6k, 11, (x + 0k, a)]

[~ [E, o, (x + h, a’)] — [Ev Hl (CU, (l)]: = [E I (.’D + oh a)]

se réduit & 2

5 il semble qu'on ne devrait pas étendre I'équation :

o, [+ 6h, 1, (w + h, a)] — o, [z 4 6h, I ('777 a)]':h’

a une intégrale particuliére de la forme y — 1 (z, ¢) = 0; mais
pour s'assurer que cette extension est légitime , 1l suffit d’observer
que cette équation subsistant pour toutes les valeurs de a différentes
de ¢ ne cessera pas d'étre vraie, tandis que, a convergeant vers la
limite ¢, la différence @ — ¢ deviendra infiniment petite, d’ot il est
permis de conclure que cette équation subsistera encore, quand la
différence a — ¢ deviendra rigoureusement nulle.

Tatorime HI. — Pour décider st équation y = ¢ (x) vérifie,
comme solution sinquligre ou comme intégrale particuliére, I'équa—

. dy ' . ) . .7 ) Y] r . .
dion 3 == (x, y), i suffit d'emaminer sila valewr de I'intégrale dgﬁme.

/ “ . .de
@ [2, ¢ (2) + 8] —o=[z,¢(2)]

o

ou de l'intégrale équivalente :

b2 5
.V(")‘\i"l dy

ol y] —w(a, ¢ (2)]

¢ (2) + o

est ou n'est pas infiniment petite, x étant considéré comme constante,
et « el g désignant deuw valeurs infiniment petites de y entre lesquelles
la fonction = (x, y) ne change pas de signe.

Dém.—Ce théoréme n'est que la. combinaison des théorémes I etII;
1l est donc vral au méme titre queux.
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“Corollavre. — Puisque :
_ ! — ‘. A
oo (@) +:]—v(2d@] w[ny@)+s]—o(s¢()] 2
ive. .7 i . oy ( dz . ﬁ [y ]
et que I'intégrale singuliére / — @ pour valeur / (;) , lintégrale

/o
du théoréme III peut étre remplacée par 'expression :

; 1
# @t @+ 5 —= (5 @]\«

¢ désignant une valeur infiniment petite de z comprise entre les
limites « et g. Or la quantité l(g) étant indéterminée pour des va-

leurs infiniment petites de « et de £, cette ex-pxjession ne pourra
devenir infiniment petite qu'autant que le rapport :

g
o[z, ¢ (2) + ¢] — o [z, ¥ (2)]

deviendra lui- méme nul ou infiniment petit pour ¢ == 0; mais
comme ses deux termes deviennent nuls pour ¢ =0, en prenant
leurs dérivées par rapport & ¢, la véritable valeur du rapport pré-
cédent pour ¢= 0 sera :

car dériver par rapport a ¢ la fonction = [, ¢ (2) 4 ¢], puis faire
g==0, cest ]a méme chose que dériver par rapport & y la fonc-
tion = (z, y), puisque dailleurs y — ¢ (z). Donc, pour que y = ¢ ()

: ) *7 . d . . .
puisse vérifier I'équation d_Z == (x, y) comme solution singuliére,

1] faut que 'expression = soit nulle ou infiniment petite; ce que

dy

_ nous savions déja.



1120 : SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES.

Exewere L — Décider si y = 0, qui satisfait & équation différen-

. d T ., .« pes
tiell E‘-’ =1y ly, en est une solution singuliére ou une intégrale particuliére.
X

B
Sol. — L'intégrale / % se réduit A 'expression indétermi-
« w(Z,y)

Bg ,

née / yglIy l p . Donc y = O est une intégrale particuliére; ce que
o

nous savions déja par Uinspection de I'intégrale générale.

1
\ 2
Ex. II. — Décider si y = 0, qui satisfait & Léquation (g) = Z_‘Z , en est

ane solution singuliére ou une intégrale particuliére.

P \
. rae s d P13 & b .. p
Sol. — Llintégrale / — % __ se réduit a Pexpression infiniment

' U'(w’ Y) 7
petite:

L EX

_id =2"L‘§ 2—0(2‘;
(y) Y (g )

donc y = 0 est une solution singuliére; c’est ce qui résulte aussi du crite-
rinm de M. Timmermans, puisque = 0 est placé sous le radical dans la

valeur —= = \/ ,etquel’ equatlon y == 0, quifait évanouir le radlcal

satlshnt a cette valeur; ' mspectmn del intégrale généraley> — (a — x)*=0,
conduit & la méme conclusion.

Ex. IlI. — Soit léquation différentielle (—13, = (y+siny) (x +ly), dont
X
Uintégrale générale ne peut étre obténue sous forme finie ; il s'agit de décider
si léquationy =0, qui satisfait & cette équation différentielle, en est une solu-
“tion singuliére ou une intégrale particuliére.

%

Sol. — Pour que la fonction comprise sous le signe /" ne change pas de
signe entre les limites y = «, et y — @ supposées infiniment petites, il
est nécessaire et il suffit que ces deux limites soient de méme signe. Suppo-
sons cette condition admise, on aura : '

Fdy _ z(ﬁ

Yy n

A8 1 dy _ i ) ’
[<,1+%)(4+§E’_y)yly (1_}_%) (l+sinn)[ yly (4_}_%)(1_*_”:.0

),
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* , désignant une valeur de y comprise entre les limites « et g, et, par con-

séquent, trés-voisine de zéro. Or on a sensiblement :

x x T siny sin 0

L'intégrale définie précédente a donc pour valeur approchée I'expres-

sion :

1,1
2 I

qui est indéterminée pour des valeurs infiniment petites de « et g. Donc
y = O est une intégrale particuliére de la proposée.

ARTICLE III. — ETANT DONNE UNE EQUATION DIFFERENTIELLE |
DU PREMIER ORDRE A DEUX VARIABLES, Y INTRODUIRE
DES SOLUTIONS SINGULIERES OU EN SUPPRIMER.

§ 1. — INTRODUCTION DE SOLUTIONS SINGULIERES.

« Si les équations primitives singuliéres ont moins d'étendue que
les équations primitives proprement dites, parce qu'elles ne ren—
ferment aucune constante arbitraire, on peut les regarder sous un

autre point de vue comme plus générales que celles-ci, parce qu’une

mémé équation primitive singuliére peut répondre & une infinité
d’équations dérivées ; et c'est un probléme indéterminé de trouver
une équation différentielle qui ait une équation primitive singuliére
donnée.» Ainsi s'exprime Lagrange, en commencant sa dix-septiéme
des Legons sur le calcul des fonctions. C'est ce probléme qui va nous
occuper. Nous distinguerons deux cas : celui ol 'on donne I'équa-
tion différentielle, et celui ot I'on donne seulement son intégrale
compléte. .

I. — Premier cas. — On ne donne pas ['égquation différentielle.
— Nous exposerons la solution de Lagrange. Représentons par
F (z, y,a, b) =0, une équation primitive entre z et y et deux
constantes a et b qui dépendent I'une de l'autre par I'équation :

¢ (a, b) = 0.
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L'équation différentielle dont F (x, y,a,b) = 0 sera I'intégrale
compléte, s'obtiendra en éliminant a et b entre les trois équations :

F(z,y,a, b)=0,
F F\d
o) + (5% =
¢ (a, b)‘==0_.

Or on peut faire cette élimination de la maniére suivante : on tire
des deux premidres équations les valeurs de @ et de & en fonction

de x, v, %3-/ solent @ = (m y,%’) et b —¢ (a? y,d—y) ces va-—

leurs ; puis on les substitue dans # (a b) — 0. L'équation dérivée

sera donc :
4’[ (w’y’d) -T’J’ ]—”0

Donc, réciproquement, toute équation dérivée de cette forme aura
pour équation primitive F (xz, v, a, b) = 0, a et b étant des con—
stantes liées par 'équation # (g, ) ==0; par conséquent, toute valeur
de y en x, qui, satisfaisant & I'équation ¢ (¢, ¢) = 0, ne rendra
pas les fonctions ¢ et ¢ constantes, ne pourra rentrer dans l'intégrale
générale, et sera, par conséquent, une solution singulidre. Cela
posé, soit y ==X une fonction quelconque de z qu'on se propose
dintroduire en qualité de solution singuliére dans une équation diffé-
rentielle dont on ne donne que I'équation primitive avec deux con-~
stantes arbitraires, de la re]anon desquelles on peut disposer. En

substituant X et d—f ay et de: Y dans les fonctions ¢ et ¢, elles devien-

dront de simples fonctions de x, savoir : a==¢_(z) et b— ¢, ().
En éliminant  entre elles, on aura une relation entre a et b qui sera
notre équation ¢ (a, b) = 0 de tantdt; en y substltuant pour a et b
les fonctions ¢ et ¢, on aura lequatlon dérivée :

2 (p ¢) =0.

Cette équation est évidemment satisfaite pour y = X; et comme
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cette derniére ne rend pas les fonctions ¢ et ¢ constantes, il enve
sulte qu’elle est une solution singuliére de I'équation ¢ (¢, ¢) = 0.
De la la régle :

Pour obtenir I'équation différentielle dont I'équation donnée y = X
est une solution singulidre, et dont U'équation F (x,y, a, b) =0, égale-
ment donnée, sott ['intégrale complite, b dtant une fonction de a, o faut :
he tzrer de léquation ¥ = 0 et de sa dérivée totale les valeurs de a et

dX
de b en fonction de x, Y: 3 —! ; 20 subsistuer dans ces valeurs X ot iy
dy
ayety ¥.oge éliminer x entfe les équations obtenues; &° puzs dans la
'rjelatwn @ (a, b)=0, & laquelle on sera ainst condust, substituer a a
d e e eear T
et b leurs valeurs en x , y, Ei ; on aura Léquation différentielle cher-

chée. Quant & lintégrale géndrale de cette équation, on Lobtiendra
en éliminant une des constantes aet b entre les deuw equatwns

F( y,a,b)=0c¢t ¢ (a, b)—

Exevere I. — Trouver lequatzon dzﬁ'erentzetle dont y= Ax + B (1) soit
la solution singuliére et y> —ax*—Db=0 lintégrale generale b étant une
fonction de a & déterminer.

Sol. — En résolvant par rapport & a et b les équations :

: ©a
y¥—azx* —b=0 et yd—%—aw=0,

on obtient : B
dy . __ dy
, b=y*—umy 7

a =

8 1@
&l
)

Mais V'équation y — Ax — B==0 donne :
y =4z 4 B,
Y = A 2 +24B x + B, , i

dy )
2 = A*x + 4AB;
Y dz o

d’on :
g_Az_{_i’f, b= AB @+ B*;
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d’ou, en éliminant x :
(a— 4%) (b— B?) — 4* B*—0),
ou :
ab— B*a— A42b=0.

L’équation différentielle cherchée est done :

Y e ¥ | pe Y.
w[y Y iz B'w

g&

— A4 [yz —zy %:] = 0. (2)

Quant & son intégrale générale, elle résultera de I'dlimination de b entre
les équations :

¥ —az®—b=0 et ab— aB®— bA*— 0,

¢élimination qui donne :
’ aB?

2 2
—_— AT —— ——
y a — A?

0. (3)

11 est aisé de vérifier, de diverses facons, que 'équation (1) est bien réel-
lement une solution singuliére de I'équation (2).

Ex. Il. — Trouver l'équation différentielle dont y —1x (1) soit une solu-
tion singuliére, et qui ait pour intégrale générale 1 (?{) + ay2—b =0, b étant
une fonction de a qui reste & déterminer.

- Sol. — En tirant les valeurs de a et de b des équations : -
A 2 s P
l(;) + ay®* —b =20, et Zaya—&—— y

on obtient :

1 2 y
E= t —_— - v .
a Qm@ et b l(‘”)—*-exdy
ydw dx

d i
- Mais I'équation y = lx donne : y==lx et &—Z = —; donc :

a=gr b=l(?)+g—w=l(\%)’

d’ou, en éliminant x :.

i}
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L’équation différentielle cherchée est donc :
dy* dy
2 — . —_— == {J. = 2
wydwzﬂwlmdm—{—y 0 (2)

Quant  son intégrale générale, elle proviendra de I’élimination de b entre
les équations :
l@+W—kﬂ4W@—M=L
Elle est donc :
413+ —1@1+1=0,
ou :

bafay — l(z)] + 1=0. (3)

Ex. 1. — Trouver I'équation différentielle qui a pour solution singuliére
Véquation y — sin x =0 (1), et pour intégrale générale cos2 x — ay®+-
b sin x=0, b étant une fonction de x & déterminer.

Sol. — En tirant a et b des équations :
cos* z —ay® + bsinaz =0,
. dy
— 2 cos x. smw——%ay&;-{- bcos x =10,
on obtient :

d
2 cos x. [y sin x d—i—cosw]

* cos T 1 in®
0— ] +smda: e -
y ycosw~—2—£~sinw N ycosw—%a%sinm

Mais I’équation (1) donne :

== §in &, —y=cosa;;
X ; dx
donc :
1 +sin’zx - -2
= b= ———;
sinfx sin x

d’ou, en éliminant x :
L@+ 1) p*=0.
L’équation différentielle cherchée est donc :

ygy—2~ (1 4 sin*z) — (y* + 1) cos . [in—qsinw—-—cosw] = 0; (2)
da® dx
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quant & son intégrale générale, elle résultera de I'élimination de b entre
les équations :

cos’x —ay* ;- bsine=0, 4(ad-1)+ =0,
ce qui conduit A
(1 + sin® z)® 4 2a (2 sin® & — y? cos® z) + a® yt = 0. (3)

Remarque I. — On peut obtenir d’'une maniére plus expéditive
la relation des constantes a et 5. En effet, si dans I'équation
F (x,y,a, b) = 0 on élimine d’abord y au moyen de la solution
singuliére ; puisqu'au moyen de la dérivée par rapport & z de
celle-¢i , on élimine « de 'équation résultante, on aura une équa-
tion ¢ (a, b) = 0. Quand on a ainsi la relation de @ a b, on en
tire b = x (a), ce qui change l'équation F'(=z, y, a, b)=0 en
F (z, y, a, x) = 0; enfin, en éliminant a entre cette derniére équa-
tion et sa dérivée compléte, on obtient l'équation différentielle
cherchée. ' o ‘

Reprenons I'exemple III. -— En éliminant d’abord y entre les équations:

cos’r —ay* L bsinz=0, el y=sina,

cossx—asin®z+ bsing —0; .
d'ou : : ‘

cosx [b—2(a+1)sinz]=0;
éliminant x entre ces deux derniéres équations, il vient :

. b
sinx = Tt 1)
et, par suile :

ka4 1)+ b =0.

De cette derniére équation, on tire b—2\ a+ 1\ — 1, valeur qui,
substituée dans :
) cos® x — ay® + b sin x =0,

donne, aprés qu’on a élevé au carré pour faire disparaitre les imaginaires :

‘ d
hsinzx cos x [1 4 sin*z 4 2 - ay*] + ay [3 ay® — 4 cos® x] d_i'!v=0'
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On aura ainsi :

N Z—Zz (1 4 sin* ) — (y* + 1) cos z [2 %sinw—cos z]=0 . (2
Rem. II. — Tk résulte de I'analyse que nous avons exposée d'aprés
Lagrange, que I'on doit choisir la relation en =, y. ¢, b de telle ma-

.niére que les valeurs de a et b quion tire de cette équation et de sa
dérivée compléte, ne deviennent ni 'une ni I'autre constantes, lors-

. . . dy .-, C e .
quon y introduit les valeurs de y ert o tirées de la primitive ‘sin—
guliére donnée.

Rem. IIl. — La méme analyse nous montre qu'on peut trouver
autant d’équations différentielles qu'on veut, ayaﬁt toutes pour solu-
tion singulidre une méme équation primitive donnée. Il suffit, pour
cela, de prendre différentes équations primitives en z, y, a, b.

Ainsi, si Pon demandait deux équations différentielles ayant la méme
solution singuliére, y — sin-x =0, on prendrait arbitrairement deux
équations en x, y, a et b, telles que les suivantes :

cos’c—ay’ L bsine=0 et y-+acosx—b=0;

et, en opérant sur ces équations, comme dans les exemples ci-dessus, on
trouvera pour premiére équation différentielle :

yii-y—z(fl—}—sin”w)—(yz—}-d)cosw .[Q‘Esina;-——cosm]=0
da® " da ’

ayant pour intégrale générale :
(1 + sin® z)* + 2a (2 sin®  — y* cos” z) + atyt =0,

et pour seconde équalion différentielle :
dy’ dy
[&?fyz -+ 1]t(mgw — 2y£= (,

dont U'intégrale générale est :

y+acosx—‘\/<_z’+i=01
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Rem. IV. — Une méme équation primitive en z, y, a et b, pourra
donner telle équation primitive singuliére qu'on voudra, suivant la
relation qu'on établira entre les constantes a et b. Seulement, pour
que l'on obtienne une solution singuliére, il faut que la relation éta-
blie arbitrairement entre a et b soit telle, qu'en substituant la valeur
quon en tire pour b en fonction de a, dans I'équation en =, y, aet b,
donnée sous forme rationnelle et entitre, I'équation résultante, '
rendue aussi rationnelle et entiére, renferme a avec un exposant
différent de ['unité. ’

ExempLE. — Prenons Péquation a sin x — bcos x — y =0, et établis-
sons premiérement entre a et b la relation a2 4- 2= 1. De I'équation :

asinxe — bcecosx —y=0;
et de

ay
bsing —— =20
acosz 4+ bsinx 9 y
qui est la dérivée compléte de la précédente, on tire :
. dy
a=ysinx +71_5c cos x,
— %Y sin x cos &
 dz: y ’

Ces valeurs de a et de b, substituées dans la relation a2 4 6% =1, four-
nissent I'équation différentielle :

d2
¥ gt

dont I'intégrale générale est :

b=

asine—(1—a* cosx—y=0,
et dont la solation singuliére est :
¥ —1=0.

Deuxiémement, établissons entre a et b la relation ab=1; en y subsli-
tuant les valeurs de a et de b trouvées plus haut, on obtiendra I'équation
différentielle :

dy* - dy . . A
l:d—iz-— 2:]sin z. cosx+yd—Z[31n’w~coszw]= )
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" a?sin & — cos x — ay =0,
et la solution singuliére :
y* 4+ 4 sinx cosx = 0.

Ainsi, la méme équation a sin 2 — b cos & — y = 0 nous a fourni les deux
solutions singuliéres y2 — 1 =10 et y> 4 4 sin x cos x = 0, selon qu'on a
1ié a et b par la relation ¢ 4- b>=1, ou par la relation ab = 1. Si, entre
« et b, on avait établi la relation a 4 b==1, I'’équation différentielle résul-
tante :

dy .
d_Z: (sin 4 cos z) + y (sin x —cos ) — 1= 0,

p’aurait pas eu de solution singuliére; car, en substituant la valeur
b =1 — a dans I'équation a sin x — b cos x — y =0, I'équation résul-
tante a(sinx + cosx) —y — cos x="0, qui est I'intégrale générale de
I'équation différentielle que nous venons d’obtenir, renferme a au premier
degré seulement. ‘

Rem. V.— Les éliminations que nécessite la solution du probléme
qui nous occupe actuellement, peuvent ne pouvoir s'effectuer; et
cela arrivera, en général, si les équations entre lesquelles elles
doivent se faire sont des équations algébriques de degré supérieur
ou des équations transcendantes.

Rem. VI. — Nous avons toujours supposé, dans ce paragraphe,
que les solutions singuliéres renfermaient 4 la fois les variables zety.
Or il pourrait se faire quelles ne renfermassent que I'une de ces
variables. Si elles ne contenaient que ¥, le procédé général ne soul-
frirait aucune modification. Si elles ne renfermaient que @, il fau-
drait, dans I'équation ena, 7, a et b, regarder & comme fonction de ¢,
et procéder comme dans le cas général.

Exewere I — Trouver Féquation différentielle dont al (E) — bx=1 soit

lintégrale générale, b étant une fonction de a & déterminer ; et dont y—1=0
soit la solution singuliére.
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Sol. — De I'équation :

al(g—/) — bx =1,
x

et de sa dérivée compléte :

Q-
2 —
a—— — —p=—0, -
zy
on tire : '
~ dy
_ 1 - Taz '
y\ =z dy ) L (Y 2 Y
() 2 Y Z) 1] — o =
(m) Yy dx ! my[(a;)-i-] mdm
. . d
Mais de y —1=0, on tire : y =1, ly =0, £=O; donc:
A R -
Cl—lr T z(—lz)
d’ou, en éliminant a et b, on tire :
a—1
be © +a=0.
L’équation différentielle cherchée est donc d’un degré infini, savoir-:
- E2 z dy
d G+ &
ey DT E gy,
) ou :
d % &
Y y dw z
2 5—vle " +y
ou: )

sdy oy o dy
. ; dy oy dr oy da® | Y dat :
‘ [ege vl +7 7+ -+ gz t - 1+v =0 (@

Son intégrale générale est :

ou :




VOIr- :
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On peut vérifier que 1'équation (2) a pour solution singuliére y — 1 =0.
En effet, prenons la dérivée partielle de (b) par rapport & a, nous aurons,
en multipliant tout par a®:

a—1 - a—1

a

e [al(i)—l]-}-uze “l(g)+azm=0,

a—1

ou, en ajoutant et retranchant ae “ du premier membre :

a—1 a—1 T a—1

e * [al(%)——l]ﬁ—ae—r [al(g)——i]«}-azmw{-ae'“ =0,

ou:

a—1 N a—1

(a—}-d)eT [al('%) —t]+a*zdae * =o0.

Maintenant, si nous retranchons de cetle équation l'intégrale generale( )
multipliée au préalable par a + 1, nous aurons :

a—1

[ = ,wf, ) (a) .

()

En substituant les valeurs (=) et (g) dans (b), et réduisant, on obtient :

dou: “
y—1=10,

qui est lasolution singuliére donnée. On voit que, dans 'exemple actuel, la
recherche de la solution singuliére était assez difficile, parce que I'élimi-
nation de-a, qui devait y conduire, avait lieu entre deux équations transcen-
dantes. Cet exemple est encore remarquable & d’autres égards, entre autres
parce qu'on'y trouve, sous forme finie, I'intégrale generale d’une équation
différentielle de degré infini.

Ex. II. — Trowver Uéquation différentielle dons la solution singuliére
est 2 cos x —1=0, et dont l'intégrale générale est cos x + y (ay— b) =0,
b étant une fonction de a qui reste & déterminer.
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Sol. — En résolvant par rapport & a et & b I'équation :
cos ¢+ y (ayj—{— b) =0,

et sa dérivée complete (x est regardé comme fonction de y) :

. dx
——smm@—}—ﬂay—b—o,

on trouve :
cosx sinx do 2 cos x ;
@=—a—— —, b= —sin T —;
y y dy y dy
e e 1 dy
mais 'équation 2cos x — 1 =0 donne : cos &= et dw:O;donc:
1 1
“Top VT ‘

la relation cherchée de a a b est donc 22 = b2, par conséquent, I'équation
différentielle cherchée est :

2

d d
2cosw[‘2—cosw]a%-{—?ysinw(l—Qcosw)&%—}-yzsinza:L—O,

et son intégrale générale est :

cosx + ay' —y V2@ = 0.

II. — Deuxikme cas. — On donne ['équation dyfférentielle. — Poisson
a donné la méthode suivante (page 79 de son Mémoire), pour ré-
soudre le probléme qui fait I'objet de ce paragraphe.

- Soitune équation différentielle du premier ordre & deux variables :

d

\%z “(d’/‘,y); “)
et soit u==0 la fonction de « et de y, ou de I'une de ces variables
seulement, qu'on veut introduire dans I'équation différentielle, de
fagon & ce qu'elle y satisfasse comme solution singuliére. En multi-
-pliant I'équation proposée par u, on aura :

udy — w. & (2, y) dt=10. @
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Appelons maintenant z une {onction de « et de ¥, telle que sa dérivée
partielle, par rapport & y, soit v, on aura :

— | dy = ud
\dy, Y Ys

“d'ou :

X étant une fonction arbitraire de x. En dérivant cette derniére
équation partiellement, par rapport & x, on aura :

=S+

La différentielle totale de z est donc :

dziudy+[/(g—:) dy-l—%]d’x,

' du dXx
== — aan | S,
udy == dz [-/(dm> W i }d"’"’
valeur qui, substituée dans (2), donne :

Maintenant, si on intégre la différentielle totale de = et qu'on en
tire ensuite la valeur de  en x, pour la substituer dans (3), on aura
une équation & deux variables x et z, qui sera satisfaite par toutes les
équations primitives qui satisfaisaient  la proposée, et, en outre,
par la solution singuliére u=0. En effet, soit y = ¢ (x, a) l'inté-

d’'oul'on tire :

‘grale générale de I'équation dy — v (=, y) dz = 0; et appe=

lons z = ¢ (x, y) la valeur de 5 en @ et y déduite par l'intégration

: [~ p/du dX
dz:udy+Lf<d—¢) dy + 5= |do.

L’intégrale générale de I'équation différentielle en 5 et « s'obtiendra
' 73

“de :
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en substituant dans z = ¢ (@, ¥) la valeur y = ¢ (, a) elle sera
done : '

=4[z, ¢ (2, a)]
Mais pour avoir la solution singuliére de I'équation différentielle

transformée, il faut prendre la dérivée partielle de ¢ par rapport
4 a, et I'égaler a 2éro ; on aura done :

)= &0 ()=

mais (Zi) (Z—Z) = u; done (d‘b) =y (3(1) 0. Cette équation

-

we

d
se partage en deux autres : u =0 et (—) = 0. La premiére

donne la solution singuliére u = 0 qu'on a choisie arbitrairement ;
et si on élimine @ entre la seconde et y=r («, @), on aura de méme
les solutions singulitres de la proposée, si elle en avait : c’est ce qu'il
s'agissait de démontrer. En résumé donc :

Pour introduire dans une équation différentielle donnée, une solu-
tion singulitre u=0, choisie arbitrairement, u faut résoudre I'équa-

. ey . 1 dy . 4 i3 .
tion dafférentielle par rapport & 3, intégrer lo différentielle totale :
du ax
dz == udy + [f(%) dy—l—;i;de,
en tirer lo valeur de y en x el z, et substituer cetle valeur dans ['équation:

dz—utrw,y—{-/() X]a;——()

que deviendra l'équation cherchée.

Rem. I, — La différentielle totale :

dz=udy+{f(%) dy + ?
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‘satisfait & la condition d'intégrabilité des fonctions explicites de deux
variables indépendantes, car on a :

&) - <d_[f (Z‘Z) o +5

dx dy

dX . ; ; . w1
attendu que —— ne-contient pas y. Cela posé, on obtiendra I'inté-

grale de dz par la formule :

S s iy L E L,

qui se réduit & :

z=fdx/((%)dy+'[[u——/(%)dw]dy—[-—X,»
z=X+/udy+fdm/'(%)dy—/'dyf<%)dm.

: » . e d .
ExenpLe I. — Introduire dans U'équation différentielle ?d_:{ =1, la solution
singuliere x —1=0=u.

Sol. —Ona:
5= Jfdo iy + [ [& — 1 — fiz] dy + X,

ou :

ou:
s=(@—1)y+ X,
d’ou :
_z—X
Y =r
L’équation différentielle est donc :
dz Z— X d.X
wo Tt T @

On vérifie aisément qu'elle a pour solution singuliére £ — 1 = 0.
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Rem. II. — Lorsque la solation singuliére qu’on veut. introduire
ne contient que y, alors la valear de z se réduit & :
: =X+ fudy

Ex. II. — Introdmre dans Uéquation différentielle :

dy? d
9323/[71‘-‘2—29«”’“‘%-‘5"31:0;

la solution singuliéren =y _ 1=0.

Sol. —Ona:
2—-
Pox=VTH, '
d’ol :

y=14+ VI+2(z—X)

On a encore : .
’ dy ———s
d—w—— [tz + Vi — 37 .

L’équation différentielle cherchée est donc :

d_Z__d_}g V1i4+2(z—X
do 4o 51 VIF2(E=X)

qui a pour intégrale générale :

) {1+ Viay? —2{s—XH1HVIF2E A,

Qagz—X+4+2a\/1—~2 s —X)|—lz] +1=0.

Ses solutions singuliéres sont manifestement 1 42 (z — X)=0, qui
n’est autre chose que la solution y — 1 == 0 qu’il s’agissait d'introduire;
et (lx)2—2[z — X+4+14+V 1+ 2(z— X)] =0, quin’est autre quela
solution singuliére y = lx qu’avait I'équation différentielle proposée.

Rem. III. — Si la solution singuliére & introduire était donnée
enzetz,le procede 1nd1que ne serait plus applicable, attendu qu'on
ne connait pas ) pmom la composmon de z en @ et ¢ ¥, et que cette
connaissance serait nécessaire pour effectuer les intégrations qui
conduisent & la valeur de z. Dans ce cas, on opérera comme suit :
On multipliera I'équation différentielle proposée par u*, k étant < 1,
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et u = 0 dtant la solution singulitre & introdusre, on -posera
. [dz
= k ! - > N 14 " y "
ensuale ( dy) =u, equation qu on wnlegrera en Tegar dant z comme
constant, ce qui donnera :

—=y+ 5%
u
dou
y= —%—X,
v u
et :
dz dz aX
dy==d —_ had
Y zfuk+dm k dr
ou !
dz dz dX

ces valeurs substitudes dans 'équation différentielle proposée, mul-
tiplide au préalable par v, fourniront I'équation différentielle cher—
chée. '

e d .
Ex. lI. — Introduire dans Uéquation différentielle ag =1, la solution
singuliére z — mx =0.

Sol. — En multipliant I'équation proposée par (z — mx)*, k<1, on a
d’abord : )

k x
(z —mzx) dy=(z—mz) dz.

Ensuite, en intégrant relativement 4 y et z seuls, I'équation :

(dz) =(z— mx)k,

dy

ona:

(r—ma)

I — mz i}

=% ¢ + X,
d'ou

dy=dz_mdai— ax.

(z — mx)
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L’équation dlfferentlelle cheérchée est donc :

dz
e m—(z— 21—y,
dz m Z ma; [ :}

et son intégrale générale :

(z2 —mz) .
ﬂ—' —~— X =z =a.
Rem. IV. — 1l est une classe d'équations différentielles du pre~

mier ordre & deux variables qui ont toujours une solution singuliére :
ce sont, comme nous le savons déja, les équations de la forme :

2e(y. (@

¢ désignant une fonction quelconque de —= seul En effet, en déri-

vant I'équation (a), nous obtenons :

dy dy d*y dy\ d%
=22 —Z g 22,
dz  dzx ¥ T )

ou ; -
¥ () + o1 54—, )

équation a laquelle on satisfait en poéant '

d*y dy .
—, == ‘o = =4, X
azt 0, d’ou az . (a)
Si on élimine % entre (a) et («), on obtient I'intégrale générale :
y=ax + ¥ (a),

équation d'une ligne droite qui se déplace sur le plan ay quand on
fait varier la constante arbitraire a. On satisfait encore & I'équation ()
en posant :

v (p)+a=0, L} ®)

'
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Or si on élimine p entre (a) et (#), on aura une relation entre x et y

ui satisfera & I'équation (a), mais qui n'en sera pas l'ntégrale géné-
rale, puisqu'elle ne contiendra pas de constante arbitraire, et qui n'en
sera pas non plus une intégrale particulidre, puisqu'on tire de (#)
une valeur p = x (), incompatible avec la valeur p = a tirée de
lintégrale générale. Cette équation résultante en z et y, savoir :
¢ [x(@)] 4 = 0, est donc une solution singuhére de I'équation’
différentielle proposée. Dailleurs, I'élimination’ de p entre les équa-
tions :

¢(p)+a=0 et y—pz—v(p)=0

donnera le méme résultat que I'élimination de a entre l'intégrale
générale : .

y=ax + ¢ {a),

et sa dérivée partielle relative & a, savoir :

¢ (a) + z=0.

Or cette derniére &limination donne todjours des solutions singu-—

litres. quand elle conduit & une valeur variable de a, ce ul a tou—
» q

jours lieu ici. On voit donc que Jes équations :

“

. dy
yﬂx?ﬂ:—{h ¥ (dw)

ant toujours une solution singuliére :

¢ [ (@)]+ &=10;

ce qu'il fallait prouver.

Ex. IV. — Soit 'équation :

ou : : _:. &

y=rpz+nVit+p.

+ 5
-

Cette équation est de la forme :y == px + ¢ (p); elle a donc nécessaire-
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ment une solution singuliére. En effet, en la différentiant, on trouve, 3
réduction faite : : ;
np

R
V1i+p

) dp =0,
équation qui se décompose en deux facteurs :.

m+—ﬂ—=0 et dp=20,

L’équation dp = O donne p=a; l'intégrale générale de la proposée est
donc:

y=azx + n\1+ d

L’équation :

o+ —2_—9,
VT +p?
donne :
(p:—_:j:_'_._:p—_., \/4+p2=—.n_p='—____11____,
‘ \/ﬂz_mz .Z“ \/nz_wg

valeuars qui, subslituées dans I'équation proposée, donnent la solutjon sin-
guliére y* + a* — n* =0,

- § xx. — SUPPRESSION DES :SOLUTIONS SINGULIERES
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE.

Lorsqu'une équation différentielle du premier ordre & deux va-
‘riables comporte une solution singuliére, il ya deux moyens de la 3
transformer en une autre qui ne renferme plus cette solution. Ces 3
deux moyens sont la transformation des variables et la différentia-
tion. Le premier est d&t & Poisson; le second, & Lagrange.

L. — Théoréme de Polsson.

On peut supprimer les solutions singuliéres d'une équation différen-
tielle du premier ordre & deua variables, en opérant dans cette équation
un changement convenable de variables. RS |
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1l peut se presenter deux cas : ou on ne connait pas I'intégrale
générale, ou bien on la connait.

A. Premier cas. — On ne connait pas lintégrale générale —
Soit y = X la solution smguhere quil sagit de supprimer dans

I'équation dlﬁ'erentlelle %Y — 5 (x,y) ; puisque celle-ci est satisfaite

par y = X, nous aurons :

EEZU(}T) X)v

et, partant :

d(y— X)

s (@,y) — = (@ ),

Posons y — X =z, dott y =X+ z, I'équation précédente de-
viendra :

dz -
(—iz—r(w,XA}— z) — o (z, X);

et, en développant :

%:A,z“' +A2za‘+a2+Azza‘+a2+oﬂs+m +Aizal+a2+a3+...+a;+m’

les exposants «; étant positifs , et les coefficients A; étant des fonc-
tions de z. Faisons :

I T T ol

o, + oy
: + .

=Al+A2za2+Aaz 44

¢ désignant une fonction des variables = et =, qui n'acquiert ni une
ay

. . . . dz -
valeur nulle, ni une valeur infinie pour s==0. Il viendra : ‘ﬁ——:z 7,
«, étant <1, pu1sque y==2X est, par hypothese une solution singu-
liere de I’ equatlon différentielle proposée. La derniére équation peut

encore s'écrire :

dz oy
e z 9 s
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ou :
o,  —a,dz .
= dz P]=0.
Or s1 'on fait :
—a dx  du
de  dz’
d’'ou, en intégrant :
1
4 —ux, T—z,
=u et z=(1—a)u" )
p—
1l viendra :
) I R

4— ! L i — e
p=dit Ay () ek Aid—a) T T T s

et st l'on représente cette derniére expression de ¢ par ¢, on aura
définitivement :

&y

du
f—a ——— = {).
o) u [dw ?|=0

Cest I'équation différentielle donnée mise sous une autre forme.
Comme «, <1, elle se décompose d’elle~-méme en deux autres :

La premiére renferme la solution singuliére, car u=0 emporte =0,
et, par suite, y — X = 0. La seconde, au contraire, ne peut étre
satisfaite -par cette solution singuliére, puisque ¢ et partant ¢ ne

 r . . o . du
e = U. —_—— = a
s'évanouit pas pour » = 0. L'équation o 0 est donc |

transformée cherchée.

B. Devxiime cas. — On connait l'intégrale générale. — On pourra
alors employer la transformation de la page 1045,

|
|
|
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ExenpLe 1. — Supprimer les solutions singuliéres de Uéquation différen-
tielle : '

dy* dy _
el + 4y =0.

Solution. — 1° Supposons, d’abord, qu'on ne connaisse pas lmlegrale
générale. En déterminant la solution singuliére de la proposée, on
dz dy .
2 e : e a2 Foll =Dy — =2
trouve % —y==0. On fera donc : 2? —y—1z, d'oit g 2 mais
I'équation différentielle proposée donne :

d R
di 2% + Vi — Iy =2 + 2 V7.
Donc :
1
dz z
2 1 9x%,
dx + 2z
Posons :
' 1
w =2z,
d’ou :
z__u‘ ot dz __w du
T dz 2 dz’
on aura ;
u du
v o -0
2 dx Tu ’
et, en supprimant le facteur u :
+

E—
équation qui ne renferme plus de solution singuliére.
2° Supposons qu'on donne P'intégrale générale y 2ax+ a*=0;eny
changeant a en z, on aura : y — 2x2 + %2 =0, d’ou dz =2 (x — 2)dz.
La proposée devient donc 2 (x — z) — dx ==(), et en supprlmant le fac-
teur 2(x — z), 'équation résultante dz = 0, ne renferme plus de solution
singuliére.
Ex. IL. — Supprimer les solutions singuliéres de Uéquation différentielle :

zde + ydy — dy \/&* +y* — r?=0,
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Sol. — La solution singuliére de cetle équation est : 224 y? — r2=0.
Or, en posant :

wz_}_yz__,r.z:zz,
on en tire :

dz dy
z‘—i—w-—w—}-yﬂ

Et, puisque la proposée peut se mettre sous la forme :
&y __ &y T
w+yd$—% Va4 yt—r,
en y substituant les valeurs précédentes, elle devient :

dz
=2 = (dz — == 0.
z iz z ou z(dz—dz)=0

Elle se décompose donc alors en deux : =10, qui n’est autre chose que
la solution singuliére x2 4- y2 —r2=0; et dz — dax =0, équation différen-
tielle & laquelle la solution singuliére ne satisfait plus.

11, — Théoréme de Lagrange.

On peut supprimer les solutions singuliéres d'une éguation différen—
tielle du premier ordre & deux variables, en différentiant cette équation
mise au préalable sous une forme convenable. -

1l suffit, pour cela, F (z,y,a) = 0 étant F'intégrale générale de la
4 ’ d’l/ y . g TRy 1
proposée, et a = ¢ (w, Y o ) étant la valeur de a tirée de la dérivée

compléte et immédiate de F'= 0, il suffit, disons-nous, de mettre
la proposée sous la forme :

r dy\
F{_w Y ® (w, Y ﬁ)—|= -

(Vour pag. 1049 et seq.)

Rem. — Laplace a remarqué ( Mém. de I'Acad. des sc. de Paris,
année 1772, 1™ partie, p. 351), qu'll est une classe d'équations qui,
par suite de leur forme, sont entiérement dépourvues de solution

o S . d
singuliére. Ce sont les équations qui, mises sous la forme d—ilu =u(a,y),
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sont rationnelles par rapport & z et & . Cest ce qui -résulte immé-
diatement du théoréme de M. Timmermans (voir pag. 1068 et seq.).
Pour déduire cette conséquence de sa théorie, Laplace remarque que
toutes les solutions singulidres qui renferment y sont réductibles ala
forme y — X =0, X désignant une fonction de z et de constantes,
ou une fonction de constantes. seulement, de sorte que si l'on

fait y — X =s, I'équation % — w (2, y) se transformera dans la
suivante : & — & dtant > 0. Or dy __ ‘
D S 9, petant > 0. n,pourquedwﬁu(m, Y)

puisse avoir une solution singuhére, il faut que » soit plus petit
que 1 ; mais comme = est, par hypothése, rationnelle, » sera néces-
sairement un nombre entier égal & 1 ou > 1; ainsi I'équation

d © . . .

Elg = o (2, y) n'aura pas de solution smgqllére renfermant y; on
prouverait de méme, en regardant o comme fonction de y, que
. d , . L
I'équation E?i — @ (@, ) ne peut avoir de solution singuliére ren-

fermant . Ainsi: Lorsque = (x, y) est une fonction rationnelle de x et
. . dy . . . "
de 'y, léquation - = = (x, y) ne peut avowr de solution yngulwre.
1l résulte de la que les équations de la forme :

— -9
dyn dy" 1 dyn dyz
P Aot A st + 4,y o

dy
+ An—i:i; + An: O’

AL A, A, A e Auy, A, désignant des constantes, n'ont pas
de solution singuliére, puisque, ne renfermant ni @ ni y, la valeur

\ . . dy . . .
quon en tirerait pour P ne pourraif non plus renfermer ni z, n1 Y.

REMARQUE GENERALE SUR CET ARTICLE. — Nous savons que lorsque
l'intégrale générale d'une équation différentielle est une fonction
algébrique, toute solution singuliére représente une ligne de contact
des courbes contenues dans I'intégrale générale. Ces dernieres sont
entiérement déterminées de forme et de position, puisque leur équa-
tion commune renferme un paramétre constant dans une méme

courbe et qui ne varie qu'en passant d’une courbe & 'autre. Lalignede
. q g
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contact est donc aussi entiérement déterminée. C’est pourquoi, au pre-
mier abord, il paralt difficile de comprendre comment il se fait qu'on
puisse supprimer ou introduire, a volonté, une solution singuliére
‘dans une équation différentielle donnée. C'est ce fait que nous allons
tacher d'expliquer : mais, pour cela, 1l est nécessaire de nous rap-
peler qu'on introduit et qu'on supprime des solutions singuliéres par
la transformation des variables; et qu'on en supprime aussi par la
différentiation.

Examinons d'abord I'effet du changement de variables. Lorsque
dans l'intégrale générale d'une équation différentielle donnée, on
substitue & la place de F'une des variables y une fonction non linéaire
de 'autre variable et d'une nouvelle variable z, et que Fon con-
struit cette intégrale transformée, on a une suite de courbes diffé-
rentes de celles qui correspondent & I'intégrale en @ et . Or les
courbes correspondantes & I'intégrale en a et y pourraient avoir une
ligne de contact, et les courbes correspondantes a I'intégrale en «
et z ne pas en avoir ; alors la solution singuliére correspondante & la
ligne de contact aura disparu. Réciproquement, il se sera introduit
une solution singuliére, lorsque les courbes qui correspondaient a
I'intégrale en @ et y n'avaient pas de ligne de contact, et que les nou~
velles courbes obtenues par la substitution de la variable z a la
variable ¢ en ont une.

Examinons maintenant I'effet de la différentiation. Une équation
différentielle 4 deus variables a d'autant plus de généralité que son
ordre est plus élevé, puisque l'intégrale compléte renferme un
nombre de constantes arbitraires marqué par l'ordre de I'équation
différentielle & laquelle elle satisfait. Or la différentiation effectuée
sur une équation différentielle du premier ordre, dans le but d'en
faire disparaitre les solutions singuliéres, conduit & une équation
différentielle du second ordre, dont l'intégrale compléte renferme,
par conséquent, deux constantes arbitraires. Les courbes représen-
tées par cette intégrale compléte ne sont déterminées de forme et de’
position que lorsqu'on a assigné a 'un des paramétres une valeur
déterminée. On voit donc qu'on peut disposer de ce paramétre, pour
donner aux courbes représentées par I'intégrale compléte des posi-~
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tions telles qu'elles cessent d’avoir une ligne de contact ou enveloppe,
si elles en avaient d’abord une.

Appuyons de deux exemples, empruntés & Poisson, les considérations
précédentes sur le changement de variables.

Exemere 1. — Construire Uéquation y — 2ax + a2 =0, par des courbes
dont la ligne de contact soit une- droite de direction donnée et passant par
Porigine des coordonnées, ¢’est-a-dire ayant pour équation y — mx =0,

Solution. — La variable x doit étre prise comme abscisse, a comme
paramétre variable; cest la fonction de x et de y qui doit servir
d’ordonnée qui est ici & trouver. Si 'on prenaity pour ordonnée, I'équa-
tion y — 2ax 4 a%>==0 représenterait un systéme de lignes droites, ayant
pour ligne de contact la parabole y = x2. Pour résoudre le probléme, il
faudra donc effectuer un premier changement de variables, pour délivrer
I'équation différentielle, dont y2 — 2ax 4 x2 = 0 est I'intégrale générale,
de sa solution singuliére y = 2, puis un second changement de variables,
pour introduire dans la transformée la solution singuliere u — mx = 0.

L’équation différentielle commune & toutes les droites du systeme

’ 2 N .
y — 202 + a2=0, est y —x %—0 + 41%%:0; en posant &2 — y = 22,
elle devient z (dz + dx)= 0. L’équation (dz + dx)=0 n’a plus de solu-
tion singuliére, et son intégrale z = + (x —a), lorsqu’on prend z pour
ordonnée, représente deux suites de droites paralléles, faisant avec 'axe
des x un angle de 45°, C'est-a-dire des lignes sans enveloppe.

Multiplions I'équation dz + dax=0, par (u —mx)", n élant >0 et <1,

. d S 1 e .
puis posons (di;) = (u — mzx)", d’ol1 I'on tire, en intégrant :

(w—ma) "= —n)z+X(1—n),

X étant une fonction arbitraire de x; on aura, en différentiant compléte-
ment cette derniére équation : ‘ '

du — mdz = (v — mx)" dz 4 (v — mz)" dX;
ce qui réduit 'équation différentielle :
(u— ma)" dz + (u —maz)" dz=0,
4 la suivante :

du — mdz — (u — maz)" (X + dz) =0,



1148 SCIENCES PHYSIQUES ET MATEEMATIQUES.

dont la solution singuliére est évidemment u — ma =0, et dont I'intégrale
générale :

fe—n

d—mr=[4+(1—n)(c—a)+x(1—n)] "

sera construite par une série de courbes ayant pour ligne de contact la
droite u — max. Mais, i cause des arbitraires X et n, ces courbes ne sont
pas eatiérement définies de forme et de position. Le probléme proposé
peut donc étre résolu d'une infinité de maniéres. Choisissons, entre toutes,

N X 1 ... .
celle qui correspond & X=10, et 4 n = -. L’intégrale en u et en x de-

é‘o
vient :

et représente alors un systéme de paraboles. Il nous faut maintenant
avoir la valeur de u en y et x qni a opéré cette transformation. Or Ia
valeur de % en u et xest dabord z =2\ u — mx; et, par suite, la
valeur de y, qui est y = a® — 2°, devient y= a* — 4 (u — mx), d’ou

.. & —y+dmxr . .

Ton tire : u = + Ainsi, en prenant x pour abscisse, la fonc-
) a? — dma , . .

tion u=-—y+———~ pour ordonnée, et a pour paramétre variable,

4
I'équation donnée y — 2a:x - a* = 0, se trouve construite par un systéme
de paraboles ayant pour enveloppe la droite u = mx.

Ex. Il. — Construire l'équation y=ax + V' 1+ o” au moyen d'un systéme
de courbes qui n’aient aucune ligne de contact,

Sol.— Lorsqu’on prend y pour ordonnée, 'équation y=ax 4/ 1+ a*
représente un systéme de droites toutes situées & la méme distance de 'ori-
gine des coordonnées, et dont la ligne de contact est le cercle.a* 4 y* = 1.
La question proposée revient donc & délivrer I'équation différentielle
commune a ce cercle et & ces droites, savoir :

_ . L9y
y=24t I'W’

~de sa solution singuliére x* + y*=1. Pour cela, résolvons I'équation
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différentielle précédente par rapport a Ez‘t—i s puis divisons les deux mem-
. )

7
bres par.(x* -} y*—1)", nous aurons :

dy __ da —aryi\/w’+y’—i}
VEFy—1 =% vaEy—1

Prenons une fonction de x ét dey, telle que :

dz dy
Y Va'+y'—1

La fonction :
s=1[y+ Vo' + ¢ —1]
satisfait & cette condition ; on en tire :
_ dy . . | xdx ,
CVEFP 1 VEFP =1y Ve F 1]

Ee4+U-—a*)e ° e e (xP—1)e "

dz

et léquation différentielle précédente se change en la suivante :

i+t

dont P'intégrale générale est :

s=l(1tz)+i(at V1 +3),

se construit par denx suites de logarithmiques qui n’ont pas d’enveloppe.
La fonction :

2=y + Va* +y*—1]
est celle qui résout le probléme. On aurait pu en trouver d’autres.

o

Th
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CHAPITRE II.

Des solutions singuliéres des équations différentielles a deux variables
des ordres supérieurs.

Néus avons vu, dans I'introduction de la section premiére, qu'au-
cune solution singuliére d'une équation différentielle du n*™ ordre
a deux variables ne peut avoir plus de i —1 constantes arbitraires ;
que, par conséquent, I'équation différentielle dont cette solution
singulitre est I'intégrale générale, sans différence, est tout au plus
de l'ordre n— 1 ; mais une solution singuliére peut renfermer moins
de n constantes arbitraires, et, partant, étre I'intégrale générale sans
différence d'une équation différentielle d’ordre inférieur & n—1;
et, de plus, il peut arriver que cette solution singuliére qui ren-
ferme n — 4 arbitraires, et que, partant, I'équation différentielle
correspondante & la premiére ne soit pas contenue dans I'équation -
différentielle correspondante a la deuxiéme, quoique I'une et 'autre
équation différentielle satisfassent a la proposée. Nous devons done
distinguer parmi les équations différentielles sans constante arbi-
traire qui satisfont, comme solutions singuliéres, & la proposée, et qui
ne satisfont pas les unes aux autres, celles qui sont de l'ordre n —1,
de celles qui sont de I'ordre n — 2, de I'ordre n — 3, etc. Mainte-
nant, une solution singuliére peut avoir & son tour une solution sin-
guliére : cette derniére s'appelle solution singulitre double de la
proposée. La solution singuliére d'une solution singuliére double est
dite solution sinqulidre triple; et, en général, la solution singulitre
d'une solution singuliére dont le degré de multiplicité est exprimé
par # — 1 est dite solution singuliere p*™.
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Notation. — Toute équation différentielle du 7™ ordre & deux
variables sera représentée par :

-

dy d% dy\ -
f:f $,y,-d—w, (‘E’z. ...d—‘;;t ~—-0,
bl ou :
iDieS
1 f=f(zyy, yz""yn)=0’
en faisant :
dy d*y dy d"y
&}_:yl, &—-mzzyz, (_i_m_‘é ==Yy -e» —:.:-yn.
dz
a'au- , . . \ - -
srdre Les équations qui satisfont & f— 0 comme intégrales générales,
res - seront toujours désignées par la caractéristique F, qui portera, en
utior; guise de numéro, un chiffre indiquant le rang de I'intégrale consi-
plus dérée parmi toutes celles du méme ordre; et en guise d’exposant, un
10ins chiffre indiquant si l'intégrale est premiére, deuxiéme, . .. n‘™.
sans Ainsi, Pexpression :
— 4 ;
F(/L) —0
ren- ) (@5 Y Yg» Yoo Yg» - Yy g C13 o Gy ooe cp-) = ),
tielle . '
: ’ —1
ation - , . o nM ., . )
sutre désignera la ©*** des —-— intégrales générales »* de la propo-
doune sée =20, ¢, ¢,, C5,... c, désignant les « constantes arbitraires de
srbi— cetteintégrale. Nous représenterons les solutions singuliéres de f=0
£ qui par la lettre s, & laquelle nous donnerons comme indice le nombre
] indiquant le degré de multiplicité de la solution considérée. Ainsi,
nte— s,= 0 représentera une quelconque des solutions singuliéres simples
sin- de /=0, et s, une quelconque de ses solutions singuliéres »™.
le la Cela posé, nous partagerons ce chapitre Il en deux sous-chapitres,
o est le premier consacré aux solutions singuliéres simples, le deuxiéme
lidre aux solutions singuliéres multiples.

rimé
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SOUS-CHAPITRE 1.

—

SOLUTIONS SINGULIERES SIMPLES DES EQUATIONS DIFFLRENTIELLES DU neéme ORDRE
A DEUX VARIABLES.

Nous avons, comme dans le chapitre I, trois problémes a résoudre :

1 Déterminer des équations (aux différentielles ou en termes
finis) parmi lesquelles soient comprises toutes les solutions singu-
liéres simples de la proposée; -

2° Distinguer les solutions singuliéres simples des intégrales par-
ticuliéres ;
3° Transformer une équation différentielle du n°™ ordre 4 deux

variables en une autre qui ait de moins ou de plus que la premiére
des solutions singuliéres simples données.

ARTICLE 1. — PETERMINATION IYEQUATIONS COMPRENANT
TOUTES LES SOLUTIONS SINGULIERES SIMPLES.

_Cette détermination peut se faire, & priort, soit par les intégrales
complétes, soit par I'équation différentielle elle-méme ; ou, & poste-
riort, par la méthode des coefficients et des exposants a déterminer.

§ 1. — SOLUTIONS SINGULIERES SIMPLES DEDUITES DES INTEGRALES
COMPLETES.

Nous avons a exposer la théorie de Lagrange, applicable, sauf
quelques modifications, aux intégrales, sous quelque forme qu'elles
se présentent; puis & étendre aux équations différentielles du
n’™ ordre & deux variables, la théorie donnée par M: Timmermans
pour le premier ordre, et, en général, applicable seulement aux
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intégrales qui sont algébriques 3 la fois par rapport az et ¥, aux
dérivées successives d'y en @ qu'elles contiennent, et aux constantes
qu'elles renferment. '

»

§. — THEORIE DE LAGRANGE,

A.

Tagorime 1. — Toutes les solutions singulieres stmples d'une équa-
tton diﬁérentielle du nt® ordre & deux variables sont comprises parmz'
les équdtions qui résultent de U'élimination de la constante entre une
intégrale premié-re de la proposée et la dérivée partielle de celte intégrale
relative & la constante et éqalée a zéro; ou relative & X, ou 4y, Qu
& Yy Yarroe Yo € égalée a V'infins.

Dém. — Soit, d'aprés la notation fixée plus haut:

FO (2, y ¢)=0 (a)
(@ Y Yoo Yo Yy &
la *¢ des intégrales premiéres de l'équation différentielle :
f(x’ y’ yl.’ yZ’ T y'n-—-\’ yn) = 0)

¢; étant la constante arbitraire qui, éliminée entre I'équation (a) et
sa différentielle compléte immédiate :

-

(dF‘.“)). i (dFim) (ngi)\ (dp.'m \
e dr + —El;_ dy + —dy_,—} dy, + ...+ d?/ﬂ__fl dy,_ = 0, (b}

conduit & I'équation différentielle f=0. Si, au lieu de supposer
¢; constante, on la considére comme fonction de @, Y, Yy, Yar--- Yoy
le résultat de 'élimination précédente ne sera pas changé, pourvu
que I'équation (b) ne soit pas changée. Or, s1 on différentie (a) com—
plétement en y falsant varier ¢;, on aura :

(de”> - (de‘)) (de") (dF.(”
) gy S
e dx -+ y dy + i dy, + -+ dy"_1/ dy, 4
(dﬁf”) [ (dc.) (dc ) (dc ) de.
I | O DAL PR W W —d ) ay =0,
+ g L) oo+ ) v )+ +(dyn_1) w,_y |=0

Lz

Jny

T

PRV T

T

i S

S AT
w0

T

ASTTEA

g

Sl

R

i

Ry

G A T

e

R A A A

L
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ou :
— - r -
(de”) (dc’.) (de") (dc'.)
do, | \@a (’dF?)) -+ \Tae, | \ay (de")
N (dF-(” ] S (dl"gl)) ay !
3 1
B dz ) L dy
(dl«'(.l)) do\ | (dﬁf")( de, )
t K L) 1
de. (J;:) <dpi(1)) \ “de, NNy d]«‘,_() ; -
1 : dy, ... i1+ —— 70 || dy _ =0,
HE 'de”) dy, [ dF;(l)) Wi '
dyl dyn—-l

‘équation qu'on identifie avec (), en posant simultanément :

(dz«;“’) (dci) (de”) (dc'.) (dl«’f”) (dc‘.) (de”) ( de, )
de, dz Tci_ dy \ de; dy, de, / \dy,

= — B =0’
dFU)} RPN wP T @ “

Mais on satisfait & ces équations :

4° Soit en posant :

)

. =(; . (=)

2° Soit en posant simultanément les n -~ 1 équations :

(dc’.> (dc,.) ‘(dc,.) ( dc'. ) )
% :=0,\ @ '::0, d_yl‘ =09 we dyn_‘ =0; (p)

3° Soit en posaxit simultanément les n 4 1 équations :

aF\_ 1 yar®™y 1 jar™\ 1 aF®\ 1
i )=6’ i ):(_), ——'(-)', 3 =¥ (7)
dx dy dy dyn___l

e

4° Ou, enfin, en posant simultanément % des équations du groupe (8)

t
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avec les n — k - 1 équations non correspondantes du groupe (;):
Et comme les équations (g) donnent ¢, == constante, et, partant,
conduisent 2 une intégrale particuliére, il s'ensuit que les équations
résultant de V'élimination de ¢; entre les deux équations de chacun

o des n -+ 2 systémes :
sFimz 0, F'.(') —0, /F;(l) —1;
fer systéme: (dp_m) 2e systeme: /dp,m) 1 3°systéme ’dF.“)) 1
i I, . s S ) =_;
y"—‘ —_— 0’ 3 dci l‘ dz 0 \ dy 1]
| 7= = (10 =o
i 4“SY5t-=’(dF;D) 1 oo (n A1) syst.: (dFi(')) 1 (- 2)*™esyst. : /dF‘.(l) \
- 7 . ? dyi =6’ d_yn—-2' _6, dyﬂ—-—I/ :6;

- comprendront des solutions singuliéres simples de la proposée ; il
resterait & prouver qu'elles y seront toutes : C'est ce qui résultera de
I'ensemble des théorémes IV, V, VI

Remarque 1. — On sera sir que les équations déduites des
n - 2 systémes précédents satisferont a I'équation f= 0, lors-
qu'elles donneront une valeur réellement nulle aux premiers mem-
bres des relations (¢) ; nous verrons & l'article II de ce sous-chapitre,
comment on s'assure qu'elles ne sont pas comprises parmi les inté-

gralesde f=0.

Rem. II. — Lorsque I'équation F'.“) — 0 sera algébrique, ration-
nelle et entiére par rapport & une ou a plusieurs des variables qu'elle
renferme , les systémes dont la deuxiéme équation est la dérivée
relative & I'une de ces variables et égalée & I'infini, ne pourront rien
donner. — Si 1'équation F;”: 0 est algébrique, rationnelle et
entitre & la fois, par rapport & toutes les variables qui y entrent,
toutes les solutions singuliéres qu’on pourra tirer de Fi(“ =0, ré-

_sulteront uniquement de l'élimination de c; entre les équations

(1)
dF. © ey . ,
F‘.(”= 0 et (—&—’—) = 0. — 81 I'équation F;(l) — 0 est résolue par

C.
i
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rapport & ¢;, alors les solutions singuliéres simples de f= 0, qu'on

pourra tirer de F m__ 0, résulteront seulement des n - 1 derniers
systémes. : .

Rem. I11. —81 la fonction qui, egalee 4 zéro, satisfait & l'une
des n 2 équations :

) () (), () (2
£S5 —_— = B ==y vy | —— == s
a, |~ /T = gy " \dy *

n—1

ne renferme pas c;, elle sera elle<méme une solution singuliére
simple de f= 0, si toutefois elle satisfait & cette derniére équation
sans étre comprise parmi les intégrales.

Takorkne II. — Quelle que soit celle des intégrales générales pre~
migres de équation f =0 & laquelle on applique le théoréme I, on
relombera toujours sur les mémes solutions sinquliéres simples.
w2i=1

21

Dém. — Considérons la A*™ des intégrales , générales

deuxiémes de I'équation f= 0, savoir :

2)
F 7 (29 %y Yoy - Y, g€ c',) =0,
Nous supposons que cette intégrale deuxiéme soit upe des n inté-
grales deuxiemes qui renferment la constante ¢;. On sait quon aura
deux mtegrales premiéres en éliminant, tour 4 tour, ¢; et ¢ entre

I'équation F( ) 0, et sa dérivée compléte immédiate :
(dF "’) aF! aF® aF®\  1ar® .
2 (2522, e
dz Yy 2 -3 dyﬂ—f_l a—1

que, pour plus de commodité, nous représenterons par :
({l (m’ y, y!, yz’ vas yn__2? yn___is c.—’ ck) = O'-

Cette élimination donnera

18]
F (=9, Y Yo oo Yoy C,') =0,




~

(#)
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et

(D)
F, (% Y15 Yo - Y p0 ¢, )=0.

Puis, on aura des solutions singuliéres simples de I'équation =10,
en éliminant ¢; de F‘.( )— 0, au moyen des équations :
¢)] ¢} n

) ) e 2
" de, 7 \da =% Tdy =% dy1 = dy, _, =

a__ ‘ e
et ¢, de F,' = 0, au moyen des équations :

(dF,f”' (dF,f") (dF,f" ) ar” ) ( afF"
=0, =®, |——|=0® =, = 0.
dx dy \ dyj dyﬂ_ l"

dck

17 . A . ’ 1y . V]
L'équation y =0 peut étre regardée comme I'équivalentede FP'=0,
pourvu quon y considére ¢, comme une fonction de c;, déterminée
- vy . @) A e

par l'équation F,” =0, qu donnera ainsi :

o)
)
dck _ dci
de. 2
. ; (dFk
dck i

Le premier calcul reviendra donc & I'élimination de ¢; et ¢, entre

les équations :

FP =0, ot $=0, " («)
d’une part, et, d'autre part, chacune des équations :

(éﬁ 1 ’dsb)___i (dab)__g ( b\ 1
dw)_O’ (dy T \dyy 0T dy”__‘)—(_)’

) f

@ )

d'#) dy (dck) N (dFk ) dy ( . ) d¥

t |- L] l—=]==0 Sl ==
¢ (dci +(dck) de, ,qu1rev1epta dck (dci) dc'. (\dch)

De méme, I'équation ¢ = 0 peut étre considérée comme 1'équi-

”

e
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@
de ¢, determmee par I'équation F '—0, qui donnera ainsi :

1158 SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES.

valente de F, % — 0, pourvu qu'on y regarde ¢; comme fonction

(dFm)
dc
A ( dF(2))

dc’.
Le second calcul, qui sert a trouver lessolutions singuliéres simples
qu'on peut tirer de F() 0, revient donc & I'élimination de ¢;

dce.

et ¢y entre les équations :

F(2)

. 0 et ¢=0 » : {a)

d'une part, et, d'autre part, chacune des équations :

(‘_”f)_i(ﬂ”‘_i (d_ﬂ" _1 ( d*b)_»i ~
dz| 0’ dy)fo’ dy,>_0’ Ty, _ @ -
2)
<ﬂ)+(d¢) (l'i—c")—l) uirevienta (dﬁ \((w (dFk ) (‘i"i)_
de, c-i?' dc, _ - 4 de; / dck) .V de, [ \de,

Mais les équations (a) et () sont absolument les mémes que les
‘équations («) et (#); donc le résultat de I'élimination de¢; et ¢, entre
les équations (a), d'une part, et, d’autre part, chacune des équa—
tions (b), sera identique au résultat de I'élimination de ¢; et ¢ entre
les équations («), d'une part, et chacune des équations (g), d'autre
part. Donc toutes les intégrales premiéres de I'équation f— 0 con-
duiront” aux mémes Qolutlons singuliéres simples; ce qu'il fallait
prouver.

(6)

Tatorkme HI. — 8¢ l'on représente par :

(m}

5 N
gFr (.Z', Ys Yy 3/2,--'?/"__.,", cr’ C,,,+,|7 cr+29 ™ cr-i-ln-—-'i):(h

1) ,
(dF ™ _o, ar™ o, sr™—o, . """ =0,
r r ) r 7
la ¥*™ des intégrales générales m*™* d'une équation dz/ferentaelle du - %
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n®™¢ ordre & deux variables, et les différentielles successives complétes
et smmédiates de cette intégrale ; si, en oulre, on désigne par d'F r(m’ la
différentielle de F:m) obtenue en y faisant varier toules les constantes
(au nombre de m) qu'elle contient, et rien que ces constantes, on obtien—
dra toules les solutions singulieres simples de =0 : '

1° Si, apreés avowr éliminé les m — 1 rapports :

dcr-}-m——ll dcr+m—¥4 dcr—}—m—-—-/l dcr-]-m——'l
dCr ! d01.+4 ’ dcr+2 ’ dcr-—l—'m—g’

entre les m équations :

d’Fr(m)= o, aar™ —o, @#dF

—=0,..d =0,
T

{m) m—4 J'F () .
r

on élimine de l'équation différentielle résultante les m constantes :
€ Crghy Crg - Crdm—t
au moyen des m équations :

(m) —0,.. dm-—'iF(m) —0; .

7T

F"—o, ar™ =0, aF
r r T

- En éliminant les m constantes entre I'équation F:m),-—— 0, etle
systéme de m équations formé en prenant une équation dans chacun
des groupes d'équations obtenus en égalant & Uinfint les n —m + 2,

: e : . (a—m-+2)"
coefficients différentiels partiels du premier ordre, ses 21 coef-
1
- . .y . “ n—m-}-2 =/
fictents différentiels du deuaiéme ordre,etc., enfin ses (——E'——)——coef—

‘ﬁcie-nts différentiels partiels du m** ordre.

Dém — On sait que I'équation f=0 doit nécessairement résulter
de I'élimination des m constantes c,, ¢, 1y, Crygy--+ Cry-m—y €DIrE
les m 4 1 équations :
™ —o, a#™—0, er™—o, .. d" F™ .

r r r )

r
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Si, maintenant, nous regardons les constantes comme variables,
I'équation dem) —= 0 prendra la forme :

. [ , ;
, dFim) dFrm) (dF:’")) ( dFim) )
+( dcr dcr+ d0r+,l dcr+4 + 'dC,‘+2 dcr+g+.t’.+ dcr—{-m—»*l dcr+"‘—4:0’.
ou :
dF(m) + d'F(m) —o,
r r
ou encore . N
, (m)\‘
a F,« (m)
14 =0,
’ dF(m.) r
\ r
équation qui se réduira a :
dF:m) —o,
si I'on pose :
) (jm,)
d’Fr
= (.
dp(m)

Différentions de nouveau pour obtenir d?F™ — 0, mais en regar-
r ?
dant les m constantes comme variables, on aura :

ou, par la transposition des deux signes d et d' de différentiation :

N

(m) (m) .

a*F 4+ d.d'F = {, ‘
r r . .
ou :
d.d'F (1)
1 __|er™ <o
+ - (m) r ?

o
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équalion qui se réduit & :

; . r
]orsqu’on pose :
a.ar™

r e
aer™ ) .
,.
En continuant ainsi, on verra que si [==0 est 'équation diffé-
rentielle du né™ ordre & deux variables qui résulte de I'élimination
des constantes ¢,, ¢, 4.1, Crg9> - - - Crpm—1, €DIFE les équations

F™—0, dF™ =0, #F™=0,... d"7'F" =0, d"F"=0,
elle sera encore satisfaite par les mémes équations, en supposant
variables les quantités c,, ¢, .1, €421+ Cr . m—1, POUrVU qu'on ait

simultanément les équations :

{m) () (m) m—A4 (m)

&F, d'dF, @d'F, " aF, |
dF(m) =0 sz(m) =0, &°F () =0, .. def(m.) =0, (4
r r

auxquelles on satisfait, soit en posant simultanément :

7i K i L—4 ht
d'Ff Mo, aar™ —0, aeaF"=o,.. d" d'Ff Y=o, (o

r r
soit en posant simultanément :

dE:m) — 2, szr(m) =, dsE‘f"‘) — %, .. d"‘Ff"’) — .

On ne peut pas poser égaux & zéro les'numérateurs dem — p des
rapports (4), en méme temps qu'égaux a I'infini, les dénominateurs
des p autres rapports, parce que, d’une part, chaque numérateur ren-
fermant en général les m différentielles dc,, de, 1 4, de, g9y dCygm_1,
il faut m équations entre ces m différentielles, pour pouvoir éliminer
leurs m — 4 rapports ; et que, d’autre part, les équations (b) ne ren- )
ferment pas les différentielles en question.
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Maintenant, on satisfait évidemment a la premiére des équations (5)
en posant un ou plusieurs des coefficients différentiels partiels du
premier ordre de Fr(m) égaux a I'infini; ces coefficients sont &videm-
ment au nombre de n — m - 2. On satisfait & la deuxiéme des
equations (b) en posant un ou plusieurs des coefficients différentiels
partiels du deuxiéme ordre de F™ égaux & linfini : ces coefficients

21
.o . n—mt2 .. .o
différentiels sont au nombre de <——mé, ) ; et ains1 de suite; en

general, on satisfait & la ™ des équations (b) en égalant & I'infini
£t ’

(n—m-}-2)

un ou plusieurs des '
IL .

du # ordre de FF™ .

7 S

Ainsi, on aura des solutions singuli¢res simples de f=0":
1° En éliminant les m — 1 rapports différentiels :

coefficients différentiels partiels

dcr-}-m—'i dcr+m—4 dcr—{-m—‘—/l dcr-}-m-—d
, , 3 oo
de, de, 4y = de,yg Ayt g -

entre les équations (a), de maniére a obtenir une équation différen-
tielle qui sera, en général, de l'ordre m—1, et qui renfermera, en
général, m constantes ; soit : :

{me) (m) m—1_ (m)

(F,", ar™, er™, LT

r r r r r-i-d""cr-}-ﬂ’cr—}-m—'I):O

cette équation ; il faudra ensuite en éliminer les m constantes au
moyen des m équations :

, . —1
P =0, ar™—0, ar™ _o, .M
r r r r
2° En élimmant les m constantes c,, Cropt> Crgugsr-vv Crypm—q de

I'équation Ffm)= b, au moyen des m équations dont le systéme est
formé en prenant une équation dans chacun des groupes d'équa-
tions obtenus en égalant & Iinfini : 4éement Jog 4y + 2 coeffi-
cients différentiels partiels du 1° ordre de Fr('")=0, gemement Jes

o1
—m42 . o . ()
(n "; ; ) coefficients différentiels partielsdu2°ordrede F, =0 )
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. n—m -+ 2) .
3émement cuux du 3° ordre, au nombre de 7 ... MIBEeRt cay

(n —m + 2)
m!

Cest ce quil fallait
démontrer.

Observation. — Les auateurs ne tiennent pas compte de ces m
groupes d’équations parce qu'ils supposent toujours implicitement
que 1equat10n F "™ — 0 est algébrique, rationnelle et entiére par

]apport a x, y; yp y‘)a yn-—ma Cpy Cy 41 r+27 . r+m i Ma]S
ce n'est 12 qu'un cas partlculler et notre théoréme est vrai, que

. Téquation F™ =0 soit transcendante ou algébrique, rationnelle

ou irrationnelle, entidre ou fractionnaire.

Rem. I. — On sera siir que les solutions s = 0, obtenues par le
théoréme IlI, satisfont & lequatlon f=0 , lorsque les m equatlons (4)
seront satxsfaltes ’

Rem. II. — 11 peut arriver que I'équation x=0 ne renferme
aucune des constantes ; alors les équations s = 0 se confondent avec
les équations x =0; et si les équations x =0 ne renfermaient
que m —p des constantes ¢,, ¢, 11, €t g - - Crp m—1, 21OTS, poUr
arriver aux équations s =0, il suffirait d’éliminer de x = 0lesm-—p
constantes au moyen des m — P équations :

N e L

r

Er('") =0, dFr(m) =0, &'F,
Rem. III. — Toutes les intégrales des équations s = 0 seront
encore des solutions singuliéres simples de I'équation f=0, si
toutefois les équations s = 0 sont elles-mémes des solutions singu-
ligres simples de f=0.

Rem. 1IV. — Si, dans le théoréme III, on supposait m =n, il
donnerait les solutions singuliéres simples de f=— 0, au moyen de
Fintégrale générale n*™ ou sans différences de cette équation St on
pose m =1, on retombe sur le théoréme I, qul n’est ainsi qu'un cas
partlcullex du théoréme actuel.
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Tagonkme IV. — Quelle que sout celle des intégrales générales mé™s
de l'équation f == 0 a laquelle on applique le théoréme 111, on retombera
tougours sur les mémes solutions singuliéres simples.

La démonstration de ce thédréme est analogue & celle du théo-
réme II.

Tasorime V. — Quelle que soit celle de toutes les intégrales générales
des divers ordres de f == 0 a laquelle on applique le théoréme III, on
sera toujours conduit aux mémes solutions sinqulires simples.

Dém. — L'analyse, qui sert & établir le théoréme II, nous montre
que les solutions singuliéres simples qu'on déduit des intdgrales pre- -
miéres, pourraieqt se dédnire de I'intégrale deuxiéme F k@) =0, par
'élimination de ¢; et ¢, entre cette équation, sa dérivée compléte
immédiate x = 0, et 'une des équations :

. 12) 2
dy (dFk \_(dpk )(d‘:"):_o
del \"de_/ ’

vdc, dci d_ck
dy) dy Cdy d
) [ (#) o, (] —on
\dz Yy Yy ay, _4
: Or, l'application du théoréme III a I'intégrale Fk@) =0, pour en

déduire toutes les solutions singuliéres simples de /= 0 qu’on peut
en déduire, conduirait exactement aux équations que nous venons _
o de décrire, et comme, d'un autre coté, par le théoréme IV, toutes les
intégrales deuxiémes donnent les mémes solutions singuliéres simples
et en méme nombre, nous en conclurons que les solutions singu-
liéres simples, qu'on peut déduire des intégrales deuxiémes, sont en
méme nombre et les mémes que celles que I'on peut déduire des
intégrales premiéres. — On prouverait, de méme, que les solutions
singuliéres simples qu'on déduirait des intégrales troisidmes, sont les
mémes et en méme nombre que celles qu'on déduirait des intégrales
deuxiémes ; et ainsi de suite. Donc, etc.
Maintenant, comme il sera prouvé dans le sous-chapitre II, ol
nous traiterons des solutions singuliéres multiples, qu'il ne peut
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exister d’équations qui satisfassent & f=10 sans satisfaire aux pri-

mitives complétes du (n — 1) ordre, ou aux solutions singuliéres
qu'on en déduit, nous pouvons énoncer ce théoréme :

Tatorine VI. — Lapplication du théoréme III & U'une des intégrales
complétes de f =0, quels que sotent Uordre et le rang de cette inté—

grale, donnera toutes les solutions singuliéres simples de f==10.

Remarque. — Le théoréme II, qui n'est qu'un cas particulier du

théoréme IlII, correspondant & m = 1, donnera donc aussi toutes les

solutions singuliéres simples de f —-0 .au moyen des ntégrales
premiéres.

B.

Tetorkme VII. — Le nombre et la nature des solutions singu-
ligres simples d'une équation dufférentielle f—0 du n*™ ordre & deux
variables, sont indépendants de la forme donnée aux intégrales géné-
rales dont on les déduit.

Dém. — Nous verrons, au § Il de cet article, qu'on peut déduire
de I'équation différentielle f==0 elle-méme, toutes ses solutions
singuliéres simples, indépendamment’de la connaissance de toute
intégrale. La forme donnée aux intégrales est donc sans influence
sur cg procédé de détermination des solutions singuliéres simples.
Donc, elle est sans influence sur le nombre et la nature de €es solu~
tions.

- Tatorkve VIIL. — Lorsque l'intégrale compléte du (n — 1) ordre
d'une équation différentielle du 1®™ ordre & deuzx variables est une
fonction algébrique de X, ¥, ¥,, Ygo--- Ya—1, ¢ de la_constante arbi-
traire, on peut toujours mettre cette intégrale sous une forme telle que
les solutions singulidres simples de Uégquation différentielle proposée se
déduisent de l'intégrale transformée uniquement par U'élimination de la
constanite arbitraire entre cetle intégrale et sa dérwée partielle relative
a la constante et égalée & zéro.

Dém. — En effet, puisque I'intégrale générale premiére :

0 ’
F, (%5 Ys Yis Yo - Yoo C;) =0

o

¢
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de f=0 est supposée une fonction algébrique de =, y, y,, yi,ﬂ..;
Ya—1» G, en lamultipliant par une fonction convenable de ces quan-
tités, puis I'élevant & des puissances convenables et 'd'une maniére
convenable, on la délivrera de radicaux et de dénominateurs, et les

équations :
)

)t ()=t () () -
“ar 1T Vay 1 T0 Vg /T e gy /T 0

déduites de la transformée, ne pouvant plus étre satisfaites par des
)

de;

fonctions finies, I'équation ( ) —=0 pourra seule subsister encore.

Remmques generales — 1° Tl est facile de voir que : Les solutions
singulieres simples d'une eguatwn difféventiclle du n®™ ordre & deuw
variables, dont une des intégrales complétes est une fonction algébrique.
représentent des osculatrices & la sérve de courbes que représentent les cas
particuliers de cette intégrale.

0' . . dFi“) o di I ’. a 4
2° L'équation ( 3o, ):0 indique que I'équation F;"=0,sup-

posee algébrique, doit donner a ¢; des valeurs égales pour les solu-

nons singuliéres de I'équation dlfferentlelle f==0, dont F(')—— 0
(1)

est la i‘””” des mtegrales premleres. L’équation ( : ) :-) déter-

dz

_mine la valeur de ¢; qui, pour des valeurs données de y, y,, ¥,,

Yar v+ Yn_q, Tend & mazimum ou minimum ; de méme, l'équa-
BT A N B _. - 4
tion (_E;T) =3 détermine la valeur de ¢; qui, pour des valeurs

donnees de @, 4, Uys Ygr Yoo Ynots rend y maximum ou minvmum,
et ainsi de suite.

~Exeieee 1. — Cherchep les solutions smgulm es simples de Véquation
différentielle di second ordre :

0 8 &y
_dryt dm da’ :
' (=gt = T1=0




des

re.

ons
leuax
que,
} cas

sup-

la-

ter-

k4 yz)

Jua-
eurs

wm ,

alion

DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 1167

dont les intégrales premiéres sont :

da dy P g
F )=m’-—2015};’+ ¢, =10,

) -/ dy\? 2x° dy\ - 22°\2
Fz = 4a? (y—wﬁ) —4(02———5—) (y—-—w-&%)—{- 02——?) =0,

et dont Vintégrale deuxiéme est :

PP =gt 4 50 B0l

Solution. — Appliquons le théoréme I & Ffl? ==0; ceétle équation étant

o . VR d . . )
algébrique, rationnelle et entiére en x, y, d—i » €., on ne doit faire usage
¢}] '

, . d . ..
que de I'équation ( f;‘c ) =0; on obtient ainsi :
| 1 .

. oy dy
-t ¢, =10, dod cl=%5

valeur qui, substituée dans Fl“)=0, donne la solution singuliére simple :

' — — == . ‘. (1)

Appliquons le méme théoréme I & F'z(l) —0; cette équation étant encore

algébrique, rationnelle et entiére par rapport i zx, % et c,, I'équa-
()
tion ( 2 ) = 0, peut seule nous fournir des solutions singuliéres. On en

de,
tire :
) : ;
dF, dy gt
2 _ e 4 — — —_— e | .
( % ) (y wdw) 4+ 2 (cz % ) 0
d’ou: .
24° , dy\ dy
= 19 jy—g 22
©==+ (y a: dw) dz’
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Gette équation se décompose en deux :

ay dy?
y—wﬁa—v=0, et wz—-&a—:z= .

La premiére ne satisfait pas a I'équation f = 0, car elle donne : '
dy__ Y
dr x

et, par suite :
dy _1dy y__¥_¥_,
det «' dz o o =z '
La seconde est la solution' singuliére déja trouvée.

Appliquons maintenant le théoréme III a I'équation F?—o. Onaura:

d
2 60’-(1—% 3¢, \’6(;
DF()—-'——‘Q"D'— . — 2 2_1y,
® x x
d’y dy '
’ 601 - 601-——"
9. (2 dz? dz 3¢, — B¢, y
DFY =2 — ot e T

Ces deux valeurs deviennent infinies pour x—0; mais x=0 n’est qu'une
intégrale particuliére correspondante 4 ¢;=0 et ¢, = 0. Il nous faudra
donc employer la premiére partie du théoréme 111, et éliminer, par con-
, . dc , .
séquent; les lnconnues,&cfz; ¢, € entre les équations :
. 1
=0, pF¥=o0, arF? o, aaF?=0.

Oronaici: -

2 —8
I
) 6¢c dy
o) ‘d 3¢, — bc, y
DxF. = 2z — — p =0
5, Gyde
aF® — 66, dé, + 2 — L1 =0,
: iy .
6 ———d01
@ 5dc Gy dey, dzx
ddFD — 2 2 = 0.
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A e de .
En éliminant -2 entre les deux derniéres, on a :

dc,
dy
6 ( ¢, — -———)
dx
— =0,
T
d'olr :

dy
[9 ——Ea‘:,

1

en éliminant c, entre les deux premiéres, on a :

dy
2
ra 3¢ L 661 E.—’D
3z 4- — = 0;
et ‘en subslituant dans celte dernidre équation la valeur de ¢, que nous
venons d’obtenir, il vient : ’
d 2
oo

une comme plus haut. .
dra L’intégrale compléte de cette solution singuliére, savoir :
on-

x|
- y=j—_§‘+c’

satisfait aussi 4 la proposée comme solution singuliére.

Ex. IL. — Chercher les solutions singuliéres simples de Uéquation diffe-
rentielle du second ordre : :

) c ooy dy dy*
s =y+(5’"“‘2)‘”2‘““2“)'“”:;;‘“‘2—&52:0’
dy dy *
2 d 2 d
r® — R S et I




1170 SCIENCES PRYSIQUES ET MATHEMATIQUES.
et dont lintégrale deuxiéme est : .

(2)

Cy
F =y-—§£l/““‘,——-.czw—ciz—c2g=0.

Solution. — Appliquons le théoréme I & I'équation Fl(“ — 0; on n'aura
1 '

. . [dF,
a faire usage que de I'équation (—a—cu) =0, laquelle donne :

| dy
(5—201) z* 4 Qxﬂ — 2c=0,
d’ou résulte ; '
. ay
2
z* + 4o 7z
—_—
41427’

valeur qui, substituée dans F‘(') =(), donne :

G‘=

-

Y
oy ap Gt
A R T R
ou:
)\ dy dy* | xt
2 _ —_—] — — — —— V
A+a)y ($+2)dw PR T

c’est la primitive singuliére de la proposée. .
Appliquons le théoréme I 4 I'équation F:') = 0; il faudra faire usage

A A
des relations ( d2 ) =0et ( 2 } =00, On aura d’abord :
ic, dz -

dc.‘1 x
d’ou
b= — a*
- dz ac
02—4(’l+m3)a

. o i
valeur qui, substituée dans Fz( ) =0, donne :

dy  dy
de  dx? . —0
Y= T E T 6 (1 Fay)
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ou

dy2 X &

L

n

. . *N z by »r : dF
solution singuliére trouvée plus haut. Quant a I'équation ( e ) , elle

f

donne :

dy dy\*
02+%+ 2 (02—-&.—‘%) - 1
2 ' x® -9

équation 4 laquelle on satisfait en posant =0, mais cette valeur =0 ne
(1)
4 dF, )

. e \ , , dc, .
satisfait pas 2 la proposée, car elle n’annule pas le rapport PO mais

dz
lui donne la forme indéterminée —g—; et, en cherchant sa vraie valeur, on

[4 . . .
trouve — 2dy expression qui ne devient pas nulle pour x = 0.
¢+
Enfin, apphquons le théoréme III & I'équation FO— 0, il vient :
@ 1
F =y—§clw —c, & — €y’ —¢==0,
@__dy
. DxF =Im—01x—02=0,
aF® = (Lot 420, )d 2,) de, = 0,
R Qa;' + 2¢, | dey — (® 4 2¢,) de, =0,
D aF® = — zde, — de,
x
" de, . . ..
La derniére donne- = x, valeur qui, substituée dans la troisiéme,
1

donne :
a:Z -
—2——{—?(62:0———0,):0,

équation qui, combinée avec la deuxiéme, donne les valeurs de ¢, et ¢y;
. . . 2 . \
et ces valeurs, substituées dans 'équation F® = 0, conduisent & :

y+a)+ - [0+

comme ci-dessus.
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L’intégrale compléte de cette solution singuliére, savoir :

Viby + da* +at —x V12— (2 + V1 Fa?) +¢=0,
est aussi une solution singuliére simple de la proposée.

Ex. L. — Trouver les solutions singuliéres simples de 'équation diffé-
rentielle du second ordre :

, a* d? . @
/=yleﬁg—2w3 ﬁﬂL 6wyé—~_6y‘”‘=—*0,

au moyen de son intégrale deuxiéme :
F¥ = Y + ¢, 2t + cay=0.
Solution. — Ou en tire :
@' FP = 0% do, 4 yde, =0,

2

dy
DF ™~ =3z de, + o de, = 0.

Cette derniére équation donne :

de,  3a°
de,  dy’
dzx

valeur qui, substituée dans la premiére, donne :

3a? d \
at — jy———O, ou w“(i. y y):
Y .
dx

Cetle équation se décompose en deux : la premiére, x — 0, est une inté-
T . . d 3

grale particuliére correspondante & ¢, = 0; la deuxiéme, d_i/c — _.Ey =,

est une solntion singuliére simple. Son intégrale générale y = Cx® est

aussi une solution singuliére simple de la proposée.

Ex. 1V. — Trouver les solutions singuliéres simples de I'équation diffé-
rentielle du second ordre :

X dzy dy dyJ 2 y\z dyz_
f=tay = 1) 20y 5 —u G+ o 5] — oy [y Y

dz*

z dx




DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS pirrereNTiELLES. 4173

au moyen de son intégrale premiére :

w4y’ dy —
PO =y ¥ 90 ay L+ 20 =0.
Solution. — Ona:
. )
de, dz t

d’ett x==0, solution étrangere; el ¢,=Y 7=, valeur qui, substituee

(1 .
dans F, )= 0, donne : -
. zy—1=0,

solution singuliére sans différence. L’équation proposée n'a donc pas de
solution singuliére du premier ordre-

s

1. — TEZoRIE DE M, TIRMERMANS,

.

Soit F,-m (@) Ys Yy Yo Ygo- - Yne 1o C) = 0, la 7™ des intégrales
premiéres complétes de I'équation différentielle du n*™ ordre & deux
variables f== 0 si on suppose que la fonction F,.a) =0 est algé-
brique en @, Y, Y;, Y5> - - - Yn—y> Ci> €8 raisonnant comme & la
page 1021, on arrivera au théoréme suivant : Pour obtenir les solu-
tions singulieres d'une équation différentielle du ™ ordre & deux
variables, dont une des intégrales complétes du (n—1)*" ordre est une
fonction algébrique, il faut résoudre cette intégrale par rapport ala
constante arbitraire. Si la valeur de cetle constante ne renferme pas de
radical, il n'y aura pas de solution singuliére ; dans le cas contraire, on
égalera & zéro les fonctions placées sous les divers radicauz ou les fonc—
tions qui les multiplient, et si les équations ainsi oblenues satisfont & la
proposée sans satisfaire aus intégrales de cetle proposée, elles en seront
les solutions singuliéres simples.

Exemece 1. — Trouver les solutions singuliéres simples de Uéquation
différentielle du second ordre :

. dy .,1;2 dzy dy dzy 2 dzyz—
[=y ””a'ﬁa'rxz“(ax—%ﬂ)‘w-"’

T

SPUPIPE CHCAA oy 22 e )
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au moyen de son intégrale premiére :

) ¢ dy dy* ‘
Ft =y 1 (-2_’—_0‘2) wz—({——Qc,)x%—cf-—m—(}.

Solution. — Cette derniére équation donne :

. iz d af  dy
b (RS,

2" dz dx* dz’
ou:
dy dy* dy
— 2 —_—— — —
. BntT y—gm-eg
L T o

d’ou :

o @ i w- Y | e : ( dy* dy)
__490%-!—»’0 i\/(mdx-l-a;) + 16 (1 4 2% e iz
e (1 + a2 ’

ou: -

dy . " dy dy*> = x4
c_,4md—m+w i4\/(i+w) <w+ ) — it

Ty ’

valeur dont le radical disparait, si 'on pose :

dy _dy* | oz B ,
. 2 — a——. — B

solution singuliére déja trouvée par la méthode de Lagrange. o

Ex. IL. — Trouver les solutions singuliéres de ['équation dtﬁ’erenuelle du
deuxiéme ordre :

dy dy dy? dy\* dy* -
== (zy — -2 g )22 o
(wy 4)(9wydmz Yot 2%s )+ y(y-l-w x)d ’
au moyen de son intégrale premiére :

M dy ay | . _
Fl =yd—:&—2~—261 .Z'ya;—*- Ctle— 0.
Solution. — On a :

dy _y dy
2 — -
— 2y dz  z dz*
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d’ou :

L ey
¢, d—-w[y i\/ T :

Or, on fait évanouir le radical de cette expression en posant, soitxy—1=0,
qui est Ia solution singuliére déja trouvée précédemment; soit y =0, qui
est une intégrale particuliére correspondante a ¢, = 0.

§ 11. — SOLUTIONS SINGULIERES SIMPLES DEDUITES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ELLES-MEMES. v

Ici, comme au § II de larticle I du chapitre I, nous aurons &
exposer trois théories. La premiére, que nous appellerons théorie
de Laplace et de Legendre, se base sur la considération des fonctions
que les solutions singulidres simples rendent nulles ou infinies. La
deuxiéme , & laquelle nous attacherons les noms de Lagrange et de
Poisson, est fondée sur la considération des fonctions que les solu-
tions singuliéres simples rendent indéterminées. Ces deux théories
donnent seulement les caractéres analytiques par lesquels on déduit
ces solutions de I'équation différentielle elle-méme : la premiére est -
applicable & toute forme d'équation différentielle ; la seconde ne
l'est généralement qu'aux équations différentielles de forme algé-
brique. La troisiéme théorie, celle de M. Timmermans, montre la
liaison des solutions singuliéres simples avec la composition méme de
I'équation, lorsque celle-ci est algébrique en @, 4, ;. Yy,-+- Y-

K. — THEORIE DE LAPLACE ET DE LEGENDRE.

Elle peut se renfermer en trois théoremes :

TasoriME I. — Toutes les solutions sinquliéres simples d'une équa-
tion différentielle du n®™® ordre & deux variables sont comprises parma
les équations qus résultent de I'élimination de y, entre lo proposée et sa
dérivée partielle prise par rapport 4 X, ou a'y, ou ¢ Yy Yar-Yao - - '
OU Yy e bgalée & Pinfing.
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A. — PREMIERE DEMONSTRATION.
Soit :
[ (% Y5 Yys Yas Yoy oo Yo y,,) =0,

'équation différentielle proposée, et :
F(Z, 4 Y15 Yas Yss - Yo1? a)=0, (a)

'une de ses intégrales premieres complétes, a étant la constante
arbitraire. Nous pourrons évidemment considérer I'équation F — 0
comme résultant de I'élimination de y, entre sa dérivée immédiate :

e T

et I'équation proposée :
f($, .% yx’ yz‘l yz’ *"yn___l,yﬁ):‘)' . (b)
Donc, si nous représentons par :

y, =Y (%3 Ys Yus Yoy~ Yoo a) =0,

la valeur de y, tirée de (a), et que nous la substituions dans {3},
'équation résultante : :

fl®,y, Yo Yo - Y _ 1o U (X5 Yy Yy Ygs oo Y12 a)]=0, (B)

tiendra lieu de I'équation («). Mais les solutions singuliéres simples
résultent de I'élimination de a entre les deux équations de chacun
des n | 2 systémes :

§F=O - (F=0, sF 0,
fersysteme: | /g F 2esystéme : ) /dF 3e systeme: | /4 F)
( < = 0; ((— =®; =] =;
’ da z Y L

4 syst.

Y,

:((dF')=oo; e (0 1) syst. : ( dF ) - (n+2)*™syst.:

T




-
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Donc, puisque I'équation’ (£) tient lieu de (=), les mémes solutions

singulidres simples résulteront de I'élimination de a entre les deux
équations de chacun des n -} 2 systemes :

(@ 9o Yo Y91 =
2rsyst.:{ /d df\ /d 1-
)+ e o

dx dy/ \d= 0

[ (&Y Yio Yo oo Y p? ) =0,

el ¢ -4

f(.’l), Ys Yoo yz,---y”_l, ‘P)=O,
{ergyst.: df)
[aa) =

i

f(Zs Y, Y Yar Yy ) =0,

B (Rl )

. Sf(w,y.yl,_yz,...yn_l,gb):(), ‘
)cmc eme

syst.:
dym —2

Mais, pour tous ces systémes, I'élimination de a revient a cellede ¢,
attendu que @ est contenu dans v seul ; et éliminer ¢, c'est évidem-
ment éliminer y,. Donc, toutes les solutions singuliéres de [= 0
résulteront de I'élimination de y, entre les deux équations de cha-

cun des n -} 2 systémes :
=0 r=0, | \

((ﬂ"_v= 0, 2+syst. N (3—2) N (;y[ﬂ) (%) =:_}; SESYSL:‘

fergyst.:

=09, f=0,
e . éme x
R L e R ek
‘ gf= 0,
(n 4 2)"° syst.:

)+ (2 () =3
\ay, )" \dy,) Aoy, o/ O
Or on satisfait & la deuxiéme équation du deuxiéme systéme, en

posant :

f(ma Yo YprYaueee yn-——l’ ¢) =0,

o) ) e

1
6;

o i

i e L TR I A A e M
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a la deuxiéme équation du troisiéme systdme, en posant :
AN .
('—f =<, ou (% =;
dy 0 dy

4 la deuxiéme équation du quatriéme systeme, en posant :

)0 o (3=
dy, dy,

N

» . . . . . . . . . . .

enfin, on satisfait & la deuxiéme équation du (n ~+ 2)%™ systéme, en

posant :
d 1 dy .
, ( ! ) = _ ou ( 2 ) oo( ) .
yn——l 0 dyn—l
Mais : ' -
(df o (W
(ﬂ) =00, entraine (%) =00,
d
(ﬂ)=oo, » (__”)_—_oo,
dy dy
/d
e
dy, \dy, -
enfin :
. af . dyn
d ) = o0, eniraine ( ) o,
n—1 : y”_i .
puisque :
Y o ) (2
'd!/,, dz (dyn) - dy (dyn) __ \dy,
i &
%, 4, Y
(5o
()=
G
(*) On peut encore satisfaire 3 la deuxiéme équation de chacun des # + 1 derniers
systémes, en bosant (;f) = %; mais cette équation doit étre rejetée. (Poir, a cet effet,
Yn. . ;

la note de la page 1028.)
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Donc, enfin, toutes les solutions singuliéres simples de I'équation
différentielle f= 0 du n** ordre & deux variables seront comprises
parmi les équations résultant de I'élimination de y, entre les deux
équations de chacun des n |- 2 systemes :

N s R

fergyst.: egyst. : 3egyst. : e syst.

Bl gl

3 Lt T Ut

E oo (n 1) syst.: (n 4 2)"" syst.: :
") —e T T as)

ce qul fallait prouver.

Remarque I. — Lorsque I'équation f=—0 est algébrique, ration-
nelle et entidre, par rapport & une ou plusieurs des variables qu'elle
renferme, les systémes dout la deuxieéme équation a pour premier W
membre la dérivée prise par rapport 4 T'une des variables dont f est

une fonction algébrique, rationnelle et entiére, ne peuvent plus rien
donner. — Si I'équation f==10 était algébrique, rationnelle et entiére
a la fois, par rapport & Z, Y, Y, Ypse-- Yn» S€S solutions singuliéres
ne pourkaient plus résulter que de I'élimination dey, entre les equa~
tions /=0 et (%) — 0. —Si l'équation [==0 est résolue par rap- :
port & y,, alors les solutions singuliéres simples ne peuvent‘p]us ?
résulter que des n - 1 derniers systemes écrits plus haut. ;

Rem. II. — Si la fonction qui, égalée a zéro, satisfait & 1'une
des n -1 2 équations :

)=a -5 (-4 Bt )=

~

ne renferme pas ¥,, elle sera elle-méme une solution singuliére
simple de f=0, si toutefois elle satisfait & f= 0 sans étre comprise
parmi les intégrales. ‘ o
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B. — SECONDE DEMONSTRATION. -

Nous supposerons que I'équation f= 0 est une fonction algé-
brique de 2, . 4, Y5, Y. €t quon l'a délivrée de radicaux et de
dénominateurs. Puis nous distinguerons deux cas :

a. Premier cas. — L'équation { — 0 n'est pas résolue par rapport
4y, — Nous disons que, dans ce cas, toutes les solutions singuliéres

simples de la proposée sont comprises parmi les équations résultant
N, . d

de l'élimination de 7, entre les équations f=—0 et (—f) — 0. En

. dy

n

effet :

1° Imaginons, avec Legendre, qu'on connaisse une fonctionde yenx
qui satisfasse & la proposée ; et supposons qu'on cherche une fonction

de o contigué & la précédente. llne s'agira, pour obtenir cette seconde
d’y - dmy
(Ez’ e yﬂ—: dz

. . . dy
fonction, que de faire varier y, y, = -, y, =

dans la proposée f =0, et comme on a :

- dy _ d"y
‘ az

le résultat de cette variation pourra toujours étre mis sous la forme :

7 C =14 ’ 2o N
. d o ad 0 d 9 s do
AV a4, S, _}: 4 Ao dy—0.

dz" dz" ! dx d—"fz— d

Et comme les coefficients 4., 4,, 4,,... 4,_,, A,_,, A, peuvent
étre regardés comme des fonctions de @ seul, puisque y est donné
en w, I'équation (a) sera linéaire du n‘™ ordre et donnera dy. Main-
tenant, si la valeur connue de y est renfermée dans I'intégrale com-
pléte sans différences de f=0, savoir, dans :

Y =9 (&) Cyx €y Cpp - €,) =0,

la valeur 4 - oy s'obtiendra en faisant varier les constantes ¢, ¢,
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Cge+- Cqy €L, partant, l'intégrale compléte et sans différences de (a)
sera :

d?) . dy) de (d?)
oYy =—|— —L X9 —1dc_,
y (dcl ocx + (dcz) 802 + (dcs) c3 + + dcn dcﬂ

dc,, 8¢y, &,,... o, étant les n constantes arbitraires; et comme ces

constantes ne peuvent se réduire & un moindre nombre, l'ordre de
I'équation (a) ne peut étre abaissé, et, partant, le coefficient 4, ne
peut étre nul. Si, au contraire , la valeur donnée de y est contenue
dans une solution singuliére simple sans différence :

.y= (@5 €45 €33 €y oo- €) = 0,

le nombre des constantes de cette solution étant tout au plus n — 1,
la valeur de 5y ne renfermera au plus que les n —1 arbitraires
3c,, 9¢,, 9¢,,... %, _,, et, par conséquent, I'équation {a), qui déter-
mine 3y, ne peut plus &tre au plus que du (n — 1) ordre; donc
A, devra étre nul. Donc, si I'équation A, = 0 s'accorde avec la pro-
posée f=— 0, ce qu'on vérifiera en les combinant I'une avec l'autre,
le résultat de 1'élimination de y, entre ces équations, renfermera
toutes les solutions singulidres simples de la proposée (7).

Rem. I. — Les raisonnements précédents supposent que I'bypo-

(*) Dans le Mémoire d’aprés lequel ce 4° a été rédigé, Legendre cherche a démontrer
que la solution singuliére simple la plus générale d’une équation différentielle du
aéme ordre 3 deux variables, renferme au plus = — 4 constantes arbitraires, mais sa
démonstration repose sur un cercle vicieux. En effet, supposer, comme il le fait, que les
solutions singuliéres simples peuvent se déduire de Vintégrale générale sans différences
par la variation des constantes arbitraires, c’est déja admettre que les solutions singuliéres
simples renferment moins de constantes arbitraires que Vintégrale générale, partant,
quelles en renferment au plus 2 — 4 ; ¢’est donc admettre ce qu'il s'agit de prouver.
Le théoréme que Legendre a cherché a établir doit donc étre démontré d’une maniére
indépendante, comme nous 'avons fait, d’aprés Duhamel, dans U'introduction & la présente
section ; puisque la théorie de Lagrange ne nous semble, en derniére analyse, légitimement
établie, qu'en prenant le théoréme en question pour point de départ. En effet, de quel
droit pourrait-on chercher 4 déduire les solutions singuliéres de I'intégrale générale par
la variation des constantes arbitraires, si 'on n’a démontré d’abord que toute solution
d’une équation différentielle donnée, qui ne rentre pas dans Pintégrale générale de cette
équation (et ¢est 12 la seule définition admissible des solutions singuliéres, parce qu’elle
ne préjuge rien sur leur nature), renferme moins d’arbitraires que cette intégrale?

76
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thése qui annulle 4,, ne rende infini aucun des coefficients 4, _ |,
A,_,.... A, A, ce quon ne peut assurer avoir lieu généralement
que quand I'équation f= 0 ne renferme pas de fonctions transcen-
dantes des variables @, ¥, y,, y,, ¥, et qu'elle est délivrée de tout

radical ou de tout dénominateur renfermant une ou plusieurs de ces

'

variables.

Rem. II. — 1l peut se faire que I'hypothése qui donne 4, =0
entraine aussi les équations 4, _ =0, 4, _,=0,... 4, ,=0.
C'est lorsque la solution singuliére simple la plus générale ne ren-
ferme que n — p —1 constantes arbitraires. -

2° Aprés avoir constaté que les solutions singuliéres simples
de f= 0 entrainent toutes I'équation A, = 0, Legendre ne s'est pas
arrdté a former la fonction 4,. Or, en variant I'équation :

[ dy d¥y d\
f k.’IJ, Y, dw’ d.’tz, dm"‘) = 0,

dans Ihypothése de s nul,on a :

)t ) G B+ G E) ——)T(—’f) "

ou, en écrivant les termes en sens inverse et transposant les earac-
téristiques d et ¢ :

(e () (8 feme

En comparant cette equatlon (b) terme a terme avec I'équation (a),
ona:

4= (a,)

Donc, toutes les solutions singuliéres sunples de f=0 entrament

((%’;) — O;_‘ ce qu'il fallait prouver.

e
-4
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Rem. — 1l résulte de ce- qui précéde que les solutions singu-
lisres simples qui sont données par des équations différentielles
d'ordre n — p, sans constantes arbitraires, satisferont A la fois aux
équations : ' )

s )=o) ()

a—1 n—p—1

b. Droxiime cas. — Léquation f=10 est résolue par Tapport
&Y, Cest-a-dire est de la forﬁze Yo =75 (X. Y, yl; Yoreor Yam 1) —
Elle renfermera généralement alors des radicaux et des dénomina-
teurs. Dans ce cas, nous disons que toutes les solutions singuli¢res
simples de la proposée sont conaprises dans les équations :

o\ 1 jdsy 1 (i‘i)__i (da 1
\a) — o (dy) v \dy,) 07 \dy ) ¥

n—1

Pour le prouvér, nous employerons une analyse analogue a celle du
R. P. Caraffa (voir page 1032). Soit :

F(2, 4,9 Ypr o Y p a) =20,

I'une des intégrales premiéres complétes de la . proposée. Si nous
appelons :"

a=29¢ (T Y Yy Yo - Y_p y,)

la valeur de a tirée de sa dérivée compléte immédiate :

e e e

en substituant ¢ a a dans == 0, nous aurons :

F [m’ y’ yl3 yg’ b yn___l’ ? (a;’ y’ y19 yza b yn__" yn)] == O,

et si 'on substitue, dans cette derniére, & y, sa valeur =, on tombera

, . . .
nécessairement sur une identité :

Fla, Y, Y - Yp_1 ¥ { TyYs Yp Yps oo Y pp © (% Yy Yo Yoo = Y1) }] e 0.
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Or, en dérivant cette identité partiellement par rapport a x, 4 y,
ay,... enfin & Yo—yq, 0N A :

£+ )+ 2) (5]
)+ (1 9 (]o
2+ )+ ) ]

0,

)+ ) L)+ () () Do

d’ou
o)+ &) ] (s (6] 5)
& (%) ()
ooy L) () () o )z_(dyi’f,) * (& laz)
R T (&) &

Mais les solutions singuliéres simples répondent aux équations :

(dF_O (dF_l (dF _ 1 @Ry 1 dF \ 1
w0 (@=o (5= G)—b- )=t

Or, I'équation (g) =0, donne & la fois :

(dm-_i d=\ 1 (dm- 1 (dm’ 1
£t ()= ()b ()=

et les équations : -

(gf)% (%) —4 (@);1 ./Vi)':g,

B
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entrainent respectivement les suivantes :

(@_4 (dw 1 (dm)_i (dw )__1
da:) 0’ d_y-)_()’ ay, 0 \dy,_, 0

Donc, quand I'équation différentielle du n*™ ordre a deux variables

‘a la forme :

y,—°©® (€5 Ys Yys Yoo - yn-—l) =0

toutes ses solutions singuliéres simples satisfont aux équations :°
) L ) L (i) L (e )
(da: 0 \dy/ 0 \dy,/ 0 \dy_ _, Y

prises isolément ou simultanément.

Rem. — Cette deuxiéme partie de la deuxiéme démonstration. ne
suppose pas, comme la premiére partie de cette méme démonstra-
tion, que = soit une fonction algébrique de @, Y, Yy» Yyree Yn—1-

Tetorkye 1. — Quelle que soit la forme de 'équation différentielle
donnée, l'application du théoréme I conduira toujours aux mémes solu-
tions singuliéres simples et en méme nombre.

Dém. — En effet, st F (2,9, 9,, Yy Yn—1» a) =0 est une
des intégrales premiéres complétes de I'équation différentielle =0,
on sait que foutes les solutions singuli¢res simples de f==0 re-
pondent aux équations :

o ()5 ()= ()= () =%

Mais ces équations restent identiquement les mémes, lorsque F reste
la méme. Et comme l'intégrale d'une équation différentielle reste la
méme, quelle que soit la forme qu'on donne & I'équation différen—
tielle, pourvu que la relation de 4 & =, qui constitue cette équation,
ne soit pas altérée, il s'ensuit que , quelle que soit la forme d'une
‘équation différentielle, ses solutions singuliéres sont les mémes et en

R ]
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méme nombre. Par conséquent, puisque toutes ses solutions singu-
liéres sont renfermées dans les équations :

a)= l&=v @)=v G-t~ G5 - o

ces équations conduiront toujours aux mémes solutions singuliéres

simples et en méme nombre, quelle que soit la forme de f; ce qu'il
fallait prouver. -

Rem, — La seule influence de cette forme est de faire rentrer
dans une des équations (2) des solutions singulidres simples que
donnait primitivement une autre de ces équations (2), et récipro-
quement. '

Trkoriue 1. — On peut tougours mettre une équation dufférentielle

du 0™ ordre & deux variables, lorsqu'elle est fonction algébrigue

“de x, Ys Yi» Yooe-- Y, SOus une forme telle, que toutes ses solutions

singuhéres simples se déduisent de la transformée uniquement par

Pélimination de vy, entre cette transformée el sa dérivée partielle rela—
tive & y,, égalée & zéro. '

Dém. — En effet, il suffit de faire disparaitre de la proposée les
dénominateurs et les radicaux qu'elle renferme, transformation tou~
jours possible.

Revarque ingraLe. — On pourrait construire les équations diffé-
rentielles du n*™ ordre & deux variables par un procédé analogue &
celui que nous avons indiqué (page 1038) pour le premier ordre ; et
cette construction donnerait 3 la fois les courbes qui répondent aux
intégrales particuliéres, et celles qui répondent aux solutions singu-
liéres.

Exemples servant d’applicati.(jn a la théorie de Laplace et de Legendre :

Exenpre 1. — Déterminer les solutions singuliéres simples de U'égquation
différentielle du second ordre :
dy N x dzy dzyz _ (C_l?i dzy)z

 — = = > T = = 0.
de ' 27 dx*  dwt  de daz?/ '
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Solution. — On ne peut appliquer 2 .cette équation que la condi-
. d .
tion (@C) = (). Cette condition donne :
- 2 N .
x* a2y dy d*y
2 2 dz? + (dw v dwz) #=0,
dou :
dy
2 —
d*y &+ 4o dz

det 41 + a*)’
valeur qui, substituée dans la proposée, donne la solution singuliére :

dy* | (o dy ot 2
_;l';z‘f‘ (E-}_z‘)@_l—@— (1 + 2*)=0.
Ex. . — Trouver les solutions singuliéres simples de I'équation différen-
tielle :
Ty g Yy

_ 9% %Y = 0, .
T azh iz dx

au moyen des varialions.
Solution. — On a:
d*y  dy\ d%y d*y ddy
2(:0 dz® dw) dz? da? dw

, . . d?s
En égalant a zéro le coefficient de —de, ona:
&y dy
9 __ Y
i ax !

d’ou :

)

Py _

1 dy
de* =z dx’

I

valeur qui, substituée dans I'équation proposée, donne :

1 dy* 2 dy*
Yy —— — —, — :0,
x dx® x dw2+x ‘
ou:
dy*
&;2—-662‘—:0.

C’est la solution singuliére cherchée.
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T

1. — THEORIE DE FOISSON ET DE LAGRANGE,
4. — Méthode de Polsson.

Elle se base sur un théoréme dti & ce géométre,

a. TakorknE be Poisson. — Toute équation différentielle du n®™ ordre
& deuw variables peut étre transformée en une autre équivalente, formée
de deua facteurs, dont le premier renferme toutes les solutions SINg U~
liéres simples dé la proposée, et dont le second nest plus satisfait par
ces solutions. .

ik

- Dém. — Soit :
Ynet = 7 (B Ys Yys Yo o Yy g 2) ()

une fonction de z, v, Y1 Yy Yu_1, €45, 7 étant une nouvelle variable
que nous substituerons 4 y dans la proposée :

Y= (2, 4 ¥ ¥y - Y () (a)
De (=) on tire : ‘
dy  [dy /de , 'd?) de ) Qf)d_z

Mais, en substituant (<) dans (a), il vient :
d
d_:; = [, y, Yo Yos o»e Yoo ?(.Z‘, Yo Yp Yzs o Yoo z)]. (6)

Cdmparant (6) et (£), on obtient :

e G ot

— [.’L‘, Yy Ypo ove yn__2a 14 (.CL‘, Y, ?/.,yz; y,,_2s.z)]
de\ dz v
+la o

Il faut donc maintenant décomposer cette équation en deux facteurs,

g 4 e
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dont l'un renferme les solutions singuliéres simples de (a), et dont
lautre ne puisse étre réduit & zéro par aucune de ces solutions.
Le premier facteur devra étre de l'ordre n— 1, et le second,
du n* ordre. Or, le moyen le plus simple d’opérer une décompo-
sition semblable, est de poser :

i)+ (@) v+ (3] vt o+ (35 v

=u [m’ Y2oUYss Yoy o Yp_o90 ¥ (.CL‘, Yo Yo Yoo oo Yy 99 z)] ’

équation qui réduit la précédente a :

de\ dz

T 22 = ; A4
(dz) dx 0, 4
et qui aura tou_]ours lien, siy,,=— ¢ (@ ¥, yl, Yoo Yu— o 3) €S

une intégrale premiére complete de la proposee z étant une con-

- stante arbitraire.

L'équation (4) a la forme voulue par le théoréme, car en rem-

d
dz
n—4; de plus, si, dans le facteur —~ o
tirée de I equatlon («), ce facteur sera de Fordre n en . Le premier
facteur, égalé & zéro, donnera évidemment les solutions singuliéres
simples de la proposée, s'il y en a. L’équation (4) démontre donc le

théoréme de Poisson.

plagant z par a dans (62) I'on voit que ce facteur sera de l'ordre

on remplace % par sa valeur

Rem. — On voit que si toutes les solutions singulieres simples
d'une équation différentielle donnée, f==0, pouvaient se déduire de

I'élimination de @ entre les équations F=—0 et ( )———0 F—=—0étant

une des intégrales premiéres complétes de f=0, et a une constante
arbitraire , le théoréme de Poisson serait absolument vrai. Mais,

comme toutes les solutions singuliéres simples de f==0 ne résultent
aF ;s
pas toujours du seul systeme rF__- 0, (E«? — 0] le théoréme en

questmn n’est entiérement vr a1 ou du moms entiérement demontre'
que pour les équations différentielles dont I mtegrale F==0 estune




4190 SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES.

fonction algébrique , délivrée de radicaux et de dénominateurs va-
riables. On voit, de plus, que la transformation nécessaire pour
mettre une équation f==10 sous la forme (4), exige la’connaissance
d'une intégrale premiére compléte de cette équation.

b. Du théoréme de Poisson, on déduit les deux régles suivantes
pour la recherche des solutions singuliéres simples :

Ricie 1. — Pour trouver les solutions singulidres simples d'une
équation différentielle du n*™ ordre & deux variables, on décompose

. , d2y
celte équation en deux facteurs : l'un, renfermant a—x—f, lautre, ne ren-

fermant pas cette dérivée; si le deumitme facteur, égalé & zéro, ne satis-
fait pas au premier, aussi égalé & zéro, il renfermera les solutions
singuliéres simples de la proposée.

Ricie II. — Pour trouver les solutions singuliéres simples d'une
équation différentielle du n*™ ordre a deux variables, on résout cetle

de

P =3 et on cherche le plus ‘grand commun dwz-
\ dr

seur des deux termes de la fraction obtenue pour. d—f ; ce plus grand

equatzon par rapport G —

‘commun diviseur, egale a zéro, renferme Jes solutions smgulwres cher-

chées. . .

Dém. — Supposons que équation f(x, y, y,, ¥y.... %) =10 soxt
d’elle-méme ou ait été- mise sous la forme :

S fi (% ¥ Yoo Y2y - yn) =0, -

s ne renfermant pas y, et I'équation s = 0 renfermant toutes les

.solutions singuliéres simples de la proposée. On peut toujours con-

cevoir la fonction f, mise sous la forme :
d" y
) —

¢ (z, Y:Yuis Yzo oo n—l) + %(2Zs ¥, Yyo Yo oo Y1 dz"

4

les fonctions ¢ etz n'ayant plus de facteur commun, de sorte qu'ona:

d"y
-8 [l’b (@ 9 Yps Y25 . Yu) T X (@ ¥ Yo Yar oo Y, y)- E] = 0. (B)
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Or cette équation donne :

dﬂy s. ¢ (m; Ys Yyo Yo oo yn_’_1) P
—_ = —Q—’

dmn $. X (-’B, Y, yﬂ yz’ e yn—-‘l)

valeur qui prend la forme g pour les solutions singuliéres simples .

renfermées dans s = 0.

Rem. I. — L'équation s — 0 doit satisfaire aux équations /=0,
P=0, Q=0, et ne pas satisfaire & I'équation :

b (@ Yy Yy Yp oo Uy, _y) F Y 2 (B Ys Yy Ypp e Yy ) = 0o
pour renfermer réellement les solutions singuliéres de [=0.

Rem. II. — La méthode de Poisson ne peut pas toujours nous
conduire aux solutions singuli¢res simples, puisqu'elle suppose que
I'équation f==0 ait la forme (B), et que, dans les calculs qui servent

o . dar . . . ,
a déterminer &a,_!i on ait soin de ne pas laisser échapper le facteur

qui doit donner 2 y, la forme g

ExeupLe I — Trouver les solutions singulicres simples de Uéquation diffe-
rentielle du second ordre :

-

dy® dy 2 @Y
s dw;—%w&;—-(y—w)—?‘u—&

. Solution. — On en tire :
dy* . dy
9y L
d’y  da? ™

2

2

z y—3a
Pour que cette expression devienne %, il faut qu’on ait a la fois :

d
d—{;z—ﬁwa%zo el y—wzr_—__().
La valeur y — x? = O satisfait a :

dy®
— o — — 0
P

e T T T T

T
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ainsi qu'd la proposée; mais elle satisfait aussi 4 I'intégrale deuxiéme de

z
cette proposée, savoir : 2a2 | 2ax - 22 — 2 e — y =0, lorsquon fait,
dans cette intégrale, e = 0 et b= 0. L'équation y — a2 =0 n’est done
qu’une intégrale particuliére. La méthode ne nous dit pas si I’équation
proposée a ou non des solutions singuliéres : on vérifierait du reste, par
les autres procédés, qu’il n’existe pas de solations singuliéres dans cet

exemple.
Ex. II. — Trouver les solutions sinquliéres simples de I'équation différen-
tielle du second ordre :

2 . 2 2
A L R
Sol. — Ona: Iy
dz? )
% |
Cette expression devient g quand on pose % — 2x=0. Cette équation
satisfaisant a la proposée, sans satisfaire i Pautre facteur % — t‘%= Ode
cette proposée, est une solution singuliére.
B, — Méthode de Lagrange.
Elle repose sur un théoréme da & ce savant : .
a. TakoriMe DE Lacranee. — Lorsqu'une équation différentielle

du n*™ ordre & deux variables admet une solution singuliére, on peut
tougours la mettre sous une forme telle, que sa dérivée tmmédiate se
décompose en deux facteurs, dont l'un donne les solutions singuliéres

par l’élimination de g%’ avec la proposée rtdndz's que Uautre n’est plus
satisfaite par la solution singulidre.
Dém. — Soit : .
f(@ 9 Y0 Yo - 9,) =0, . (@
Iéquation différentielle proposée, et soit :

F(x, 4, y,, 4, - Yoy a) =0,
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Iune de ses intégrales premiéres completes. L’'équation proposée
résultera de I'élimination de a eﬁtre les équations :

F(Z 9 Yy Ypr Yy pp D =05 (2)
et :
dF dF dF aF
(;,—,;,) + (@) v+ (@‘) gt o F (d"_yn_i)f" —o. (8)
Appelons - \
a=9 (T, Y Yo Yor = Y1 y,,) ()

la valeur de @ tirée de (#); en la substituant dans (<), on aura la
proposée, savolr :

FLE 0 Yo Yoo o Yy @ & $r Yu- Yoo = Yy y)1=10; (9)

en ce sens que, si les équations (a) et (5) ne se confondent pas, on
passera de (a) & (3) en‘multipliant (a) par une fonction convenable-
ment choisie de @, ¥, Y, Yor - Yn—1 Y OT, €D différentiant (s},
on trouve : '

) (2 ()t ()

S 5 e

Mais la somme des n - 1, premiers termes de cette expression, est
identiquement nulle, puisquon a substitué pour a dans F'sa valeur
tirée de I'équation (¢). La dérivée del'équation (¢) se réduitdonc a:

R e A

équation qui se décompose en deux :

("15) =0, . - (b)

LRI A
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~L'équation (c), qui est du (n - 1)*ordre, a évidemment pour inté-
grale du n™ ordre, I'équation (¢); mais elle est également satisfaite
par I'équation du »** ordre (7). Donc, en éliminant y, entre (v)
et (¢), on aura l'intégrale deuxiéme de (c) ou l'intégrale premiére
de (4). Mais, comme ¥, n'est contenu que dans ¢, I'élimination dey,
entre les équations (v) et (2), donnera le méme résultat que I'¢li-
mination de ¢; ce résultat sera, par conséquent, I'équation (=),
Ainsi, le deuxidme facteur de (a'), c'est-a-dire la dérivée de (a), est
satisfaite par l'intégrale premiére de (a). — Examinons maintenant
I'équation (b), qui peut étre considérée comme une équation primi-

tive du n*™ ordre, et sans constante arbitraire de I'équation (a'). En .

éliminant y, entre (¢) et (6), on aura une nouvelle équation primi-
tive de (a'), et, partant, de (a), qui sera différente de (). Or,
comme ¥y, n'est contenu que dans ¢, I'élimination de ¢ donnera le
méme résultat que I'élimination de v, et comme éliminer ¢ entre (3)

A 177 . dF .
et (b) est la méme chose qu'éliminer @ entre (=) et ( a) =0, 1l en

, T dF
résulte que I'élimination de v, entre ((—,—) =0 et () donnera la so-
?
lution singuliére de (a), s'il y en a. Ainsi, I'équation (¢) satisfait
aux conditions du théoréme de Lagrange. Ce théoréme est donc
démontré.

Rem. I. — On voit, par I'analyse precedente qu'a moins qu’on
ne connaisse I'une des intégrales générales premiéres d'une équation
différentielle du n*™ ordre A deux variables, il n’existe pas de moyen
direct de mettre cette équation sous une forme telle que sa diffé-
rentielle se décompose en deux facteurs, dont I'un renferme les

solutlons singuliéres simples, et dont lautre fournit une equatlon '

du (n - 1)¥ ordre débarrassée de ces solutions. On voitaussi que le
théoréme de Lagrange suppose que I'équation proposée al’une deses
intégrales premiéres, fonction algébrique de @, y, y,, y,.,... Yn—1r G

puisqu'’il suppose que toute solution singuliére simple de cette pro- .
posée est renfermée dans le résultat de l'élimination de a entre -

I'intégrale premlere considérée, et sa dérivée pdrtxelle relative a a,
egalee a zéro; ce quin’a pas lieu en général.
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Rem. I1. — Si on peut faire en sorte que les solutions singulidres
simples d'une équation différentielle donnée ne satisfassent plus aux
dérivées successives de celte équation, on peut aussi, par des trans—
formations convenables, -donner & ces dérivées une forme telle que
les solutions singuliéres simples y satisfassent encore. Cest ce dont

4

on pourrait s'assurer sur des exemples.

Rem. III. — Les solutions singuliéres simples d’'une équa-
tion différentielle du =™ ordre a deux variables, dont
F(z, 9y, Y,» Yps-- Yn—z Q) — Yo, = 0 désigne une des inté-
grales premiéres complétes, ne satisfont aux m premiéres dérivées
successives de la proposee, que lorsqu'on a 4 la fois :

n -+ m

n n-1 2 i
(S ), (5 Y=, (ﬂ\= L e,
da" " 'da da"da da" T da/ da" " " da

ou
4 n+1 - n-}2 dn+m
( n_m;”)=°~ (dnx)=°’ (‘qn‘_:x‘)=°’ (-TJ;;:wl—)=°’
dy" " 'da dy"da dy" T lda dy da

selon qu'on considére y comme fonction de x et de a, ou # comme
fonction de y et de a. C'est ce quon démontrerait comme au cha-

pitre .

Conséquence I. — Si on avait a la fois :

n n+l dﬂ+2_1 R
(-d—yl—)=o, (d _ Y\ —o, (——E‘_T‘/—>——=—-O, . alw,
dz" " 'da dx da,/ dz” " da

Qu

d" n-t1 dn+2
(_"—w‘—,)—-—o, (d . “’):—_0, (——T””-—)_—_o,...aroo,
\dy" " 'dd dy"da dy"t'da

la solution singuliére simple deviendrait une intégrale particuliérel

Conséquence 11. — On peut encore déduire de ce qui précéde que
si léquation [==0 est algébrique en @, 4. Yy, Yy--- Yo toutes ses
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solutions singuliéres simples résulteront de I'élimination de v, entre
. - T df

les équétions [f=0et (@—) — 0. En effet, différentions compléte-

ment I'équation f= 0, en regardant y et ses dérivées comme fonc-
7
tions de a, nous aurons :

N ) (L)
Mais pour les solutions singuliéres de [=0,0na:

| d? & d"
<ﬂ/_ =0, 4y =0, (__L\ =0,... ( 3_/___) =0,
da \dzda dx*da)/ dz” " tda

) (ot ) (8

ne peuvent devenir infinis, si on a eu soin de délivrer I'équation

et comme ;

. , . . /d
/=0 de radicaux et de dénominateurs, on devra avoir (Ji) =0,

" +1 d" +1 i
a moins que (_y) ne soit nul. Mais alors, si (___y) =0, une

dx" da ( dx” da
différentiation par rapport & « de I'équation (1) donnera nécessai-
n--2
rement (ﬂi) ==0, & moins que ( 4 . 4y
Ay de" T da
sulte; or, pour qu’il y ait une solution singuliére simple, on devra

dn—}—i
tomber sur une quantité ( Y qui ne soit pas nulle (voyes
dx" T da .

conséquence I), et on aura, par conséquent, (&d—f) — 0. Donc si,

n

) ne soit nul; et ainsi de

dans cette dernitre équation, on substitue & Y, sa valeur tirée
de /= 0, on aura toutes les solutions singuliéres simples de I'équa-
tion proposée ; ce quil fallait prouver.

Conséquence III. — 1l est daus le n®™ ordre une classe d’équations
différentielles qui ont toujours une solution singuliére simple. En
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effet, prenons la différentielle compléte de f(2, ¥, Yy Yo - - Yu)=0,
on aura :
df af

oo s (o e

Or, si cette équation se réduit d’elle-méme & :

(ﬂ\

dy =0, .
dyn} Yn

elle aura toujours une solution singuliére simple ; et le facteur dy, —0
conduira 4 son intégrale générale, car dy,=0 donne, parn--1 in-

tégrations successives :

.= s

yn_lzclw—l-cz’ \

-2 n—3 n—4
" C, T c, T Cp—2o®

—2)!+ (n—3)! + (n-—4)!+'f'+ 1 ey

—1 —2 —3
¢ z c, &'n (4 " 611—2 X c'n—l

v_ y1=1__1)!4.(”__2)!4-(;_5)!-{-...4_ T w

2

n n—2 n—3 3

T | C,X €T Cn—2
31

6 ="+ tp et T

z c'n——1

x? c &
tgt Tt

Mais comme I'équation cherchée n'est que du n*™ ordre, son
intégrale ne devra renfermer que n constantes. Donc, si dans
[(@, 9 Yy, Yys - yn) =0, on substitue & 3, y,, 4,, ...y, leurs
valeurs précédentes, on devra nécessairement tomber sur une équa-
tion entre les n -} 1 constantes, par laquelle il faudra déterminer
I'une d’elles en fonction des n autres qui resteront arbitraires. Posons
dong : o

Cpy g = N (79 cn). (4)
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Les équations (2) et (4) donnent :

_dYy
Cl_da:n’
p=t Ty Ay
’ de”~ ' dz" 1
c =dn—2y__dn_1y f_l_ @i a
D P I Fo e A dz" 2V
. =dn——3y—dn Zy §+dn 1y Ef_d_y ?
4 d.%‘n_S d.]?n—2 1 d n—1" 91 dxn 31!

dy d .’E+l£g_/ z?  dy a® ‘
. de  da* 1 " da® 21 dzv 31

¢ = d'n—Iy 2 b Yy |
ERE) L A
et et U
€t ¢ (¢ €y Cys c). .
n xn—-—l

Si on multiplie ces équations respectivement par

xn——ﬂ mn———5 x
n—=2)!" (n—3)I"" "1
second membre de la résultante, et qu'on substitue au premier sa
valeur donnée par I'équation (3), 'équation différentielle cherchée
sera :

2l =10

, 1, qu'ensuite on les ajoute, qu'on réduise le

dny xﬂ dn—-ly m”—l + dn——2y wn—2
dg” M g (=) g (0 —2)!

- n—lAday (Es 7 dzy xz X n+]dy @
NI o Nt NSRRI R
D et N g T T

d"y dn—ly dy = dﬂ_2y dn_ly ! dy
a” da"' ad” U ag" % a1 g el

_dy dzy f day z? n d"—iy wn-—2

+9] L — 5 g gt ey

d'y z
i I Tt » Rl el

-
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dont I'intégrale générale est I'équation des courbes paraboliques :

n [ | 7n—2
6,XT | 6XT ¢,

y=r T Tz T

2
Cn_1$

¢z
+ T + ll— + ¢ (65 €25 €55 e € )-

b. Du théoréme de Lagrange, on déduit les deux régles suivantes
pour la détermination des solutions singuliéres simples :

Rics 1. — Pour trouver les solutions singulieres simples d'une
équalion différentielle du n*™ ordre a deux variables, il faut tdcher de
décomposer la dérivée de cette équation en deux facteurs, dont l'un du
n*™ ordre, et lautre du (n — 1)¥ ordre. Les équations qus résulte-
ront de [élimination de y, entre le premier facteur, égalé a zéro, et
l'équation proposée, seront les solutions singuliéres cherchées, st elles ne
sont pas renfermées comme cas particuliers dans les intégrales com-
pletes. '

Ricre II. — Les ky)ootkéses qui satisfont aux deuw équations résul-

X N
posée et chacune des deux équations qui expriment que le numérateur
nt+1 R
Y ;o d X
— i o de —— ]
dx dy* T
nuls, sont des solutions singulieres simples de la proposée, st elles ne sont
pas comprises comme cas particuliers dans les intégrales completes.

srpe e dr ds s ) . « .
tant de lélimination de (—1-1( ou de d—f entre ' équation différentielle pro-.
Y

et le dénominateur de la valeur de deviennent

Dém. — Nous avons vu, dans le théoréme de Lagrange, que si :

F(z, g, Yy» Yp» - Yu o a) =0,

est une des intégrales premiéres complétes d'une équation différen-
tielle donnée :

f(&Z', Yo Yy Yor oo Yy o yn) =0,
il faut que cette équation différentielle donnée ai»t la forme :

F(-’D: Ys Yir Y25 o Yo ?)='O,
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(¢ étantla valeur de e ena, 4,9, ,, ... y,, tivée de la dérivée immé-
diate de l'intégrale compléte), pour que sa dérivée puisse se décom-
poser en deux facteurs, dontI'un, dun*™ ordre, conduise aux solutions
singuliéres simples. Or il pourra arriver que les équations f=0
et F (@, Y, y5s Yy,-or Yu_1,7) = 0 ne coincident pas. Mais alors
elles ne pourront différer que par un multiplicateur, fonction
de @, Y, Y, Yy, - . Yu. Soit M ce facteur, en sorte qu’on ait 1denti-

quement : -

(@ Yy Yor e Yoo Y, )% M. F [, 9, y,s Yoy -~ Y, -1 7]

On en tirera :

’ f @y Y0y ey, Y,)
F @y Yo Yoo oY, _pp 7] : i s

d’ol1, en dérivant :

421+ (s () (ot o+ [,

dx

T 5 (2t (g 2]

[ e Gt G ()]

/

ﬂ_j{”_i’dﬂl) . ( )J1+<Z{) v, + - +(dyu )y?—l—(‘%)ynj{].

Or sion remafque que :

L)+ ) (.

dz dy dy 4y, 4

on aura :

) )t (5]t ot (g (2]

o G i)+ o
i

AL s B

| I—

iz | dyl)yz_{- -+ (dyn_l) yn'*'(fy”)yﬂ%i] 0
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pour la dérivée du premier membre de f==0. Or on satisfait & cette
dérivée, indépendamment de y, 11, €n posant :
(dF

d-\?) =0 et ferM. F(x,y, Y Yoy - Yo v o) =10,

et on sait qu'en éliminant y, entre ces derniéres, I'équation résul-
tante donne les solutions singuliéres de la proposée. Mais on ne peut
satisfaire & I'équation :

() st () o+ G ()=

indépendamment de ,, e qu'en posant :

(ﬂ)’L(d—[)y‘Jr(;;)y*“" +|/d1f )y,,=0,

dx dy —q/
-
dy'n'

L'existence de ces solutions singuliéres entraine donc ces derniéres
équations, et donne & la valeur de y,, . 4, tirée de la dérivée de la
proposée, la forme :

)+ gt (5 - (d;ff_,)

y1t+l =
{a)

et:

={_)
0

Donc, si nous appelons :

¢ (x, Y, Yo Yor - Yo yn) =0
et :
% (.’I}, Yo Yir Yoo -ee yn-—l’ yn) = 0’

les facteurs qui rendent respectivement nuls le numérateur et le
denommateur de la valeur de Yt . En éliminant g, entre chacune
des équations ¢ =0, x==0 et la proposee f=0, on obtiendra deux
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- équations en @, 4, Y,, Yy»--- Yn—1; €t les hypothéses qui satisferont
simultanément & ces équations seront des solutions singuliéres simples
de f==10, si toutefois elles ne sont pas renfermées comme cas parti-
culiers dans les intégrales complétes. — En considérant & son tour

a comme fonction de y, on verrait que les solutions singuliéres

. 0 74

simples donnent aussi la forme g & la dérivée ——; ce qui dé- 3
N - n

montre la régle II. = 2

Rem. I. — 11 est facile de voir que les coeflicients différentiels :

€T
s Y w31
dy‘”—i-l dy +2 dy +-‘f

dn_i—ly dn+2y d1z+3y . o 'd'n-{-lw dn+2.’L‘ dn+3
] » oy rer &
d" Vgt gt

prendront tous la forme g

Rem. II. — La théorie de Lagrange ne s'applique généralement
qu'aux équations différentielles qui ont une intégrale premiére fonc-
tion algébrique de «, ¥, v, ,.... ¥, _, et de la constante.

-

Exenpre. — Soit I'équation différentielle :

‘ a*y’ dy d*y

v Par T
On en tire :
dz 2
H y -1
dy dxt
da® dy  dy\’
2 e =5 — ==
' (a: da? da:) :
Pour exprimer que cette dérivée prend la forme g, on pose
dy dy dy 1
i e
- . e e d?; "
d’ou Fon tire, en éliminant y
' .
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qui est une solution singuliére simple de la proposée. L'intégrale générale
2
. . . x . . .
de cette éguation, savoir : ¢y =— + — C. sera aussi une solution singu-
Yy=xTt 3t "W

litre simple de I'équation différentielle donnée.
I — TaicriE DE M., TIMMERMANS.
Si l'on suppose que I'équation différentielle donnée :
F(® Y Yo Yo Y yn)éo

est une fonction algébrique de @, ¥, ¥;, Ypr--- Yn, €t quon ral-
sonne d'une manidre analogue & celle que nous avons employée
au n° I, §IT, art. I du chapitre précédent, nous aurons le théo-
réme : Pour obtenir les solutions singulires simples d'une équa-
tion différenticlle de forme algébrique, il faut résoudre cette équation -
par rapport & Y. St la valeur obtenue ne renferme pas de radical, i
n'y a pas de solution singulitre; dans le cas contraire, on égale & zéro
les fonctions placdes sous les divers radicauw, ou en dehors de ces radi—
cauwm comme facteurs; et si.les équations ainsi oblenues satisfont & la
proposée, sans salisfaire aua intégrales de cetle proposée , elles serant
les solutions singuliéres cherchées. "

Exempre. — Trouver les solutions singuliéres simples de Uéquation diffé-
rentielle du second ordre : '

dy |, o* dy &% [dy dzy)"
— — B — = {.
y—2 dz 2 dx* dxt (da; N ax?

2

. . g LT
Solution. — En résolvant celte équation par rapport & ——, on lrouve :

mz

dy «° zh

hut- A Wil { 2 bl hdll
d@_wm.4i\/y(+w+“i(w+%
do® t 4

Or on fait évanouir le radical de cette expression, en posant :

4

g+ )+ S o+ ) — =0

Cest 1a solution singuliére cherchée.

R

S R i

R i =

s e

s

TR

fiacices = v
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§ ll~l. — DETERMINATION DES SOLUTIONS SINGULIERES SIMPLES PAR LA
METHODE DES COEFFICIENTS ET DES EXPOSANTS A DETERMINER.

La méthode de Trembley, exposée au § III de I'article I du cha-
pitre précédent, peut s'étendre aux équations différentielles des
ordres supérieurs. En effet : On tdche de reconnaitre la forme des
solutions singulieres simples; on donne & la fonction qut doit les repré-
senter des coefficients et des exposants indéterminés, et on substitue g
valeur quq en résulte dans Véquation différentielle proposée. Cetie der-
mére, devant devenir identigue par cette substitution fournira les
relations nécessaires pour évaluer les coefficients et les exposants
meonnus.

Exewvre. — Trouver les solutions singuliéres simples de Uéquation diffé-
rentielle du second ordre :

dzyz 9 dy d

—o %Y — 0.
wdw" dzr dw2+ ae

Solution. — A I'inspection attentive de I'équation, on voit que la valeur
de y doit étre une fonction quelconque d’une puissance de x. On posera
donc : ‘

y—-awﬁ-[- C,

dou: ‘
d f—1
ﬁj:“}gx »

el :
2 —2
e ipip—1)al

valeurs qui, substituées dans la proposée, donnent :

i 28—-3

R R —1)(B—3)x — .

Or, pour que cette équation devienne identique, il faut que les coefficients
et les exposants de x soient respectivement égaux. Il faut donc que
Pon ait : '

1o

f—3=1,
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et:.
g (B — 1) F—3)=—1

La premiére équation donne £=2, valeur qui, substituée dans la seconde,
conduit 2 :

— fo?=-—1; dou “:‘i%-

La solution singuliére simple cherchée est donc:

&
y=7=% ) + C
ART[CLE [I. — DISTINCTION DES SOLUTICGNS SINGULIERES

SIMPLES ET DES INFEGRALES PARTICULIERES,

§ 1. — ON CONNAIT DES INTEGRALES.

METHODE PREMIERE.

A

Trtonime [. — L'équation dont il s'agit de déterminer la nature
est déduite dine intégrale premiere et elle est dordre n — 1
dans ce cas, on distinguera si elle est une solution singuliére ou une
intégrale particuliére de la_maniére suivante : Une équation s =0
» ., déduite de 'une des intégrales premieres

9721)7‘ » Yy Yi» Yoo Yot
F, =0 de ['équation différentielle donnée £ (X, Y, Vyi» Yoo Ya) =0,

sera une iniégrale particuliere, st élimination de y,_y entre 8 = 0
et Fim —0 donne & la constante arbitraire une valeur constante déter—
minée, ou une valeur en X, Y, Y Yare- Yn—2 satisfaisant & lintégrale
premiére donnée de {=0; dans tout autre cas, Léquation s =0 sera

une solution singuliére..
Dém. — Appelons :

Q)]
F, (@ Ys Yps Yoo -+ Yy C,') =0,
et :

)
P (@9 Yo Yo o Yy 6 = O

2
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deux des n intégrales premiéres complétes de :-
F (% Y Y5 Yo o Yy _ 1o y,) =0,

' 1 14 14 * 7 h y ’
F"— 0 étant celle dont on a déduit 'équation s=0. S1 s =0 est
. C e L 1
une intégrale particuliére, alors, ou s = 0 se déduira de F,.( '— o0

pour ¢, =yv,, en sorte que :
1)
s=F (29, Y Yp> - Y _1p 7)) =03

ou bien s =0 se déduira d'une autre quelconque des intégrales
premijéres, de F) — 0, par exemple pour ¢, = v,. Examinons ces
deux cas :

PrEmien cas. — On reconnaitra que le premier cas aura lieu si,
en élimmant y,,, entre s— 0 et Fm— 0, on trouve pour ¢; une
valeur constante de v, ; alors @, y, ¥, ¥,,-.. Y., Sen iront d’eux-~
mémes.

X . : a
Deuvxiime cas. — Eliminons y,_, entre s =0 et F, ) =0, on aura
un-résultat de la forme :

¢ ($, Ys Yo Yoy +o- Yoo C‘.) =0. (“)
Mais, en éliminant la (n—1)** dérivée y, _, entre les déux équa-
tions :
M W __
Fi = 0 i et Fk = 0,
on obtient une intégrale deuxi®me de f— 0, savoir :
2)
F,-,k (@5 Y5 Y3 Yo - Yo_9:Cp ck)_: 0. (A
Or pour ¢, =1, on a :
s=FV (g 0
 * ( ' Y Yoo yz"" ,,_2’31,, 117 ) .
e . ‘ 1 ‘
Donc I'élimination de y,_, entre s=0 et Ff ’— 0 donnera le

A y X Yy e . 1) (1
méme résultat que I'élimination de , _, entre Fff =0 et Fi ' — 0,
pourvu que, dans le résultat de cette deuxiéme élimination, on
change ¢; en y,. On aura donc :

2 X
F,-,k (&) Yy Y1y Yoo oo Yu_as O Vk) =0, (7)
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pour le résultat de I'élimination de y, __, entre s = 0 et Fim — 0.

On a donc :

2
IP (-T, Y, yl’ Y5 - y"_2, Ci) %Fi,k ((L’, Yy Yy Yas oo yn_29 ci’ 7]) = (.

Or () est une valeur particuliére de (8); donc :

¢ (2,95 Yus Yo» -+ Y2 C) = 0

est une intégrale particuliére ; et comme elle satisfait comme telle
a f—0, elle satisfera également & F” —0, qui est une intégrale
premiére compléte [ — 0.

Tatorime II. — Nous supposerons encore, comme dans le théo-
réme I, que Iéquation s =0 est déduite d’une des intégrales pre-
miéres de f= 0, mais nous supposerons, de plus, quel'équation s=— 0
est dordre n — p. Dans ce cas, nous aurons ce théoréme : Pour
décider si une équation s = 0 d'ordre n — p et déduite d'une intégrale

. @ . . . .
premidre Fy ' == 0, est une solution singuliére ou une intégrale par-

— . L , ey \ ds
ticuliere, 1l faut déduire de s = 0 les dérivées completes el 0,

—1

d%s 0 d" s

;=—0,... —
&

i ; puis, terer de ces quations Y, _ps Ya_pt 1o Ya—t3

st ces valeurs, substituées dans Fi“) — 0, donnent & c; une valeur con-
stante, ou conduisent & une relation entre X, Y, Yi, Yar-o Ya—psns G
satisfaisant 4 F?) — 0, l'équation s =0 sera une intégrale particu-
ligre; dans tout autre cas, s =0 sera une solution singuliére.

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle du théo-

réeme .

B.

~

équation s = 0, dont 1l s’akgit de déterminer la nature, est dé-
duite d’une intégrale d'ordre n — m.
a. En outre, s = 0 est d'ordre n — m. On a alors le théoréme

AN

suivant :

Thorinie L. — Pour décider st une équation s==0, dordren—m,

déduite d'une intégrale compléte de méme ordre, est une solution singu-

lizre ou une intégrale particuliere, il faut éliminer y, _nentres =10
(m) e . 3

et " —==0. Si lon obtient pour résultat une relation entre les con—




>
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(m . .

stantes de F, ) = 0 seules, ou une équation de lordre n — m —1

. . (m) . . .
satisfarsant o F; = 0, alors s = 0 sera une intégrale particuliére;
dans le cas contraire, ce sera une solution singuliere.

Dém. — Analogue a célle du théoréme I.

b. L'¢quation s==0 est d’ordre n— m —¢. On a alors le théo-
réme cl-apres :

Tatortme 1V. — Pour décider si une équation s = 0, d'ordre

n— m — q, et déduite d'une intégrale compléte Fi(m) =0 dordre
n— mde =0, est une solution singulitre ou une intégrale par-

ticuliere de £=0, 1l faut déduire de s — 0 les dérivées compleies
ds dZs d%s . d% .. 4

a— Y o= 0, =0 i 0, puis, tirer de ces équa-
LOnS Yo —m_q, Yn(.—m—q+i7 Yo—m—qi2: - - - Yo—m; St CeS valeurs,
substituées dans ¥; == 0, donnent une relation entre les constanles

seulement, ou une relation d'ordre n — m — q—1, sansfaisant a
l: r . () Y 3 . o\ g
équation ¥; " =0, alors s = 0 sera une intégrale particuliére , sinon
une solution singuliére.. ‘
(Voir, pour la démonstration, le théoréme I.)

Remarque. — Nous avons toujours supposé que l'équation dont
il s'agit de déterminer la nature était d'un ordre égal ou inférieur &
l'ordre de l'intégrale compléte dont on 'avait déduite. Mais lorsque
cette intégrale est d’ordre n—m 1l peut arriver que I'équation s=10
soit d’'un ordre supérieur & n — m. Dans ce cas, avant d’appliquer
les théorémes précédents, il faudrait, par des différentiations suc~
cessives, élever l'ordre de I'intégrale donnée, jusqu'a ce qu'il de-
vienne au moins égal & celui de s =0, ou, par des intégrations
successives, abaisser l'ordre de I'équation s =0, jusqua ce quil
devienne au_plus ggal & celui de I'intégrale donnée.

METHODE DEUXIEME.

Par des calculs analogues & ceux que nous avons exposés au § I
de l'article I du chapitre I, on arriverait aux théorémes suivants,
qui ne sont qu'une généralisation de ceux de M. Timmermans.
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Tagonine 1. — Si on résout, par rapport & la constante arbilraire
qu'elle contient, L'une des intégrales premitres complites d'une équalion
diﬁ”érentielle donnée du nt™ ordre & deuzx variables, tout facteur placé
en dehors d'un radical et qui, égalé a zéro, fait dvanowsr ce radical,
ne satisfail & la proposée que lorsqu'il rédut ['iniégrale & une constante;
el quand il y satisfait, cest foujours comme intégrale particuliere.

Tatorine 1. — Si on résout, par rapport o la constante arbitroire
qu'elle contient, ['une des intégrales premidres complétes d'une équation
diﬂérentielle donnée du n*™¢ ordre & deuw variables, toute fonction pla-
cée sous un radical , et qut, égalée a zéro, faut dvanowir ce radical, satis-
fait & la proposée. Elle y satisfait comme intégrale particulitre, su elle
réduit & une constanie ce qui reste de U'intégrale compléte aprés ['éva-

n—1

Y entre elle et la valeur

n—14

nousssement du radical, ou s1, en éliminant

restante de la constante,, Véquation résultante satisfoit & lintégrale
complete; dans tout autre cas, elle est une solution singuliére.

Remarque. — De la théorie de M. Timmermans, on pourrait
déduire les procédés donnés dans ce chapitre, & Particle I, § I, n°I.

Exemprt. — Décider si Uéquation y + X ?]_1 = 0, qui satisfait & Léqua-

tion différentielle du second ordre :

dy dy
299 1L 92 =0 1
T iz + dx ’ ( )
dont l'une des intégrales premiéves est :
L dy? dy dy
P 2 2 Py — g ——=0, . 'y
x e 2ax P 4 a Yy ’m . ( )

est une solution singuliére ou une intégrale particuliére.
’ It

Solution. — Eu résolvant (1') par rapport da,ona:

dy dy
— 2.__. e
a__:rd +\/y+m ..




12140 SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES.

Le radical s’évanouit lorsqu’on pose :

" d
y-{-.’L‘ﬁ:O. @)

Y

Cette derniére équation satisfait donc a (1) et réduit la valeur de a 4 :

e d - C o
En éliminant d—g entre (2) et (5), on trouve a+ xy =0, valeur qui satis-

fait  (1). L’équation (2) est donc une intégrale particuliére.
§ K. — ON NE CONNAIT PAS D’INTEGRALE.

Dans ce cas, on distinguera les solutions singuliéres des intégrales
‘particuliéres par le théoréme suivant :

Toute fonction qui, égalée & zéro, satisfait & une équation différen-
tielle algébrique en x, Ys Yir Yoo -+« Ya—1» Ya» et fmit évanousr un
radical dans la valeur de y, tirée de cette équation, est une solution sin—
quliére ou une intégrale particulére, selon quelle est placée sous le’
radical ou en dehors.

Remarque. — On pourrait déduire de 14 les procédés que nous
avons exposés au n” I et Il du § IT de I'article II du présent chapitre.
Il serait possible aussi d’étendre aux équations d'ordre supérieur la
théorie de Cauchy, que nous avons exposée pour le premier ordre
page 1113. Mais le temps, quli nous presse, ne nous permet pas
d’essayer cette extension d'ailleurs fort utile. '

N

ARTICLE IIl. — ETANT DONNE UNE HQUATION DIFFERENTIELLE
DU nm° ORDRE A DEUX VARIABLES, Y INTRODUIRE DES
SOLUTIONS SINGULIERES OU EN SUPPRIMER.

>§ E. — SUPPRESSION DE SOLUTIONS SINGULIERES.

Lorsqu'une équation différentielle du n™ ordre & deux variables
comporte une solution singuliére, il y a deux moyens de la trans--
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former en une autre qui n'ait plus de solution singuliére. Ces deux
moyens sont le changement de variable et la différentiation. Le pre-
mier est dit & Poisson : il se fonde sur le théoréme de ce géométre
exposé 4 la page 1488. Le deuxiéme, dtt a Lagrange, repose sur le
théoréme que nous avons donné & la page 1192 Le premier moyen
a un avantage sur le second : c’est de simplifier 'équation différen-
tielle donnée, sans en élever lordre. Mais I'un et I'autre ont le
désavantage d’exiger, pour étre pratiqués, la connaissance de I'une
des intégrales premiéres complétes.

§ 1. — INTRODUCTION DE SOLUTIONS SINGULIERES.

" Voici la généralisation du procédé que Lagrange a donné pouf la
solution de ce probléme.

Pour obtenir l'équation différentelle du n®™ ordre & deuax variables,
dont léquations =0 du {n — p)™* ordre et sans constante arbitraire,
soit une solution singulisre, et dont I'équation du (n — m)*™ ordre :

m) .
F™ (@, 4, Ys Uy - Y, — o C1> v Car oo €57C, J)=0
soit une intégrale compléte m*™, cn .y, étant fonction des autres

constantes; i foudra :

1° Tirer des m -+ 1 équalions :

F™—0, D F” =0, D F™=0,... D "Ip™ =0, D "F "z =0,

x

les valeurs de c,, C,, C5, - Cmy Cm 41 €10 fonction de X,Y, ¥ys Yo « - Yo
Sotent :
=9 (T4 Y1» Yo> - Y9 Y—1? yﬂ)’
¢, = P () Y5 Yis Yoo oo Ypop Yy yn)’
(@0 v e e e e e
€, =9, (% 1 Yo Yo o Yo Yy’ yn)’

6m+1 =‘Pm+l (w’ Ys Yo Yoy oo Yo Y2 yﬂ)’

* les valeurs obtenues.
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2° De DPs =0, D’ 's—0, D' =0,... D'x’—"+m_ls'=0, ‘

tirer les valeurs de Ya, Yo _1) Yn—21+-- Ym» Ym_1, €l substituer ces
valeurs dans {«), alors on aura :

€ =X1 ('777 Yo Ypp Yoo oo ym—-Q)’

€, ==Xz (x’ Ys Yys Yo - ym—?)’
;i .. ..,
=%, (@, ys Yir Yoo oo ym—2)’

m

cm—{—l = xm—l—'-f (m’ Ys Yo Yor - y’m—-2)'
3° Eliminer enire ces m -+ 1 équations, les m meonnues :

T Ys Ypr Yoo - Y _ 0

on aura une relation :

® {Cys Gy Cgp oo €, cm+1) =0 (4).

3y . (
entre les m -} 1 constantes de l'équation F ™ 0.

&> Substituer dans la relation (v) auwm -} 1 constantes leurs -

valeurs (=) ; ['équation résultante :
2 (P15 Pas Ppr - P’ ?ﬂl-’-l) =0,

sera ['équation différentielle cherchée. — Quant & lintégrale n*™ de
cette équation, on L'obtiendra en tirant de (v) la valeur de c,, .y, savoir:

cm-{—l =¥ (cu Cpo Cyy oee cm)’
\ (m)- .
et en la substituant dans F' — 0. Cette intégrale m*™ sera donc :
F(m) - I l _,
(23 s Yus Yar oo Uy _ o €00 €25 Cay o € ¥ (641 €5 Gy e €,)] =0,

Remarque. — Dans le théoréme précédent, on a toujours p < n
et m < n. Les cas les plus remarquables de ce théoréme sont ceux
oup=—n—1=1,p=1, m=n—1, m=1,

ExempLE. — Trouver une équation différentielle du deuxiéme ordre, qui

. s, dy g .
ait pour solution singuliére Uéquation e Ay =0, et pour intégrale géné-
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2
: .y 3 r . (2 Cc.X I3
rale deuxiéme, I'équation F — y— —‘2— — ¢y Xx— ¢;=0, c; élant une

fonction de c, et c, qui reste & déterminer.

Solution. — On a :

Py
%= g
dy -d*y
Wy e=a "
dy x* d°
[ cs:y'_w'&:v'*'?'%z
De
dy
—_—— = 0 I
on tire : (2)
d*y dy
— - 0.
da? dz

2

. : T d . ’ K
Eliminant x, y, IZ’ E;Z’ entre les équations (1) et (2), on obtient :

612 + 4 (cz2 — 2¢, ¢,) =0, ’ (3)

et en remplacant ¢,, c,, ¢5, par leurs valeurs (1), on trouve I'équation
différentielle cherchée, savoir :
a*y » dy dY dy*

dw4_2A iz dz AZ;Z_—_O.- (4)

Tirant de (3) la valeur de ¢, et la substituant dans F® = 0, on obtient
I’équation :
¢, & ¢+ A% ¢}

—_—r — AV T 72 3
Y TRt T T, )

pour Yintégrale compléte et sans différences de I'équation (4).

P&
78




1214 - SCIENCES PHYSIQUES ET MATREMATIQUES.

SOUS-CHAPITRE II.

SOLUTIONS SINGULIERES MULTIPLES DES EQUATIONS DIRRERENTIELLES DU #*"* ORDRE
A DEUX VARIABLES.

Pour obtenir les solutions singuliéres m™* d'une équation diffé-
rentielle /=0 du n* ordre.2 deux variables, sans passer par les
solutions smguheres premiéres, deuxiémes, ... (m — 1), il n’y a
pas d'autre moyen que de se baser sur la connéissance d'intégrales

completes de f=0." A i

A.
1° Nous savons qu'on déduit des solutions singuliéres snnples
s,==0de f—=0, au moyen de son intégrale deuxiéme :
. .
. . F )(a:, Yo Yo Yos - Y, g2 O ¢,) =0,

en éliminant les inconnues :

de :
l’i_c_j, c" 027
entre les quatre équations :
@ * :
F A2, 4 Y0 Yoy oe Yygp €12 €2) =05 (1)
2 , X
dF =y (, y, Yis Yoo e Yy _0 Y, Cro ¢:) =0, (2)
_ ® @,
aF® — [T )d +( L ) ¢ =0,
\ 2 T
’ ddF® — aar® = () ao, 1 (22) e, —o.
de, de z
2
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e d T
Or I'élimnation de -J? entre ces deux derniéres équations, donne :
: 1
\ 2
(B2 (d2) _ (252 (de) —o. ®)
de, | \dc,' de, |/ \dc,

Donc, si on élimine ¢, et ¢, au moyen des équations (1) et {2), on
aura les solutions singuliéres simples s, == 0. Appelons :

¢, = (@ Y5 Yy» oo Y1)

- €, = Wy (377 Ys Y1y o yn_1)9

les valeurs de ¢, et de ¢, tirées des équations (2) et (3}, nous aurons :

2
s, = F( ) @5 45 Y15 - Yo_9 ®rvr z,]=0. (4)

Maintenant, pour avoir des solutions singuliéres doubles s, — 0
de f==0, C'est-3~dire des solutions simples de s, = 0, il faut dé-
ds

duire de =0, la valeur de y, et exprimer que cette valeur

devient g Or:

ds, _ (dF® (dFm (dFm (dF‘”,
?ii:_< dw)+ dy )y’+ dy, )y2+"'+ dy )y"-‘

do, ) dx

n—2

H

B e

équation qui, & cause de (2}, se réduit a :

i@ \de. 713;+(

ds, _(dF®\ dz,
) dzx

aF ‘2’) dw, ‘ )

dw,

Mais :

£ ) (o - 2

T (@) Gt (Gt G2t )0

ay
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Substituons ces valeurs dans (5), et résolvons I'équation résultante
par rapport a ¥,, nous aurons : ‘

2 + () (ot -+ () ]
)+ (it o]
) (o) (40 ()

Or pour que cette expression devienne 2, il faut poser :

' (@) @
(——dF ):0 et (df )=0,

d‘Gl '55'2

ou, ce qui revient au méme :

(2 )] -
(dF )=O et (dF )=O.~ -

de, de,
Ainsi, on aura des solutions smgulleres doubles s, = 0 de f==0,
au moyen de Tintégrale deuxiéme F® — 0, en ehmmant les con-

stantes de cette mtegrale au moyen des équations :

(dF(Q) o (dF@’ 0
dcl)— ’ 'dcz)_ '

2° Voyons maintenant comment on déduirait ces mémes solutions
singuliéres doubles s, = 0 d'une intégrale troisiéme de f— 0,
SavoIr :

3
F® (Z5 4 Yys Yoo v Yp__gp Cp» €2 €2) = 0.
On sait que I'on aura l'intégrale :
2
F ,) (%3 Ys Y15 Yoo o Y9 C1o ¢,) =0,

en ¢liminant la constante ¢_entre les equatlonsF "—0etdF® =¢'=0.
L’équation ¢’ =0 pourra donc tenir lieu de F® —o, pourvu




~
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que dans ¢"=0 on considére ¢, comme une fonction de ¢, ¢,,
d I (5) 4 t l 4 t',,
@, Y, Yo+ Yu s donnée par F==0; par consequent, les 6qualions

aF®\ o o [F 0 y lach les sui
—d(r) =VUe dcz) == 0, pourront éire remp acees par les sui-

vantes :
(de’ de'\ [de, {do' (dcp') (dca)
Tl 20221 =0 t L =) =0,
\dcl) ' (dca) (dcl) » © (\d02> *\ac) \ae,

(dc") et (dc3 Stant donné les équations :
do. 2o, éta onnés par les équations :

/dF(s)) + (dF(?’)) (d_cz) —0,

K de, de, / \de,
ar® (dF(3) (dc;)_ 5
de, ) de, ) de, ’
d’ols F'on tire :
dF(3) dF(3)
deg\ ( de, ) (dc3 . ( dc, )
Ec—l - dF(3> ’ dCz) o dF(3) )
Ainsi les solutions singuli¢res doubles résulteront de I'¢élimination

dec,, c,, c,, entre les équations :
’ F® =,
dF(g)——: ¢'=0, . (=)
: ) (2% % &) A ®
- \de,/ \ de, dc, ( de, ’ S
(d_‘f") (dF(3> (d?’ ar® _ o )
de,) \ dec, ) dcs)( de, ) ' ~

. 3 i v vy g .
3° Examinons, enfin, comment de F®—0,on pourrait déduire
des solutions singuliéres simples de s,==0, c'est-a-dire des solutions
singuliéres triples de f= 0. A cet effet, soient :

1 6= 0"\ (@ Y Yus Yo Yp_g)

c,™= 6'2 ((I/‘, Yo Yo Yor oor yn—g)’ .
Yo

J— !
¢, =o', (T, Yy Ypr Yy »
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les valeurs de C.s C,. €, tirées des équations («). (8). (v), nous
aurons :
3
v 8y = F( )[m’ y’ yzi y’-! eve 3/”_3» U'li U'Zﬂ 5’3] = 0-

Maintenant, pour avoir des solutions singuliéres triples S, =0

4
3

. )y . ds, .
de f=0, il faut déduire de - la valeur de Yo, €t e%pnmer que

cette valeur devient g Or:

dss [qF® dF ® 1dF ® aF®,
dw W,)+(— vt oy, )BTt \3)%—2 )

dy \ ay,
(dF O\ do, (dF @\ dg, (dF O der o
do’, ) dx ds’, ) dz dw', ) dzx ’

équation qui, & cause de («), devient :

ds, (dF (3’) d',  (dF ‘3’) do', (dF (3’) do',

= | 21 —2 — —2=.
dz do', | dx do', | da ds', | dz
Mais
dw', _ (d=' do’, do’, [ do', )
= () (Gt st 2y, 4omr
do',  |do' o’ o' o',
A (vt )t o
n n—
dw', (dm"a) (dcr's) ( ds', ) [ dw', )
—_lr 3 _— ase . Y + ( - Y —1
dz \ dzx + dy Yot o+ dy,_q "2 1 dy, ol “n—1

Substituant ces valeurs dans ), et résolvant par rapport a ¥, _,,
nous obtenons : '

(I (G o)
@\ et o, ” o\ -
* (i LI+ (o (2

\ y 3
N ENT ™) dF® (dr.r’ ) (dF(3’) ( do’ )
( du,‘ ) (dy1z—2) + d‘cy'z ) dyn_Q dm" dyn 2
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Or cette expression prend la forme %, quand on pose :

F=

\dw',

aF® aF™®
()= ()=
62 Adw3

ou :

(dF(S))__O (dF(‘”\ o [FH_,

de, | \de, | . 7\ de ) '

Ainsi des solutions singuliéres triples résulteront de l'élimination
dec,, c,, c, entre les quatre équations :

3 3 3
FO—0 (dF())zo (dF“ —0 (dF())”—‘O-
D\ de, |\ dey T\ de,

1

En continuant ainsi, on arrive aux deux théoremes suivants :

Tatorink 1. — On obtiendra des solutions singulires r*™* d'une
équation dufférentielle du 0t ordre & deuw variables f = 0, en élimi—
nant d'une intégrale m*™ de ceite équation les m constanles qu'elle
renferme, au moyen des m dquations oblenues en égalant & zéro les m
dérivées partielles de cette intégrale, prises successiwement par rapport
& chacune des constantes.

Tatorine Il — On obitendra des solutions singuligres m*™* d'une
équation différentielle du m*™ ordre & deuw variables f =0, en élimi-
nant les mp -+ m -} p inconnues :

L4

»dcm_‘_l dcm+2 dcm+p
( de, |’ ( de, |77\ de )’
(dcm—{—l (dcr)z+2 'dclil+1)
de, )’ de, |77 ( de, |’
/d61n+ 1 \ (dam +2) . (dcm +11)
\ de ;) \Vde [ de
€ € Cyen € s

cm..|,1’ cm_|_2’ cl)i+3’ c1n,+p’




1220

SCIENCES PHYSIQUES ET MATH]%MAT]QUES.

entre les équations

F(m"*'p) (.7), Ys yx’ yz, e yn_m_p, cl, 02, vos cm, cm+1; cm+2’ c7n+p) =0
mtr)__, __ Foe__ o, p—1 p(mtp)__ — P p(m—+2)
Db F =¢=0,D *F =¢,=0,...D " F = p-—l—ﬂ D F
% _ d?n — d?n . dg, 0
==, — ==, T == Uy ee. — 9
de, de, de, de
d?u 4 d?z d?z d?z ’
— —_—— 0 —_ = 0 e a O
de, 7 de, 7 de, Tdg
oo, o Yoo % _,
de,  dc, " de, > de ’
aF™ oy apto ap" 0 gF" T
_ = O —_— sey T ———— = 0,
de, ’ de, T de, 0. de

-

m

chacune desconitantes ¢, c,, c,,... ¢, élant considérée comme fonction
des p autres constanies Cordts Cm g9+ Cm fpe

Remarque. — Il résulte évidemment de 'analyse sur laquelle est
basée la démonstration des deux théordmes précédents, que ‘ces
théorémes ne donneront, en général, toutes les solutions singuliéres
m™* de f=0, qu'autant que les intégrales complétes des divers
ordres de f— 0 seront des fonctions algébriques, rationnelles et
entiéres. S '

Exempre. — Trouver les solutions singulicres doubles de Uéquation diffé-
rentielle du second ordre :

dy ~z* dy [dy .

dzy 2 dzyz
T )

f=y— z T
dont Uintégrale générale deuxiéme est :

2

F(Q)zy—‘:l&zw —czw_clz—czbzzo'
Solution. — Ona:
" : ‘dF ®
@F }:——_%——‘21:0, =—T—2¢,=0,
\ dcl / ~ dcz
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dou:
xh

: z .
C‘Z—T’ et cz=——2—, _

valeurs qui, substituées dans F® =0, donnent :
s, = 16y + 4z’ + 24 =0.

Cest la solution singuli¢re double cherchée.
On Taurait encore trouvée en appliquant  Ia solution singuliére pre-
miére qui est, comme nous le savons :
x4 [z d dy’
( T m) y_ W _,

n=yU+ @)+ g+ 0w w

les méthodes exposées dans le sous-chapitre précédent. En effet, en résol-

g ot s 3y
vant I'équation s, = O, par rapport a —, on a:

dy z® 4+ %z . . . - ——
= 16 16z%y.
-~ " 4 Y@t det ot 16y - 160y

On fait évanouir le radical, en posant

26 4 @4 - 4ot + 4o + 162’y 4 16y =0,
ou: o ,

(1 4 a*) (16y + 4a® 4 %)= 0.

Le premier ficteur 14 x*=0, ne satisfait pas a Iéquation s, —0. Le

_second :

10y + 42 + x4 =0,

y satisfait; et comme il est placé au-dessous du radical, il est une solution
singuliére simple de s, = 0; C'est, par conséquent, la solution singuliére
double de f= 0, déja trouvée directement.

B.

Tatorime I11. — Les solutions sinqulidres multiples d'une équation
différentielle du n®™ ordre & deuw variables, ne peuvent satisfaire 4
cetie équation , quel que soit leur degré de multiphcuté.

Dém. — En effet, si I'équation s, = 0 de l'ordre n — 1 admet
une solution singulidre s, de I'ordre n — 2, d'apres le théoréme
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de Lagrange (voir-page 1153 et suiv.), on tirera de f= 0 une valeur
dey, qui ne coincidera pas avec celle que fournitla dérivée des, —0;
donc, Féquation s, = 0, qui satisfait comme solution singulidre &
I'équation s, — 0, ne satisfait pas & la proposée dont s, est déja une
solution singuliére. Puisque s, —0 ne satisfait pas & /=0, s, =0,
qui satisfait & s, 0 ne sauralt non plus satisfaire & f=0, et ainsi
de suite. Donc, etc.

C.

Takorime IV. — I/ ne peut exister d'équations primitives, d'ordre
inférieur & n— 1, qui satisfassent & I'éguation { =0 du n®™ ordre
& deuw variables, sans satisfaire aux équations primitives complétes
ou singulieres du (n — 1) ordre de f=0.

Dém. — Voici, & peu prés, comment Poisson démontre ce théo-
réme (page 239 du XII° cahier du Journal de I Ecole polytechnique):

1° 1l n’y a pas d'équation d’ordre n — 2 qui satisfasse & {= 0,
‘sans satisfaire aux équations primitives complétes ou singuliéres
du (n — 1)* ordre de f= 0. Soient :

Y.~ £ (2, ¥ Yo, Yy one y"__1)7 ‘ (1)

P'égquation donnée du n® ordre, et :
?

’

Yo o=F ('77’ Ys Yoo Yo> =+ Y,_g €15 C), - (2
une de ses primitives complétes du (n — 2)%™ ordre. Si I'on consi-
dére ¢, et ¢, comme des fonctions convenables de z, v, y,, ¥, Yo —s
la fonctlon F pourra représenter toutes les valeurs de y,__, qui
peuvent satisfaire & I'équation (1); et méme, comme il suffit pour
cela d'une seule de ces deux arbitraires, on pourra établir une rela-
tion quelconque entre ¢, et ¢,. Or dans I'hypothése de ¢, et ¢, va-

riables, on a : .
([dF [dF\
’— ( ) Dw Cy (—?) Dm Cz—l
Pl F,

Z‘ x
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qui se réduit a ;- ,
Yo_1t = DmF9

comme dans le cas de ¢, et ¢, constants, lorsqu'on pose :

dF dF
(—) D, e+ (d_cz D, e,

DF =0 : )

Donc, en représentant par ¢ (T, ¥, ¥,5 Yy -+ Yn—2 Cs> c,) la fonc-
tion D,F qui renferme encore ¢, et c,, on aura :

(‘—if) Dw ¢, + (gg) D$ ¢,
2

de,
Dy

Y. = <%
Ces valeurs de Y, _,, Yn—1; Yn €tant substituées dans (1), 1l vient
une équation qui se réduit a :
de (d?
e (8]

Dm? == 0’ (ﬁ)

a cause que (2) doit satisfaire a (1), dans Thypothése de ¢, et c,
constants. Afnsi ¢, et ¢, devront étre déterminés au moyen des équa-
tions () et (g), pour que I'équation (2) satisfasse de la maniére la
plus générale a I'équation (1); et réciproquement, si on substitue
dans (2) des valeurs de ¢, et ¢, qui satisfassent d’une maniére quel-
conque aux équations (=«) et (), I'équation (2), ainsi transformee,
satisfera & I'équation (1). ’

Or on satisfera d’abord aux équations («) et (g) enposant D=0
et D,c, — 0, d’'olr I'on tire ¢, et ¢, constants, ce qui raméne & la
pyimitive (2), dont on est parti. Si on élimine %f? entre les équa-

z1

tions («) et (#£), on obtient :

&) () — ) &)

DF '

=0, W
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d'ou l'on pourra tirer une valeur de ¢, en fonction de Cor XY, Yy e
Yu 1> que nous représenterons par ¢, =¢ (@, 4., 4,,... Yo _a. ¢, ).
Cette valeur, substituée dans I'une ou l'autre des équations (=) et (£),
on aura une équation en @, ¥, Y¥,, Y, ... Yu_,, Dyc,, dont la primi-
tive compléte donnera ¢, en fonction de =, y, v, Yysoeo Yn—a, 6L
d'une constante arbitraire, et dont la primitive singuliére donnera ¢
en fonctionde =, vy, y,,vy,,... Yn_— Seulement ; et si I'on représente
par ¢, = (&, 9, Y,, Y, Ya_s, ¢, ) la valeur de ¢, donnée par
I'équation primitive compléte, c, étant la constante arbitraire, on
aura la valeur de ¢, qu'on tirerait de la primitive singuliére , en
considérant ¢, comme une variable donnée par I'équation :

&

Do Q

Donc, en substituant = & la place dé ¢, dans ¢, et en mettant ensuite
les valeurs de ¢, et ¢, dans (2), on aura une valeur de Yn— 2y SAVOIT:

yn—2=F [.’E, Ys Y12 Yo - yn—3’ o lp] ’ (e)

qui satisfera & I'équation (1), soit qu'on considére ¢, comme une
constante arbitraire, ou bien comme une fonction variable donnée
par 'équation (3). Cette équation (1) du 2*™ ordre aura donc, en
général, deux primitives singuliéres-de I'ordre n— 2 ; I'une, renfer-
mant une constante arbitraire ¢,, l'autre, n’en renfermant point.
Examinons maintenant quel rapport peut exister entre ces deux pri-
mitives singuliéres de l'ordre n — 2 et la primitive singuliére de
ordre n—1 de la méme équation (1). Il est évident, quant & l'équa-
tion (<), que lorsqu’on y regarde ¢, comme une constante arbitraire,
qu'elle ne peut étre que la primitive compléte de 'ordre n — 2 de
la primitive singuliére de I'ordre n-— 1 de I'équation (1), car, en
éliminant ¢, entre 'équation (<) et sa dérivée compléte, on formera
une équation de I'ordre n — 1 sans constante arbitraire, qui devra
satisfaire & I'équation (1) et qui sera, par conséquent, sa primitive
singulidre de I'ordre n— 1. Si I'équation () est la primitive com-
pléte de la primitive singuliére d'ordre n — 1 de Péquation (1), on

i
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aura une primitive smguhere double et d’ordre n — 2, en considé-
rant, dans (:), ¢, comme une variable déterminée au moyen de

I'équation :
)+ (@) @)@
o T o e B

équation qui se décompose en deux autres :
'dm')
(dc

o+ () + (i) () oo + (&) 2

) + ) o) = o

d'otr il suit qu'il existe, en général, deux primitives singuliéres dou-
bles, I'une, résultant de Pélimination de ¢, entre les équations (a)
et (), l'autre, résultant de I'élimination de ¢, entre (b) et (). La
premiére satisfait & I'équation (1), dont elle estune primitive smgu-
lidre d'ordre n— 2, sans constante arbitraire, car lequatlon (a) ne
différe pas de lequatlon (3); la seconde ne satisfait point & I'équa-
tion (1), & moins que, dans des cas particuliers, elle ne rentre dans
la premiére. Done, une équation du n* ordre, ne peut avoir de
primitives de l'ordre n — 2, qui ne satisfassent en méme temps
comme primitives complétes ou singuliéres a ses equatlons primitives
de Fordre n — 1.

=0, {a)

et :

2 On prouverait de méme qu'une equatlon da n ordre ne
peut avoir d’équations prlmlthGS de l'ordre n — 3 qui ne satisfas-
sent en méme temps comme primitives complétes ou singuliéres ases |
équations primitives de l'ordre n— 2, et, partant, & ses primitives de
Tordre n — 1 ; et ainsi de suite. Le théoréme IV est donc prouve.

'Remarque I. — L'inverse du théoréme IV n’est pas vrai, car les
primitives d’'un ordre donné peuvent admettre des primitives sin-
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gulidres d'ordre inférieur, qui ne satisfont pas a l'équation différen-
tielle proposée.

Rem. II. — Du théoréme IV, il résulte quil y a des solu-
tions singulidres multiples qui satisfont 3 I'équation différentielle
proposée , ce qui semble contraire au théoréme III; mais, on
doit observer que le théoréme IIl ne s'applique qu'aux solutions
singuliéres multiples déduites des théordmes I et II, lesquelles ne
peuvent jamais satisfaire & 'équation différentielle donnée. En effet,
les solutionssinguliéres doubles de I'ordre n — 2 qui ne satisfont pas
& 'équation (1), résulteront de I'équation (<) dans laquelle on aura™
mis pour ¢, et ¢, leurs valeurs prises dans les équations (v) et (5),
cest-a-dire dans les équations :

o) &) (o) e

©

) * (&) ) o

Or on satisfait & ces équations, en posant :

)+ (2o

=0,

et :

dcl ch
C ) ) , JIF
donc, si on élimine c_ et ¢, entre les trois équations F =0, (E) =0,
dF ! ’ o ey
({%) =0, on aura des solutions singulitres doubles de 1 équation (1)
2 . .

de l'espice de celles qui ne satisfont pas 4 (1) ; ce sont justement
celles que donnent les théorémes I et II, On peut étendre ce raisonne-
ment aux solutions singuliéres d'un degré de multiplicité plus éleve.

=S




SECTION DEUXIEME.

DES éQUATIOI\IS DIFFé_REI\lTiELLES A-PLUS DE DEUX VARIABLES.

CHAPITRE 1.

‘Des équations différentielles fofales.

=l

ARTICLE 1. — EQUATIONS SATISFAISANT AUX CONDITIONS

DINTEGRABILITE.

§ . — EQUATIONS DU PREMIER ORDRE.

L'intégrale générale est une relation en termes finis entre la varia-
ble dépendante, les variables indépendantes, et une constante arbi-
traire, relation qui, substituée dans I'équation différentielle, la rend
identique. Les cas particuliers, en nombre infini, de lintégrale
générale, sont les intégrales particulidres. Enfin, les solutions singu-
ligres sont des équations en termes finis, qui satisfont & I'équation
différentielle sans satisfaire aux intégrales. Appelons y la variable
dépendante; z,, @,, @,,... @,, n variables indépendantes; une
équation différentielle totale du premier ordre entre ces n |- 4
variables pourra toujours étre représentée par :

dy =P, dm1 +]‘)2 dwz +P3 dm:,; + oee + p‘n d.’l)n,
en faisant : '

dy\ dy\ dy_) . dy) —
(t_i?v—;) = Py (d—‘w?) = Py (d_—.’ﬂa pa,. (dw” b,
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L'intégrale générale de cette équation f= 0, qui est censée satis-
faire aux conditions d'intégrabilité, sera représentée par :

F(z, 2, 2, ... 2 ,y,a) =0,

a étant la constante arbitraire.

L, — SOLUTIONS SINGULIERES DEDUITES DE LINTEGRALE GENERALE.

Elles s’obtiennent par le théoréme suivant :

Tatorime. — Toutes les solutions singuliéres d'une équation diffé-
rentelle totale du premier ordre entre n - 1 variables, satisfaisant
aux conditions dintégrabilité, sont comprises parma les équations
“résultant de {'élimination de la constante de lintégrale générale, entre
cetle intégrale, d'une part, et, d'autre part, sa dérivée partielle relative &
la constante, éqalée a zéro; ou sa dérivée partielle relative & L'une quel-
conque des variables, égalée & infins.

.

Dém. — L'équation f = 0, résulte de I'élimination de q entre:
‘ F(x, ®y, , ... ¥, )=0 ()
et :
dF dF dF\ dF aF\
(i) 2o+ () ot () o+ ) 2.+ () =0 @
Mais si on regarde @ comme une fonctionde z,, ,, 2, ,... @,, ¥,
on aura : :
', a) )| a3) i) | s
da/ \dz,) | (dF da/ \dz,/ | (dF
L (dml) da o+ | 1+ gt (d—%)dx2+...
i) ()
B (dF)/da,)* [ dF\ /da\ |
| @) &) | (@) (a5 |1ae
1 g () e | 1SR (=,
i (W) _ (@) _
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equation qui se réduit encore & I'équation (2), en posant simulta~

nément :
(d_lj (iiﬁ) [dF (da.) (@) /_”) (dF (_l_i_q,)
da) dz,! _ (da) dw, da ) \z, 0 ZE{) W_o 4
Ty e
CE; d_'-']"zf \T«ﬂ, \0-,3//
Mais on satisfait & ces équations (4),
1° Soit en posant :
[dF\ _
\aa) =% : (“’

2° Soit en posant simultanément les n |- 1 équations :

da > a ,
)= (=0 (Z)=0 () =0 (=0 @

3° Ou en posant simultanément les n -} 1 équations :

aF 1 dF 1 ary |1 aF 1 dF 1
@)= @)= (@)=s- - =5 o

4° Ou, enfin, en posant simultanément % des equations (£) avec les
n — k - 1 équations non correspondantes du groupe (7). Et comme
les équations () donnent a — constante, et, partant, conduisent
a une intégrale particulitre, il en résulte que les solutions sin-
guliéres de I'équation f— 0 seront comprises parmi les équations
résultant de I'élimination de @ entre les deux equations de chacun

des n | 2 systémes :

3 F=m (F==0, (F=0, _ §F=m
4 dersyst.:) jgF 2esyst.: V/dF 3esyst.: ) /dF o) " systs g py
R R R R T
: (\da dx, dz, da:ﬂ
: V:m
(n+2)"syst.:d g
(o) =
dy

ce quil fallait.prouve’r.
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Remarque I. — Pour étre sir que les équations déduites des
systémes précédents satisfont réellement & I'équation f =0, il faut
s'assurer que les conditions (4) sont satisfaites.

Rem. 1I. — Lorsque I'équation F'— 0, sera algébrique, ration-

nelle et entiére enz,, @,, @,,... %, et y, alors les solutions singu-
litres de f — 0, résulteront uniquement de I'élimination de & entre

les deux équations :

'\_T,)/

1X. — SOLUTIONS SINGULIERES DEDUITES DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE
ELLE-MEME,

Tatorime. — On obtient toutes les solutions singuliéres d'une équa-
tion aux diﬁérentielles totales du premaer ordre :

dy = p, dz, + p. dz, + psdz: 1 ... +Pn dxna

en prenant parma toutes les solutions en termes ﬁm's qu satisfont aux

équations:

(g_gl)_g (dm\_g (dps _1 <d,,_4
z) 0 \dm,) O \dw,) 0 " \dz,) 0"
dp\ __1 dp2>_1 (d_m)_z (dpn)_i
(d 2) ¢ \dz,/ 0 \dz,/ 0 " \dz,/ O

celles qui ne satisfont pas a Uintégrale générale.

Dém. — Nous exposerons ici la démonstration de Laplace, en
I'étendant & un nombre quelconque de variables, parce qu’elle nous
servira, dans I'article suivant, pour la recherche des solutions singu-
ligres des équations aux différentielles totales qui ne satisfont pas aux

N

conditions d'intégrabilité.
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Soit donc : o
dy=p, dz, + p,dw, + p, dz, + ... + P, dz , . (1)

I'équation différentielle donnée, Por Pys Pys--- Pr étant des fonctions
dex,,x,, a,,... ,, y; etsoit,en outre, s — 0 une équation satis-
faisant & (1) et dont il s'agit de déterminer la nature. Si I'on a :

Yy =9 (2, Ty T,y ... z,, a),

pour intégrale générale de (1) et qu'on appelle Y la valeur de 1 COr-
respondante & #, 4 «,, @, + «,, x, 4 «,,... x, - «,, on aura :

Y= ?‘[x1 + 2,z oy g oy z -+ a,l;a]

_ =y+a}(‘%)+f§ (a‘;ﬁ) + ..
+e (f—;’) + e (dwdgw) o
to(d)+ 15 () +
g + S(dw‘fzgmg) + ..

dx’
+ . SRR + ..
+15 [ ¥
+ ..

 Mais l’équation (1) donne :

1

dy\ __ dy\ dy\ dy>_
)= (2= () (),

d’ou I'on tire facilement les valeurs des coefficients différentiels par-

tiels des divers ordres de y. Si de s — 0 on tire aussi les valeurs
des coefficients différentiels des divers ordres de ¥, et qu'en particu-
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lier on représe.nte ceux dupremier ordre Par ¢,5 ¢ as--+ Gar POUT
que s = 0 puisse étre une intégrale particuliére, il faudra évidem-
ment (voir page 1087) qu'on ait & la fois :

px'—‘h:oa pz_qZ=O7 pa—q3=0"”pn—q-n:0’

Mais puisque s==0 fait disparaitre les différences p, —gq,, p, —¢,,
PG+ Pa—qn,--. on doit avoir :

hdl

v py -
pp—q =53 Pn pz_q2=52P2’ pg_qs=33P3!"'p —q =s P.

7 7 n

Multipliant respectivement ces équations par dz,, dz,, dz,,. .. dz,,,
et ajoutant, on aura :

p, dw, 4+ p,dz,+ p,dz, + ... +p, dz, —q, d®, —q,d2, —q, dT;— ... —q,dz,

—s" P do, + P, do, 4+ P do 4. 5P da,

ou, en vertu de (1) :

dy~—q,dx,—q,d®,— ¢, dTy3— ... — qndarnrzsﬂl P dz, + s'usz dx,+ § Pdz,+} ..+ s
Mais :
(ﬁ) (ds) (ds) (_di)
- ‘dxl — d(l‘z - (I-’;?; - dwﬂ
qx— <d$), qz (ds)’ s = (ds)’ 'qn_ (ds.’
\dy dy dy dy)
dou :
ds ds
_ .d_y [q, dz, + q,dz, + q, dzy + ... ¢, dz, ]+ El_?/ dy
ds ds) ds ds ds
done :

7y ds) Py ds g ds Pa ds
= —_— 4 -— - oo 5
ds=s P, <dy dz,+s P, (dy) dz,+s " P, (dy) dz,4...4s P, (dy) dz

=.

i

Or, en raisonnant comme & la page 1088, on verrait que, pour




DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 1233

que s =0 puisse étre une intégrale. paxtlcuhére il faut que le
moindre des exposants &, #,, ... #,soit plus grand que 1 ou tout
au plus égal & 1.

Cela posé, puisque :

on aura :

et, comme pour les solutions singuliéres »; <1, on voit que, dans
ce cas: '

. Py
. (dy) o
pour s = 0. Si un autre exposant , était < 1, on aurait :

dpk\ 1
it

pour s = 0. Donc, on aura toutes les équations, renfermant g, qui
satisfont comme solutions smgulleres a l'équation (1), en prenant
parmi toutes les équations qui satisfont isolément ou simultanément
aux suivantes :

(c_l_p_l\E_I idp,, 1 -’dps)___l_ (C_i&,,\_
0 (dy ( 0 \dy)

celles qui ne sont pas comprises dans I'intégrale générale.

Mais-comme il peut exister des solutions singuliéres qui ne ren—
ferment pas ¥, il faudra considérer, tour & tour, chacune des va-
riables z,, x,, =,,... @,, y, comme la variable dépendante; on
obtiendra ainsi toutes les autres équations du théoreme.
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§ 1. — EQUATIONS DES ORDRES SUPKRIEURS.

L'absence compléte de tout ouvrage sur cette matiére, au moins
& notre connaissance, et le peu de temps qui nous reste pour ache-
ver notre travail, ne permettent pas que nous nous occupions de ce
sujet. Nous avons, du reste, pour nous justifier, cette réflexion de
Poisson, & propos des solutions singuliéres des équations différen-
tielles ordinaires & plus de deux variables : « ... Cette recherche, &
cause des difficultés qu’elle présente, et qui tiennent aux condi-
tions d'intégrabilité, mérite d'étre l'objet spécial d’'un autre mémoire
(Journal de I Ecole polytechnigue, XIII* cahier , page 64). » Nous
dirons cependant que : en supposant que I dquation différentielle donnde
satisfasse auw conditions d'intégrabilité, et que cetteéquation, d’ordrem,
sout résolue par rapport & d™y, les divers coefficients de cette équa—
tion seront les coefficients différentiels partiels des divers ordres de Y;
et quon obtiendra les solutions singulitres de la proposée, en prenant,
parmi les relations qui satisfont aum équations ausquelles on arrive en
égalant o linfini les coefficients différentiels du premier ordre des
coeffictents de la proposte, pris par rapport auwm diverses variables de
cette proposée, et aux coefficients dz'/ﬁ’rentz'els partiels de ces variables,
depuis le premier ordre jusqu’é Pordre m — 1, celles qui ne sont pas
renfermées comme cas particuliers dans les intégrales complétes.

On aurait pu obtenir les mémes solutions singuliéres-szbnples, au
moyen d'une intégrale premiére complite résolue par rapport a d™ 1y,
en éliminant la constante a entre cette itégrale , et sa dérivée
- partielle relative ¢ a et égalée & zéro; ou entre cette intégrale et les .
équations obtenues en égalant & Uinfini les diverses dérivdes partielles
des coefficients de l'intégrale générale. Bien entendu, que parms les solu-
tions ainsy oblenues, il ne faut prendre que celles qui ne satisfont pas
aux intégrales de la proposée. )

Quant auw solutions singuliéres multiples, on les obtiendra en apph—
quant successivement les théorémes précédents auz solutions singuliéres
simples, pour en déduire les solutions sinquliéres doubles; & celles -cs,
pour en déduire les solutions sinquliéres triples, etc.



<o)

DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLEs. 1235

ARTICLE II. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES TOTALES
NE SATISFAISANT PAS AUX CONDITIONS B'INTEGRABILITE.

FEIRN

I

Monge, dans un travail inséré & la page 502 des Mémoires de
I' Académie des sciences de Paris, pour 1784, a montré que « l'objet
« des équations connues sous le nom de conditions dintégrabilite,
« n'est pas,... dindiquer celles de ces équations différentielles
« (totales) dont les intégrales sont possibles, mais de faire connaitre
« le nombre des équations finies simultanées dont doivent étre compo-
« sées les intégrales qui sont toujours possibles. » La recherche des
solutions singuliéres des équations aux différentielles totales qui ne
satisfont pas aux conditions d'intégrabilité, au moyen des intégrales,
se raméne donc & la recherche des solutions singuliéres dans un
systéme d’équations simultanées. Mais nous devons observer que,
lorsqu il est impossible de satisfaire & une équation différentielle par
une seule relation intégrale entre toutes les variables et des con—
stantes, il peut exister une solution singuliére excessivement remar-
quable, en ce qu'elle consiste en une relation unique entre toutes
les variables. Supposons qu'on ait les deux équations :

F, (z,y, 2, ¢, ¢y ) =0, (1)
et:
F,(%,y,5,¢, €y €3) =03 ) (2)

il résultera de ce systtme que deux quelconques des variables,
y et z, par exemple, sont des fonctions de la troisiéme ; or en

_ [dy dz . . X '
posant : (%> = p, (—) = ¢, et en différentiant les proposées, ce

qui donne : *
IR IR
B+ Bome o
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on pourra éliminer les constantes ¢, , c,, ¢, entre les équations (1),

(2), (3) et {£), ce qui conduira & une équation aux différentielles

totales ne satisfaisant pas aux conditions d'intégrabilité. Les equa~

tions (1) et (2), qui renferment autant de constantes arbitraires

qu’il est possible d'en éliminer par la différentiation poussée jusquiau
premier ordre seulement, doivent étre regardées comme représen-

tant conjointement l'intégrale compléte de f— 0. Mais on peut

encore satisfaire & I'équation f — 0 en d’autres maniéres. En effet,

les équations (3) et (4) auront encore lieu, quand on regardera

¢, €, ¢,, comme variables, pourvu quon ait simultanément :

/dF, dF, ) dF
— P O et | il —
kdc‘) de, -} (d02 de, - (dc3> de; =0,

/

[dF, dF) . /dﬁ;) B
{ \%:) de, 4 (%) o, + | 357) 40 =0.

On peut satisfaire a ces équations de vingt-cing maniéres diffé-
rentes, en regardant c,, ¢,, ¢,, comme variables. (Voir Lacroix,
Traité des calculs différentiel et intégral, in-4°, vol. I, page 702.)
La plus générale est donnée par le systéme (A) lui-méme. Tous les
systémes obtenus de ces vingt-cing maniéres seront des solutions
singulidresde f == 0, si, renfermant moins de trois constantes, il ne
sont pas contenus dans le systéme {(1) et (2)}. Parmi tous ces
systemes, s'il en est un dont les équations soient compatibles, et
dont la coexistence réduise les équations (1) et {2) & une seule, ce
systéme conduira & une solution singulidre trés-remarquable, parce
qu'elle consistera en une seule équation A trois variables, représen-
tant, par conséquent, une surface courbe.

ExewpLE. — Soit I'équation aux différentielles totales :
(ydz — xdy)® 4 (sdz — xdz)* + (ydz — zdy)* = m® (da® + dy* +- dz?).

On s’assurerait aisément qu'elle ne satisfait pas aux conditions d’intégra-
hilité, et qu’elle a pour intégrale compléte le systéme des deax équations :

&+ oy + z/m — ¢ — ¢, =m?

& —C == (y—cz)'

(a)
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Or, si on regarde ¢,, ¢,, ¢, comme variables, les dérivées compleétes de(a),
prises dans cette hypothése, seront les mémes que prises dans Ihypothése
de ¢, ¢y, ¢; conslantes, pourvu qu’on ait les relations :

z (¢, de, + ¢, de,)

o P R
vm — ¢ —¢,

xde, + ydes — =0, (6)

2
— de, = (y — ¢,) d¢, — ¢, de,. (¢)

Si on égale séparément A zéro les-coefficients de dc, et de, dans I'équa-
tion (b), on aura:
c.2 C,2

1 B =
vmt—c¢F— ¢’

3

X == y Y

\/",);{z o clz‘___ PX
en substituant ces valeurs dans la premiére des équations (a), on aura :

-
&~

|
<
3
|
<

et, par suite :

x=C,, Y == €,

valeurs qui rendent la seconde équation (a) identique et qui satisfont a (©),
puisque cette équation () se réduit a :

JR— v —_— 3
de, = ¢,dc, ou dx=c,ay,

qui rentre dans la deuxiéme des équations (a). Ainsi, quand on p[;end
¢, =1, ¢;=1, les deux équations (a) et les équations (b) et (c) se réduisent
toutes quatre 4 la seule équation :

2

.zz+y2+Z\/m2—a:2 —yt=m,
ou:

z=\/m}— ' —

qui est une solution singuliére de la proposée, exprimeée par une seule
équation entre les trois variables. Elle représente une sphére de rayon m.

I

11 n'existe pas, que nous sachions, de procédé général pour obtenir
les solutions singuliéres des équations aux différentielles totales qui
ne satisfont pas aux conditions d'intégrabilité , au moyen de ces
équations différentielles elles-mémes, quand ces équations ren—
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ferment un nombre quelconque de variables et sont d’ordre supé-

rieur.
Voici le procédé que Laplace a donné pour les équations différen-

tielles totales du premier ordre & trois variables, quand ces équations
ne satisfont pas aux conditions d'intégrabilité. s — 0 étant une solu-
tion singuliére de I'équation :

dz = pdz - qdy,

cette équation peut se transformer en la suivante (voir page 1090) :

N

ds=s"Q, dw + s Q, dy,
Q, et Q, étant des fonctions de «, y ets. Or il peut arriver deux cas :

1° Oul'un des exposants », et »_ est < 1. Dans ce cas, on obtient
des solutions singuliéres de l'éguation dz — pdx - qdy, en prenant les
équations qui satisfont aux sutvantes :

(R
‘dw 0’ dy 0’
“((5«_4:1 (29) !
\dz; 0 \ay 0

ExempLe. — Soit I'équation :

dz=[‘l+\3/z—-y—w {y+a</z—y—~w—b\s/z———y.—w}]dw

+ 1 +evi—y—aldy
Ici : _
P=(r—y—a) [yt als—y—a) —blz—y—a) | +1,

4=v(s—y—a) + 1.

Or, si on forme les équations (%), on trouvera qu’elles sont toutes satis-
faites en posant z — y — 2 =0. C'est une solution singuliére de la pro-
posée, exprimée par une équation unique entre les trois variables.

2° S1 le moindre des exposants #, et #, est =1, on déterminera
les solutions singuliéres de I'équation différentielle dz — pdx - ¢dy
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4

par la régle suivante, due & Euler (Institutiones calculi differentia~

lis, page 278) :

Formez la condition d'intégrabilité de l'équation dz— pdx +-qdy ;
Péquation obtenue ne sera pas identiquement nulle, puisque, par hypo-
thése, la proposée n'est pas intégrable; st celte équalion satisfast
& dz = pdx - qdy, elle en sera une solution singuliére.

Dém. (de Laplace). — En effet, pour que I'équation :

ds—s Q, dz + $* Q. dy,

soit intégrable, il faut que I'on ait :

@m0 T e o (B — 0 (]

)+ e

Il est clair que si ¢, et », sont égaux & 1 ou plus grands que 1,
cette quantité devient nulle par la supposition de s =0, car les

., [d aQ P
quantites (—&) et (E}) ne peuvent devenir infinies en vertu de
dy Y : ,
cette supposition, comme on peut s'en convaincre en réduisant Q,

" - ., {d0\ . (dQ.
et Q, en séries ascendantes par rapport as; les quantités (—d—s—‘) et (Tis_)

peuve'nt devenir infinies : cela arriverait, par exemple, si Q, et O,
renfermaient des termes tels que s.¢ (@, ), 7 étant > 0 et <1.
Mais la dérivée de ces termes , prise par rapport a s et multipliée
par s”‘_}-‘uz, sera toujours nulle en y faisant s =0, puisque #, et #,
sont supposés n'étre pas plus petits que 1. L'équation de condi-
tion (g) est donc satisfaite par s=0; donc, si cette équation de
condition (#) satisfait & I'équation différentielle dz = pdx + qdy,
s =0 satisfera aussi & cette équation différentielle.

‘Bien que s== 0 satisfasse & 'équation (£}, on pourrait craindre
qu’elle ne satisfit pas a celle-ci : '

oG
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- parce qu'il pourrait-arriver que I'équation (v) ne fat pas identique
& I'équation (), mais fat cette équation (#) divisée par un facteur,
Or si ce facteur était une puissance positive de s, alors I'équation
§ =0, quisatisfaita (g), pourrait ne pas satisfaire 4 (7). Il est donc
nécessaire de montrer que ces deux équations ont le méme facteur s.
A cet effet, représentons les équations (8) et (v) respectivement
par R=—0et S— 0. Comme on a :

o ds) /zz (ds )
. Ql - (d_.i/ . $ Qz d
T T
\a_'z_) (dz)

si on substitue ces valeurs dans (v) et qu'on compare le résultat
a (), on trouvera : :
: __ [ds)

Ainsi s étant facteur de R, sera nécessairement facteur dé S.

Rem. — Euler avait donné sa régle comme générale : Laplace a
montré qu'elle ne I'était pas.

~En effet, si on Iapplique & 'exemple traité plus haut, savoir :

1 1 1
3 % 3

dzs=[1 4 (z — y~-¢) {y ta(z—y—x)—3b (z—y—2x) }]da,
1
. + (142 (s—y—a)" ] ay,
on obtiendra I'équation ; _
’ 3q\12
Z:$+ y+ (Tb) ’

qui ne satisfait pas 4 la proposée; et pourtant cette proposée a pour solu-
tion singuliére I'équation :
F=ux -y,

ainsi qu’on I'a va plus haut.

&
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CHAPITRE II.

Lquations différentielles partielles.

Introduction.

Nous prouverons tout d'abord que : La solution singuliére la plus
générale d'une équation aux différentielles partielles d'ordre v entre un
nombre quelconque de variables, renferme tout au plus m— 4 fonctions
arbitraires.

Dém. — Considérons une equation renfermant les n variables
indépendantes @, ,, ,,... @, ; la variable dépendante z et toutes
ses dérivées partielles qui ne dépassent pas Iordre m. Cette équa-

n

. . d z . )
tion déterminera <——;) enfonctiondex,, z,, @,,...,, s etdesautres
. dz,

dérivées dans lesquelles 11 y aura tout au plus m — 4 différentiations

\ . . d"z
par rapport & 2. En différentiant la valeur de ( m) par rapport
da,- ,
dm—[—lz ' LA™z
—mﬁ> , et son expression renfermera (ﬁ) , ainsi
d(L‘1 ’ wl

que ses dérivées par rapport & @,, @,,... @,; mais si on remet, au

a x , on aura (

m

lieu de (d £

m
dx,

), sa valeur tirée de la proposée, on n'aura plus de

dérivées qui dépassent 'ordre m — 1 par rapport & z,. En conti-
nuant ainsi, on aura toutes les dérivées partielles de z par rapport
& ,, depuis la m*™ jusqu’a I'infini, exprimées au moyen de ,, =,,

m— 1

dz d’z @'z ) ¢ %) ot de leurs dérivées
Lyree Ty B \G)? \da2)* \dwd|" " de,™ 1 oL e ° '
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partielles relatives & x,, @,,... z, seulement. I s'agit d'obtenir leg

[ d"z " Ty . .
valeurs de ( g N w1) - COrrespondantes  un certain & =
dz, dz,” T . 0

A cet effet, remarquons que :

Pty _ d mlp 0
P tl q ’
\dodz/ da, ‘

de sorte que toutes les dérivées de z, dans lesquelles on fait 2, — x,,
se déduisentde = et des m —1 premiéres dérivées de z par rapport

Y

ax, dans lesquelles on fera z, — @, et des dérivées que donnent
ces m fonctions de z,, z,,... a, . quand on y fait varier partielle-
ment &, ,,... @, L'équation proposée laisse d'ailleurs arbitraires
ces m fonctions. On aura donc :

. — o, )m—l

—\2 ———
i=x4x.% - +X2.(x‘TQ’°)+...+Xm_1(“’ o

W + veny

X, X, X,,... X,,_; étant m fonctions entiérement arbitraires de
w,, x,,... z,. Ce développement de = est lintégrale générale de
l'équation proposée ; et il est toujours possible, attendu qu'on peut
toujours choisir z, de fagon & ce quaucun ‘des ‘coefficients” ne
devienne infini ou indéterminé pour & =g _; et, au moins entre
certaines limites de =, il sera convergent. Ainsi la valeur la plus
générale de z renferme au plus m fonctions arbitraires. Le déve-
loppement précédent contient toutes les valeurs de = qui satisfont &
Iéquation différentielle donnée, & I'exception de celles pour lesquelles
certains coefficients différentiels de z en 2, cesseraient d'étre finis ou
déterminés pour la valeur @, = x,. Mais, comme tous les coeffi-
cientsdu développement de z ne renferment que des dérivées de z en
@, d'ordre inférieur & m , il en résulte que la valeur qui constitue
une solution singuliére proposée, doit satisfaire & cette proposée, en
méme temps qu'd une autre équation différentielle d’ordre au plus
égal & m, et dans laquelle il n’entre aucune fonction arbitraire. La
solution singuliére devra donc satisfaire & deux équations qui renfer-
ment chacune tout au plus m fonctions arbitraires, par conséquent,
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elle devra satisfaire au résultat de 1'élimination de I'une des fonc-
tions arbitraires entre ces équations, Elle renfermera donc tout au
plus m — 4 fonctions arbitraires. .

Les raisonnements précédents supposent qu'en résolvant l'équa-
tion proposée par rapport au coefficient différentiel partiel d'ordre le
plus élevé de la variable dépendante, pris par rapport 4 une variable
indépendante seulement, il n’entre dans I'expression de ce coefficient
différentiel, aucune quantité ol il se trouve un nombre aussi grand de
différentiations par rapport & la méme variable. Si cette circonstance
ne se présentait relativement 3 aucune des variables, le développe-
ment ne pourrait plus sefaire, comme plus haut. Dans ce cas, on
suppose I'équation proposée résolue par rapport au coeflicient diffé-
rentiel d'ordre le plus élevé; et le développement, effectué d’aprés
le théoréme de Taylor, donne un nombre de fonctions arbitraires
inférieur & m, et un nombre infini de constantes arbitraires ;
mais ces constantes arbitraires équivalent toujours & un nombre de -
fonctions arbitraires, tel que le nombre total des fonctions arbitraires
qui entrent dans la valeur de z soitau plus égal & m. _

Ainsi l'intégrale générale d'une équation aux différentielles par-
tielles ne peut avoir plus de m fonctions arbitraires. C'est ce,q_ui résul-
terait aussi de la construction arithmétique de ces équations. - Mais
'si elle ne peut renfermer plus de m fonctions arbitraires, elle peut en
contenir moins. De 12 résulte une conséquence excessivement remar-
: quable : Cest que les équations aux différentielles partielles peuvent
- ' avoir des solutions singuliéres qui paraissent aussi étendues que leurs
3 intégrales générales. C'est ce que nous montrerons en son lieu.

: 3 ARTICLE 1. — £EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES PARTIELLES
E DU PREMIER ORDRE A TROIS VARIABLES.

Nous représenterons une telle équation par :
f=f(.’17, Y, 5, Dy q)=07

, - . ey . dz dz
p et ¢ désignant respectivement les dérivées partielles E&) et (@ .
Cette équation a trois sortes d'intégrales :

1° Une intégrale générale, c'est-2-dire une relation entre ¢, y, z et
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une fonction arbitraire d’'une fonction déterminée de y, z. Nous la
désignerons par : _

F=F{[z,y, 2 2 )1,

z désignant une fonction arbitraire, et.¢ une fonction déterminée.

2° Des intégrales compleétes, c'est-3-dire des relations entre x, Y,z
et deuk constantes arbitraires a et b; elles peuvent se déduire de
I'intégrale générale par des déterminations convenables de la fonc-
tion x. Nous les représenterons par :

F,=F [zy,za,b]=0.

3° Des intégrales particulieres, qui sont les cas particuliers des
intégrales complétes. Nous distinguerons, parmi ces intégrales par-
ticuliéres, les intégrales incomplétes, c'est-a-dire des relations entre
@, Y, % et une constante arbitraire a; et nous les désignerons par:

F,=F,[z,y 5 0a]=0.

Toute équation s= 0, qui satisfait I'équation f — 0 sans satis—
faire & F =0, est une solution singulitre de f— 0. Les solutions
singuliéres de f== 0 ne peuvent renfermer de fonction arbitraire.
Nous verrons qu'elles ne peuvent non plus renfermer de constante.

§ ¥. — DETERMINATION DES SOLUTIONS SINGULIERES
PAR LES INTEGRALES.

I. — PAR LA VARIATION DES CONSTANTES ET DES FONCTIONS ARBITRAIRES.

Takorkme I. — On obtiendra ‘des solutions singuliéres d'une équa-
tion auz dyfférentielles partielles du premier ordre & trois variables, en
prenant, parmi les équations qui résultent de U'élimination de la
constante éntre une intégrale ancompléte de la proposée et sa dérivée
partielle relative & la constante et éqalée a zéro; ou ses dérivées par—
tielles relatives & x, ou & Y 0u Gz, et égalées o Uinfing, celles qui ne
sont pas comprises dans I'intégrale générale.

Dém. — Soit :
F, (z,y, z, a)=20,
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une intégrale incompléte de l’équation_,diﬁ'érentielle :

[ (z, y, 5, p, 9 =0.

En éliminant la constante a entre deux des trois équations :

(a) (

F,(z,y,2,a)=0,
]
(dFZ) + (dF,) p—0,

dz) " \dz

(@) + (&)=

pourvu que l'équation résultante satisfasse aussi a celle des équa-
tions (a) qui n'a pas ét¢ employée a I'élimination, cette équation
résultante sera renfermée dans f== 0. Or I'équation, ainsi obtenue,
restera la méme, pourvu que les équations (a) restent les mémes.
Mais si on regarde @ comme variable, les deux derniéres équa-
tions (a) seront remplacées par les suivantes :

)+ (2] + (51 + o

) )

ou :
[ Ry (e} R (da)T
1+<%2ngx) (%)+ 1+<dad)FEdz) <%)p=01
L (%) | _ (dz)
T (B (da) AN
**%%ﬂ%w«ﬁ%%Q%wﬁ
L - dy ] L dz

équations qui se réduiront encore aux deux derniéres équations (a),
st 'on pose simultanément :
(sz (da)
da | \dz

(w @ (@) (&

=0, ——""=0, =0. (4)
o e

' 80
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Mais on satisfait & ces trois équations (4) :

1° Soit en posant :

ar, .
(@)= )
2° Soit en posant simultanément :
[ R B B
\dx)_o’ dy 0’ dz)_O’ (€)
3° Soit en posant conjointement :
da) _ o (4 _o (99 _
(&) = © (dy) O (G =" k)

qui donnent a == constante et font retomber sur lintégrale incom-
pléte; "

4 Soit en posant simultanément 1 des équations (#)avec les deux -
non-correspondantes du groupe (7), ou 2 des équations (g) avec
l'équation non-correspondante du groupe (7).

Ainsi, les solutions singuliéres de I'équation différentielle f—0,
seront comprises parmi les équations résultant de I'élimination de &
entre les deux équations de chacun des quatre systémes :

glfz; 0, (F,=0, SFZ: 0, - (Fa=0,
fersyst.: 911«*2 0 2¢esyst.: dF, =1g5“syst.; d_ﬁé __l 4csyst.:( dF,\ 1
( da) dz| 0O ?(dy' 0’ dz| 0

Rem. I.— On est stir que les équations obtenues par I’e}pplication
du théoréme I, satisfont & I'équation =10, quand elles satisfont
aux relations (4). .

Rem. II. — Si 'équation F,==0 est une fonction algébrique,

. . . . dF
rationnelle et entiére de x, y, z eta, 'équation (d—az) =0, sera seule.

~applicable.‘ — Au contraire, si 'équation F, =0 était résolue par
rapport & a et mise sous la forme =1 (w, y, 5), il faudrait employer
les trois équations: .

/dmy 4 fdmy 4 dmy 1
(ﬁ)“o’ dy)—()’ dz)“_o'
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Exewpre. — Trouver les solutions singuliéres de l'équation différentielle -

sl o (o[ ) e

au moyen de son intégrale incomplét;z : ’
Fy=172 —ar* — a®*= 0.

Solution.— 11 faudra employer la seule équation ((ji_?) =0, qui donne :

a* 4 2ay*=0,
donr :
mz
a = — *2?2,

valeur qui, substituée dans F,=0, donne la solution singuliére :

L
s,=z+-f?=o.

Si I'équation F, — () avait été mise sous la forme :

on en aurait tiré :
9x*

valeurs qu'on rend simultanément infinies, en posant :

xt z
BTy
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ou: s
x4

.

.comme plus haut.
Rem. III. — Si la fonction qui, égalée & zéro, satisfait & I'une des
quatre équations : ‘
(4B o, ()t (R
da/ kdx)__.O' dy |
ne renferme pas la ponstaﬁ,te a, elle sera une solution singuliére, si

toutefois elle satisfait & 'équation différentielle proposée, sans satis-
faire & son intégrale générale.

1
0 laz) 0O

B

Tatorkme II. — On obtiendra les solutions sinqulidres d une équation
auw différentielles partielles du premier ordre & trois variables, en
dliminant les constantes arbitraires a et b de intégrale complite
F (x,y,2z, a,b)=0, au moyen de deux équations prises parms les
suwvantes : ,

aF)\ _ . (d_lf, o [HEN_1 (aFy 1 (@; _ 1
CEE)__ ’ db)—— ’ (&E) v E@)""o’ dz)"o'
el vérifiant que les équations obtenues ne sont pas comprises dans L'inté-
grale générale.

Dém. — Soit :

Fo (@, 2,0, b)=0,
I'intégrale compléte de I'équation aux différentielles partielles du

premier ordre & trois variables :

f(z, ¥, 2 p, q) =0.

Cette équation f== 0 résultera de I'¢limination des constantes a et b
entre les trois équations :

F (z,y,5, a b)=0, ' (4)
) )0,
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- Or, pourvu que ces équations ne changent pas, le résultat de
I'élimination restera le méme, que I'on considére a et b comme
constantes ou comme variables. Mais, en regardant a et b comme
des fonctions de «, y et 5, les équations (2) et (3) deviennent :

<%>+<%>' 5 )[(z::>+< - )+fzi:>p3—o
, 1 L + ]_

Ces nouvelles équations se réduisent respectivement aux équa-
tions (2) et (3), pourvu que l'on ait simultanément :

(ae) (ae) *+ (@) (@),
|

|
e
)
EENGE
B
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Or, si on ne veut pas établir de relation entre g et b, 1l faut substituer
aux trois équations (4) les six suivantes :

@@ _, @), (@)

=0, L, 10/,
(%) (%) 7 (%) (B)
@E_ (@6, G
TRy T Tary, % TaEy
() () (@)

Maintenant, on satisfait simultanément aux relations (B) :
1> Soit en posant simultanément :

2° Soit en posant simultanément :

&= o @)= @)= (@-0 @-u ©

qui donnent a = constante, b — constante, ce qui nous fait'retom-
ber sur Iintégrale compldte ;

. 3° Soit en posant simultanénient :
-(dFl _1 (dFl') 1 '(dE _ 1 o
dz/ 0 \ay) 0 \(dz/” ¢ )

4° Soit par une combinaison convenable d’équations prises ,
partie dans le groupe (=), partie dans le groupe (8), partie dans le
groupe (7).

On conclut aisément de 1a que les solutions singuliéres de I'équa-
tion /== 0 sont comprises parmi les équations résultant de I'élimi- -
nation des constantes a et b entre I'équation F|==0, d'une part, et,
d'autre part, deux équations compatibles, prises parmi les suivantes:

dF - [dF dF dF dF,\
1) = = — = — = —1 =&;
(da) % (db) o (da«") * (dy) * (dz) ’

oe quil fallait prouver.
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Remarque. — On peut faire, sur le théoréme II, des remarques
analogues a celles que nous avons faites sur le théoréme I.

ExenpLE. — Trouver les solutions singuliéres de U'équation différentielle
partielle du premier ordre & trois variables :

dz dz dz da\ 7
= at| %z — | — & 2 )y [Z) | =0,
f ’ [: T (dw) +y (dy)] ty EH— “ (dw) Y (dy)._! :
au moyen de son intégrale compléte :
Fy=1z— ax® — ba*y — a®y* — 2abzy® — b*z’y+ = 0.

Solution. — 1l faudra ici éliminer ¢ et b entre les trois équations :

F, =0, (Elﬂ) — 0, /ﬂ) —0.

da \db
Or:
dFl J— 2 2 : S
(da)———w — 2ay® — 2bxy®’ = 0,
dF, .
hutent ) S — %azx y° — 2bxPyt — 0.
(db) acy‘ ary ba’y 0

Ces deux équations se réduisent 3 une seule; car la seconde n’est que la
premiére multipliée par xy. De cette premiére, on tire :

b — x* 4 2ay®
T eyt

En substituant cette valeur dans F,=0, a s’en va de lui-méme, et on
trouve :

. 2Tk
s=z -+ Zg;é =0.
Si I'équation F, = 0 avait été donnée sous la forme :

— %t —a* a4 by’

8

F' =b— 0,

! 2y

. . . , . ar’ dF'
on n’aurail pu rien tirer des équations ( dbq =0 el (_d?l) = 0, parce
. /
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que F,’' = 0 est résolue par rapport 3 b, et qu'elle ne renferme a qu'au
premier degré. Il aurait donc fallu faire usage des équalions :

dF', dF', dF!,
)T &) T m e

‘

qui, toutes, auraient donné :

s x*
i P
+ 4y2

Tetoriwg III. — On obtiendra les solutions sinqulidres d'une
équation auw différentielles partielles du premier ordre & trois varia-
bles, en éliminant la fonction arbitraire x (¢} de Uintégrale générale
Fx,y, 2 x{s(x,y, z)}] =0, au moyen de I'une des équations :

(dF\_O_ (dF 1 (dF__‘l (dF_i
E;Z)“’ E)“o’ dy)“—o’ dz)‘o’

A. — PREMIERE DEMONSPRATION.

a. Yoyons, d'abord, comment I'intégrale générale peut se déduire

A

de l’intégrale compléte. On sait que le résultat de I'dlimination de ¢
et b entre l’équation :

F, (z,y,2,a, b)=0, ()

et ses dérivées partielles relatives & z et & y, = étant fonction de x
et de vy, sera encore I'équation [l vy = p, q) =0, sion suppose
que a et b varient, pourvu que les trois conditions (4} du théoréme
précédent aient lieu a la fois. Nous avons partagé , dans ce théo-
réme, chacune des conditions (4) en deux. Mais on peut satisfaire
aux equations (4) d'une manidre plus générale, en posant  la fois :

)5+ () 2.
) 5]+ () 2 -o

(50 (52)+ 22) (2) =e.

i
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ce qui revient & poser uniquement :

. (Z_il): da + (‘Z_i':) db = 0. ' . (PS

Mais, comme nous n'avons quune seule équation entre les deux
arbitraires a et b, il faut regarder I'une d'elles, comme une fonction
de l'autre. Soit donc, b = «, (a), la carggiéristique x, désignant une
fonction arbitraire, I'équation (g) deviendra :

O .

au moyen de laquelle on pourra éliminer a de I'équation :
F,[%,y, 2, a,x (a)]=0. (a)

Le résultat de cette élimination est ce qué Lagrange a nommé
I'intégrale générale.

ExempLE. — Soit I'équation :
)=~
dy dz/’
dont I'intégrale compléte est :
z=a -4 b (x4 my).
En posant a — %, (b), ona:

s =% (8) + b (z + my),

-

d'oti :
(%9) 4+ z4 my=0.

Cette derniére équation donnera pour b une fonction de x -+ my, en sorte
que x, (b) 4 b (x 4 my) sera aussi une fonction de (x - my); et cette
fonction sera arbitraire, puisque x, (b) est elle-méme une fonction arbi-
traire. L'intégrale générale cherchée est donc :

2= (z + my),

la caractéristique ® désignant une fonction arbitraire.
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Rem. I. — L'élimination de'a ne peut pas toujours s'effectuer ;

alors on regarde le systéme des équations (a) et (5) comme équiva-
lent & I'intégrale générale.

Rem. II. — Quand on connait I'intégrale générale d’une équa-
tion aux différentielles partielles du premier ordre 4 trois variables,
on peut en déduire autant d'intégrales complétes qu'on veut. Il suff,
en effet, pour cela, de donner 4 la fonction arbitraire de I'intégrale
générale , une forme particuliére dans laquelle il y ait des coeffi-
cients arbitraires , en sorte quil se trouve deux de ces coefficients
dans l'intégrale. -

On voit aussi que du moment qu'on connait une intégrale com-
pléte, on peut en déduire toutes les autres, en cherchant d’abord
I'intégrale générale.

Rem. IIl. — Lagrange (XII° cahier du Journal de ¢ Ecole poly-
technique, page 298, et Legons sur le calcul des fonctions, 2° édit.,
pages 372 et 374), dit : « Il est remarquable que la premiére équa-
tion primitive compléte, d'ott 'équation primitive générale a été dé-
duite, n'y est jamais comprise. » Il résulterait de 12 que I'intégrale
générale n’a pas toute la généralité possible, puisqu'elle ne renferme
pas toutes les autres intégrales. Mais cela tient & la maniére d’écrire
la liaison de b et de a. En effet, comme le dit Cournot (Théorie des
fonctions, vol. I, page 449 et seq.) : «pour exprimer que nous éta-
blissions une liaison entre les paramétres @ et b, nous avons écrit
b = x, (a) ; mais il aurait été plus général d'exprimer cette liaison
. par I'équation = (a, b) — 0, et alors le systéme des équations (a)

et (b) seserait trouvé remplacé par le systéme des quatre équations
smivantes :

dF,
F (z,y, 5,a,b)=0, <‘fi—i") da - (d—bl) db =0,
y g (=)
) o
@ (a, b) =0 (%‘i) da—]—(d—b) db = 0.

Cette notation, plus compliquée, est méme la seule qui soit auss
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compléte que la généralité de I'analyse le requiert. Rien n'empéche,
par exemple, de supposer que I'équation = (a, ) = 0 ne prenne
accidentellement la forme :

(@—h) + (b—kF =0, (=)

h et k désignant des constantes ; auquel cas, on en déduit a = £,
b=k, sans qu'il soit possible de tirer de I'équation (=,) une rela-
tion de la forme b = , (a), 4 moins d’employer des symboles 1ma-
ginaires. » On pourralt donc croire qu'il est nécessaire de joindre
aux équations (a) et (b) l'intégrale comp]ete dont on les a déduites ;
mais cela est inutile du moment qu'on donne aux notations toute la
generallte qu'elles comportent, et qu'on prend le systéme des quatre
équations (=), pour representer I'intégrale générale.

b. Passons maintenant 4 Ja démonstration du théoréme III, et
reprenons, & cet effet, les équations (a) et (b) :

Fx [.Z‘, Y, %, Qy X, (a’)] =0,
) )
da dy,/ \da 7
et désignons par a = x, (¢) la valeur de @ tirée de la derniére,
¢ représentant une fonction déterminée de «, y et z. En substituant

cette valeur de a dans la premiére équation, on aura l'intégrale
générale, et, partant, l'identité :

F [®, y, 5, x5 (9 Xl{Xz (?)}]%F[wvy’ z, % (9)] =0,
ou :

F, (2,9, 5 % (9} % (5)] == F [, U5 %, % (¢)] = 0;

d’ot l'on ftire :
(dFl) (dF (dﬁ} (dF , (dF, (dF
iyl =l bll PRI burvll I -ccll Ryl PR Surnd il Rl
dz dw ) dy ) dy) dz ) dsz

45+ ) (2 ) 1)
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Mais les solutions singuliéres donnent :

_ o [dF)\ (dF,)

(4F,) LA (dE\_ (d_ﬁl\:(d_ﬂ (_ —
* ) =" (@) \d) =

=) =% |5 @)~ % \aa)

donc, les mémes solutions singulidres résulteront de I'élimination
de x entre I'équation F—= 0, d’une part, et, d'autre part, chacune
des équations :

ce quil fallait prouver. -

Exenpre. — Trouver les solutions singuliéres de léquation :

=—4m4[2z—x(%) +y (g)]%—y{%—kwc—i)— y(g—;)j:o:

uu moyen de son intégrale générale :
F=z—a"x (zy) — o [ (zy)]" = 0.

Solution. — On en tire :

IdF 2 2,

valeur qui, substituée dans F =0, donne la solution singuliére :
&4
& + ryz =0.

Si I'équation F'= 0 avait été mise sous la forme :

. x° 4
X=———t Ty 2
2y* \/43/4 + v %
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i

. : aF 1
il aurait fallu employer les équations (E) = o, (——) =5 (dz %,

dzx \dy
auxquelles on aurait satisfait simultanément en posant :

&

are z & :
— 4+ =0, ou z4+-—=0.
2
byt "y 4y
B. — DEUXIEME DEMONSTRATION.

Nous appelons I'attention des lecteurs sur cette deuxiéme démon-
stration : elle est plus directe et plus naturelle que toute autre ; et il
est étonnant que Lagrange, qui a appliqué avec tant de succés la
méthode des variations des constantes arbitraires a la théorie des
solutions singuliéres, n'ait pas songé & déduire les solutions singu—
lidres des équations aux différentielles partielles, des intégrales
générales de ces équations, par la variation des fonctions arbitraires :
cest ce procédé, légitimé par le théoréme que nous avons démontré
en commencant ce chapitre, dont nous allons faire usage.

L’équation f(x, y, , p, q)==0, résulte de I'élimination de-x (#) et

d ., )
de (_x) entre les trois équations :

ds

? Flz,y,%%(s)]=0, (1)
)+ (E e+ G &+ Gl e
)+ @) o+ (@)@ + G )= @

Or le résultat de cette élimination restera le méme, pourvu que les
équations (1), (2) et (3) restent les mémes, que I'on considére la
composition de x en ¢ comme constante ou comme variable. Mas,
en supposant cette composition variable, les équations (2) et (3)
changent. Pour voir ce quelles deviennent, rappelons—nous cette
formule du calcul des variations :

du  de | d’u

0 — = — + — 0F;
dr dx | da?

elle nous montre que, lorsque la composition de x en ¢, parlant,

o = A R R T L T

ot e S e A Sy AL T LT T T R e T e T
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. e . . fdx d
en w, y, z, varie, il faut substituer & (—); (—x)

"dx) respecti
: dz)* \dg) (dz pective~
ment les expressions : .

)

g8
I3

o) + (&) + (2
e+ (@) + (55

&)+ (&) + ()

¥4

) oz,
/

F &F
& &
ISH
x

U

- Les équations (2) et (3) deviennent donc respectivement, dans
Ihypothése de x variable, de forme en o : ‘

ez + (3] () + (@) (&) +

21+ 2]+ )+ 2]
(T e o
| H(%)H%)*(%)"“’T (4F) | (dF ) 1ax
e
el e g

,rd +<§)[(Z“)+(gl) “]— ) V)




DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 4259

Ces équations (2") et (3") se réduiront -respectivement aux équa-
tions (2) et (3), si l'on a simultanément :

)]+ ()]
)+ ()

)+ (&),
& e
(&) @)+ ()

2+ (%) @)

(*1_
dz

Or on satisfait & ces relations :

—t
J_.

1° Soit en posant : .
dF\
()= )
2° Soit en posant simultanément :

de (dz;{ dm) d* ide\ | [d%

-~ - 8 :0 — H P == —_— 1 g =
(3a) + a5 22 =0 () + (w0 (@) + (a7 =—0
ce qui donne & x une forme constante, et nous raméne a l'intégrale
générale ; '

3° Soit en posant simultanément :

L L
\dz) 0 dy) 0 \dz) 0 /

&° Soit en posant simultanément I'une des équations du groupe (#)
avec les deux -équations non correspondantes. du groupe (v); ou
deux équations du groupe (£) avec I'équation non correspondante
du groupe (7). — Ce sont 1a les seules manieres de satisfaire aux
relations (A); car, d’une part, il est inutile de poser conjointement :
ax\ 1 /dx 1 jdx
&= Gl—o &

1 : ) . :
) == 5 attendu que ces equations ne sont
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qu'une conséquence de (y), comme on le voit en dérivant I'intégrale
générale partiellement par rapport & @, 4 y et & z, ce qui donne :

et, d’autre part, I'équation (%?) =% doit étre rejetée, par une rai-
son parfaitement analogue & celle qu'on trouve en note 4 la
page 1028.

Ainsi, toutes les solutions singuliéres de l'équation f(x,y,2,p,9)=0,
résulteront de son intégrale générale par I'élimination de la fonc-
tion arbitraire entre cette intégrale et chacune des équations :

dF —0 dF _1 (dF)__g dF _1
)= d—w')—o’ )~ @&~
C. — TROISIEME DEMONSTRATION.

Le théoréme III peut encore se démontrer de la maniére suivante :
Harrive, le plus souvent, que I'éliminationdea entre les équations:

SFI [‘7"3 Y 5, @, x, (@)] =0,
(I (dF; (dF,) dxl) _
| G2) + () (32) =0
est impossible, en laissant & la fonction x, son indétermination. Alors,
comme nous I'avons dit précédemment, on regarde le systéme des
deux équations (I) comme équivalent a I'intégrale générale. D'olt il
suit que I'équation f(w, y. 7, p, ¢) = 0 résultera de I'élimination

: dx , . .
de a, x, (a), et (Ej) entre les équations (/) et les deux suivantes :
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Or, si au lieu de regarder x, comme fonction seulement de g, on la

suppose encore fonction de z, ¥, z, le résultat de I'élimination précé-

dente restera le méme, pourvu que les équations (II) restent les .
mémes. Mais, en faisant varier x, avec , y, 5, on a :

(@) + (&) + (w) L)+ (&) ] =0

dz dz
et:
() + (&) o+ (@) L)+ ) )=
ou:
)9 [, )] o
M=+ 1+ — —p=0,
! (%%) J(dw) ! (%) (dz) 0
et :

Ly [
S )+
|l

équations qui se réduironta (II), si on a simultanément: -

&)@, &, &
\az, ) \dw] _ dxl) ayl _q AT e -
(] t )
dw dy dz

Or, on satisfait aux relations (B) :

1° Soit en posant : :

2° Soit en posant simultanément :

Gon (S0 e

ce qui donne %, indépendant de z, y et z, et raméne a l'intégrale

14 14 i
générale ; *
84
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3° Soit en posant simultanément :

{dF\ 1 (dF\ 1 [(dF)\ 1
@)= (&)=v (Z)-v )
4° Soit en posant simultanément une des équations du groupe (b,)
.avecles deux équations non correspondantes du groupe (c,), ou deux
équations du groupe (b,) avec l'équation non correspondante du
groupe (c,).
Done, les solutions singuliéres de f==0 résulteront de I'élimina-

. dx
tion de a, x, (a) et (d—a‘

(dFl_o ("_Fl>_1 (‘11;’"1 1 (dF: 1 risesdeuxad
EZ>—_ \dgz =0 ay ——O, E)—b’ prlses eux a deux.

Cest le théoréme III appliqué aux équations (7).

) entre les équations (I) et les suivantes :

~

Rem. I. — On voit facilement que l'application du théoréme III
donnera toutes les solutions singuliéres, et que, quelle que soit la
forme qu’on donne a I'intégrale générale (bien entendu, en y laissant
arbitraire la fonction x), le théoréme en question conduira toujours
aux mémes solutions singuliéres. On voit encore que, si I'ntégrale
générale est une fonction algébrique de x, y, z ou «, et qu'on la
délivre des radicaux et des dénominateurs qui pourraient renfermer
@, Y, = ou x, toutes les solutions singuliéres de f— 0 se déduiront
de la transformée uniquement par P'élimination de x entre cette
transformée et sa dérivée partielle relative & x et égalée & zéro.

Rem. II. — On peut encore faire, sur le théoréme III, des re-
marques analogues a celles que nous avons faites sur le théoréme 1.

Rem. III. — Nous devons encore remarquer que l'application du
théoréme IlI, étant indépendante de toute intégration, ne peut intro-
duire de constante arbitraire dans les solutions singuliéres; et
comme dailleurs elle les donne toutes, on est str que les solutions
singuliéres des équations aux différentielles partielles du premier
ordre, ne peuvent renfermer ni constante arbitraire, ni fonction
arbitraire. Maintenant comme, dans le théordme II, I'intégrale com-
pléte, lorsqu'on y considére a et b comme des fonctions de z, y, et =,
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peut représenter toutes les fonctions possibles de x, y, z, sans
constante m fonction arbitraire, il en résulte que ce théoréme II
donne aussi toutes les solutions singuliéres de f— 0, au moyen de
I'ntégrale compléte. — Un raisonnement analogue montrerait que
le théoréme I donne encore toutes les solutions singuliéres de /=0, -
au moyen de lintégrale incompléte. Donc, toutes les intégrales
(complétes, incomplétes, générale) d’une équation aux différen-
tielles partielles du premier ordre & trois variables, donneront les
mémes solutions singulidres et les donneront toutes.

REMARQUES GENERALES SUR LES TROIS THEOREMES PRECEDENTS (*). —1°L'in-
tégrale incompléte F, (x,y, z, ) = 0, d’une équation différentielle
partielle du premier ordre & trois variables f (2, y, 5, p, ) =0, peut
étre regardée comme I'équation d’une surface dans laquelle entre un
parameétre arbitraire. Si on donne 4 ce paramétre une suite de
valeurs contigués, on obtiendra une série de surfaces consécutives
de méme espéce qui, en général, se pénétreront suivant certaines
lignes. L'intersection de deux surfaces contigués, prises dans cette
série, sera représentée par le systéme suivant :

F,(#,y,z,a)=0, F,(s,y,z a+ da)=0,

ou:
F, (z,y, z,a) =0, ()
et :
dF2 —_—
(d—a‘) =0. (8)

Cette intersection a été nommée, par Monge, caractéristique. On
obtiendra autant de caractéristiques qu'on voudra, en donnant 3 a
autant de valeurs déterminées. Mais si on élimine g entre les équa-
tions («) et (#), 'équation résultante ¢ (z, y, z) = 0 sera I'équation

(*) Les principaux ouvrages que nous avons consultés ici sont : Lirrrow, Analytische
Geometrie, Vienne, 1823, cap. vi et vu; — Braxoss, Hohern Geometrie, Leipzig, 4824,
t. 11, §§ 184-248, £87-501, 54k-554 ;— Monex; — deux notes de Hacaerte, dans le XII® ca-
hier du Journal de I’Ecole polytechnigue ; —Moiero, vol. Iex ;— Navizr, vol. II;— Courror,
Théorie des fonctions, vol. IsT; — enfin, Licranck (ses Mémoires et ses deux Trailés
d’analyse). ‘
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du lieu géométrique de toutes les caractéristiques. Ce lieu est une
surface qui a regu le nom d'enveloppe, par opposition aux surfaces
représentées par I'équation F, (z,y, z,a' =0, lesquelles se nomment
enveloppées. <— La surface enveloppe jourt de la propriété de toucher
toutes les surfaces enveloppées, dont la série est donnde par la variation
continue du, parametre a dans F,(x,y,2,a =0;etls ligne de con-~
tact de l'enveloppe avec une enveloppée est lo caractéristique correspon—
dante & cetle enveloppée, c'est-a-dire la courbe d'intersection de celte
enveloppée avec lenveloppée consécutive. En effet, I'équation du plan
touchant au point (z, y, z) de la surface F,(® 9,5 a0 =0, est :

jdF,\ (dF. dF,
\d

@) € =2+ (3] =0+ () s~ =0 (@)

et I'équation du plan touchant au méme point (x, %, z) de la sur-
face ¢ =0, est :

dz

o) emarffomame

Mais I'équation y — 0 n’étant autre chose que I'équation F, — 0,

ol I'on a mis pour a sa valeur en z, Yy, = tirée de (), on a :

-+ )
(&)= (&) + (&) (5)
o) = (&) + () ()
equations qui, en vertu de (5), se réduisent 4 :

(&= &) &) @-3

v

A

Les équations (a) et (b) coincident donc toutes les fois que [z, y, z)
représentent les coordonnées d'un point commun aux surfaces F,=0
et ¢ = 0. Donc, les surfaces F, — 0 et  — 0 se touchent tout le
long de la caracteristique qui leur est commune; ce quil fallait
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prouver. — On voit, par conséquent, que : Toutes les solutions
singulieres d'une équation aux différenticlles partielles du premier
ordre & trois variables, toutes les fois qu'elles peuvent se déduire d'une
intégrale incompléte, par L'élimination de la constante entre cette tnté-
grale et sa dérivée partielle relative & la constante , égalée & zéro (que
cette déduction puzcse se fazre de cetie maniére,-sott immédiatement ou
seulement aprés avoir mis I'intégrale sncompléte sous une forme conve-
nable), représentent des surfaces enveloppes de toules les surfaces qu'on
peut déduire de I'intégrale incompléte par la variation continue de son
parametre arburaire. — Nous devons observer que les caractéris-
tiques peuvent devenir imaginaires, lorsque le paramétre a a dépassé
certaines limites, quoxque pour les mémes valeurs de a, l'intégrale
mcomp]ete continue & représenter des sur faces réelles. Ces surfaces
ne sont plus alors touchées par I'enveloppe, et ne conservent leur
dénomination d'enveloppées que par extension. Ainsi, comme pour
les courbes, o/ peut y avoir certaines régions dans lesquelles la su‘rface
enveloppe ne louche pas les surfaces enveloppées. — Considérons, main-
tenant, les deux caractéristiques consécutives qui résultent des deux

intersections consécutives des trois enveloppées contigués, dont les
équations sont :

F, (@, y, 5 a) =", qu-(%g) da =0, F+2( /\d -l-(sz)d"—O

la premiére caractéristique sera donnée par les équations F, =0,
dF, ) , . dF, ' d*F,)

(%) == 0; la seconde, par les équations (%) =0, (W/ —
Ces deux courbes se couperont et-en méme temps se toucheront en
un point déterminé par les valeurs de x, y. 5, qui satisfont simulta-

nément aux trois équations :

Ao (B0 e

Par conséquent, I'élimination de a entre les équations (y) donnera
deux équations appartenant au lieu géométrique de tous les points
dans lesquels chaque caractéristique est coupée et touchée‘par la
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caractéristique contigué. C'estce qu'onnomme I'ardtede rebroussement.
Les arétes de rebroussement partagent, en général, les surfaces en
- nappes distinctes : elles sont touchées par toutes les caractéristiques,
et sont, & leur égard, de véritables enveloppes. —1I1 peut arriver que
les équations (7 ) ne soient pas compatibles. Alors les caractéristiques
consécutives d'une enveloppe ne se coupent pas, et, par conséquent,
cette enveloppe ne présente pas d'aréte de rebroussement : mais,
dans ce cas, il existe en général, sur chaque caractéristique, un
point ol elle se trouve plus rapprochée de la caractéristique con-
tigué que dans tout autre lieu. Le lieu géométrique de ces points, ou
la limite du polygone dont les cétés sont les distances minima des
caractéristiques consécutives, est nommée ligne de striction. — Con-
sidérons encore les-trois caractéristiques consécutives, résultant des
intersections successives des quatre enveloppées contigués, dont les
équations sont :

dF, dF, d’F,
F2= 0, F2+ (E_(f) da =20, F2 + 2 (—d—;) da -:,- (da,22> da? =0,
dl;; dZFZ 2 dst 3 __
F2+5(aa)da+5("a?)da + (qas) de®=0.

Si ces trois caractéristiques se coupent en un seul point, ce qui n'arri-
vera que dans des cas trés-particuliers, I'élimination de a entre les
quatre équations : '

dF, a*E)\ . d*F,
=0 (3=, () =0, (5] =o. ©

donnera les coordonnées @, y, = de ce point de I'aréte de rebrousse-
ment, tandis que I'élimination de «, Y, z entre ces mémes équations
donnera la valeur de a correspondante a la caractéristique sur
laquelle le point en question doit se trouver. Ce point sera le point
de contact de cette caractéristique et de I'aréte de rebroussement :
c'est, en général, un point d'inflexion ou de rebroussement de I'ardte
~ de rebroussement. Telle est linterprétation géométrique compléte
des solutions singuliéres de I'équation f(z,y, 7 p,q) =0, déduites .
de I'intégrale incompléte F, (@ y, z,a)=0, au moyen de I'équa-
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. [dF, e n -
tion (—d—;," — 0. Il nous reste & voir la signification de cette derniére
équation. Or, elle exprime évidemment que le long d'une caracté-
ristique, les surfaces F, = 0 et =0 se touchent ou ont un méme
plan tangent. Quand l'équation F, (%, y, 5,a)=0 a la forme

a =1 (z, y, 5), les solutions singulitres de f==0 s'en déduisent

par les équations (ﬂ) 1 (@) 1 (‘E) —1 Or, ces équations
dx 0’ \dy 0’ \dz 0 ! :
donnent : la premiére, la valeur de a qui rend z mazimum ou mini-
mum, pour des valeurs données de y et z; la deuxiéme, la valeur
de @, qui rend y mazimum ou minimum pour des valeurs données
de z et de z; enfin, la troisitme donne la valeur de a qui rend =
mazimum ou minimym pour des valeurs données de z et de y. Ce
sont évidemment 14 des caractéres qui doivent appartenir & lasurface

enveloppe.

2°Considérons maintenant I'intégrale compléte: F, (x,y, z,a,b)=0,
de 'équation f (z, ¥, 5, p, ¢) == 0. Cette équation F' = 0 peut étre
regardée comme 'équation d'une surface renfermant deux para-
métres arbitraires @ et b. Mais, comme la supposition de a et de b
variant & la fois et indépendamment I'un de l'autre, ne conduirait &
aucune conséquence géométrique, on peut supposer que b est lié aa
par 'équation = », (a), en sorte que I'intégrale complete devient :

F,[®,y, 2z, a,x, (a’)] =0."

Actuellement, si on fait varier le paramétre a, I'équation précédente
représentera, pour chaque forme de la fonction x, , un systéme d’en-
veloppées, dont la surface enveloppe sera donnée par I'élimination
de a entre les équations :

. dF, dF, d_xl_ =
E[w,y,Z, as %y (a)}_o’ et (da,) + (:lx_x) (da) 0

Mais cette élimination donne lintégrale générale de I'équation
f(@, y, 5 p,q) =0. Donc : V'intégrale générale d'une équation aux
différentielles partielles du premier ordre & trovs variables , représente
toujours, pour chaque forme de la fonction arbitraire qui y entre, la
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sur face enveloppe de toutes les surfaces obtenues, en faisant varier d’une
maniére conlinue le paraméire a dans [équation ¥, [x,y,z,a, z, (a)]=0.
— L’intégrale générale peut donc représenter une infinité de sur-
faces enveloppes , selon la forme déterminée donnée & la fonction
arbitraire qui caractérise cette intégrale; et i y a cetle différence
enire les surfaces représentées par lintégrale complite et celles que
represente lintégrale générale, que les premiéres sont de méme espece,
puisquelles ne different que par les valeurs numériques des para-
métres a et b, tandis que les secondes varient despéce selon la forme
assignée arbitrairement & la fonction x,, et ne sont unies entre elles
que par un caractére de famille : celui de satisfaire & une méme
équation aux différentielles partielles. — Maintenant, si on élimine
Varbitraire x () de l'ntégrale générale F [z, y, z, x (¢)] = 0, au

Y .. [dF : ..
moven de 'équation (%) — 0, on obtiendra évidemment une sur-
b 1 dx |

face enveloppe de toutes les surfaces enveloppes représentées par
I'ntégrale générale, lorsqu'on y fait varier d'une facon continue la
forme de la fonction x. Ainsi : Toute solution singuliére d'une équation
auz différentielles partielles qui, immédiatement ou moyennant une forme
convenable donnée al'intégrale générale, peut se déduire de cette intégrale
par lélimination de la fonction arbitraire qui y entre, au moyen de la
dérivée partielle de Uintégrale relative & la fonction arbitraire et égalée &
zéro, représente la surface enveloppe de toutes les surfaces représenides
par lintégrale générale, quand on y fait varier d'une maniere continue
la forme de la. fonction arbitraire. — Mais les mémes solutions singu-
lidres dont il vient d'étre question, peuvent se déduire de I'ntégrale
compléte F, (x, y, 5, a, b) =0, en éliminant les constantes a et b
de cette équatiqn au moyen des suivantes : (‘%) =0, (%) = 0.
Le résultat de cette élimination représentera donc la surface enve—
loppe, non-seulement des enveloppées F (z, Yy, 2, @, b) = 0, mais
encore des enveloppes F [, y, z, x (¢)] = 0. Donc : Il y a cette
différence entre la solution singuliére et l'intégrale générale par rapport
a lintégrale complite, que la surface représentée par lo solution singu-
hiére touche absolument toutes Jes surfaces possibles données par ['inté-

ot




DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 1269

grale compléte, tandis que la surface représentée par Uintégrale générale
ne touche que celles de ces surfaces qui sont d'une certaine espéce carac-
térisée par la relation établie entre les paramétres de I'intégrale compléte.
— Si, au lieu de concevoir qu'on élimine a entre les équations :

dF\ ( Fl) /d}' —0,

F,(z,y.2 a,y, a)]=0 el (E&l/‘ ¥ \da/
pour obtenir la surface enveloppe qui correspond & une forme déter-
minée donnée & la fonction arbitraire dans I'intégrale générale, on -
fait subsister simultanément ces équations, elles 1;eprésehte1'pnt la
caractéristique correspondante & ceite enveloppe et a une valeur

. ey . . , . dx
- particuliére de . Mais on voit qu'alors les fonctions z, et (%‘) ne

renfermant pas les variables , y, z, les équations de la caractéris-
tique se trouvent composées de la méme maniére en z, y, z, quelle
que soit la forme assignée & la fonction z, ; et que, par consequent,

cette caracterlqthue peut étre con51deree comme la generatrlce qul
décrit & volonté une quelconque des enve]oppes représentées par I'in-
tégrale générale, lorsqu'on la fait mouvoir dans I'espace et changer
ou non de forme, ce mouvement et ce changement de forme (sl a
lieu), étant soumis & une loi déterminée pour chaque enveloppe par
la forme assignée & x,, et telle que la composition en @, y, = des
équations de la génératrice soit invariablement la méme. Clest juste-
ment parce que toutes les enveloppes représentées par I'intégrale
générale peuvent étre soumises & un méme mode de génération et
étre regardees comme constituant une méme famille de surfaces, que
leur génératrice commune a regu de Monge le nom de caractéristique.

— Une méme enveloppe peut avoir des caractéristiques différentes,

parce que la méme intégrale générale peut dériver de diverses inté-
grales complétes distinctes ; elle peut donc appartenir & la fois a des
" familles différentes de surfaces. — La méme enveloppe peut aussi
correspondre & une infinité de systemes différents d'enveloppées; 1l
suffit que la caracterlsthue reste la méme, c'est-a-dire que les inter-
sections successives des enveloppees solent tOUJOUI'S les mémes.

Quand les enveloppes appartiennent aux surfaces développables,
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elles regoivent, d’aprés Monge, le nom d'enveloppées développables. —
Les équations dont le systéme représente I'intégrale générale, ren-
fermant une fonction arbitraire «,, on peut se proposer de déterminer
cette fonction de maniére que I'enveloppe correspondante & cette
forme de «, passe par la courbe :

¢ ("”i Y z) =0, ¢, (.’I/‘, Y, z) =0.
A cet effet, il faut que la tangente 4 cette courbe :

se trouve constamment dans le plan tangent a l’enveloppe,. en un
- point (=, y, z) de la courbe (¥ = 0, ¢, = 0), c'est—-dire dans le
plan touchant : '

f—r=p(f—a)+qv—y)
Les quantités p et ¢ sont données en a, Y.3,a, x, (a) par l’équétion :

F [®,y93a, 2 (a)] = 0;

e d d . e
et les quantités (d—:-’) et (d—gz/) sont des fonctions de z, y, 5, fournies

par les équations :
[ae) ) + () 32)+ (2] =
4] 5+ 518 2o
Cela posé, la condition énoncée téntét, donne I'équation :
R

S1 on élimine x, Y,z aumoyen des équations F =0, y==0, p =0,
on obtiendra une équation de la forme :

= [a,x (a)] =0.
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L'équation de la surface cherchée résultera donc de I'élimination
de a entre les quatre équations :

aF aF)\ [dx
F —_ __l __l. ___1 =3
L (#9250, % (@)] 0, (da) + (d)h) (da) o

ctom=e, () (2] ()0

— On aurait pu déterminer la fonction x, par la condition.que la
surface enveloppe correspondante fit circonscrite & une surface
* donnée. — Enfin, on peut se proposer, avec Hachette (vorr XII° ca-
hier du Journal de I'Ecole polytechnigue,‘ page 241), de déterminer
la relation qui doit exister entre les deux constantes d’'une intégrale
compléte de I'équation (@ 9y, 2 p, q) =0, pour que les envelop-
pées déduites de cette intégrale, par la variation continue de la
constante qui reste arbitraire, aient pour enveloppe une surface
donnée F, (z, ¥y, 2) = 0. On aura la relation cherchée en élimi-
nant les cinq quantités z,y, 2, P, ¢ entre les six équations :

F, (%, 9,2, & % (a)]= 0, F, (z,y, z)=0,

)+ [Eems ()4
e e e

La fonction x, déterminée, 'enveloppe sera donnée par I'élimination
de a entre les équations : : :

] . ‘_i_lil dFl % ]
Flownan@l=0 (5)+ (3 (@) =

ExeupLe. — Trouver la solution singuliére et Vintégrale générale de
Véquation aux différentielles partielles :

dz\® dz\*"
N e - zz J— 2 l
[+ G )= @
au moyen de son intégrale compléte :

(@—af + by — B+ 2 =4 (2)

et interpréter géoméiriquement les résultats.
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Solution. — Si on pose f=y (=), intégrale générale de I'équation (1)
résultera de I'élimination de « entre les équations :

| =t ly—e () + 2 =
(3)/ (x-—~ac) AL [y . ?(“” (gz_’(‘)

i

0;

et représentera, pour chaque forme assignée & la fonction ¢, 1'enveloppe
de toutes les sphéres représentées par l'intégrale compléte, lesquelles
sont toutes les sphéres possibles ayant leurs centres dans le plan de xy,
sur une courbe déterminée par la forme de la fonction ¢. Cette enveloppe
est une surface canal. La propriété des surfaces cananx consiste en ce que
la normale coupe toujours la ligne médiane ou V'axe curviligne du canal.
C’est ce qu'exprime 1'équation (1.

La caractéristique, correspondante 3 une valeur donnée de Parbitraire «,
est représentée par les équations (3). Quant & I'aréle de rebroussement
de Ja surface enveloppe correspondante 4 une forme déterminée de la
fonction ¢, on I'obtiendra en éliminant « entre les équations (3) et I'équa-
tion : .

2 2
v—r @) (75 —1 = (3] =0 (3

Cherchons, maintenant, la solution singuliére de I'équation (1). A cet
effet, il faut éliminer « et g entre I'équation (2) et ses dérivées partielles
!'ela!ives a = et g et égalées  zéro, savoir :

T—a=0, y—p=0.

On aura ainsi 22=p2 ou z == p, équation de deux plans paralléles
au plamr des xy et situés de part et d’autre de ce plan 3 une distance p. Ces
deux plans sont I'enveloppe générale de toutes les surfaces canaux et de
toules les sphéres représentées par I'intégrale générale et I'intégrale com-
_ pléte. — Si, dans les équations (3), on pose ¢ («) = aa + b, et qu'ensuile
on élimine «, on aura :

(y — az — b)® )
14+ a® oo ’

cylindre circulaire droit, dont le rayon est p et dont I'axe compris dans
le plan des xy esty — ax 4 b. Ce cylindre est Penveloppée développable.
On peut toujours faire mouvoir son axe dans le plan xy, de maniére que
I'enveloppe de toutes ses positions soit une quelconque des surfaces
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canaux comprises dans 'intégrale générale. Si on imprimait a cet axe un
mouvement de rotation autour d’un de ses points considéré come fixe,
I'enveloppe de toutes les positions du cylindre serait une des sphéres
comprises dans l'intégrale compléte. Ce serait un anneau, si I'axe du
cylindre se mouvait de fagon a rester toujours tangent a un cercle décrit
dans le plan des xy.

Proposons-nous, enfin, de déterminer la fonction ¢ de maniére que la
section de la surface canal par le plan a2 soit U'ellipse : '

2
x 5%

= +z=1

az bz

on aura pour langenie a celle courbe :
F—r=— .

el pour plan tangent 3 Yenveloppe au méme point(z, y, %) :
(t—s)=p(E—2)+q(—y)

Pour que la tangente soit dans le plan tangent, il faut que I'on ait :

a’z
TPl
mais : .
(& —a)
pP=— P 3
donc :

x—a L2

—3n

X @

exprimera la condition pour que la surface canal passe par 'ellipse don-
née. Il nous faut éliminer x, y et z entre les quatre équations :

r—a b* . . x5
= Py (T A= Gt = v=0

On aura ainsi la courbe :
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qui sera une ellipse ou une_hyperbole, selon qu'on 2ura a < b ou a>b.
Il-nous faudra supposer b < o, pour que la_courbe ne dépasse pas les
plans représentés par la solution singuliére. La surface cherchée résultera

ol d , .
alors de I'élimination de «, ¢ («)et (d—:) entre les quatre équations :

(= + [y — 9 (] + 2= 2,

dg
=t ly—r ] (3) =0,
o (e (4] _#°
bz—az—*- b? =b—2-1’
de
(7 (] (3]
o ) >4 —O
V¥—agr b2 - U
II. — Par les radicaux.

Nous supposons que toutes les équations auxquelles nous aurons -
a faire sont algébriques, par rapport aux diverses quantités qui y
entrent. '

Trtorime I. — On résout lintégrale incomplete par rapport & la
constante. Sl ne se présente aucun radical dans Lexpression de cette
constante, il n'y aura pas de solution singuliére. Dans le cas contrasre,
les ﬁmctions, placées sous les divers radicauz éqalées & zéro, seront
les solutions singuliéres.

Exenpre. — Trouver les solutions singuliéres de Uégquation ausx différen-
tielles partielles :

dz [dz\ 7 [ dz dz\" .
= —dg*| 2z — 1 {2~ __) 2 <_ — — =
et faeme () ) o [aere g - (] -
au moyen de son intégrale incompléte :
F,=z— az* — a%? = 0.

Solution. — Nous tirons de F, — () :

a? .’i“ z
L VS
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ce qui donne la solation singuliére :
b oz x*
—_— -— —_— 0.
Iy + 7 0, ou z+4 Iy

Tetoriur II. — On résout l'intégrale compléte par rapport a lune
des constantes. S'il ne se présente aucun radical dans le: expression de
cette constanle, il n'y aura pas de solution singuliére. Dans le cas con—
traire, on égalera & zéro les fonctions placées sous les divers radicaua;
81 ces fonctions ne renferment pas lautre constante, elles seront les solu-
tions sinquliéres cherchées. St elles renferment U'autre constante, on les
résoudra par rapport & cette constante , et si, dans Uexpression obtenue,
i y a des radicauw, auquel cas sealement il y aura des solutions sz'hgu-
lieres , ces solutions seront les fonctzons placees sous les radicaux, qu'on
aura éqalées a zéro.

ExemeLE 1. — Trouver les solutions singuliéres de U'équation aux différen-
tielles partielles :

o o] B e ] ]

au moyen de son intégrale compléle :
f, =15 — az® — ba*y — a’y’ — 2abx y* — b2yt =0,

Solution. — En résolvant par rapport 2 b, on trouve :

b=

— 2y — 3* + Va2t + 4y’s
2zy° ’

" ce qui donne la solution singuliére :

x4
24 =10
T Iy
Exenpre 1. — Trouver les solutions singuliéres de U'équation :

e e

au moyen de son intégrale compléte :

(@ — 2 + (y—F) 2" = ¢
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Solution. — En résolvant celte intégrale, par rapport 4 g, il vient :

B=y—Vp'— 2 —(z — ap;

égalant & zéro la fonction placée sous le radical, puis résolvant I'équation
résultante par rapport & «, on a:

a:x_v'_PZ_ z,

ce qui donne la solution singuliére :

2

— =0

”
~

" TakoRkME L. — On résout I'intégrale générale par rapport & la
[fonction arbitraire. S'il ne se pre’sehte aucun radical dans ['expression
de cette fonction , 1l n'y a pas de solution svhquliere. Dans le cas con—
traire, on obtiendra les solutions singuliéres , en égalant & zéro les fonc-
tions placées sous les divers radicaus.

ExempLE. — Trouver les solutions singulicres de Uéquation :

- fdz dz\"| dz dz\ T
_— ] 5 — o = Loy2) 9z | — - —
(=~ ie s —a () 4+ (5] |+ v talz) v (3] =0
au moyen de son intégrale générale :
F=z— a*x(2y) —y* [x (ay)]* =0.

~ Solution. — L'équation F = 0, résolue par rapport a x, donne :

bz
WEV ot

d’olt résulte la solution singuliére :

.’L‘"
Z+4—yz=0.
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N

§ xx. — DETERMINATION DES SOLUTIONS SINGULIERES
PAR L’EQUATION DIFFERENTIELLE.

i

Tagorine. — On obtiendra les solutions sinquhiéres d'une équation
dufférentielle partielle du premaer ordre & trois variables, en éliminant p
et q enire cette équation et les sutvantes, prises deuw o deuw :

o -0 (-4 [@)=1 (=4

el mettant de coté les équations résultantes guz rentreraient dans linté~
grale generale

Dém. — Si F [, y, 7, »)= 0 est I'intégrale générale de I'équa-

tion f (.9, 5,p,9)=0, on pourra regarder cette intégrale comme
le résultat de I'élimination de p et de ¢ entre les trois équations :

f(xy Y, % P, ‘

(o) + () r+ (& )() 2o
() (&) o+ GG+ o=

£

Appelons :

=9 (.1?, Y, X}, 4= 9 (ZL‘, Ys %, )y
les valeurs de p et de ¢ tirées des deux derniéres équations, on aura
F(z,y, %, x) %f[ah Y, 2, 9, (z5 ¥y 2, 2)s 9, ®, ¥, 5 ")] = 0.

Mais les solutions singuliéres de I'équation f(x, y, z,p, ¢) =0, ré-
sultent de I'élimination-de x entre 1'équation F' (z, y, 5, x) =0, et
dF 1 [dF 1 [dF 1

)= (@)= @) =3

. dF
des é — = (
chacune des équations p 0 o
82

' \dz
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Elles résulteront donc -aussi de I'élimination de x entre ['équation :
f[wa Y %5 7, (x, Y, z, X)v ?s (.CL‘, Y, %, X)] =0,

et chacune des suivantes :

) o) 2) o),

) )+ ) -
o + e (&) + () 3] =
) + 6 () + () (32) =

Mais x n’étant contenu que dans ¢ et g ,» I'élimination de x revient
acelle de ¢ et ¢,, partant, & celle de p et de q. Ainsi, on aura les
solutions singuliéres de I'équation f (, Y, %, p, q) =0, en élimi-
nant p et g entre cette équatlon et chacune des suivantes :

)]+ (1) =,
e -
)+ ) (2)+ ) =
)+ () + )

Mais on n’aurait ainsi, chaque fois, que deux équations pour I'élimi-
nation de deux quantités p et g, ce qui n'est pas suffisant ; il faut donc
que la premiére des équations (a) se décompose en deux :

(8] —o. (&) (22) =,

auxquelles on satisfait en posant :

-~

ﬁ.,

q

|
2+
|

™ R

Bl e
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les trois autres équations (a) donnent :

R A S
ou : )

2= -4 1=
el :

ces six derniéres rentrent, comme 1l est facile de le voir, dans
les trois précédentes; enfin, pour des raisons analogues a celles
quon a déja exposées, il est inutile de tenir compte des équations
(%) = %, (Z—Z) = :—). Enfin, on remarquera qu'on satisfait aux trois
derniéres équations (a), en faisant subsister les équations (£) avec les
équations («). Donc, les solutions singuliéres de f = 0 résulteront
de I'élimination de p et de ¢ entre cette équation et les suivantes :

B )= ()= )=

prises convenablement deux & deux; ce qu'il fallait prouver.

Remarque I. — On aurait pu prendre, pour point de départ, une
intégrale compléte ou une intégrale incompléte, au lieu de prendre
I'intégrale générale, et on serait toujours arrivé aux mémes conclu-
sions.

Rem. II. — On peut faire, sur le théoréme actuel, des remarques
analogues a celles que nous avons faites sur le théoréme I du n° I
du § précédent.

Rem. III. — Legendre a démontré, a l'aide des variations,
un cas particulier du théoréme actuel. Ceest celui ot I'é¢quation
fl@, v, 7, p, ¢) =0 est algébrique en =, y, 5, p et g, et délivrée
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de radicaux et de dénominateurs. Dans ce cas, toutes les solutions
singuliéres de f=— 0 résultent de I'élimination de p et de ¢ entre les
trois équations : ’
—o, ({\_p (‘Lf) —
=0 (2] =% (3)=0
En effet, si on prend les variations de f — 0, dans I'hypothése de ¢z
et ¢y nuls, on aura :

ot o+ 0=,

Idf
|2z

ou:

951+ 5) 51+ 8o

’

Or, il faut qu'on ait 4 la fois (%)=O et (Z—;) =0, pour qu'il existe

i C . : ds ds
des solutions singulidres, car si les coefficients de (—z) et (&2
) dz dy
n'étaient pas nuls & la fois, on aurait, pour déterminer ¢z, I'équation
linéaire aux différentielles partielles :

) 8 (o

- qui introduirait nécessairement une fonction arbitraire dans la valeur
de ¢z, et, parconséquent, dans celle de = —+ ¢z, ce qui ne peut avoir
lieu dans le cas des solutions singuliéres.

Rem. [V. — Nous avons vu, au §I, que les équations des enve-
loppées, celles des enveloppes correspondantes & des valeurs déter-
minées de la fonction arbitraire qui entre dans I'intégrale générale,
enfin celle de I'enveloppe générale, représentée par la solution sin-
guliére, satisfont toutes & I'équation différentielle [(z,y,5 p,¢)=0;
les équations de la caractéristique et de l'aréte de rebroussement -
doivent donc aussi satisfaire & I'équation f = 0. Maintenant, comme
- deux enveloppées tirées de 'équation F, [z, v, z, a, x, (@) ]=0
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diffrent par les valeurs de a, et que les plans tangents & ces deux
enveloppées en un méme point de la courbe d'intersection, sont
inclinés I'un A lautre, il en résulte que les valeurs de p et de ¢ diffé-
reront pour ces enveloppées, et que, par conséquent, p et ¢ doivent
atre considérés comme fonctions de a; mais si I'intersection dont il
vient d'4tre question devient la caractéristique, les plans tangents aux

enveloppées qui s'v coupent, se confondent, et 'on a: A 0
pp q Y p ¥ bl . &a b}

4

dp,

cest-a-dire :
ap , (1) (da) _
(da/+(dq) (da/ 0-

D'un autre coté, I'équation :

dz = pdx + qdy,

donne :
[P\, J_(‘Z’E\
0 lda,/ dx T da,) dy.
Cive e dp dq L .
L’élimination de (%) et ( -d) entre cette équation et la suivante :
daf\ {dp\ df) (dq
e hat 2 N ik Y5
- (dp) (da) t (dq, da) ’
donne :

pour équation différentielle de la caractéristique. — Pour une autre
caractéristique, p et g prendront d’autres valeurs. Done, si on élimine
p et ¢ entre les trois équations

' d d
f( 509 =0, dx=pdo+ iy (d—;) dy—(gg) dz =0,

~on aura |'équation différentielle du lieu géométrique des intersee—
tions successives des caractéristiques, c'est-a-dire de ['équation diffé-
rentielle de I'aréte de rebroussement.
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- ExewpLE. — Trouver la solution singuliére de Uéquation :

[l gl o

et déterminer la caractéristique et Uaréte de rebroussement des surfaces
canauz,

Solution. — En dérivant f=0 partiellement en p et ¢g,ona:

(g_z) =9pz® =), (‘%) =2¢z*=0. (2)

On satisfait d’abord a ces équations en posant z == 0, qui ne satisfait pas
4 f=0. On y satisfait encore en posant p=0 et g =0, valeurs qui, trans-
portées dans la proposée, donnent la solution singuliére : 22 = g2,

Si on substitue les valeurs (2) dans I'équation :

daf af
—|dy— (L) dz =0
(dp) w (dq) e
on obtient I'équation :
pdy — qdz = 0,
qui exprime que les caractéristiques des surfaces canaux sont leurs lignes
de plus grande pente. ‘
Sion élimine p et ¢ enire les équations :
A+ p* +¢')s* =" pdy — qdo =0, dz=pdz + qdy,

on aura d’abord :

drdz dydz

P ra 1T oy

et, par suite :
(da? + dy* + da’) 2* = p* (da® 4 dyf),

pour équation différentielle de V'aréte de rebroussement.
II
On peut découvrir les solutions singulitres des équations

[ (@Y, 5 p q)=0, quand elles sont a]gébriques enw, y,z petg,

par la régle suivante.
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Tatorime. — On détermine les coefficients dfférentiels partiels du
second ordre :
(d”z\ (dzz\ ( d*z )
dz?)’ \dy®’ \dzdy)’

puis, entre les quatre équations qui expriment que les termes des frac-
tions obtenues pour deux des dérivées précédentes deviennent nuls, on
élimine les dérivées du second ordre qui s’y trouvent; on obtient ainst
deux équations, dont on élimine, & l'aide de la proposée, les deux déri—
, (d d , . .
vées (—E et [~ : les équations résultantes renferment les solutions
dx/ dy

singulz'éres.

Dém. — En effet, I'équation f (z, y, 2, p, ) =0, résulte de
I’élimination de a et b entre les trois équations :

F, (z, y, 5, a, b) = 0,
'dFl\ ’dE\ .
(@) + (&) r ="
dF,\ | ldF\
(@)* R

Appelons :

-

a=¢9 (‘7"’ Ys 2, Py q) et b== 92 (wo Y, 5, P, q)a

les valeurs de a et de b tirées des deux derniéres équations, on aura:

Fx [-T7 Y, %, ¢ (w,y, Z, Ps q)s Py (J}, Ys 2 P q)]wf(a;, Y, %, P, Q)=0?

et, par consequent :

)+ ) 2+ 15 5
e P RCEA

)+ e ) 5+ 5
g+ e ) D 5]
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d'ot lon tire :

«%H%H@M%H%H%ﬁm@
g | el
- )+ )

(%M@H%M@+@Hﬁmmq
e e e
s )+ )

)+ (5 + (45 ) )+ (2 5]
(el T, )
& ) %)+ @ [

o125 )
o () ()0 () 2
“ )+ )

)+ ()= ()4 (o

et les solutions singuliéres donnent :

)~ ) (-2




DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 1285
Maintenant, comme les valeurs de ces dérivees contiennent, en géné-
: dos cing quantités (), (2, (25, (£2). (), 4
ral, quatre des cinq quantites ( dw)’ ( dy)’ ( dmz), ( 7z dy)’ i) 1
faudra, pour éliminer ces quatre quantités, joindre & la proposée -
deux des trois couples suivants d’équations :

N=0, N' =0, | N"=0,
fer couple : 2e couple : 3e couple :
=0; D' =0; D" =0;
ce qu'il fallait prouver.
Remarque. — 11 est des équations différentielles partielles du

premier ordre a trois variables qui ont nécessairement une solution
singuliére. Pour découvrir la forme de ces équations, différentions
f =0, d'abord par rapport 4 o, puls par rapport 4 y; nous aurons :

(£ (e =0
o+ e (e =

Or, si ces différentielles se réduisent d’elles-mémes & :

fea=s o oo

-

-

I'équation f= 0, comportera nécessairement une solution singuliere.
Pour trouver l'intégrale compléte de cette équation, on a, d’abord :

dp=0, dq=0,

d'olr :
p=a, q— b,
partant :
dz dY :
B = Y, —| = |— =0, —— ;
oot (dy) (dy) ¥ . by+ ¢
donc, enfin :

z=ax + by + ¢
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sera I'ntégrale compléte de I'équation cherchée, pourvu qu'on pose :
¢==4¢ (a, b), puisque I'équation cherchée n'dtant que du premier
ordre, son intégrale compléte ne peut renfermer que deux constantes
arbitraires. L'équation que nous avions en vue est dong :

= () v (3) + ¢ [[2). (2]

I

Takorime. — Pour obtenir les solutions singuliéres d'une éguation
différentielle partielle du premuer ordre & trois variables, supposée fonc-
tion algébrigue des variables qui y entrent , il faut la résoudre par rap-.
port & Lune des dérivées P ou q; sl ne se présente aucun radical dans
Lempression de cette dérivée, il n'y aura pas de solution sinquliére,
Dans le cas contraire, on égalera & zéro les Jfonctions placées sous les
dwvers radicauz ; St ces fonctions ne renferment pas lautre dérivée,
elles seront des solutions singuliéres; si elles renferment l'autre déri—
vée, on les résoudra par rapport & cette dérivée, et si, dans lexpression
obtenue, 1/ Yy a des radicausw, les fonctions placdes sous ces radicauz,
égalées & zéro, seront des solutions singulieres. On suppose, toute—
fois, que les équations obtenues satisfont a léquation différentielle et
ne satisfont pas & son intdgrale générale.

EXEMPI_.E L. — Trouver la solution singuliére de Féquation :

B dz) dz 3 (%\ _ (d_z)‘r___
—_W[g"—“’ (Ei/ ty (dy)]J" LR () ) | =
Solution. — En résolvant l'équation’ f = 0 par rapport & p,ona:

2z° + 2xy*z — ay’q 4at 162’z
pP=— “zty? + y_" + 77

ce qui donne la solution singuliére :

wb
Z+4?=0.
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- ExempLe. — Trouver la solution singuliére de Céquation :

=L+ G

s — =0, )

et déterminer la caractéristique et Uaréte de rebroussement des surfaces
canau.

Solution. — En dérivant f=0 partiellement en p et ¢, ona:

2 /d 2

Ll=9pr—0, [L]—=2¢s*=0. 2

(' ) P * \dg 1 0 )

On satisfait d’abord 4 ces équations en posant z = 0, qui ne satisfait pas

a4 f=0. On y satisfait encore en posant p=0 et =0, valeurs qui, trans-

portées dans la proposée, donnent la solution singuliére : 22 = g2,
Si on substitue les valeurs (2) dans I'équation :

(CE) dy — (%\ de = 0,
dp dq/
on obtient I'équation :
pdy — qdz = 0,
qui exprime que les caractéristiques des surfaces canaux sont leurs lignes

de plus grande pente.
Sion élimine p et g entre les équations :

U+ p* +¢°) & = pdy — qdoe =0, dz==pdz + qdy,

_ dxdz _ dydz
P v ay T a4
et, par suite :
(da? + dy* + dz*) 2* = p* (da* + dy?),

pour équation différentielle de 'aréte de rebroussement.
1
On peut découvrir les solutions singuliéres des équations

[ (@ 9,2 p,q)=0, quand elles sont a]gébriques enw, y, z, p et g,
par la regle suivante. ’ ‘
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Tatorime. — On détermine les coefficients différentiels partiels du
second ordre :

puts, entre les quatre équations qm expriment que les termes ‘des frac-
tions obtenues pom deux des dérivées precedentes deviennent nuls, on
élimine les dérivées du second ordre qui s’y trowvent; on obtient anst
deux équations , dont on élimine, & laide de la proposée, les deux déri—

, dz dz , . , .
vées (= | el || : les équatronis résultantes renferment les solutions
dx/ dy :
singuliéres.
Dém. — En effet, I'équation [ (z, y, z, p, ¢) =0, résulte de
'élimination de a et b entre les trois équations :

FI

(@) + (%]

WdF)  dF,
=0
Kdy)ﬂdv)q |

(2, v, 2, @, b) = G,

Appelons :
o= oz, y 50 q) et b=19.(%, 9, 5 P> 45
les valeurs de o et de b tirées des deux derniéres équations, on aura:
F 2y, % 90 (0,0, 505 Q20 (2,05 5 0. Q)] (295 5 ps ¢) =6,

et, par conséquent :

[+ (L )+ ) G+ s
i L e+ ) (@) + (3 i

() (5 () L)+ (o ) )+ ()
i L e ) s+ ) ) )=




“SCIENCES PHYSIQUES ET'MATHEMATIQUES.‘

1284

)

9

dg

dy
dp
d‘

I
I

iF,

Ay

ar,
dz

)+
|

do,
(dp
ds,
dq

)

dF,
d?l /
©

(

/[dF,

dz®

d*z

d'oli T'on tire :

v

)

d
da d

2

e

Maisona :

dF,
dy

j

dz

v
1

) (o
dz; '
et les solutions singuliéres donnent :

|

o, () o
A \db de,

de,

dF,

-

(e
i

Done :

d’z
da dy

|
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Maintenant, comme les valeurs de ces dérivées contiennent, en géné-~
1 o des ci il dz\ [dzy [d*z d*z (dzz‘\ B
ral, quatre des cinq quantités (- |, @),, %:—2), Twdy) \a)
faudra, pour éliminer.ces quatre quantités, joindre & la proposée

deux des trois couples sutvants d’équations :

N!IZO’
D' =0;

N=0 (N=0

e couple : { " 2¢couple: l 3¢ couple : %

. e— Q-
H D' =0;

ce qu’il fallait prouver.

Remarque. — 11 est des équations différentielles partielles du
premier ordre & trois variables qui ont nécessairement une solution
singuliére. Pour découvrir la forme de ces équations, différentions
f =10, d’abord par rapport & @, puis par rapport & y/; nous aurons :

df df) df

() o (3] e 3] 2o+ (g 20—

af

R

(af CAPIREN
dy| )dyz+ \ap) %7+ \ag) % ="

Or, si ces différentielles se réduisent d’elles-mémes & :

-

I'équation f== 0, comportera nécessairement une solution singuliere.
Pour trouver Iintéerale compléte de cette équation, on a d’abord :
5 p ; ;

dp=0, dq/q =0,

dol :
p a, §==20,
partant:
- ldz d’\ :
se==qx 4 ¥, |—|=I|—1l=b, Y=10 ;

donc, enfin :
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sera l'intégrale compléte de'l'équation cherchée, pourvu gu'on pose :
¢=¢(a, b), puisque I'équation cherchée n’étant que du premier
ordre, son intégrale compléte ne peut renfermer que deux constantes
arbitraires. L'équation que nous avions en vue est donc -

= () 4o % o () (2]

I

Tutorivg. — Pour obtenir les solutions singulieres d'une équation
dyférentuelle partielle du premier ordre & trois variables supposée fone-
tion algébrigue des variables qui y entrent , o Jaut la vésoudre par rap-.
port a Lune des dér?ivée‘s pouq; s ne se présente aucun radical dans
Vexpression de cette dérivée, 1l ny aura pas de solulion singulire.
Dans le cas contrare, on egalera a zéro les fonctions placées sous les
dwers radicauw 5 St ces fonctions' ne renferment pas Lautre dérivée,
elles seront des solutions singuliéres ; si elles renferment l'autre déri-
vée, on les résoudra par rapport o cetle dérivde, ct si, dans Lexpression
obtenue, 1l y a des radicauzx, les fonctions placées sous ces radicauz
égalées & zéro, seront des solutions singulieres. On suppose, loute—
fois, que les équations oblenues satisfont a [équation différentielle et
ne saiisfont pas & son wtégrale générale. ‘

Exexere . — Trowver lu solution singuliére de I équation :

‘dz\") . dz =\ ¢
e ool

- fdz\
= — ot | Q7 — -
e ()]

/

Solution. — En résolvant Péquation’ f == 0 par rapport & pona:

225 4 Qa4 — a4 LzS  4Gats
p=— TR ny —
%y y y

ce qui donne la solution singuliére :

at
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Exenere 1. — Trowver la solution singuliére de Uéquation :

Solution. — En résolvant équation f==0 par rapport a p, on obtient :

2.2

p=\g — = — ¢
" Puis, en égalant & zéro la fonction placée sous le radical, il vient :
g — qzzz =0,

d'oun :

9

ce qui donne la solution singuliére : z*> = p2.

ARTICLE II. — ¥QUATIGNS BIFFERENTIELLES PARTIELLES
DU PREMIERZ ORDRE ENTRE UV NOMBRE QUELCOXQUE BE
VARIABLES,

Soient z une variable dépendante, et @, , @, @, ... Tuy 1 variables
indépendantes. Représentons par p., p,, Py, -+ Pus les n dérivées

. dz dz dz dz . .
dels (2], (22) 2] [2] U dquation aus diiren
partielles (dxl Naz) iz (s, Une équation aux différen

tielles partielles du premier ordre entre n - 1 variables pourra
étre représentée par : : -

[ (@ @yy By v s %5 Pyy Pys Py - P, ) =0
Son intégrale compléte renfermera n constantes arbitraires, et son
intégrale générale une fonction arbitraire d'une fonction déterminée
des n -+ 1 variables.

Solent :
'F1 [xﬂ Loy Lys eor xn’ 35 0ps Cgy Cya enn c"] = 0’
l'intégrale compléte, et :
Fla,ay, a, .. 2,5 7%(2)] =20,

l'intégrale générale.
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L. — Les solutions singulieres de la proposée seront comprises parmy
les équations résultant de Uélimination des n constantes arbitraires,
entre Lintégrale compléte et les équations suivantes, pPrisesnan

()0, () o, (8] =g, (5] _,,

de, \ de, } \dc3/ 7 'cn/

(dlq 1 'dFI>_1 (d_z_rl)_a (dzq)_«n (41«1 !
iz, = (dxz, -0 lag) 0 dm ) T Mu-)“()'

Il — Les mémes solutions singuliéres seront comprises parmi les
équations résultant de ['élimination de lg fonction arbitraire de [inid- -
grale générale entre ceite wmiégrale et chacune des équalions suivantes :

[AF\ o (dE\ 1 4Ry 1 <dz() _ Ly (dF)_i
dx ) (d Jo 0 \dw,) 0 \da, 0" w0 \dz) T o
III. — Les solutions singulieres de f = 0 résulteront encore de

Félimination des n dérivées partelles p, p,, Pys--- Pa entre léqua—
tion f==10 et les équations survantes, prises convenablement n & n -

[y, (4] o, )= [ =y,

dp, \dp, D, ) dp |

) / / dF 4 : I J
. (ﬂ)zm, (df\"=«‘~*, (ﬂlxx, (_di“a__i (d_/gzi,

d, dx,) @, ) dz, /6 20

Hemarque. — Les équations de la forme :

dz )\ /dz / d,z) , (/dz\ [/ dz /'dz) ’dz\ [ dz \7]
F= |- Xy | —— P Erywnl B aTTRS S/ By S SO TN Joani U Bt o [ —— ’
Z, (da?l}—]l— 2kdx2)+x,; Ldm? i + n\dm%/ { JLKC:ZH} '\dxg,/ ’I\dL’L’?_/” ( I /j‘]n

dont intégrale compléte est :
F= o e, 2,4 e,z b ¢, T+t ey, k... ¢ I

ont toujours une solution singuliére.
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ARTICLE 1Il. — fs@uaTIoNs DIFFERENTIELLES PARTIELLES
BU min ORDRE A n - 1 YARIABLES,

1

A.— a. On obtiendra les solutions singulieres d'une équation
différentielle partielle du m*™ ordre & n ~- 1 variables, au moyen de
l'une de ses intégrales premiéres générales :

2 (1 )y (t 2 2 @ . (m—1) (m—1 (m—1
Fl2 &y &, 8,55 P Lo, p, Do px( ) p,t Lp P p, D >,p3m )

k . - ;. . ) by ’ Lo
( p: " désignant la 1™ des dérivées partielles d'ordrek dez), en éliminant
la fonction arbitraive enirel'équation F==0 et chacune des suwvantes :

yeurs 2{0)]==10,

n constantes ¢,, C,, C, ...

¢, entre Lintégrale premaere complete

AP L4 DO O o Lo
Vo) T e T ) 0 i) Tl 7 \dz,) &

{/_dF‘}___i_ /’dF‘)____i ( F\:i

\ap ]V \dpz(” 0 Agp® 0

jdF N 4 jdF 4 aF

@ 0 gpd] T U g ®

aFr __'l < dF )—i / dF ...1
\dpl(m—-ﬂ/ o 6’ dpz(m—-ﬂ s '\dp (m 1)> =0

b. On obliendra les mémes solutions singuheres en élminant les

- NOBRG NS 9 (2 2 (m—ly ety (e}
o, @yt 055 7)1( ),pz ),pg( ),...; 7)1< ),pz ,p3( oy Py H— 2’ ) 73(7 ),...; cl,cz.,cg,...cﬂ]——l),
et les équations sutvantes, prises n @ n
(AR g, {}df} =0, ' (fl,]il\ =0, ... ((E‘ =0,
d'(/'l \\ng dcs d ”
dr, (dFl ) /dFl> (dF) (A I\
=0, =, |-— |=0n, =00, |—|=c,
(’-avl) dxg) \da, dz, ( dz /
/ dF[ / dFl dFl
(W =% |—m/=% |_m) =5
dp \dp, dp,
(dFl\l__m (dFl)_w (dFl\__m
oy s [ ) z — Wy
dpx()-)/ dpz(z‘ dps(z)/
( dF, )_1 [oaF ( dF, )_1
d l(""—i) 0’ kd}) (7’1‘—11/’ ) 0 d 3(’"'—1) 0, a
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B. — Les solutions singulieres de ldquation :
M M M) @ (m
f[a;l,a,"2, Ty ...$n, 5 Pe Py Py "")px( s Ps )7'-'5 “'7171”/: ZJ2("”,...]:O,
m/ -1 m/—1
s g Y ype - . n m+4+m-—1 .
s'obtiennent par [ éhmination des. __ M+ _ ) déri-
' : m! m!

vées du m*™ ordre, entre {=—0 et les équations sutvantes, prises
nm/+1 . nm/—l—{
a :

m! m!
/df\zo,"_dL)Z df_)__e’
kdpl(m)/ (dpf’"? |7y
Ay A gdfy Ay 4 ary 4y
(dxl/ 0’ (‘dmz, 0’ (a:,i/ 0 \xn/ E O(d‘,) 0
(4 ) 1 (df\zi (4 \_1
lp D 0 g, @) T 0 \dp3<1>/’ 0
) =b ()=t (L
D V) B i VYY)
[oaf oy df \_ 4 jodf 1
Ldm(mﬂ))_ﬁ’ (dpg(m—n) 0 iy 3(77;_1))“0’

ExexeLe. — Trouver les solutions singulicres de Uéquation aux différen-
tielles partielles du second ordre & trois variables :

~
[

(@G )T [orofl) - oo

(= +a) ()

Solution. — 11 n’y a lien ici que d’employer ‘l équation (d_p-%)) =0,
. A

® peprésentant [©2) deriia d*

py représentant ) T I'équation f=0 ne renferme que iz en

fait de dérivées du secondordre ; elle est algébrique, rationnelle et entiére

dz dz\ )
enx, y, z, (&E)’ (@/ On‘a done :

)= 952~ 8 [0 )]
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Eliminant ((ﬂ:z‘l entre celte équation et f=—10, on a:
a

e

dz\*
el — ’ V=
(dy) y i+ 2) =0, | x

I
i
pour solution singuliere de la proposée. Cette solution singuliére a pour g
Y o |
intégrale générale : , 3

|

s = {1+ a) 2 )

qui est encore une solution singuliere de la proposée, solution remar-
quable en ce quelle renferme une fonction arbitraire, et en ce quelle
parail aussi étendue que Vintégrale générale dela proposée, car cetle

intégrale, développée par la série de Mac-Laurin, suivant les puissances

de y, est:

. L, Y
ze== 2 {T) 1+ 5+ — iy s
7 QH%\_ % () q%

dz] 1+

S

el ne renferme, comme on le voit, qu'une fonction arbitraire.
II

Une équation différentielle partielle du m™” ordre & n-}-1 varia-
bles, peut avoir des solutions singulieres multiples. Pour les obtenir,
on passera successivement des solutions singuliéres simples aux
solutions singuliéres doubles, de celles-ci aux solutions singuliéres

triples, et ainsi de suite.

W
i




LIVRE SECOND.

DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES SIMULTANEES.

Nous examinerons le seul cas qui ait une signiﬁcétiOn géomé-
trique : c’est celul de deux équations différentielles du premier
ordre A trois variables :

z et y étant les variables dépendantes, et p et ¢ représentant les

Lostn dy dz
dérivées oo el
I — Soit
. (,) F’l (‘T?y—, Z, Gy, a2>:O,
B ‘
F' (2, y, z,a, a,)==0,

le systeme d'équations qui satisfont & («) en qualité d'intégrales
générales ou complétes. Par une élimination convenablement diri-
gee, on pourra toujours faire en sorte que chacune des équations ()
ne renferme qu'une constante. Soient :

() F (2, y, 2, a,) =0,
R4 :O,

By (2,9, 2, a,)

les transformées.
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Les équations («) résulteront de I'élimination des constantes a,
et a, entre les équations () et leurs dérivées complétes immeédiates,
SavoIr :

[ 1dF, (A F,\
(45 (2 1+ (2
Nz T dy) \dz
iU) < )
‘—")—%‘ (1) 5 4 -—-)Q‘:G-

Vaw) T lay) P T\,
Mais les équations résultantes de cette élimination resteront les
mémes, si, au lieu de regarder @, et a, comme constantes, on les
considére comme des fonctions de @, y et =, pourvu que les équa-
tions () restent les mémes. Mais, en considérant ¢, et a, comme
variables, les dérivées complétes et immédiates des équations ()

aF)y | (dF) /dFi) ‘ (dF{ r (dai\ dai) N (da,i\ ol
(c—t:};)—l‘(dy P+\dz, 77 dat)L\do}/’—{—(\?@ P \-c?;/lqv]—o’
/@2\ (dF,_,\ ((Ez) (dﬁ;) . ’% /%) . (d%) _
\aiac) ‘ y/lp_;' dz 7+ da, ﬁ_(d. +\y P+‘_dz q_)* 0
ou
) a8y, T
\da,) \dz| | [dF,) ., \da,) \dy (gl_li) \da,) \dz dF)
(dF1 (daz)Jr L+ (dFK )T /c_@) \_dz)"_o’
?57> dy) B vaz/ ]
(ng> (da,2>‘“ ~ /ng) (da,z)T ™ (dF2> (dag)"“
da,) \dz| ||dF, \da,) \dy| |/aF, \da,) \dz | | [dF,
— e e —_— ’l — e —— ==
= @)+ ) @)+ ud (@)=
dm) dyj L dz [ ]

équations qui se réduisent aux équations (3}, si I'on a les relations :

@)E @, (@)
da,)\ﬁ:’z,} o E\ctal dy 0 vdag/ \dz

TSmO T T
,dw}- { dy | \dz 0
- [
da,) \(L;Eja \da,/ \dy | das) \dz .
kT T T T
\ dx \dy | dsz
83

e

e

s

e

B e

e Tiarretre e e

T,

S e

i

=
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I

relations auxquelles on satis{ait :

1° En posant a la fois :

[AEN . [AF, ‘ .
=0 [ =0 {a)
\da, / da,/ =

-~

2° Ou, en posant simultanément :

ida\ ‘da fa . 'da.,\ da,) 1o,
o fi o fi) (4]0 S (S
7 \ |

az

3° Ou, en posant conjointement :

[dF, 1
0 \ds dz | dy |

! |
Vdz/ 0 \dy

\
=
/

ke Ou, enfin, en réunissant une ou plusieurs des équations (b)
avec les équations non correspondantes du groupe (¢). Donc :

Les solutions singulieres du systeme f =0, { =0, résulteront
de [élimination des constanles a, et a_ enire les iniégrales complétes
Fio=0eF, =20, dune part, et, dautre part, les équations :

(), (), (L L
\da, / ’ kdczz_ i \de | o’ dy) 8 \dz] @
. By 1 (dE) 1 Ry 1
\dz ) O (a’y)ﬁﬂ’ (d,z)w()’

prises convencblement deux a deus.

Rem. — On arriverait au méme résultat par la considération des
radicaux, dans Uhypothése de F'| et F,, algébriquesen x, y, 2, a,, a,.

II. — On trouverait aisément que : Pour déduire des équations
[, =0, 1, =0 elles-mémes, leurs solutions singuliéres, on ramenera
d'abord, par une éimination convenable, I'équation f =0 @ ne ren—
fermer que p, et léquation {, =0 @ ne renfermer que q; puis, on
éliminera p et q enire les transformées et leurs dérées partielles rela—
tives & p el & q el égalées & zéro, ou relatives & X, &y ou & 7 el égalées
& linfint, les équations oblenues par ces dériwations élant prises deuw d
deuw convenablement.
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Rem. I. — Par la considération des radicaux, et dans hypothése
olt les équations f, — 0, f, = 0 sont des {onctions algébriques
de z, y, =, p et ¢, on arriverait & des conclusions semblables.

Rem. II. — Dans la méme hypothése , Legendre raisonne ainst
quilsuit : Si on fait varier y, z, p, ¢ dansles équations («), on aura :

i’%) Sy 4 (@_‘) 5z 4 /df‘> op + (d—f‘) 3qg =0,

\dy dz \dp dq
[af\ . af,y ., [df . (df‘,) N
() 2w+ () o=+ () oo + () 1=
Qe
[af,\ dsy (.‘Li doz (‘i’l\ oo o [ s —
\dp/ az " \dg ity YT & =0, 0
df,\ dsy . [df,\ dez | [df, af, °
) g () (0 (0
dp| dz dq/ dz Y dz ]
On suppose que les équations f, =0 et f,—0 sont délivrées de
radicaux et de dénominateurs. Maintenant, il doit étre possible de
. . aee, dédy déz . , . o . .
faire disparaitre ——, —— des équations précédentes, car, en faisant
varier y et z dans I'équation finie en , ¥, z, ces quantités 43y et doz
. T dz dx

ne ¢y trouveraient pas. Prenons donc un coefficient indéterminé ¢,
multiplions la deuxiéme équation (=) par ce coeflicient, ajoutons la
résultante & la premiére équation (<), nous aurons :
d
TZ\ 0z
dz/]

oS 10 T o) | e (5] o) Jove L2+

, . ds déz . .
équation o, pour chasser = et = il faut faire :
dx dx’

) o) o ) o=

d'ott I'on tire, par I'élimination de 6 :

1598
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équation qui doit avoir lieu dans le cas des solutions singulieres. En
éliminant p et ¢ entre cette équation et les proposées, on aura ces
solutions. Ce résultat ne différe du précédent, qu'en ce qu’ici on n'a
pas suppOse comme la, que I'équation f, = 0 ne renfermait que la
dérivée p, et I équation f, =0 que la dérivée q.

Remarques génémles. —1° Les équations :

/i( 57277 ) 0
f(x’ 7*’>P7QJ_0

sont satisf{aites par le systeme d’intégrales complétes :

0,
< l Fz(w:.%z ) 0,

et par le systéme de solutions singuliéres :

e ey 5)=0,
N eta s =0,

Mais on peut encore satisfaire aux équations («) en prehant une des
équations () avec I'équation non correspondante du groupe (7),
pourvu que le systéme ainsi formé, soit compatible. Pour étre str
d'avoif un tel sycteme on subsutuela I'une des équations (z) dans les
équations («); si ces équations («) s'accordent par cette substitu-
tion, l'intégrale compléte de la résultante, jointe & I'équation (z)
quon a prise, formera un systéme mixte compatible et satisfaisant
aux équations {«).

Exeneie. — Trouver les solutions singuliéres du systéme :

Par dw

[ dz dyj
UﬁxLJd@ de—O

d’abord au moyen des intégrales complétes :

dz dy 2 dy dz
| U dw dz_

[

a
sy == @ 1 2
y=oo——- ay'=a, (42 —a,),
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puis par les équations différentielles, enfin par les variations; en oulre,
former le systéme mixte.

Solution.— Le systéme des intégrales complétes peut se transformer en:

2
.’

- | —
FI:JE-——Q.‘Q‘,‘—}—_I_O’

F, = 4a yz — bo, &*y* 1 a*y* = (.

) . , , . ar
Il n’y a lieu d’employer que les équations |- —
\da, da,
duisent, 'une et Pautre, ala solution singuliére yz— x2. Mais, pour avoir
un systéme de deux équations, il faut joindre yz — x2 =0 & une des
équations F, = 0, F, =0. Pour trouver celle de ces équations qui est
compatible avec yz — =10, nous substituons cette derniére dans les
proposées, qui se réduisent toutes deux a :
dy

y — % — =0,

Y i ;
d’oly, en intégrant et désignant par ey une nouvelle conslante arbitraire,
Yon tire ; :

= a,x.

Le systeme :

yr — &t =0, et y* — ax =0,

est identique avec celui des équations :

yz: — ' =0 el zy’ = a, (4x—a,),
quand on pose :
a,
i 73
&, = — .
2 4 :
car Véquation :
N al
Yz = 0,8 ——
donne : ’
R
Z =, — — ——. —
'y h oy

et équation :

‘) =0, (dF2)=O, qui con-

——

s

e e
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donne :
z i
acy=4a2.§/-—a1 a, 7
. a, o
ou, a cause de a, = ’43,
Tz ap? 1:, 0
TYy=0a,1 @, ———. - | ou 2y — az=—
.ZL ly 4‘ y 3 2

équation qui, multipliée par x, puis ajoutée a Iéquation y5 — x2 =0,
au prealable multipliée par y, donne :

xy — a,z = (.
Le systéme :

;yz~mz=0

¥ — A% ==

est donc un systéme mixte.
Maintenant, il sera facile d’arriver 3 Péquation yz — %2 =0 par I'équa-
tion :

(dﬂ) (d/z\ _ (di) (iiﬁ)

ap) \ag)  \ag) \ap

On continuera ensuite de la maniére précédente.
2° Considérons les deux équations :

F(z,y,z, a) =0,
F,(z,y,z,a) =0,

ne renfermant qu'une constante arbitraire chacune. Elles pourront
étre considérées comme représentant une série de courbes dans
Pespace, lorsqu’on y fait varier ¢ d’une maniére continue. Le lieu
geométrique des intersections successives de ces courbes, est dit
enveloppe; et les courbes [F, =0, F,=0], enveloppées. On aura
Tenveloppe en éliminant @ entre les équations :

sz) .

FL:-O, 1’12:0, ( =, (—(ZE
etV

dF, )

da
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Mais, comme pour exprirher une courbe dans lespace, il est néces-
saire et suffisant d’avoir deux équations, et que I'élimination précé—
dente conduira & trois équations, il en résulte que les courbes
[F —0, F, = 0] n'auront pas toujours une enveloppe, et qu'elles
n'en auront une que quand les trois équations se réduiront a deux.
Quand il y a une enveloppe, les équations de cette enveloppe
{orment généralement un systéme de solutions singuliéres des équa-
tions différentielles dont F, =0 et F, = 0 sont des intégrales.

ExenpLe. — Trouver Lenveloppe de toutes les intersections successives des
plans normaux conséeutifs dune courbe gauche.

Solution. — Ces intersections sont parfois nommées axes. Elles ont pour
équaltion :

(;g-—-x)da:—{—(u—y)dy—}-(;——z)dz:—-:@, )
) o+ = y) Py (r— 2 =, 2)

torqu'on considere , y, 3, comme des fonctions d’une méme variable
indépendante ¢, qui jouera ici le role du paramétre o dans les courbes
[F,=0, F,=0]. Or, si on différentie les équations précédentes, on wia-
troduira quune équation nouvelle :

— 5 (de d’w + dy &y + dz d’z) =0,

Donc, il existe une courbe qui a pour tangentes les normales aux plans
osculateurs de la premiére courbe. L’'équation de cette enveloppe résul-
tera de Pélimination de ¢ entre les équations (1), (2) et (3).

CONCLUSION DE LA PREMIERE PARTIE.

Toute la premitre partie de notre travail, conduit & ce théoréme :

Toute solution singubere peut élre obtenue sous forme /i-n.ie par le
simple p?’océde’ de ['élimination.

Y
M




DEUXIEME PARTIE,

AN s

APPLICATIONS DE LA THEORIE DES ‘SOLUTIONS
SINGULIERES.

CHAPITRE 1.

Applications analytiques.

La connaissance des solutions singuliéres d'une équatidn différen-
tielle peut servir & son intégration de deux maniéres distinctes. En
effet, ces solutions connues , 1° on peut en débarrasser I'équation
différentielle, qui prend alors une signification plus restreinte,
devient plus simple, et, partant, plus accessible aux procédés
ordinaires du calcul intégral ; 2° on peut souvent former le facteur
d'intégrabilité immédiate qui, une fois déterminé, conduit sur-le—
champ & I'intégrale compléte de la proposée.

§ n. — INTEGRATION PAR LA SEPARATION DES SOLUTIONS SINGULIERES.

Cette séparation peut s'effectuer par la méthode de Lagrange, ou |
par celle de Poisson. Lagrange différencie I'équation différentielle
~ donnée mise sous une forme convenable, et arrive & une autre
¢quation differentielle dont I'ordre est plus élevé d’'une unité que
celui delapremiére ; il cherche, ensuite, lintégrale premitre de cette
nouvelle équation ; puis, entre cette intégrale premiére et I'équation
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proposée, il élimine le coefficient différentiel d'ordre le plus élevé ;
il arrive ainsi & une intégrale premiéi‘e de la proposee.

Mais ce procédé ne peut étre appliqué généralement que lors-
qu'on connait déja cette intégrale premiére ; ensuite, il éleve lordre
de P'équation différentielle. Son usage est donc restreint & certaines
classes d’équations différentielles ot la différentiation manifeste
immédiatement deux facteurs, dont celui d'ordre inférieur renferme
toutes les solutions singuliéres.

Poisson délivre une équation de ses solutions singuliéres au moyen
d'un changement de variables, de sorte que I'équation translormée
reste de méme ordre que la proposée et devient beaucoup plus
simple. “

ExeupLe. — Soit & intégrer I'équation :

dy (2a—m—mn)y + VY (m—n) 4 4k (m—x) (n — 2)

dx 2 (m—zx)(n—)

A cel effet, commencons par en faire disparaitre la solution singuliére : '

y? (m—n)® A 4k (m — @) (n —z)=0.
Multiplions denc la proposée par :

" —n

1

Vi (m—n)? =&k (m—x) (n — )

el choisissons une fonction z de 2 et de y, la suivante, par exemple : -

=1y (m—n)+ vy (m—n) &k (m—a) (n—x)l

telle que sa dérivée partielle relative a°y soit justement le premier
membre de la proposée multipliée comme nous I'avons dit; cetle propo-
sée deviendra :

— 3

dz + (m-—n) _L (@ —m—n) [y (m—n) 4 4k (m—a) (n — zje )

de  2m—a)(n—a) ' 9 (m——a) (0 — ) \/y* (m—n)" + 4k (i — ) (n—=)
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Mais P'équation en «, v, z, donne :

¢ — &k (m—z) (n — a) ¢~
5 -,

)]

y(m—n) =

2l Ak (m— Y
\/?(m—n)z‘—}—&/;(m——x)(n——a:):e + Ak C;fc)(_u @)e ;

4

donc :
dz (2 —m—mn) + (m — n)

dz 2(m—z)(n— z)

e

équation qui se décompose en deux autres :

délivrées de solution singuliere, et qui s’intégrent immédialement. En
mtégrant la premiere, on a :
z==la 4l (x —m),
a élant la constante arbitraire.
Cette équation élant substiluée dans la primitive en , ¥, =, donne :

a (x — m) 2k (z-—m)

y~m=—-7—+ T

qui est 'intégrale demandée.

L'intégration de I’équation dz::m - aurait conduit au méme ré-

sultat.

§ E2. — FORMATION DU FACTEUR D'INTEGRABILITE PAR LES SOLUTIONS
SINGULIERES.

Nous restreindrons la question aux equations différenticlles du
premier ordre a deux variables, en remarquant quon peut étendre
ce que nous en dirons aux équations des ordres supérieurs et A un
nombre quelconque de variables.

A, — Lemmes fondamentaux.

Lemve 1. — Toute solution singuliére donne une valewr mfinie au
facteur propre & vendre intdgrable Féquation différentielle du premier
ordre & deua variables, ¢ lagquelle elle satisfait. )
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Démi. — Supposons I'équation différentielle mise sous la forme :

¢

d
P+Q£=;

si nous appelons  le facteur fonction de @ et de y propre a rendre
intégrable cette équation, nous aurons :

/
/

ay

g | P 2 | == 1)
P+ o) =0 0
pour différentielle immédiate de I'intégrale générale :

a=1(z, Y)

de la proposée. Nulle solution singuliére ne pouvant vérifier I'équa—
tion ¢ = 1 (2, y) ne pourra non plus verifier I'équation (1); mais
elle satisfait & la proposée et annulle, par consequent, le fac-

d . o : .
teur P - Q ;li—/c; elle doit donc rendre infinie la fonction z; ce quil

fallait prouver.
Cette démonstration est due & Laplace; on en trouve une autre
dans le Calcul intégral du marquis de Condorcet.

. - . 11 5. I Jrgt r 1
Lemve I — Stz ou - est le facteur dintégrabilité immédiate de

) . dy Ce , .
équation P - Q 5-=10, 2= 0 satisfera o cette équation.

Dém. — Ce théoréme est dtt a Euler. Voici comment 1l le dé-
1 R
montre. Selon que z ou - sera le facteur d'intégrabilité, on aura,

pour la condition d’intégrabilité immédiate :

I

@ (Pz), d_(Qz)
F@) ( ?
ou:
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En effectuant les ‘différentiations et multipliant au préalable la

9

seconde par — z2, on obtient -

/

dz\ fd=\ [Py jag\

\ Plaela) e ) - (@)
dz) ‘dz [ {dP\ - 40

(et F (,Ty,/\ — 0 (E?c,\ N z Udy) N (dxﬂ: ’

(4).

i
i

Ces équations se réduisent, l'une et l'autre, A :

[dz fdz )
P [ R Y
\ay) — ¢ ( 5 0 ()

pour z == 0; mais z = 0 donne

dz ds\ d dz\ dz
(—H it K T ( |— - (&)
dx/ dy/ dx dz/ \dy/ dx

valeur qui, substituée dans (@), donne :

/ dx
ou :
- dy
P4 0= =9
Y dz ’

donc l’équat{ion z==10 satisfait 4 la proposée.

Remarque. — La démonstration précédente suppose que les équa-
tions (4) se réduisent & leurs deux premiers termes par I'hypothése
de z=0. Or, Euler (Institutiones calculs wmlegralis, p- £14 et 416)
asignalé deux cas ol les équations (4) ne se réduisent pas a I'équa-
tion (a) pour z==0. Le premier cas a lieu, quand z étant le factear
d'intégrabilité immédiate, I'hypothése z==0 rend P ou Q infini.
En effet, si P devient é pour z==0, alors (%) devient oo, et; (%5—)
devenant par suite g, ne s'évanouit plus. Mais Jean Trembley a re-

marqué, avec raison, que si l'on préparel'équation P - Qdy==0,
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de fagon que P et Q ne soient point affectés de dénominateurs, 1ls
ne peuvent devenir infinis pour = = 0, ce qui fait disparaitre
I'exception.

La deuxiéme exception signalée par Euler a lieu lorsque, - etant

s

le facteur d'intégrabilité immédiate, Phypothese z = 0 fait évanouir
P ou Q. En effet, si z=0 donne P==0, par exemple, la deuxiéme
des équations (4) devient : '

/dz\
@G ="
Mais si on remargue, avec Trembley, que Q) n’étant pas nul, on doit
avolr (%%) — 0, on verra que = ne renferme pas @, gp que, péii‘
conséquent, la supposition de z = 0 donnera y == constanle, par-
tant, % — {, de sorte qu'on aura encore P+ 0 Z—Z —0, ce qui

fait disparaitre la deuxieéme exoeptioh.

Trembley a fait connaitre une exception plus réelle : cest lors—
que = est de la forme ¢', u étant une fonction sans dénominateur.
En effet, on doit avoir alors :

/dy (Pe") @ (Qe"),
ay )

d'olt, en développant et divisant tout par e

:O,

/du'\_ ‘duy {(_L_l_)"\ i/dQ‘
P O(dw) C\dy)  \de

\dy/ B

S

équation qui n'a plus la forme (4).

Le théoreme d’Buler n'est donc généralement vrai que pour les
facteurs algébriques.

De ce théoréme découlent les propositions suivantes :

Cororratre 1. — Si le fucteur qui rend, ['équation Pdx -+ Qdy=0
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une différentielle exacte, estz, et si7z =0 satisfait & cette équation, ce
sera une intégrale particulidre.

Dém. — Soit @ = 1 [z, y) l’intégralé générale de équation diffé-
rentielle Pdz 4 Qdy — 0, on aura :

(dn\ . /@) dy

da) T \ay) dw T 7|

équation qui se partage en deux :

et comme z == 0 ne rend infinie aucune des fonctions P et Q,ona,
dans cette hypothése :

/di rdm
e =% gy =

La fonction 1 est donc égale & une constante pour z =0, et comme
dailleurs = — 0 satisfait, par hypothése, a la proposée, elle est une
ntégrale particulidre.

Conovrame 1. — Si le facteur qui rend I'équation Pdx ~+ Qdy=0
. . 1 . C o .
“une différentielle exacte, est el siz= 0 satisfaut & cette équation, ce
“sera une intégrale particulitre ou une solution singuliere, selon que les
, . dm) /du 1
EqUAtIoNS | — == |—| == - donneront pour I une valeur constanie ou
dz) dy 0
une valeur variable.
N » Feer ot : 4 | 1
Dém. — En effet, le {acteur d intégrabilité immédiate étant =, on
doit avoir 1dentiquement :

diy | jduydy dy
—_— L — — — — ==
‘ (da:) B (dy/ dw z (P +0 dx> 0,
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dquation qui se partage en deux :
{ 3

Maintenant, comme z = O satisfait, par hypothese, A I'équation
proposée et ne fait évanouir aucune des fonctions P et Q, on a,
pour z==10:

/dn e /dn)_
\dw) vo\dy

/

Si ces équations conduisent & 1 — constante , z— 0 sera une nté-
grale particuhére de la proposeée;; si, au contraire, on obtient pour I

une quantité variable, cette quantité ne satisfaisant pas a I'intégrale

D ¥y . - . Lo -
de P+ 0 - =10, sera une solution singuliere de la proposee; ce
quil fallait prouver.

Conoteatri 111 — En combinant les deux corollaires précédents,
on voit que : Les z'fntég'rales pa-rticuliéres et les solutions singuliéres
enirent comme facteurs dans la composition du factewr ditégrabilité.

. — Détermination du facteur Lintégrabilite,

Voici maintenant comment Trembley opére, pour trouver le fac-
teur d'intégrabilite :

1° I cherche des solutions singulitres et des intégrales particulieres
de la proposée ; 1l multiphe toules ces fonctions enire elles, apres avoir
donné & chacune un exposant a détermaner ; ol multiphe, en oulre, le

roduit mar e". u étant une fonction de x et de y & détermaner, sl a
. Y

reconnu, que le facteur dinlégrabilité ne peut étre algébrique;

90 I substitue le produtt obtenu & la place de z, dans Uéquation de
conditton : \
(% (Qz))

dx

Y
ay

(d (Pz-)) _ _q
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3% Il égale & zévo les dufférents-termes de cette équation, et les équa-
tons résultantes lur servent & déterminer les valeurs des exposants
mconnus.

Exewnere I — Soit 'équation :

(@ — 1) dy — [ay + r V& L7 =77 dw = 0.

Nous savons que sa solution singuliére est 42 + 52— r>=0; on vérifie
immédiatement que x2 — r2=0 est une intégrale particuliere. On pose
dong : ‘

-

= (2" 4 y* — 7’2)"0 (x* — 7“2)':.

Celle valeur, substiluée dans la condition d’intégrabilité, donne, aprés
toute réduction, une équation satisfaite par p= — 33 et O0=—1.Le fac-
teur d’intégrabilité est donc : ' i

1

(@ — ) VAT =

ExemrpLe II. — Soit I'équation :

3

R R _ 4
y¥Vaet+aotayvae—a —a \/a\/a“——w"%= 0.
On trouve qu’elle est satisfaite par y = 0, de sorte qu’aprés avoir reconnu
que le facteur d’intégrabilité ne peut étre algébrique, on pose :

W M
.y .

B

Substituant dans I'équation de condition, il vient :

— - [dz) N p—— ) 73
Eva+z Lo a——x./-—= g ‘ot — gz
W' vVa+a+ay \/ )‘\czy,1+“\/“ Ve —x ‘\‘d:z;')
+ 2y \/a—i—m#-a\/a‘—x———@i z=0.

Ve —a®

Substituant & z sa valeur et divisant tout par " 3~ il vient :

)+l avavE Ty (o

JE— d
2 S —_— —
(y Va4x 4 ay\a x) [3/ (da,/ \da

ax\/a |

+fi Q?/\/“‘f‘v"”"l‘“\/“—bm'—;‘;—" — _’Jy=i},
L . e —

o
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ou, en développant :

(du) Va— x4+ ay (dy) Va—z + (r+2)y Vata

1

Falpd+ )y Va—a+ava VaE—aty () Ve

\dx, Vi~ 2

En posant (d—u) =0, on détruit les deux premiers termes. Le troisieme
Yi

s'évanouit pour »=— 2; le reste de I'équation devient :
» ax \/ @
_a\/a——x—{-a\/a( 3 V' — a? ————\/«—~=O,.
/ \/ a® yz .
dou:

(du) I Lo
@ Vavaite ©—a
et, en intégrant :
2 ~— T
uzn\/—a__tf— lva* 4 a.

Le facteur d’intégrabilité cherché est donc :

— 2 Vot a
9 {
I "_u_l {/aa_mzA-} Va
o1 Ve i ,_ ¢
& =5 € | ou = -
Y . Yy at—at

'CHAPITRE I1.

~Applications géométriques.

La théorie des enveloppes des courbes planes ou & double cour-
bure et des surfaces n’est, pour ainsi dire, que I'expression concréte,
la représentation géométrique de la théorie des solutions singuliéres.

B . Sk
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Tout ce que nous avons dit des enveloppes, dans la premiére partie
de notre travail, nous dispense d'y revenir. Nous ajouterons seule-
ment que la théorie des développées , celles de la génération des
courbes et des surfaces, toutes les théories enfin qui se rattachent, de
pres ou de loin, & celle de I'enveloppement, sont encore une appli-
cation des principes émis dans la premiére partie. Nous n'expose-
rons pas, méme en raccourci, ces théories, quelque élégantes et
importantes quelles soient d’ailleurs. Nous nous bornerons 3 traiter
deux exemples tirés 'un et lautre de l'optique mathématique.

Exenere L — Trouver les équations des diacaustiques et des catacaus-
liques.

Solution. — Malus est le premier qui se soit occupé de ces courbes.
Voici, en quelques mots, les résultats de son analyse. ‘

1° Sion suppose un point lumineux placé devant une surface réfléchis-
sante, 'analyse montre qu'il y a sur cette surface deux systémes de courbes
différentes, telles que les rayons réfléchis sur chacune d’elles, forment une
surface développable. Lamé appelle ces courbes lignes de réflexion; une
ligne de I'un des systémes coupe a angles droits toules les lignes de I'autre.
L’aréte de rebroussement de la surface développable correspondante a
chaque ligne de réflesion, estune catacaustique. L'ensemble des catacaus-
tiques de chacun des deux systemes de surfaces développables, constitue

la surfuce catacaustique. 1l y a donc deux surfaces calacaustiques auxquelles .

tous les rayons réfléchis sont a la fois tangents. La courbe d'intersection
des deux surfaces catacaustiques donne un maximum de lumiére réfléchie
pour un il placé de maniére A la recevoir; si cette courbe devient un
point, il prend le nom de foyer.

2> Il existe de méme, sur la surface réfringente, deux systémes de lignes
de réfraction qui se coupent a angles droits, et pour chacune desquelles les
rayons réfractés forment une surface développable. Les arétes de rebrous-
sement de ces surfaces sont les diacaustiques. 1l y a donc deux systémes
de diacaustiques, qui forment deux surfaces diacaustiques auxquelles tous
les rayons réfractés sont & la fois tangents. L’intersection de ces deux

surfaces donne un maximum de lumiére réfractée pour un ceil placé de

maniére & la recevoir; si celle courbe devient un point, ce point se nomme

foyer. .
Ainsi, les catacaustiques sont les enveloppes des rayons lumineux réflé-

w
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chis sur une ligne de réflexion; et les diacaustiques, les enveloppes des
rayons. lumineux réfractés sur une ligne de réfraction.

Fig. 12. Soil AB la courbe réfléchissante ou ré-

fringente F'(x, y)==0, O le point lumineux

m

Y M B que nous prendrons pour origine des
3 ‘ coordonnées; M le point d'incidence du
D rayon OM; (x, y) ses coordonnées; ) et p
A _ les angles que font respectivement avec
/_\ I'axe des x positifs, le rayon incident et
‘ " le rayon dévié ; les cosinus des angles que

0 X

ces rayons font avec la tangente t7 & la
courbe AB au point M (x, y) seront :

da dy da ©dy

COS Xo —— = §in X ==, C€OS p. —— - 5in p. =5 ]

ds ! ds’ Poas T Ps® - 1

de sorte que, comme les angles d’incidence et de déviation sont dans un . “%

rapport constant £, on aura :

SR e

o l
COS/J.-{“E%S“Z,M:]Q (cos —}—%0039);

mais, en appelant ¢ et v les coordonnées d’un point D du rayon dévié
(véfléchi ou réfracté), et en posant, pour abréger : '

s=Va'f ¢y, d=vV{E—a)P+(v—y)

-

il viendra :

cOs A== —, §in i zg—, 'cos p = —a;, sin,«z———‘—y,
¢ ! o' /
d’olt
L dy dy
E—ux —Y) — -
+ =y = +yo _ ]
- — k. (D)
) [2)

C’est I'équation du rayon dévié, on de la droite enveloppée qui répond au
point (x, y) de la courbe F (x, y) = 0. Si on différentie cette équation par
Ei/? comme fonctions de x; puis, élimi-

d' dz Pe . s . r ’r -
nant x, ¥, d_ysf:’ @% entre I'équation (D), sa dérivée, et 1'équation F'=0 et

rapport a x, en y considérant y et

ses dérivées des deux premiers ordres, on aura en , v, I'équation de
I'enveloppe. Ce sera une catacaustique, si on suppose k = — 1, et une
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diacaustique si k représente Uindice de réfraclion relatif au passage d’un
milieu dans Vautre. '

M. Quetelet, dans les Mémoires de ' Académie de Bruxelles, a rattaché
cette théorie a celle des développées. Il considere la catacaustique pour
une courbe quelconque éclairée par un point brillant, comme la déve-
loppée d'une autre courbe, laquelle a la propriéié d'étre I'enveloppe de
tous les cercles qui ont leurs centres sur la courbe réfléchissante, et qui
passent par le point brillant. De méme, il considere la diacaustique pour

“une courbe quelconque éclairée par un point brillant comme 'enveloppe
de tous les cercles qui ont leurs certres sur la courbe dirimante, et dont
les rayons sont aux distances au point émanateur, dans un rapport con-
stant, qui est I'indice de réfraction.

Expnpie II. — Théorie des ombres. — Lorsqu’un corps opaque est
éclairé par un corps lumineux de dimensions finies, les deux surfaces
développables enveloppant, I'une, tous les plans tangents aux deux corps,
qui laissent ces corps d'un méme cdté; et lautre, tous les plans tangents
qui passent enlre ces corps, limilent, dans U'espace, la partie éclairée,
Vombre el la pénombre; et leslignes de contact de ces deux surfaces avec le
corps opaque, séparent sur ce corps-la pénombre, d'une part, de 'ombre
pure, et, d’autre part, de la lumiére compléte. — Soient :

F oz, y, 5)=0, et I, (z,y,z)=0,

les surfaces respectives du corps opaque et du corps lumineux. Le plan
qui touche F, au point (x,, y,, z,) et F, au point (x,, ,, 2,) sera indiffé-
remment :

yl)’ ) (])

[R120

e
I3
~

13

— B ==y (T — &) *i' g (y — ¥2),

Pu> G Par §, €lant donnés par les relations :

[AF /de>

L \de,} . \(—E/—l
Po==— dF',\’ o= dF, ’
(d,zx ’} (d;l)
. /d.Fz) (Eﬁ‘})

\a‘xg, dy.

prm= g = — L

o
$_~ =9
5| 5
\__/.

s
RS
—
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Des équations (1) et (2) on tire :
o= P B G, = 3 Py, o, (3)
el Von a, d’aillears:
P, == P (4) G 7 4, (5)
Les‘équations (3), (4), (5) jointes aux équations F, =0, F, =0, serviront
a élimiver x,, y,, z,, et & déterminer y, et z, en fonction de x, ; par suile
de quoi, 'égnation (3) prendra la forime :
z==a.p (@) + . b (o) + = (2.
En éliminant x, entre cette équation et sa dérivée relative a x,, égalée &
26ro, savoir :

on aura les deux surfaces cherchées qui peuvent éire considérées comme
les deux nappes d’'une méme surface, puisqu’elles seront données par une
méme équation.

Enfin, on déterminera la ligne de séparation d’ombre et de pénombre et
la ligne de séparation de pénombre et de lumiére, en éliminant x,, y,, 2, entre
les cing équations : .

Fi=0, =0, z, —p& — ¢y, =32, — P2 — Ly D=0 ¢

CHAPITRE 1L

Applications mécaniques.

C'est Lagrange qui a donné la signification géométrique des solu-
tions singuliéres, et qui a montré leur usage dans la théorie des
courbes et des surfaces. Mais il restait & déterminer leur réle dans
la mécanique. C'est ce que Poisson a fait le premier, tout en expri-.
mant le désir qu'on levat les difficultés qui subsistent encore dans
cette matiére,
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Les problémes de mécanique dans lesqueéls on peut avoir & consi-
dérer des solutions singuliéres, sont de deux espéces. Dans les uns,
il s'agit de déterminer le mouvement d’un corps soumis & une force
donnée, lorsqu’on connatt, en outre, les conditions initiales du mou-
vement; les autres consistent & déterminer des courbes sur lesquelles
un corps soumis & une force donnée puisse se mouvoir en remplis-
sant certaines conditions. Dansles premiers, la trajectoire est unique ;
dans les seconds, rien n'empéche quil y ait diverses courbes satis-
faisant aux conditions de I'énoncé. ’

PREMIERE CLASSE DE PROBLEMES MEcANIQUES. — Lagrange a montré
que, par la combinaison du principe de d’Alembert et du principe
des vitesses virtuelles, on pouvait, dans tous les cas, donner les
équations différentielles d'un mouvement que]conque, cest-a-dire
ramener toute question de mécanique & un probléme de calcul inté-
gral. En effet, ces équations formées, il ne reste & trouver que leurs
intégrales et & déterminer les constantes. Mais ces équations peuvent
étre susceptibles de solutions singuliéres quil importe d’interpréter
dans chaque cas, si I'on veut avoir la solution compléte du probléme
de mécanique donné. Or, il peut arriver : 1° que les solutions sin-
gulires seules satisfassenta ce probléme; 2° qu'il ne faille tenir aucun
compte de ces solutions; 3° enfin, ce qui est plus remarquable, que
le mouvement du systéme soit représenté, pendant un certain temps'
par les intégrales, et, pendant un autre temps, par les solutions singu-
licres. Cest ce qui resultela des exemples suivants :

Exgupie 1. — Déterminer le mouwvement rectiligne d’un corps partant d'un
point donné avec une vitesse donnée, et soumis & Uaction d’une force attractive
ou répulsive constamment dirigée vers le point de départ, et proportionnelle
a une puissance positive et fractionnaire de la distance du mobile & ce point.

Solution. — Soit ¢ le temps aprés lequel le mobile est & une distance »
* du point de départ; et a le coefficient de la force donnée (son mtensxte a
V'unité de dislance), I'équation différentielle du mouvement sera :

€ n '
— =ar , n>0 e <<i;
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et a élant > O dans le cas d’une force attractive; et <O dans le cas d’une
force répulsive. L’équation (1) a pour intégrale premiére :

dﬁ:z %az" V! (2)

pulnBy 8 ,

di® + n -1
(b étant la vitesse initiale, puisque, pour x = 0, on se trouve au point de
départ), et pour solution singuliére :

z == 0. ’ (3)

Si b n'est pas nul, il ne faudra tenir aucun compte de la solution singu-
liére =0, car, dans ce cas, le corps doit d’abord étre mis en mouvement;
et ce mouvement ne sera jamais interrompu, car, s'il y a répulsion, le corps
doits’éloigner indéfiniment du point de départ; et, s’il y aattraction, il doit
faire, de part et d’autre de ce point, une suite infinie d’oscillations égales
et d’égale durée. C’est ce que représente I'équation (2).

Dans le cas de b = 0, I'équation (2) peut encore s'intégrer, et donne :

l—n
[ 2 1—}—11 9 (4)
—_C_'Li—n\/ %a ’ \ ’

¢ étant la constante arbitraire. On la déterminera, en supposant que le
temps se comple a partir du point de départ du mobile; car alors t =0
donne x = 0, et, partant, ¢ = 0; donc (4) devient :

i 1—=n
2 N4wg 5
t—n\ 2a / )

Davs ce cas, c'est 'équation (3), c’esl-a-dire la solution singuliére qui
résout le probléme, car il est visible qu'alors le mobile doit rester au
point de départ, puisqu’en ce point sa vitesse et la force qui le sollicite
sont-toutes deux nulles; et qu’il faut rejeter 'intégrale (5), d’olt, au reste,
on ne peut rien conclure, quand a est négatif, parce qualors la valeur
de ¢ devienl imaginaire.

L’équation (2) a aussi une solution singuliére :

{ —

(n1) 6%+ 20 2" T =0,

_*
\/ == constanie;

Ot o

<
[

|
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mais qui doit étre rejetée, puisqu’elle ne satisfait pas a I'équation différen-
tielle (1) du mouvement.

Remarque. — Les équations différentielles d’'un mouvement quel-

conque sont, en général, du second ordre : leurs intégrales premiéres -

ne leur sont donc pas équivalentes, car, d'une part, les solutions
singuliéres des équations différentielles ne sont pas comprises dans
ces intégrales; et, d’autre part, les solutions singuliéres de ces inté-
grales premiéres ne sont pas comprises dans les équations différen-
tielles du mouvement.

Exguerr I — Déterminer le mouvement rectiligne d'un corps soumis &
~Laction d’une force retardatrice proportionnelle & la racine carrée de la
vilesse du mobile.

Solution. — Soient v la vitesse, ¢ le lemps complé a partir de l'origine
du mouvement, « le coefficient de la force donnée; I'équation différen-
tielle du mouvement sera : ’

dl

—_— a-\/?. (1)

Celte équation a pour intégrale générale :

.oal P
vi—2 |, 2

P E=

—
{
;
i
L =z

(b représentant la vitesse initiale); el pour solution singuliére :

Cp==. \ (3)

Si b=0, le corps devra rester en repos; et c'est la solution singu-
litre v =0 qui donne la véritable solution du probléme. Si b west pas
nul, le corps doit se mettre en mouvement, et ce mouvement doit conti-
nuer jusqu’a ce que la force retardatrice I'ait annulé. Donc, depuis ¢ = 0

2\/%

jusqu’a t=
et, au bout de ce temps, c’est la solution singuliére (3) qui fait voir que le
mobile passe & I'état de repos et y persiste.

Remarque. — Poisson a appelé I'attention des géometres sur cette
difficulté, que les équations différentielles d’un mouvement absolu-

» le mouvement du corps sera donné par I'intégrale (2);

s




DES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 13117

ment déterminé, puissent étre satisfaites par plusieurs équations qui’
remplissent, en outre, les conditions initiales du nouvement. Ce

fait ne tiendrait-il pas & ce que les équations différentielles sont
. plus générales que le probléme qu'elles sont appelées a résoudre ; et

cela, parce qu'on n'a pu faire entrer dans ces équations certaines

conditions implicites que toute question comporte généralement?

DruxikME CLASSE DE PROBLEMES MECANIQUES. — Ce sont les seuls

qu'Euler ait résolus en vue des solutions singuliéres. (Voir Mecha-
naca, t. 11, n* 268, 303, 305.) Voici celur qu'Euler résout au n® 268.

Exenrre H1. — Trouver une courbe telle quun corps pesant, projeté avec
une vitesse horizontale donnée, se menve sur cette courbe en conservant tou-
jours la méme vitesse horizontale.

Solution. — Prenons pour axes coordon-
nés deux droites rectangulaires, I'une hori-
zontale, Vautre verticale, ayant leur origine

vant Paxe des x, et v la vitesse au bout du
temps ¢, dirigée suivant la tangente au
: point 4 & la courbe inconnue; enfin ¢ la
v pesanteur. La vitesse horizontale devant
"~ loujours étre égale & b, on aura :

dx )
veosa="b, ou v—=10,

ds

ou

L’élimination de v entre (1) et (2) donnera I'équation différentielle de la
courbe cherchée, savoir :

bdy == dx. \/2gy. v - (3)

a la position initiale D du point donné.
~Soient b la vitesse horizontale, dirigée sui-"
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Cetie équation a pour intégrale compléte :
e Wry=[z VI + ],
ou, puisdue x=0el y==0enlrainent c—=0:
by = ga’, (4)

équation d’une parabole dont le sommet est au point de départ, et dont

V'axe est la verticale passant par ce point. ,

L’équation (3) a pour solution singuliére y = 0, c’est-a-dire une droite
horizontale passant par le point de départ. Ainsi, la courbe cherchée peut
étre une parabole ou une droite horizontale.
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