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En géométrie algorithmique! , on s'est pendant longtemps intéressé aux
objets linéaires (points, droites, polytopes). Dans la géométrie non linéaire.
on s'intéresse, en premier lieu, aux algorithmes relatifs aux spheres:

o+ Enveloppe convexe de sphéres

Diagramme de Voronoi(diagrammes de puissance ol vrais diagrammes
de Voronoi)

¢ Arrangements de spheres

L

C'alcul du plus petit cercle englobant

¢ Surfaces de Connolly

Dans ce rapport, on s'est intéressé aux algorithmes de calcul d’enveloppe
convexe de sphéres et de surface de Connolly en dimension d.

1 Préliminaires pour les algorithmes en géomeétrie
non-linéaire:

Dans cette premiére partie, on va définir les objets géométriques que l'on

manipule ainsi que certaines transformations appelées: dualité. Le lecteur

interessé par les structures algorithmiques et les algorithmes de base pourra
lire {BY93] [PS85].

1.1 Définition d’une sphére et d’un disque (boule):

On note E¢ l'espace euclidien en dimension d. Une sphere ? § en dimension
d est définie par son centre C(8) = {c1.ca2.- . ¢q) el 50N rayon: r = R(S).

H

Stage effectué a I'IN RIA Sophia~Antipolis—Unité de Recherche Sophia- Antipolis.
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2parfois. on utilise le terme d’hypersphéres quand d > 3.

4



L équation cartésienne vérifiée par les points de £? appartenant a la sphére
est

(21— c1)? + (32— €2)* + (2d — ca)t =1
On définit le disque comme étant I'intérieur de la sphere (y compris la
sphere). Soit D. un disque. Son équation cartésienne est:

(21 - 1) + (22 — 02)? + (24 — €a)? < 77

On appelle encore un disque T une boule. Notons S¢. 'ensemble des sphéres
ot D4 l'ensemble des disques de E%. En dimension 1, on appelle cercle une
sphére et arc un morceau continu d’une spheére.

1.2 Dualité dans I'espace E°.

En géométrie algorithmique, on utilise souvent des transformations pour
ramener une situation inconnue i une situation connue. la traiter. puis re-
faire les transformations inverses afin d’obtenir les résultats finaux. Une telle
transformation bijective s’appelle une dualité.

La polarité par rapport a O’ est une transformation qui & un point P de -

£ différent de O’ associe un hyperplan ® P~ ne contenant pas O’ tel que si
Fon ait:

P ={X e E40'P.O'X =1}
De inéme si on prend un hyperplan H ne passant pas par O', on définit A~

par:
H|H"X=1YX€H

H™ est unique et différent de O’. La dualité s’exprime par son involution:

H™=H

1.3 Inversion de péle:

On 2 vu comment, on transforme des hyperplans en points et des points en
hyperplans. Maintenant. on s'intéresse i avoir une dualité entre les sphéres
et les hyperplans, et donc par dualité, des sphéres aux points de E®.

3(0n définit un hyperplan en dimension d par son équation carlésienne: a1z, + --- +

aglgd Gap1 =0



Figure 1 : Dualité par rapport & O

1.3.1 Inversion de péle d’un point de £

Soit T et P deux points de E¢ (T # P), on appelle inversion de péle P par

rapport a Y. la transformation ponctuelle qui associe 3 P un point P’ tel
que:

YPYFP =1

1.3.2 Inversion de péles d’une sphére S de E9:

Soit S une sphere de E9 et T un point de cette sphére. L'inversion de péle
de cette spheére par rapport & T est la transformation qui associe a cette
sphére un hyperplan défini par:

$*={XITXITX' =1L X' €S\ T)

A chaque point.X’ de S différent de Y, on fait correspondre un point X tel
que

TX.TX =1
On voit immédiatement que S* ne contient pas T. A tout hyperplan de £9
ne contenant pas T, on peut lui associer, dualement, une sphére passant par

T.

1.4 Définitions et propriétés d’un polytope:
1.4.1 Définition d’un polytope:

Un polytope est défini par 'enveloppe convexe d'un ensemble fini de points
de E?. C'est un sous-ensemble fermé, borné et convexe de E<.

On le définit dualement comme étant l'intersection finie d’hyperplans de E¢,
Un polytope en dimension d est un d-polytope.Soit M un hyperplan de E¥,
H est support de P (un polytope) si H NP # 0 et si P est inclus dans
’adhérence de I'un des deux demi-espaces définis par H:



¢ Ht.demi-espace ne contenant pas H et contenant un point permetiant
de définir la région positive.

s H™, se définissant par rapport & H* par la relation:

Ef=H*+H +H

1.4.2 Faces d'un polytope:

On appelle face d’un polytope, l'intersection H NP du polytope P avec
un de ses hyperplans supports. Ces faces sont des sous-ensembles de E7 de
dimension comprises entre (d—1) et 0. Ce sont les faces propres du polytope.
On leur ajoute deux faces impropres qui sont:

o La face vide de dimension —1 par définition.
o Le polytope P lui-méme, de dimension d.

L'ajout de ces faces impropres permet de simplifier certaines relations con-
cernant les polvtopes et de struturer I'architecture d'un polvtope. On note
j—face. une face de dimension j. Certaines faces sont désignées par des noms
plus précis. Citons:

¢ O-face: un sommet.

e 1-face: une aréte.

e d-face: le polytope P
Une k-face f, et une (k + 1)-face f2 sont dites incidentes si f est incluse
dans la frontitre de fo. On dit alors que f) est une sous-face de f3 et fo, une
super-face de fi.
1.4.3 Propriétés d’un polytope:

Un polytope P. vérifie la relation d'Euler:
Notons ng(7P) le nombre de k-faces.

Théoréme 1.1 Les nombres np(P), -1 < k < d, satisfont la relation:

d

S (-1Fa(P) =0

k=-1
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On démontre que c'est la seule relation linéaire vérifiée par les faces du
polytope P. Un autre type de relation utilisée sont les formules de Dehn-
Sommerville qui permettent de calculer le nombre de faces de dimension
k.k impair, connaissant tous les nombres de faces de dimension :,0 € ¢ <
k-1

Théoréme 1.2 Relations de Dehn-Sommerville:

k
S (~1YCETEn(P) = ni(P)

7=0

Lorsque k est pair. on voit que l'on ne peut obtenir ng(P). Aussi. pour un
k-polytope, on écrit généralement toutes les relations de Dehn-Sommerville,
ce qui donne |41} relations indépendantes... La complexité d’un polytope

P avant n sommets ou n (d - 1}-faces est O(nl%) [BY93] .

2 Algorithmes de calcul de I’enveloppe convexe
de spheres.

2.1 Introduction.

Lorsque 1'on étudie les algorithmes geométriques d’objets linéaires, on s'intéresse
tout d'abord au calcul de leur enveloppe convexe. Les calculs d’enveloppe
convexe permettent de caractériser un ensemble de sphéres en son enveloppe
convexe {entité géométrique) ayant des caractéristiques mathématiques in-
téressantes. On peut ainsi.par exemple, modéliser une molécule par son
enveloppe convexe, puis essayer de la reconnaitre en I" assimilant a son
enveloppe convexe (on réalise ainsi, un atlas des enveloppes convexes des
molecules)..... Dans la suite, on présentera d’abord, un algorithme de calcul
de cette enveloppe convexe (noté en abréviation EC) en dimension d de
complexité O(nl¢/ 7} 4 nlogn) . puis on donnera également des algorithmes
plus spécifiques en dimension 2.

2.2 Algorithme de calcul de 'enveloppe convexe en dimen-
sion d en O(nf?? + nlogn)[BCD¥92a).

On définit Ienveloppe convexe d'un ensemble de spheéres S, comme étant
le plus petit objet geometrique convexe contenant ces sphéres. Si @ est un
objet, on note, par convention, EC(0O) son enveloppe convexe.
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Arc de cercles

N

SEEIEnl e

Figure 2 : Exemple d'enveloppe convexe de disques - Sortie Latex de
EXEC4/enveloppe

2.2.1 Composition d’une enveloppe convexe:

e En dimension 2, le bord de ’enveloppe convexe de disques est composée
de deux types d’éléments:

1. des portions de cercles issus des disques initiaux.

2. des segments, tangent a deux disques.

o En dimension 3. l'enveloppe convexe de sphéres est constituée de trois
types générateurs qui sont :

1. des portions de spheres.




= Une facette plane

E77 Une facette conique

NN Une facette spheérique

Figure 3 : Exemple d’enveloppe convexe de spheres en dimension 3.

2. des triangles tangent & trois spheres.

3. des morceaux de cdnes tangent a deux sphéres.

e D’une maniére générale, en dimension d, le bord de I’enveloppe convexe
d'un ensemble de sphéres est constituée de d types générateurs (on
verra plus loin, lors de 'algorithme la justification).

2.2.2 L’algorithme:

Soit & = {S}.82,+++.8n} 'ensemble de sphéres de E4(espace euclidien en
dimension d)} dont nous voulons calculer 'enveloppe convexe:EC(S). Plon-
geons E% dans E4*? tel que 'hyperplan de E4t1: 24, = 0 contienne toutes
les sphéres §. On dira que le (d + 1)°™¢ axe est I'axe vertical. Pour chaque
sphere de E9, on associe un point de E%+! tel que:

Sd — pd#l
S — ¢(Si) = (3;%", J:(?'), oo 2 R o (:rgl), mg),- -, 2y désigne
le centre de la sphére S; et R; son rayon.

10



waa  Enveloppe convexe des spheres
_  Enveloppe convexe des points

Cones

Figure 1 : Immersion de l'espace E? dans l'espace E4FE

Soit (g un cone d'angle? & d'axe parallele a r44, et de sommet quel-
conque. A toute sphére §; de S . on associe un cone 8(5;) tel que I'apex(le
sommet} de ce céne soit o{S;) et soit le translaté du céne C'p par rapport Y
["axe vertical. Soit O’ un point quelconque a l'intérieur de EC(S).

Théoréme 2.1 Tout hyperplan de E? qui est support de EC(S ) est Uintersection

d'un unique hyperplan N de E**! avec 2441 = 0 tel que:

1. H est support de EC{6(S5}).
2. 'H est le translaté d'un hyperplan tangent @ Co.
3. H est au-dessus de 0"

Réciproquement, lintersection d'un hyperplan de E9! vérifiant les brois
conditions ci-dessus avec x4yy = 0 est un hyperplan de E? support de EC(S ).

Preuve.

¢ L'intersection entre EC(8(S)) et I'hyperplan 244 = 0 est EC(S). Ceci
découle du fait que 8(S)N(zg41 =0)=3S

*On choisit § afin de faciliter ies transformtations, mais on pourrait prendre un angle
arbilraire.

11




» Réciproquement, Si un hyperplan de E*+! est support de EC(o(S)).
au dessus de O et soit le transiaté d'un hyperplan tangent a Cl. alors
son intersection avec I'hyperplan 441 = 0 est support de EC(S) O

Ainsi. on aura d types générateurs lorsque l'on calcule 'enveloppe con-
vexe de sphéres en dimension d, puisque I'on étudiera d'abord les faces de
dimension (d — 1), puis les (d — 2)-faces,....0-faces.

2.2.3 Analyse de la complexité de I’algorithme:

Comme la complexité de l'algorithme de calcul de l'enveloppe convexe de
points en dimension d est G)(nl’g‘J + nlog n) [Duq92] [BY93] . la complexité
de l'algorithme est au moins celle-ci {il suffit de prendre des sphéres de
rayon nul. on a alors des points). Si 'on note ¢(n) la complexité du calcul
de 'enveloppe convexe: on a:

e c(n)= Q(nLgJ + nlog n)

d$+1)

o o(n)=0(nl"2 } 4 nlogn)

Le probi2me est donc de savoir s'il existe des algorithmes meilleurs en dimen-
sion impaire (différent de 3) puisque l'immersion de 'espace de dimension d
dans 'espace E4+! augmente la complexité de I'algorithme d'un facteur® n.

2.3 Algorithmes de calcul d’enveloppe convexe de disques
(en dimension 2).

Dans cette partie, aprés avoir vu un algorithme fonctionnant en dimension
quelconque. on va s'intéresser aux divers algorithmes en dimension 2. De
méme qu'il existe des algorithmes non généralisable de calcul d’enveloppe
convexe de points en dimension 2, on va décrire des algorithmes spécifiques
a cette dimension.

2.3.1 Implantation de Palgorithme général en O(nlogn).

Limplantation d'un algorithme nécessite le choix d'une structure de don-
nées. On code la structure d’un polytope par:

son graphe d’incidence

SGid=2k+1alors [§] = ket [ =k+1.

12



Figure 5 : Bipyramide a représenter sous son graphe d’'incidence

On a choisi. de coder le polytope 3D, résultat du calcul de I'enveloppe
convexe des disques convertis en points, par son graphe d’incidence. Le
graphe d'incidence est un graphe non orienté qui décrit la structure faciale
d'un polytope. 11 est constitué de noeuds d'information dans lequels sont
stockés le polytope comme suit:

On distingue {d+2} couches dans lesquelles sont énumérées toutes les j-faces
pour —1 € j £ d. Deux noeuds sont reliés s'ils différent d'une couche et si
I'un est une sous-face® de I'autre. Ainsi, on voit bien l'intérét d'ajouter les
faces impropres. La -1-face nous permet d’avoir une racine: le point de dé-
part de la structure du polytope. Par exemple, si I'on veut représenter cette
bipyramide par son graphe d'incidence, on obtiendra un graphe d’incidence
marquant toutes les relations entre les faces du polytope. En dimension 3,
on peut également coder un polytope par sa liste d’arétes]BY93] (on code
un sommet par un noeud et une aréte par deux noeuds:origine-extremité}:
en effet. ce sont les (3-2)-faces qui vont donner lieu, ou non, aux segments.

S$yolr la premikre partie...
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-1-face

O-face

i-face

2-face

3-face

Figure 6 : Graphe d'incidence codant le polytope
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2.3.2 Parcours de la ceinture du polytope

La ceinture se définit simplement comme étant I'ensemble des (d-2)-faces
(ici les arétes) dont l'intersection de I'hyperplan support a 459 avec I'axe z
et Ihyperplan (z = 0) donne un segment du bord de l'enveloppe convexe
des disques.

Théoreme 2.2 La ceinfure esl connere.

Preuve. Ceci est du au fait que I'enveloppe convexe est connexe.t Notons

S, la sphere de centre (x,.y;) et de ravon r;. Le parcours de la ceinture du
polytope P s’effectue de la maniére suivante:
ALGORITHME:

1. Trouver le sommet . Sinisial- du polytope P qui vérifie la maximalité’ de
T+ ri

v 4 — o
2. 8 = Suateal

3. Regarder une par une les arétes partant du sommet s jusqu’a trouver
une aréte donnans un hyperplan support de EC(o(S5)) ayant un angle
de 45° par rapport & I'axe z et se situant au-dessus de O’

1S9l existe® un telle ardte alors s = EXTREMIT E(arete). Si s =
Sinitial alors FIN sinon aller en 3.

2.3.3 Projection d’un segment de E? ayant un plan support de
Penveloppe convexe a 15° avec I’axe z dans E*:

Pour calculer efficacement, la projection a 459 d’une aréte({ P, P;), on projette
orthogonalement d’abord par rapport au plan {T|w = a7 +87 .(a.3) €
R*}: on obtient deux points P} et Pj. On calcule les droites Ay et Ay
telles que .\, passe par Py et soit perpendiculaire & la droite définie par
'intersection du plan support avec le plan (= = 0) que l'on note A, On a
alors s; = AN A et s = AN Ay olt A\, est perpendiculaire 2 A et passe
par P,. Le segment faisant partie de 'enveloppe convexe est [s182].

Ton est sur que la sphére S, intervient dans I'EC.
8 Cette méthode permet de controler les eventuelle erreurs numériques du programme...
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ion d'un segment de 'enveloppe convexe.

t

s

T : Détermina

gure
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Sens Trigonomeétrique

segmenlyh, - Segment 2

e arc de cercle

Figure 8 : Détermination d’un segment de l'enveloppe convexe.

9.4 Calcul de ’enveloppe convexe de disques par un algo-
rithme output-sensitive (&(nh)).

2.4.1 Description générale de P’algorithme:

Un algorithme output-sensitive est un algorithme dont la complexité depend
de Ia taille du résultat, Cet algorithme est une marche de Jarvis (algorithme
de paquet cadeaux). Il faut au départ partir d'un disque qui fait partie de
I'enveloppe convexe. Prenons, par exemple, le disque vérifiant y; + r; max-
imal.On construit. alors, 'enveloppe convexe dans le sens trigonométrique
de la maniére suivante:

1. Prendre comme direction dirininat la tangente au cercle &; passant par
le point {z,.y: + Ti) orientée dans le sens des x négatifs.

2. dir = ditiniial




Tangentes exterieures communes

Tangentes interieures communes

Cas speciaux de tangentes exterieures:

& Q

& Un point de tangence
Pas de tangente exterieure.

Figure 9 : Tangentes communes a deux cercles.

3. Calculer toutes les directions définies par les tangentes communes ex-
térieures ? (si elles existent) entre le cercle §; et les autres cercles &,
et orientées de &; a §;.

4. Choisir le cercle S; tel que I'angle entre dir et dir; soit minimal.
5. Si dirj = dirinitia alors FIN sinon dir = dir;.

6. Aller en 3.

2.4.2 Calcul des tangentes extérieures communes 4 deux disques

Le calcul se fait trés bien, si l'on considére les cercles en équation polaire:
Considérons deux cercles: Cy et Ca:

r =2y +r cosf
C1 .
Y=y +rysinf

et
T =1zg+ 10088

2=\ y=p+rosing

Lorsqu’il existe deux tangentes communes exterieures & ces deux cercles.
on a la propriété que les points de contact sur les cercles sont tels qu’ils

%Sauf cas dégéneré, il existe 4 tangentes communes & deux cercles: 2 qui s'intersectent
que ’on dit intérieures et 2 extérieures.

18




“\ Sens trigonométrique

Cercle 2

Cercle 1

Tangente extericure commune.

Figure 10 : Calcul des tangentes communes exterieures.

ont le méme angle 8. On pose donc le vecteur & comme étant le vecteur
perpendiculaire i cette tangente:

4 = (cosf,sind)
et
ZP Py =0
ce qui conduit directement & ’équation:
Ar+ Azxcos@ + Aysingd =0
OU Ar = rg —ri Ar = 24 ~ T AY = Y2 - . Cette équation doune les

éventuelles solutions. ..

2.5 Analyse des résultats.
2.5.1 Complexité de la marche de Jarvis:

A chaque étape de I'algorithme, on calcule O{n) tangentes extérieures. Comme
il y ah (nombre de segments du bord de Penveloppe convexe) étapes. la com-
plexité de l'algorithme est:

¢(n) = O(nh)

2.5.2 Conclusion:

U n'y a pas d'algorithme telle que sa complexite soit minimale dans tous
les cas. En effet, si la taille de I'enveloppe convexe est inférieure 3 log n,
I"algorithme en ©(n.h)} sera plus efficace, sinon il est préferable d utiliser
Palgorithme qui passe par le calcul de Penveloppe convexe en dimension 3
en O(nlogn).
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Figure 11 : Enveloppe convexe d’un ensemble de disques de D?.
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3 Algorithme de calcul des surfaces de Connolly
(BDD92].

3.1 Introduction.

Les surfaces de Connolly sont utilisées en chimie[BLO90, SAN91] pour mod-
éliser la possibilité de contacts entre deux molécules données. On modélise
les molécules comme étant un ensemble de n spheres 1% S = {S;,0 < i £ n}
avec |5| = n-+1. Appelons p—-région, le complémentaire fermé d’un disque de
rayon p. La surface de Connolly de S noté C,(S) est le bord de l'intersection
de toutes les p—-régions contenant §. Mais on a également C,(S) qui est le
bord de I'union de toutes les sphéres de rayon p n’intersectant pas S. Fait:

e sip=0.C,(85)=8
¢ sip— ., C,(S8) = EC(S) (c’est son enveloppe convexe)

La bordure de la surface de Connolly décrit la zone accessible par une
sphére de rayon p sur une molécule §. En catalyse enzymatique, cette surface
est utilisée pour modéliser les forces électrostatiques afin de visualiser les
zones d’affinités des molécules et de déterminer les sites actifs{LK} . On
appelle sphére de Connolly, une sphére de rayon p tangent & au moins deux
sphéres de S. La surface de Connolly C,(S§) est composée:

e en dimension 2:

1. de parties convexes, qui sont des morceaux de sphéres &; de &

2. de parties concaves, qui sont des morceaux de sphéres de rayon p

¢ en dimension 3:

1. de parties concaves

— formées par des portions de sphéres de rayon p tangent i
trois spheéres de S.

- de parties toriques de rayon p, tangent a deux spheres de la
molécule S.

2. de parties convexes issues des sphéres de la molécule.

%une sphére est un objet geomatrique convexe défini par son centre (a1,:--, ¢q) et son

rayon v en dimension d :

(z1—a1 ¥ + (g2 —ag)’ + - o {mg ~ ag)* = 7°
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Arc delimitant la
surface de Conna

Figure 12 : Exemple de surfaces de Connolly.
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rile concave

{calotte spherique)
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Partie torique

Surface de Cor

Olbrés deux limites du tore zone concave de rayon R
- 3 morceaux de spheres

- 2 calottes spheriques
- 3 regions toriques

Figure 13 : Surface de Connolly en dimension 3.
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/ "< Sommet de l'union de spheéres.
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Figure 14 : Lien entre le calcul de d’une surface de Connolly et I'union de
spheres.

3.2 Algorithme en dimension d.

On introduit un nouveau jeu de spheres S’ = {$/,0 < 7 < n} ou & est
la sphére de méme centre que S; et de rayon p + pi. En dimension 3, une
sphere ¥ de rayon p est tangent aux sphéres S; , Sj,et Sp et n’intersecte
pas d’autres sphéres de S ssi le centre de 3 est contenu dans lintersection
de ${NSLN S}, et n'est pas & Vintérieur d’autres spheres de &'. Ceci montre
l'isomorphisme, puisqu'un sommet de I'union des sphéres donne un point
définissant la surface de Connolly,...

e Un sommet de 'union correspond 4 une partie concave (calotte spherique).
o Une ardte correspond & une partie torique (tangent a deux sphéres).

o Une face correspond A une partie convexe'l.

3.3 Algorithme de 'union de sphéres.

On a donc ramené le probléme de calculer les surfaces de Connolly a l'union
de spheres. Comme Punion de n sphéres a pour taille ©( n?), il s’ensuit que
la complexité de la surface de Connolly est en O( n?)} dans le cas le pire en
dimension 3. On calcule cette union de la maniére suivante:

1. Plongeons l'espace de dimension 3 (£3) dans Pespace euclidien de di-
mension 4: &4, Soit & un point de &1 tel que z4(a) # 0

z4(z) est la projection orthogonale de x sur P'axe vertical:

R‘1 —_ Rlﬂ. = (0,1,(1.2,(1,3,(14) —_ -1,4(1’) = a4

1 Chague sommet apporte une restriction sur la complexité de Pobjet.
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, & chaque sphére de &' , on associe une sphére en dimension 4, notée
7;, telle que cette sphére passe par « et que lintersection de cette
sphere 7; avec (z4 = 0) soit S!. Bien évidemment ; est unique.

Fait;

Toutes les spheres 43,0 € ¢ < n passent par «

2, Puis,effectuons une inversion de péle a sur v = {7;,1 < ¢ < n},
on transforme l'union de sphéres en 'union de demi-espaces. Mais on

préfere faire l'intersection des complémentaires des demi-espaces'? calculable

en O(n?).

3. La dualité qui a un hyperplan de £* fait correspondre un point de
£4 permet de résoudre lintersection des demi-espaces par le calcul de
Penveloppe convexe[SEI81] des points duaux en ©( n?)} et par dualité,
on trouve Uintersection des hyperplans({ [BY93]).

3.3.1 Analyse des résultats.

Cet algorithme est généralisable en dimension d. 1l illustre bien le fait quen
géométrie algorithmique, on plonge souvent 'espace dans un espace de di-
mension supérieure (d + 1,d + 2,---). On utilise, alors la dualité pour pou-
voir résondre le probleme puis on prend les solutions duales. Les surfaces
de Connolly sont trés utilisées en Chimie, pour le probleme de Docking:
il faut essayer de trouver la conformation d'un ligand et la position de ce
ligand par rapport & un site d’une macromolécule. Bien sar, ce probléme
n’est résolu qu’approximativement et fait intervenir des heuristiques'3... Les
résultats obtenus par le calcul sont précis '

4 Calcul des déplacements admissibles d’une molécule

sur une autre.

Soit A = {A;,1 < i< n}yet B= {B;,1 < 1 £ m} deux ensembles de
spheres en dimension 2, on présente dans la suite un algorithme permettant
de calculer toutes les positions du plan admissibles par A: c’est-a-dire, toutes

12] 6 complémentaire d’un demi-espace est un demi espace

BALCHEMY et SYBYL, ont mis au point un outil de visualisation et de docking sur
PC:ALCHEMY 111

M1 erreur dépend du rayon de Connolly par rapport aw rayon moyen des sphéres de la
molécule. En général, les calculs ont une précision de 1073,
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de Connolly sur un ensemble de
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p

Représentation des sph

Figure 15
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—
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le 4).

ecu

v

Connolly (mol

Figure 16 : Représentation des arcs de
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Sphere de Connollyym .

Figure 17 * Représentation des spheres de Connolly (molécule 4.

les positions satishiant AN B = §. Dans un premier temps, apres avoir
developpé le formalisme de Minkowski, on va n'autoriser que les translations
de A, puis on introduira les rotations de .A.

On définit la surface de Connolly: C4(B), comme étant le bord de la région
admissible.

4.1 Le formalisime de Minkowski:

Soit A et B deux objets géométriques, on définit la somme de Minkowski
par:

A@B={a+baec Aectbec B}
Sil'on prend la convention de noter 84 = {—a,a € A}, alors on a:
ASB=A8(6B)

La somme de Minkowski est une convelution. En effet, X € A D B est
equivalent a:

Y e E5L(Y e ANX-Y €B)

Si I'on note A(.) et B(.) les fonctions logiques telles que

X eA& AX)=1,0sinon
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alors on a:

(A8 B)X)= V (AX)ABX -Y))

YeE?
Propriétés:
[ ]
A®T_(B)= {a+u+bacAbeb)

TTL’(') désigne la translation de vecteur  .Soit a
AEBT?(B):T_E-(.A®B) %f
T_(64) =T _(A) %
-Tx T %i
[
i

(A1UA2)€BB=(A1®B)U(A2EBB)

Les sommes de Minkowski sont trés utilisées pour les algorithmes de place-
men¢ d’un objet par rapport & un autre.

Théoreme:

ANB#£0ssiO€ ADB.

Ao B = {T]TW(B) Nn.A # 0}

Preuve:
Soit X € ANDB,
e X =a="baée AbE B, soit ¢~ =0dou e ASB.

e Si0e Ao Balorsdac A FbeBla—b=0.
Soit @ = b et donc ANB £ D.

. T_u_(A)rlB;éﬂ
o Joe A eBlatu=1b
Su=b—a
Soitue B A

Ainsi, lorsque l'on veut calculer toutes les positions des translatés de A par
rapport 3 B tel que ANB # @, on calcule A@ B.Soit © un objet géométrique
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Az s
Cercles de positionnement A > “
(2 suffisent) -41; T

Surface de Connolly
Ppour .41

Portion de surface de
Connolly pour A,

Figure 18 : Positions admissibles de A par rapport a B (uniquement des
translations).

du plan E?, on note Bs(A) = {Rs{a) a € A} ot Ry désigne une rotation 3
de SO? . Dans un premier temps, on va analyser le cas ot A ne subit que des
translations. Puis on étudiera le cas ol A subit n'importe quelle similitude
du plan'®. Si I'on note 8.4 le bord de A, et A le complémentaire de A, on
va d’abord calculer 8.4 & B puis on définira C A(B) par

CalB)y=2 |J A;6B
d€[—mi+ri

4.2 Algorithme de Calcul des positions admissibles de 4 par
rapport & B en autorisant que les translations de A:

Soit § une spheére, on note C(&), le centre de cette sphere et R(S) son rayon.
On note U{S), Punion des sphéres de S:

U(SE)={8,1<i< |8}

Dans le formalisme de Minkowski, on cherche & calculer 4G B .
L'algorithme est alors trés simple:

15En dimension 4, on note SO¢ le groupe des rotations de E®. Soit Rs € SO%, on a
RoRy = Id et det Rp = 1.
18Généralement, on note D® Pensemble des déplacements en dimension d,
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o Calculer Ui =U (8@ ois St désigne Pensemble des sphéres de B, de
méme centre mais de rayon augmenté de R{A;), soit:

st = {s9,1<5 <ml
avec . -
_ { C(SJ-(")‘) = C(B;)
d RS = R(Bj) + R(A)
« Choisir le centre d’une sphere de A, quitte & renuméroter les spheres

on prend la sphere 1, comme &tant Vorigine de calcul des vecteurs
translations i, %2, ., Uy, définis par:

")

a—

u = 0
W = C(ANC(AL), 284S

o Calculer la surface définie par:

p= | T4 @)

1<ign

Le bord exterieur de P,0P est un polyarc!” qui désigne I’ensemble de toutes
les positions limites du centre de Ay tel que A soit tangent & B. Si 1’on veut
avoir la zone des positions interdites de.la motécule A,il suffit de calculer
P& Ay qui est tres facile puisque lon ne change que le rayon de chaque
arc, en augmentant de R(A;). Cependant , bien que la succession des arcs
de 1'union ne change pas, les positions d’intersections changent et domnc les
angles délimitants les arcs {on peut d’aillears utiliser cette propriété pour
sviter de calculer au départ toutes les unions: on calcule la premiére puis
on en déduit les autres par ull simple parcours:@{nm + M log m) au lieu de

O(nm log(nm)))-

Interprétation de la courbe 9P
Lorsque 'on se trouve sul wn arc venant de TTE‘ (14;), on sait que la sphére

; est tangente 3 5, on peut ainsi parcourir BP‘, en connaissant a chaque
position la sphere tangente 3 B. Losque V'on rencontre un point d’intersection
&’arcs, on a au minimum 2 arcs qui ont donnés ce point, donc A sera tangent
3 B par an moins deux spheres.

17Jn polyarc, est un ensemble d’arcs continu fermé.
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Surface de Connolly pour
Ay

Ay est
tangente i la
molécule

Position ot les sphéres A;
et Ay sont tangentes

Az
Position ol la sphére A est tangente &
la molécule
Figure 19 : Interprétation de aP.
Complexité:

Au départ, on calcule tous les ensembles de spheres S(), 1 <i<nen
O(n.m) puis on calcule en O(n) les vecteurs de translation, on réalise alors
union de tous les S® en O(nm log(nm)) en utilisant les dualités '8, Comme
Palgorithme de calcul de Penveloppe convexe de n points en dimension 3
se fait de facon optimal en O(n logn), on en déduit que Palgorithme de
I'union de n spheres est en O(n log n). La complexité de trouver les positions
admissibles de 4 par rapport & B en autorisant uniquement les translations

de A est donc en O({nmlog(nm)) ol n est le nombre de sphéres de 4 et m
le nombre de sphéres de B.

Au cours de algorithme, on peut détecter le bord externe OP sans coiit
suppiémentaire.
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4.3 Calcul de C4(B):
4.3.1 Calcul de la région limite admissible de deux cercles:

Soit Cy et Cy, les deux cercles. Ces deux cercles s’intersectent (donc se
chevauchent) ssi

d(C(C1),C(C2)) € R(C1) + R(C2)

d(.,.) est la distance euclidienne. Ainsi, si on suppose que C, est fixe et que
’on cherche & déterminer P’ensemble des positions du centre de Cg tel que
C1 0 Cq # 0, on trouve un anneau défini par:

CLANNEAU) = C(Ch)
R grand ANNEAUY = R(C1) + RAC)

ANNEAU = .
Osirg>nr
Rpetit H
Ty — T2 SINON
Supposons que l'on ait }| @ ||= ¢ oll ¢ est une coustante bien définie

(¥ est le vecteur translation de C,) par la donnée de la molécule A. La
limite recherchiée est 'intersection de la zone admissible avec le cercle centré
a Dorigine de rayon c¢.

4.3.2 Caleul de la région admissible d’un arc de cercles avec un
cercle

Soit @ 'arc de cercle: @ = (rq2,81,0;) que l'on considére en position fixe
(%4, 9a) et C le cercle mobile de rayon ry. La zone admissible est alors un
objet ayant une forme de "haricot” constituée par deux arcs de cercles:
(rg — r1.01,02) et (r2 + rq,01,8,) reliés par deux demi-cercles de rayon ry.
Ainsi, 'on a calculé ¢ © C' qui est la région non-admissible. On en déduit
donc aisément d(a S C). Si 'on ajoute maintenant la contrainte | o ||= ¢,
on peut caractériser la région par au plus deux secteurs angulaires donc 4
angles.

4.3.3 Calcul de la région admissible de deux arcs de cercle:

Considérons désormais ay = (Za, Yay» T1: 1, 02) fixe et ap mobile définit par
4y = (72,01,82). Par rapport & I'étude précedente, on doit tenir compte de
ia restriction apportée par les angles délimitant as. La surface décrite par
'arc a; dont le centre varie sur Pintersection du "haricot” et du cercle centré
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Figure 20 : Etude de la région admissible de deux cercles.
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Arc de cercle a-

Polyarc résultat

du coulissemnent de ag

X sur la partie commune

H \ au "haricot” et au cercle
{ de rayon c.

Figure 22 : Etude sur du positionnement d’un arc sur un arc.

3 Vorigine de rayon ¢ est constituée d'au plus deux 4-polyarcs. Le résultat

» .
de Pintersection de ce(s) polyarc(s) avec a, donne les secteurs angulaires

définissant la région admissible donc par complémentarité la région non-
admissible.

4.3.4 Algorithme de caleul de la surface dans E? x -7 +xis

Au départ, on calcule Vunion des sphbres de B. On obtient le polyarc Py =
U(B) en ©(mlogm). Puis on considére une sphere de A comme référence,
par exemple A; (on peut les renuméroter de toute fagon). et on calcule
J'union des {r — 1)m spheres de Uy, -, Un ,que l'on note N (on translate U
de AzAs, - -),en O(nmlog(nm}).

Calculer 0 Uggiritaf A © B revient & construire un objet tridimension-
nel de E? x [—7; +x[. Pour # fixe, on sait calculer Ps. le polyarc résultat.
Lorsque § varie contindement, la succession des ardtes matérialisant P ne

va pas changer jusqu'a rencontrer une position critique ot £ la structure
combinatoire de Py va étre modifiée par:

o adjonction d’aréte(s)

o suppression d’aréte(s)
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un de Pj,sinon on a @ = ¢iditl on @ = bjbji1 et on remplit pour toutes les
cases de a; et toutes les cases de ait1 le pointeur vers ce sommet dunion (re-
spectivement pour bjbis1)- A chaque étape (arrivée d’une position critique},
on connait 'événement qui se produit. On peut donc atteindre 'endroit dans
la structure £ en temps constant O(1). Commeily a ©(nm) étapes, la con-
struction de Ca(B) se fait en O(nm+ nlogn+nm log m +nim log(n?m)) =
O(n?mlog(n*m})

4.3.6 Analyse des résultats:

Ce résultat est trés intéressant puisque dans le cas des polygones non con-
vexes, le calcul de la somme de Minkowski se fait en O((m2n? +T)log(mn))
ob T est le nombre de points de triple contacts. Ce résultat est donc intéres-
sant puisqu’en modélisant les objets par des sphéres on peut déterminer le
placement de ces objets les uns des antres avec une meilleure compléxité.
La dyssymétrie de l'algorithme est dite au fait que l'on choisit initiale-
ment une molécule dite fixe et une autre mobile. Suivans le choix initial, on

nlobtiendra pas les mémes surfaces d’accessibilité. En effet, supposons deux
molécules:

« Une molécule A constituée d’une seule sphere.
o TUne molécule B constituée de deux sphéres.

S Von réalise le placement de A sur B, on va tout simplement obtenir

une surface de Connolly. Tandis que < on réalise le calcul de la surface
en considérant A fxe et B mobile, on va obtenit A. Les surfaces calculées
ne soni donc pas gquivalentes bien quelles donnent la méme solution au
placement d’une molécule par rapport 2 une avtre.

4.3.7 Figures obtenues par la Silicon Graphics:
On crée la surface dans E3 ol z varie entre [—7;+7l. En prenant deux

molécules simples (molécule 1-molécule 2) ayant respectivement deux et
trols atomes on visualise le fait que les surfaces crees ne sont pas identiques.
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5 Annexe: Utilisation des programmes.

Préliminaire: On ne décrira dans cette partie que les programimes nécessaires
3 la compréhension des algorithmes étudiés?°.

5.1 Programmes de calcul de enveloppe convexe de disques.
5.1.1 Organisation des programmes dans Progl:

Dans le répertoire Progl on trouve les sous-répertoires sujvants:

¢ EXEC4: ol sont stockés les programimes

1. graphe: qui prend en entrée un fichier décrivant un d-polytope
P = EC(4(S)) et renvoit en sortie enveloppe convexe EC(S)
en dimension (d — 1)} calculée & partir du polytope de dimension
d(ici, d = 3).

2. enveloppe: qui est un programme XView réalisant l'interface
graphique entre le programme de calcul d’enveloppe convexe de
disques et la visualisation des résultats sous X,

¢ SOURCE: Dans ce sous-répertoire, se trouve tous les programmes C
correspondant d’une part au calcul de envelope convexe de points en
dimension 3 et 4, et d’autre part les programmes:

1. parcours.c: module décrivant les différentes facons de parcourir
un polytope (parcours exhaustif ou juste sa ceinture).

2. graphe.c: module permettant la lecture des données et la con-
struction du fichier de sortie.

3. donnees3d.c: qui permet la création de jeu de données aléatoires
et de fichiers d’entrées.

e INCLUDE On y trouve les en-tétes de fichier:

1. geometrie.h: qui décrit la structure de données des ob jets ge-
ometriques manipulés( point,hyperplan,droite,..).

2. graphe.h: qui décrit Ja structure d"un polytope(graphe d’incidence).

» LIB4 qui est la bibliothéque des programmes en .o

2*Pour avoir de plus amples informations sur les programmes, on peut me contacter par
e-mail: fnielsen@ensl.ens-lyon.fr
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On compile EXEC4/donnees3d , EXEC4/graphe et EXEC4/enveloppe
grice au Makefile qui se trouve A la base du répertoire par:

make EXEC4/donnees3d
make EXEC4/graphe
make EXEC4/enveloppe ou bien par
make all

5.1.2 Rappel sur P'utilisation des programmes de calcul d’enveloppe
convexe de points de Denis BARTHOU [Bar91]:

Le programme convexe3d prend les paramétres suivants:
convexe3d fichier_source extension Nombre_de_Poinls

Un fichjer source est constitué de n points énumerés par leurs coordon-
nées suivi dun indicateur de fin de fichier qui est : 727, L'extension permet
de caractériser les fichiers de sortie. Parmi ceux-ci, on en trouve un qui est

imaextension.pf: Ce fichier est lisible par le programme surface.cachees(sous
SUNTOOLS).

5.1.3 Utilisation de EXECY/donnees3d: formation de fichiers pour
EXEC{/graphe

Le programme EXECY /donnees3d permet de tirer aléatoirement des points

en 3D (la 3°™¢ coordonnée correspondant au rayon p;) et de créer d'une part

le fichier de ces points, et d’autre part un fichier d’entrée pour EXEC4/graphe.
(e fichier d’entrée permet de donner au programine la structure du poly-
tope. Au départ du fichier, on donne le nombre de points puis la liste de ces
points(on peut ainsi réferencer ces points de 0 & n — 1). Ensuite, on donne

le nombre de (d — 1) faces du polytope {ici, donc des 2 faces). On énumere
les sommets de chaque en prenant comine convention de mettre au début de
chaque face le nombre de sommets la constituant??.

5.1.4 L'exécution EXEC{/graphe fournit un fichier résultat lisible
par EXEC4/enveloppe:

Lorsque vous executez EXECY /graphe, le programme attend un fichier d’entrée
puis exécute le parcours intelligent du polytope afin de ressortir un fichier
lisible par EXEC{/enveloppe qui a le format suivant:

21Ey, effet, en 3D, il peut y avoir des facesa plus de 3 sommets: il suffit de prendre plus
de trois spheres tangentes au méme hyperplan support!
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Le Makefile se trouve dans ProglIlet on compile le programme principal
par 'appel:

make EXEC4/visualisation

5.9.2 Utilisation de EXECY/visualisation:

On lance, sous OPENWINDOW, EXEC4/visualisation qui fait appa-
raitre une fendtre graphique X View. Par défaut, le programme prend le
repertoire courant comme stant celui de l'origine des données. Tl faut alors
charger une molécule en selectionnant P'option "Nom du fichier” puis en
appuyant sur [Return] qui valide votre choix. Il apparait al’écran la molécule
dessinée en couleur (on peut l'avoir en NOIR et BLANC en selectionnant
»couleur: non”, ce qui permet de faire des sorties imprimantes visibles,- - -).
11 suffit, alors, de donner un rayon de Connolly, par exemple 1.0, puis de selec-
tionner le bouton Surface de Connolly pour avoir les sphéres de Connolly
de la motécule. On obtient alors la surface de Connolly en appuyant sur
le bouton “Arcs—Sphéres” qui commute le mode de repréentation. On

peut alors visualiser cette molécule sous différents angles et zoom grice aux
sliders...

5.2.3 Format d’un fichier entrée:

Les fichiers qui sont traités se présentent sous la forme:

o Nombre de spheres

o Liste des sphéres: 2.56 3.05 1.5 par exemple. On donne (z,y,R).

5.3 Sortie des résultats sous format JpDraw:

Dans la visualisation des résultats, on a la possibilité de récuperer la sor-
tie graphique dans un fichier au format JpDraw?!. T suffit alors de lancer
JpDraw comme suit:

jpdrawd -X 8-Y 8 -F nom.du_fichier

On obtiendra, alors un, dessin inscrit dans une fenétre de § cm sur § cm. 2
Tl suffira alors de supprimer les deux carrés par R13 (le carré de la fenétre
et le carré mis pour avoir la méme échelle sur I'axe X et Y).

)ggiciel de dessins de Jean-Pierre Merlet sous X et SUNTOOCLS
257] faut donner comime option une fenétre carrée.
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