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à

la
P

ocklington.

D
ans

les
détails

:

–
Loi

d’addition
suríî�5 èC5 BC 'B==

;

–
C

alcul
deì íî

�5 èC5 BC 'B== :
algorithm

es
à
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ents

de

[

sontdistincts,doncì [ (5�H «� N I=A@� « .
D

eux
élém

ents�@ � �-

sontcongrus
m

odulo«

:

�- (. +n' � nj �@ (. +�' � �(�- N �«j5 ¬-j� -= p (5 ¬@j� @= 3

5 º U
e=���(º �n ^ )�U
e (º �nU
e (5 º U
e= �nV
;W
5 º �U
Ij.= 3

Ilreste
à

m
ontrer

que�- (�@

,d’où
une

contradiction.
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he (I33}j5 º U
e= f
(º fU
e V
;W
5 º �U
Ij.= .

O
n

a
aussi5 º U

e= �(º �U
e V
;W
5 º �U
Ij.= .

Lem
m

e.
S

i5 º U
e= Zn(º ZnU
e V
;W
5 º �U
Ij.=

et

5 º U
e= Z�(º Z�U
e V
;W
5 º �U
Ij.= ,alors

5 º U
e= Zn Z�(º Zn Z�U
e V
;W
5 º �U
Ij.= .

D
ém

.Ilexiste�5 º= ­ ��   º¡

tq
:

5 º U
e= Z�U
5 º Z�U
e= (5 º �U
I= �5 º=

5 �
�±U
�= �¶U
5 º Zn Z�U
e=
(
5 º Zn �U
I= �5 º Zn=

(
5 º �U
I= ê5 º= �5 º Zn=

5 º U
e= Zn Z�T5 �
�±U
�= �¶Tº Zn Z�U
e V
;W
5 º �U
Ij.= 3 �

����� ����	�����
 �
����� ��� ������� ��� ����
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S
oit�5 º=

un
facteur

irréductible
de ��5 º=

dans ��   º¡

.

K
(��   º¡C5 �5 º==

estun
corps

finide
degré� (; yW�5 .= �

� � } .
O

n
note� (ºV

;W
5 �5 º= j.=

eton
pose ({¥"!à ,- 5 � U

e= 0#j $à ­ %
| .

Lem
m

e.ì  �
ß � R-^ !
! â

.

D
ém

.tous
lesº U

e
sontirréductibles

etdistincts
dans��   º¡

,puisque.
� } .

Tous
les¥ 5 º U

e= 0#
avec� $à ç� G W6<5 �= ,sonttous

distincts,donc

c’estvraipour
les¥ 5 � U

e= 0#. �
F

in
:par

construction,si& ­  

:& �n(& ��,i.e.,&

estracine
de

é ��U
é �n(é �n�5 é= .

�@ U
�-G ' @
 � ��ç

� � U
IN }

}
	 Gì  j

d’où� (_

et�@ (�- . �
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A
nalyse

C
oût:}

calculs
de º f

m
odulo5 º �U

Ij '=

;un
calculcoûte45 :;< '=

produits
de

polynôm
es

de
degré« ,soit:

45 }« @5 :;< '= ?= 3

P
rop.S

i} (
� J� H «� :;< 'C :;< J� N I

et� � J} ,alors

� � U
IN }

}
	 � ' @
 � ��3

D
ém

.

� � U
IN }

}
	 �5 �C }= !� J !
� ' @
 � ��3

C
oro.45 «¸·> @5 :;< '= X= .

����� ����	�����
��
����� ��� ������� ��� ����
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��	�����
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����� ��� ������� �� �� ��������� ���!�"�
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U
n

peu
de

th
éorie

analytique

T
hm

.'(5 )= (ì{ .

prem
ierG �j À5 . U

I= �. (| �
*( +5 )=

pour��
�\ .

pour, (IC J

(M
.G

oldfeld);...;, (_ 3bb�a

(F
ouvry);, (_ 3bdb

(B
aker

et

H
arm

an).

P
rop.,­¡ _ 3Oj _ 3bdb¡

,$
(JC5 J, U
I= .Ilexiste9@ � 9- � _

,9? � _

tq
si

-0
(  9-5 :;< '= 0j 9@5 :;< '= 0¡

,alors
:

ì{ «­ -0j «

prem
ier

etÀ5 « U
I= � « (�
]H
« :;< 'C :;< J| �

9?5 :;< '= 0C5 :;< :;< '= .
D

ém
.( [ (:;< '

)
Ilsuffitque

:

9 (- [ 0
(�
5 ]C :;< J= 9 -> @@ [ §^ 0> .

i.e.,9-�
5 ]C :;< J= -> (9 ->P @(S
@

.
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R
appel:(R

osser
&

S
choenfeld)�C :;< �ç +5 �= G/ �C :;< �
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II]

.

05 '= (
'(5 9@ [ 0= U
'(5 9- [ 0= �
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�
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. �

O
n
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m

aintenantun«­ -0
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I

et' P � R-S> �p TIV
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À (5 ' U
I=5 ' @U
I= ���5 '32U
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a
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S
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4
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tq5 « U

I=C � G 4
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@
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E
t

enfin...

C
oro.Ilexiste

un
algorithm

e
de

prim
alité

déterm
iniste

dontle
tem

ps

de
calculest455 :;< '= P 6 (^ -S>P @( R-S= .

R
em

.A
vec

de
la

m
ultiplication

rapide
sur

les
entiers

etles
polynôm

es,

on
trouve455 :;< '=87(>P @( R-S ^ �= .

E
x.(A

K
S

original), (JC a
:19,12

;, (I

(S
ophie

G
erm

ain)
:9,6.

R
em

.Jacobi455 :;< '=:9²³´ ²³´ ²³´ f
= ,E

C
P

P455 :;< '= X^ � ;= .
R

em
.

N
on

effectif.
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V.E
t

après
?

–
H

istoire
récente

foisonnante
(cf.note

de
D

.B
ernstein).

–
A

m
éliorations

par
H

.W
.Lenstra,

Jr.( <4=>> 55 :;< '= -@=

ou <455 :;< '= 6= ),
S

.D
avid

.

–
N

ouvelle
version

de
A

K
S

: <4=>> 55 :;< '= -\ Å·=

ou <455 :;< '=8? Å·= .
–

H
.W

.Lenstra,
C

.P
om

erance
: <4=>> 55 :;< '=@7= .

–
P.B

errizbeitia
/Q

.C
heng

:

S
oit«

prem
ier

tq« 0
ii ' U
I

,«�
:;< @'

;Iç eç '

tq

e � ATIV
;W
'

,8< �W5 e � A m
nU
Ij '= (I

,

5 ºN I= f
(º f
N IV
;W
5 º �U
ej '= ,alors'

estprem
ier.La

com
plexité

heuristique
seraitde <455 :;< '= X=

pour
ces

nom
bres

spéciaux.

–
D

.B
ernstein,

P.M
ih

ăilescu
:

utiliserBi 'DCU
I

;injecter
de

la
cyclotom

ie,

<455 :;< '= X= .

����� ����	�����
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����� ��� ������� ��� ����
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C
onc

lusions

Q
uelalgorithm

e
pour

la
prim

alité
?

–
facile

à
com

prendre/im
planter

,rapide
:

tests
de

com
position

;

–
rapide,

prouv
é

:Jacobi;

–
rapide,

heuristique
:E

C
P

P
;

–
certificat

:
E

C
P

P
;

–
polynom

ial
d

éterm
iniste

:
A

K
S

.

D
.B

ernstein
a

faitun
prem

ier
exem

ple
pourJ -\ @X

N b ]a

(13
heures

sur
un

P
C

à
800

M
H

z,200
M

o
de

m
ém

oire).
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