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Résumé

La conjecture de la dichotomie postule qu’un pro-
bleme de satisfaction de contraintes est soit facile (dans
P), soit difficile (NP-complet). Cette conjecture, moti-
vée par Feder et Vardi il y a 20 ans, reste ouverte malgré
les efforts importants d'une communauté internationale
regroupant des chercheurs issus d'horizons trés variés.
Nous présentons ici un bref apergu des résultats obtenus
et des techniques utilisées pour étudier cette question
centrale en informatique théorique afin d'illustrer cette
interdisciplinarité qui méle algebre, combinatoire, com-
plexité et logique.

Abstract

The dichotomy conjecture asserts that a constraint
satisfaction problem is either tractable (in P) or hard
(NP-complete). This conjecture, motivated by Feder and
Vardi 20 years ago, remains open, despite important ef-
forts from a growing international community that re-
groups researchers from diverse horizons. We present
here a brief overview in French of results and techniques
used in attempts to settle this conjecture, in order to
illustrate this multidisciplinarity which combines Alge-
bra, Combinatorics, Complexity and Logic and makes
this a central question in Theoretical Computer Science.

1 Introduction

Il est bien connu que les problemes de contraintes
sont tres généraux et permettent de modéliser natu-
rellement de nombreux probléemes combinatoires et in-
dustriels difficiles. La généralité qu’offre ce cadre de
travail et l’existence de méthodes génériques comme
la propagation de contraintes est la motivation pre-
miere de la communauté IA qui s’attache a développer
des solveurs efficients tant au niveau de la modélisa-
tion que du calcul d’une solution. Ce qui est peut-

*Clermont Université, Université d’Auvergne, LIMOS, BP
10448, F-63000 Clermont-Ferrand.

TCNRS, UMR 6158, Laboratoire d’Informatique, de Modéli-
sation et d’Optimisation des Systémes, F-63173 Aubiére.

étre moins connu, et qui indique la robustesse des
problemes de contraintes, est leur ubiquité : ils sont
étudiés sous d’autres noms en bases de données (in-
clusion de requétes conjonctives), en combinatoire et
théorie des graphes (probleme d’existence d’homomor-
phisme, coloriage de graphes) et en logique (évaluation
de formules primitives positives). La complexité de
ce(s) probléme(s), en particulier les cas pour lesquels il
existe un algorithme polynomial ! semblent s’expliquer
soit de maniere combinatoire, soit ce qui est peut-étre
plus surprenant par des propriétés algébriques.

La motivation ici n’est pas de présenter les détails
techniques mais de citer certain résultats théoriques
importants, d’en expliquer I'intuition et de les remettre
dans leur contexte en espérant que le lecteur se tour-
nera vers des survey récents en anglais (le livre [14] en
regroupe plusieurs). Nous commencerons en §2 par des
exemples et par deux théoremes de dichotomie histori-
quement importants, celui de Schaefer qui concerne le
cas Booléen et celui de Hell et Nesetiil qui concerne les
graphes non-orientés. Ces théoremes ont conduit Feder
et Vardi a avancer la conjecture de la dichotomie.

Au dela de I'intérét évident d’une caractérisation des
cas polynomiaux, cette conjecture est motivée par des
résultats de complexité structurelle puisque la classe
des problemes de contraintes serait « la plus large »
pour laquelle on observerait ce phénomene de dicho-
tomie. On abordera cet aspect en §3.

Deux approches fondamentalement différentes per-
mettent de restreindre le probleme pour obtenir des
classes polynomiales. Dans le premier cas, la notion
de décomposition arborescente bornée du graphe des
contraintes, bien connue depuis les travaux fondateurs
de Freuder [21] est centrale et on verra en §4 qu'il existe
un algorithme polynomial méme lorsqu’il n’existe pas
directement de telle décomposition. Dans le second

1. pour le probléme de décision (calculer, compter ou énumé-
rer les solutions sont aussi des questions importantes mais on
ne les abordera pas ici par manque de place).



cas, on restreint le langage de contraintes, et on verra
en §5 que 'algeébre joue un role prépondérant et per-
met de caractériser par exemple le fait que pouvoir
établir un certain niveau de cohérence suffit pour pou-
voir déterminer si une solution existe. La conjecture de
la dichotomie concerne en fait ce second cas et reste
ouverte contrairement au premier cas qui est essentiel-
lement completement classifié. Finalement, nous nous
tournerons en §6 vers des variantes, comme les pro-
blemes de contraintes quantifiées, pour lesquels la mé-
thode algébrique peut étre adaptée avec succes.

2 Préliminaires

Une instance du probleme de satisfaction de
contraintes est traditionnellement définie comme un
triplet (Var,Dom,C), ou Var est un ensemble de va-
riables, Dom est un ensemble fini de valeurs et C est un
ensemble de contraintes. Chaque contrainte est de la
forme (viy,...,v;., R), ot 7 est larité de la contrainte
et R C Dom” une relation spécifiant tous les r-uplets
de valeurs admissibles simultanément par les variables
Vi, ..., 0;,.. Une solution de cette instance est une ap-
plication qui associe une valeur a chaque variable de
sorte que chaque contrainte soit satisfaite, a savoir qu’a
Uiy, ...,V correspond un r-uplet admissible.

T

Ezemple. Le probleme de satisfiabilité propositionelle
(Sat) peut facilement se coder comme un probleme
de contraintes. On parle alors de Generalized Satis-
fiability puisque les entrées des deux problémes sont
légerement différentes. En effet, on aura un domaine
booléen Dom = {0, 1}, et & la clause 2 V y V Z de Sat
on fait correspondre la contrainte ternaire portant sur
les variables z,y, 2 et de relation {0,1}3\ {(0,0,1)}.

L’exemple précédent montre que le probleme de
contraintes est NP-complet. La généralité de ce cadre
de travail n’est donc pas surprenante puisque si par
modéliser par des contraintes on entend réduction po-
lynomiale au probleme de satisfaction de contraintes,
tout probleme €2 de NP est modélisable en ce sens.

Remarque. Mais est-ce-vraiment la bonne notion de
modélisation ? Probablement pas puisque si le pro-
bleme de départ € était facile on voudrait le réduire
a une restriction €2’ du probleme de contraintes qui
soit aussi facile. Nous aborderons plus en détail cette
aspect en §3.

On reformule souvent le probleme de contraintes en
tant que probléme d’homomorphisme puisqu’on peut
naturellement séparer une instance en deux structures
similaires — la premiere A de domaine Var corres-
pond essentiellement au graphe des contraintes, la se-
conde B de domaine Dom regroupe les relations lis-
tant les r-uplets admissibles — et qu’une solution cor-

respond exactement & un homomorphisme . Un ho-
momorphisme de graphe est une application de som-
mets a sommets qui doit nécessairement envoyer une
aréte sur une aréte. Le cas des graphes orientés est si-
milaire sauf qu’on préservera aussi 'orientation d’un
arc. Nous allons expliciter cette reformulation sur un
exemple simple ci-dessous. Un exemple plus complexe
avec plusieurs contraintes et donc des structures avec
plusieurs relations est donné pour le cas de 2-Sat page
suivante.

graphe instance

1 T2 Var = {z1,22,23, 74},
Dom = {1,2,3} et
C = {((xlaxQ)vR75)7~-~

T3 T4 ((1‘3,1174),R¢)}

A B

T T2 1——2

Zs3 Ty 3

FIGURE 1 — Reformulation de la 3-colorabilité comme
probléeme d’homomorphisme

Ezxemple. On peut facilement coder le probleme de
3-colorabilité d’un graphe G := (V,E) comme pro-
bleme de contraintes. Les sommets sont les variables,
soit Var := V| le domaine correspond aux trois cou-
leurs Dom := {1,2,3} et puisque les sommets inci-
dents & une aréte doivent prendre une couleur diffé-
rente, on poste la contrainte (mi, Tj, R¢) pour chaque
aréte (z;,z;) dans E, ou Ry est la relation binaire
{1,2,3}32\{(1,1),(2,2), (3,3)} listant les paires de cou-
leurs admissibles.

Sous forme de probléeme d’homomorphisme, dans
notre cas simplifié A et B seront des graphes. Pour
un graphe G, on aura A := G et B qui sera un triangle
K3 (cf. figure 1). Ce probleme est NP-complet alors
que la 2-colorabilité est polynomiale.

En combinatoire, de nombreux problémes difficiles
deviennent faciles lorsque I'instance est un arbre. C’est
le cas pour n’importe quel probléeme exprimable en lo-
gique monadique du second ordre, d’apres le célebre
méta-théoreme de Courcelle [12]. On verra en § 3 que
notre probléeme s’exprime dans cette logique.

Théoréme 1. Si on se place dans le cas des graphes
et qu’on restreint A comme étant un arbre, le probléeme
d’homorphisme est polynomial.

Remarque. On peut remplacer graphe par structure
et arbre par structure arborescente bornée. Le résultat
de Courcelle est tres général et reste trop théorique



avec des constantes impratiquables (des tours d’expo-
nentielle liées a la construction d’automates d’arbres).
Par contre, pour le cas restreint qui nous intéresse, il
existe un algorithme pratique dans ’esprit des travaux
de Freuder [21] : on résoud localement en progressant
du bas vers le haut dans D'arbre. Il s’agit d’un algo-
rithme de type bucket elimination [17].

Le probleme du H-coloring généralise le probleme
de coloriage de graphe. Il s’agit de savoir étant donné
un graphe G si il existe un homomorphisme de G dans
H (le k-coloriage correspond au choix d’une k-clique
pour H)2. Sile graphe H est biparti, alors ce graphe
H est 2-colorable. C’est-a-dire qu’il existe un homo-
morphisme de H vers Ky (le graphe qui consiste en
une seule aréte). Si le graphe H contient au moins
une aréte, alors il existe un homomorphisme qui en-
voie 'aréte de K5 sur cette aréte de H. Ainsi H et Ko
sont dit homomorphiquement équivalent puisque tout
graphe G qui admet un homomorphisme vers I'un en
admet un vers lautre (car deux homomorphismes se
composent naturellement pour donner un homomor-
phisme). Notez de plus que Ky est le plus petit sous-
graphe de H qui lui est homomorphiquement équi-
valent. On dira dans ce cas que K> est le core® de H.
Du point de vue du probleme de décision, le H-coloring
et le 2-coloriage sont exactement le méme probleme,
lorsque H est biparti et contient au moins une aréte.
Le probléeme du H-coloring est donc polynomial si H
est biparti. Une analyse combinatoire subtile permet
de montrer qu’il s’agit la des seuls cas faciles. A partir
des cas difficiles connus comme les cliques de taille 3
ou plus, la preuve procede par étapes successives afin
d’augmenter cette classe progressivement. La preuve
se termine puisqu’on impose tellement de conditions
sur les graphes restants qu’on fini par montrer une
contradiction. Il s’agit d’une preuve qui releve de la
théorie des graphe extrémaux.

Théoréme 2 (Hell et NeSetiil 1990 [24]). Le H-
coloring est polynomial si H est biparti et NP-complet
Sinon.

En général on considere des structures relationnelles
quelconques et non pas juste des graphes. On rap-
pelle qu'une structure relationnelle B consiste en un
ensemble B (toujours fini dans cette note) et une liste
finie de relations sur B. La notion d’homomorphisme
entre deux structures similaires généralise naturelle-
ment le cas des graphes : il s’agit d’une fonction qui
envoie chaque tuple de chaque relation de la premiere
structure sur un tuple de la relation correspondante
dans la seconde structure.

2. Ce H correspond a notre B partout ailleurs, nous gardons
le H ici pour préserver la nomenclature utilisée en combinatoire.
3. En anglais, le terme est core.

Exemples. On peu coder 2-Sat comme suit. Soit Rf =
0,13\ {(a,b)} et B = ({0,1}; R, RGy, Rfy). Une
instance F = (mzV -2) Az Vy) A (yV -2)A(uV
x) A (x V —u) correspond & une structure A de do-
maine {z,v, z,u} et de relations Ryl = {(,y), (u,2)},
Ry = {(y, 2), (z,u),} et R\ = {(z,2)}. Notez la cor-
respondance naturelle entre homomorphisme de A a B
et assignation valide de F'. Ce probléme est polynomial
(NL-complet pour étre précis).

De méme, on peut coder Horn 3-Sat comme suit.
On dispose d’une relation ternaire pour les clauses de
Horn non triviales et de deux relations unaires pour les
clauses unitaires. On pose B = ({0,1}; R; {0}, {1}} ou
R ={(z,y,2) | yAz — z}. Ce probléeme est P-complet.
Dans ce cas, il est bien connu que les relations de B
sont préservées par 'opération booléenne A et qu’il
en est de méme pour ’ensemble des solutions d’un
probleme de type Horn en général. Ceci est la clé de
I’approche algébrique que nous expliciterons en §5. On
dit que A préserve la relation R = {0,1}3\ {(0,1,1)}
puisque pour tout choix de 2 triplets de R, par exemple
(1,1,0) et (1,0,1) en appliquant A & chaque coordon-
née on obtient le triplet (1,0, 0) qui appartient lui aussi
a R.

Pour 2-Sat, 'opération booléenne ternaire i qui re-
tourne toujours la valeur majoritaire (par exemple
h(0,1,1) = 1) joue un role similaire.

Remarque. Notez que A peut étre une structure quel-
conque. Ainsi, les exemples ci-dessus restent polyno-
miaux méme si A est une structure non arborescente
analogue & une grille par exemple.

Cette vision des problemes de contraintes via 1’ho-
momorphisme est assez populaire car elle permet de
séparer de maniere naturelle deuz approches fonda-
mentalement différentes qui permettent d’obtenir des
restrictions polynomiales. Les restrictions sur A sont
combinatoires (lien avec les décompositions arbores-
centes déja évoquées) alors que les restrictions sur
B sont régies par les propriétés algébriques de fonc-
tions associées a B, comme pour les deux exemples
ci-dessus *.

Un résultat historiquement tres important, qui entre
dans ce second cas correspond a la classification de
Generalized Satisfiability. Nous en esquisserons une
preuve en §5.

Théoréme 3 (Schaefer 1978 [13]). Sile domaine de B
a deux éléments alors le probleme d’homomorphisme
est soit polynomial, soit NP-complet. Si les relations
de B sont 0-valide, 1-valide, 2-Sat, Horn, dual-Horn,
ou affine alors le probléme devient polynomial, sinon
il est NP-complet.

4. Notons que méme si c’est plutét contre-intuitif, le théo-
réme de Hell et Nesetfil s’explique lui aussi algébriquement [4].



A Tlinstar du probleme du H-coloring, pour lequel
H est fixé, on fixe fréquemment la structure B et seule
la structure A est une entrée du probleme. On dénote
ce probleme par C'SP(B) et on parle dans ce cas de
probleme de contrainte non-uniforme. On notera par
la suite par CSP la classe formée par ces problemes
non-uniformes.

Remarque. Cette vision est quelque peu restrictive et
ne permet pas de capturer les contraintes globales. Ce-
pendant, il est fréquent que les algorithmes « unifor-
misent ». Nous reviendrons sur cet aspect plus loin.

3 Conjecture de la dichotomie

Un corollaire du théoreme de Ladner [27] est que si
P est différent de NP, alors il existe des problemes de
complexité intermédiaire qui ne sont ni dans P, ni NP-
complet. En d’autres termes, on ne devrait pas pouvoir
prouver de théoreme de dichotomie pour NP.

Dans un article qui a eu beaucoup d’influence [20],
Feder et Vardi établissent que trois classes de com-
plexité, qu’on ne définira pas formellement ici, £q, Lo
et L3 sont calculatoirement équivalentes a NP, c’est-
a-dire que pour tout probleme 2 de NP, il existe un
représentant )’ dans la classe £; telle que € se réduit
a ' en temps polynomial et inversement ' se réduit
a €. Ainsi, structurellement ces trois classes se com-
portent exactement comme NP et en particulier, par
le théoreme de Ladner, elles ne peuvent pas avoir de
dichotomie (on suppose dorénavant que P est différent
de NP).

Ces trois classes de complexité se définissent de ma-
niere logique et le fragment immédiatement en dessous
de ces trois classes correspond a des problemes expri-
mables dans la logique MMSNP, qui est un fragment
de la logique monadique du second ordre chere a Cour-
celle [12]. Cette logique permet d’exprimer des pro-
bleme combinatoires de la forme suivante : il existe un
coloriage de ’entrée qui interdit localement un nombre
fini d’obstructions coloriées. En particulier on peut ex-
primer les problemes C'SP(B), pour tout B.

Ezemple. Pour la 3 colorabilité, les obstructions seront
simplement les arétes rouge-rouge, vert-vert et bleue-
bleue. La formule de MMSNP sera de la forme sui-
vante : 3 une partition R,V, B des sommets telle que
V sommets z,y =(E(z,y) AR(z) AR(y)) A= (E(z,y) A
V(z) AV(y)) A=(E(z,y) A B(z) A B(y)).

La logique MMSNP ne correspond pas exactement a
CSP, car elle est trop générale, mais elle a de nombreux
points communs avec CSP.

Théoréme 4 (Feder et Vardi 1993 [20], Kun ).

1. Tout CSP s’exprime par une formule de MMSNP,
mais il existe des formules de MMSNP qui n’ex-
priment pas un probléme de CSP.

2. Par contre, MMSNP est calculatoirement équiva-
lente a CSP.

Remarques. Lalogique MMSNP permet d’exprimer un
probléeme comme « pas de triangle » qui n’est pas un
probléme de contraintes non-uniforme. Il s’agit en fait
d’un probléme de contrainte non-uniforme de domaine
infini au sens de Bodirsky [1]. On peut déterminer de
maniere effective lorsqu’un probleme de MMSNP est
un CSP & domaine fini ou bien & domaine infini [32].
Pour MMSNP, Iinclusion de 2 probléemes est décidable
mais plus complexe que pour CSP : pour CSP, l'inclu-
sion est un CSP uniforme (NP-complet) alors que pour
MMSNP on est au moins au second niveau de la hié-
rarchie polynomiale [29].

Les résultats de dichotomie historiques de Schae-
fer, et Hell et Nesetfil et des considérations techniques
sur la nature foncierement différente d’une classe £;
et de MMSNP ont conduit Feder et Vardi a avancer la
conjecture suivante en 1993.

Conjecture de la dichotomie. Tout probléeme de
contrainte non-uniforme est soit polynomial soit NP-
complet.

Notons que cette conjecture implique que MMSNP
a une dichotomie puisque MMSNP est calculatoire-
ment équivalent a CSP. L’inverse est trivialement vrai
puisque CSP est une restriction de MMSNP. Puisque,
les classes de complexité £; « immédiatement au des-
sus » de MMSNP contiennent des problemes de com-
plexité intermédiaire et que MMSNP est calculatoire-
ment équivalent a CSP, on peut donc voir CSP comme
la plus grande classe qui devrait avoir une dichotomie.

De maniere générale, on dira qu’une classe de com-
plexité C est dichotomie-compléte si C est calculatoi-
rement équivalent & CSP, puisque démontrer que C a
une dichotomie impliquerait la conjecture de la dicho-
tomie.

Exemples. Le probleme d’homomorphisme pour les
graphes orientés est dichotomie-complet [20]. Le pro-
bleme d’homomorphisme pour les algebres ayant deux
fonctions unaires est dichotomie-complet [19].

Lorsqu’on s’intéresse au cas spécial ou la formule
MMSNP est du premier ordre, c’est-a~dire que les obs-
tructions ne sont pas coloriées comme dans le cas de
I'exemple « pas de triangle », le cas ou cette formule

5. L’une des réductions reposait sur un lemme dit de Erdés
de nature aléatoire, mais ce lemme a été déterminisé par Kun.



exprime un CSP fini est étudié sous le nom de paire
duale en combinatoire. Par exemple, si la formule n’a
qu’une obstruction qui est un chemin orienté de lon-
gueur n, cela revient a avoir un homomorphisme dans
un tournoi transitif a n sommets. L’étude des paires
duales et de la dualité est une question importante en
combinatoire, voir [7] pour un survey.

On peut aussi se poser la question si cette différence
d’expressivité entre MMSNP et CSP s’estompe si on
restreint la classe des structures considérées. Ceci est le
cas lorsque les structures sont de degré borné, sont pla-
naires, ou plus généralement définissables par mineurs
interdits © : dans ces cas, une formule de MMSNP, qui
définit en général un CSP de domaine infini, devient
forcément un CSP de domaine fini [28].

4 Graphe des contraintes arborescent

Nous nous tournons dans cette section vers les res-
trictions dites structurelles, qui concernent unique-
ment la structure A, la structure B étant quelconque.
Il s’agit de restrictions qui se comportent particulie-
rement bien et qui impliquent I’existence d’un algo-
rithme polynomial méme lorsque B n’est plus fixe et
participe aussi a ’entrée. On dénote ce probleme dit
uniforme par CSP(%,_), pour le cas ou l’entrée A ap-
partient a une classe ¥ de structure et B est quel-
conque.

Question. Quelles sont les classes € pour lesquelles
CSP(%,_) est polynomial ¢

Nous avons évoqué qu’un probleme de contrainte
est facile a résoudre si l’entrée est un arbre. Si l’en-
trée n’est pas un arbre mais peut étre décrite par une
décomposition arborescente de largeur au plus k, ou k
est une constante, alors le probleme peut étre résolu en
temps polynomial n*. Par contre cet algorithme néces-
site d’avoir la décomposition. Décider si une structure
A a une telle largeur arborescente est NP-complet si
k est une donnée du probléeme. Par contre si la largeur
k est fixée, il existe un algorithme linéaire en la taille
de A qui calcule, si c’est possible, une telle décompo-
sition.

On travaille sur des structures et non des graphes.
On se ramene a un graphe en considérant « le graphe
des contraintes ». Ce graphe est connu sous le nom de
graphe de Gaifman (de A) en logique. Ce graphe a le
méme domaine que A et on a une aréte entre deux som-
mets si ils participent & un méme tuple d’une relation

6. Un mineur d’un graphe G est un graphe H obtenu par
contraction d’aréte(s) et suppression de sommet(s) de G. Le cé-
lebre théoreme de Kuratowski caractérise les graphes planaires
comme étant les graphes n’ayant ni K5 ni K33 comme mineur.
La classe des graphes planaires est un exemple de classe définis-
sable par mineurs interdits.

quelconque de A. Ainsi, les sommets de A participant
a un tuple formeront une clique dans ce graphe. La
complexité de 'algorithme sera alors n®*) ot k est la
largeur arborescente du graphe de Gaifman, le O(k)
cachant la complexité du codage d’une structure rela-
tionnelle en un graphe. On peut donc prendre pour €
la classe .}, des structures A dont le graphe de Gaif-
man a largeur d’arborescence au plus k.

On peut se demander si cette restriction structurelle
est la plus générale possible. En fait, on peut autoriser
A a étre non pas une structure de 9 mais une struc-
ture homomorphiquement équivalente a une structure
A’ appartenant ¢ J;. On notera cette nouvelle classe
par T y,.

Théoréeme 5 (Dalmau, Kolaitis, Vardi [16]). Pour
tout k fizé€, le probleme de contrainte uniforme
CSP(H Ty, -) est polynomial.

Ezemple. On peut par exemple considérer I’ensemble
P des graphes bipartis. Lorsque un graphe biparti a
une aréte, son coeur est Ko et sinon un seul sommet
c’est-a-dire K. Ces deux graphes sont des arbres, donc
P est inclus dans 7.7 1. Notez que £ contient les
grilles qui sont le prototype méme du graphe n’ayant
pas une largeur arborescente bornée. CSP(%,_) est
polynomial pour une raison triviale : pour une entrée
(A, B), il suffit de tester si B contient une aréte ou si
A n’en contient pas.

Pourquoi le probleme CSP (5 T, _) est-il polyno-
mial ? Puisque A et A’ sont homomorphiquement équi-
valents, ces deux structures seront ou bien simultané-
ment acceptées ou bien simultanément rejetées du fait
de leur équivalence (on rappelle que la composition
de deux homomorphismes est un homomorphisme).
Ainsi, il suffit étant donné A de calculer A’, de calcu-
ler une décomposition de A’ et d’utiliser I’algorithme
polynomial reposant sur cette décomposition. Le pro-
bleme avec cet argument c’est que calculer A’ est une
question difficile. En effet, étant donné A, déterminer
si un tel A’ existe est NP-complet, méme lorsque k est
fixé. L’algorithme polynomial pour CSP(5 T, _) ne
nécessitera pas le calcul d’une décomposition : il repose
sur un jeu associé a l'expressivité dans une logique, qui
est un fragment de la logique du premier ordre n’ayant
que k + 1 variables.

Dans le cas des arbres, on a k = 1. La logique a seule-
ment 2 variables et dans le jeu associé, chaque joueur
a deux pions. Le jeux oppose le saboteur au copieur
qui jouent sur deux structures A et B : le premier es-
saye d’exhiber des différences entre A et B alors que le
second essaye de montrer leur similarité. Le saboteur
joue sur A et le copieur sur B.

Au début, le saboteur pose deux pions p; et ps ou il
le veut sur deux sommets de la structure A (les som-



mets pouvant coincider). Le copieur répond en posant
deux pions ¢; et go sur deux sommets de B. Ensuite,
a chaque tour suivant, le saboteur ramasse un ou plu-
sieurs pions et les replace sur A ou il le souhaite ; et, le
copieur procede de méme. Par exemple, si le saboteur
déplace son pion po, le copieur doit jouer gs.

Le saboteur gagne la partie si apres un tour donné,
la fonction qui envoie le sommet de A sur lequel est
placé p; sur le sommet de 3 associé au premier pion du
copieur ¢; et de méme pour la paire de sommets cor-
respondant a ps et go, n’est pas un homomorphisme
partiel de A dans B. Dans le cas des graphes, cela
correspond au cas ou les pions du saboteur sont ad-
jacents sur A et ceux du copieur ne le sont pas sur
B. Le copieur a une stratégie gagnante si il peut jouer
indéfiniment sans perdre.

Si il existe un homomorphisme de A dans B, alors
le copieur peut utiliser cet homomorphisme pour ré-
pondre a n’importe quel coup du saboteur et a donc
une stratégie gagnante.

Si A est un chemin et que le copieur a une straté-
gie gagnante, on peut construire un homomorphisme
h de A dans B. On utilise les deux pions du saboteur
pour « marcher » le long du chemin A en déplacant
alternativement le premier pion puis le second pion.
On regarde la réponse du copieur. L’homomorphisme
partiel existant a chaque étape construit progressive-
ment ’homomorphisme de A4 dans B. L’argument est
similaire si A est un arbre.

On a donc démontré que si A est un arbre, alors il
y a un homomorphisme de A dans B si et seulement si
le copieur a une stratégie gagnante. Il se trouve qu’on
peut déterminer en temps polynomial si c’est le cas. On
a donc pour l'instant une preuve alternative du théo-
reme 1 utilisant la logique et les jeux. Si A n’est pas un
arbre mais que A’ est un arbre homomorphiquement
équivalent a A, on peut utiliser ces homomorphismes
pour montrer que le copieur a une stratégie gagnante
si et seulement si il y a un homomorphisme de A dans
B.

Le théoreme précédent caractérise précisément les
restrictions structurelles qui permettent d’obtenir un
algorithme polynomial, puisque Grohe montre I'impli-
cation inverse.

Théoréme 6 (Dalmau et. al.[16], Grohe [22]). Sous
une hypothése de complexité paramétrée”, pour toute
classe de structures € qui est récursivement énumcé-
rable, CSP(€,_) est polynomial si et seulement si €
est inclus dans € Ty, pour k fixé.

A la lumitre de ces résultats, on peut penser que
la question des restrictions structurelles est complete-

7. FPT # WI[1] : une conjecture analogue & P # NP en
complexité paramétrée [18].

ment résolue. Ce n’est pas tout a fait le cas puisque le
cadre de travail proposé a deux inconvénients. D’une
part, il ne permet que de travailler dans le cas ou
Iarité d’une contrainte est bornée, ce qui est plu-
tot réducteur si on voit 'importance qu’ont prises
les contraintes globales. D’autre part, la polynomia-
lité de CSP(H Ty, —) est en quelque sorte inaccessible
puisque le méta-probléme qui consiste a décider si A
appartient & 7.7 ;. est NP-complet méme si k est fixé.

Ce domaine d’étude reste donc particulierement ac-
tif. Il y a de nombreux travaux portant sur la décom-
position d’hypergraphes plutot que de graphes afin
de pouvoir appréhender le cas des contraintes glo-
bales. Ces travaux ont beaucoup de liens avec les
bases de données puisque le probleme de satisfaction
de contraintes d’instance (A, B) correspond au pro-
bleme d’évaluation d’une requéte conjonctive ¢p sur
une base de données A. Pour plus de détails, voir par
exemple [36].

La notion la plus générale dans le cas des hyper-
graphes est 1ié a la notion de fractional hyper-tree width
proposée par Grohe et Marx [23]. Une classification
complete par rapport a la complexité paramétrée a
été donné par Marx [35].

5 Approche algébrique

Dans cette section, on considere que la structure B
de domaine Dom et de relations I' est fixée. On appelle
I le langage des contraintes. On s’intéresse au pouvoir
d’expressivité du langage de contrainte I'. En parti-
culier, on aimerait pouvoir comparer l'expressivité de
différents langages de contraintes. Puisqu’on va étre
amené a changer I' mais pas Dom, on notera C'SP(T")
pour C'SP(B) dans la suite.

Exemple. Supposons que I' contiennent deux re-
lations binaires R, et R;. Les deux contraintes
((x,2), R1) et ((2z,y), R2) induisent une contrainte im-
plicite ((x,y), R3), on R = R; o Ry. La relation
R3 n’est pas forcément dans I' mais elle est expri-
mable par T'. Il y a une réduction polynomiale de
CSP(IT'U{Rs}) dans CSP(T") puisqu’on peut rempla-
cer chaque contrainte R3 par un gadget composé de
deux contraintes R et Ry et d’une variable addition-
nelle. Il existe une réduction triviale dans ’autre direc-
tion. Les deux problemes CSP(T') et CSP(I' U {R3})
sont donc polynomialement équivalents.

Il est important de noter que Rg est 'interprétation
de la formule 3z Ry (z, 2) A Ra(z,y).

On note par (I') 'ensemble des relations exprimables
a partir de celles de I'. Formellement, il s’agit de toutes
les relations qu’on peut obtenir en interprétant des for-
mules primitives positives sur I' (il s’agit de formules
contenant 3, A, =). Notez que (I') contient une infinité



de relations. Jusqu’ici nous ne considérions que des
langages de contraintes finis. On dira qu'un langage in-
fini est polynomial & ssi tous ses fragments finis le sont.
Le théoreme suivant nous permet de restreindre notre
étude de la complexité aux langage de contraintes tels
que I' = (I").

Théoreme 7 (Jeavons 1998 [25]). Si 'y et T’y sont
des langages de contraintes tels que (I'1) C (T's) alors
CSP(T) se réduit polynomialement® a CSP(T3).

On peut considérer ces ensembles clos par (.), les
clones relationnels, par rapport a 'inclusion et cher-
cher parmi eux les langages I' maximaux (respecti-
vement minimaux) qui sont polynomiaux (respective-
ment NP-complets). Ceci revient & étudier la frontiere
entre cas faciles et difficiles dans un treillis connu sous
le nom de treillis des clones relationnels en algebre
universelle. Dans le cas booléen, lorsque Dom a deux
éléments, ce treillis est connu sous le nom de treillis de
Post et les preuves modernes du théoréeme de Schae-
fer s’appuient trés directement sur ce treillis. En fait
le treillis de Post ne concerne pas des relations mais
des fonctions. On passe de I'un a l'autre par la notion
de préservation déja entrevue et qu’on ne définira pas
formellement ici.

Exemples. SiT est I’ensemble des relations correspon-
dant a des clauses de Horn, alors toutes les relations
de T" sont préservées par I'opération booléenne A. On
dira dans ce cas que A est un polymorphisme de T'.

Si I' est I'ensemble des relations 0-valides, c’est-a-
dire contenant un r-uplet avec seulement des 0, alors
la fonction constante 0 est un polymorphisme de I'.

On note par Pol(T") ’ensemble de tous les polymor-
phismes de I'. Inversement, si F' est un ensemble de
fonctions 19, on note par Inv(F) I'ensemble des rela-
tions préservées (invariantes) par toutes les fonctions
de F'. Les opérateurs Pol et Inv établissent une corres-
pondance de Galois entre deux treillis, 'un étant celui
des clones relationnels, 'autre étant celui des clones
(fonctionnels). Puisque, plus il y a de relations a pré-
server, moins il y a de fonctions qui vont les préser-
ver, et inversement, les deux treillis ont exactement la
méme structure, mais le haut de I'un correspond au
bas de I'autre !! (cf. Figure 2). En particulier, le lan-
gage de toutes les relations correspond au clone des
fonctions triviales que sont les projections. Le clone

8. Pour étre précis, il s’agit de local tractability. En pratique,
des algorithmes vont « uniformiser » : par exemple, ’algorithme
pour résoudre Horn-3-Sat est le méme pour Horn-Sat. Ce second
cas est dit globally tractable.

9. En fait, cette réduction est méme dans logspace et préser-
vera donc une analyse de complexité plus fine avec des classes
comme L ou NL.

10. de Dom” dans Dom, r étant une arité quelconque.
11. Pol et Inv sont des anti-isomorphismes de treillis.

Toutes les relations Toutes les fonctions

(=) Projéctions

FI1GURE 2 — Correspondance de Galois

de toutes les fonctions ne laisse grosso modo invariant
que la relation =, et correspond au clone relationnel
(=),

Intuitivement les polymorphismes controlent 'ex-
pressivité et donc la complexité. Comme les deux
treillis sont structurellement les mémes on va travailler
sur le treillis des clones.

Les éléments du treillis de Post (cf. Figure 3) cor-
respondent a des clones booléens, c’est-a-dire des en-
semble de fonctions booléennes. Sur cette figure, on
a tout en haut, toutes les fonctions booléennes (BF),
tout en bas les projections (Iz). La classification de
Schaefer (voir théoréme 3) peut étre vue comme un
corollaire du théoreme de Jeavons, de la description
du treillis de Post et d’une étude de la complexité de
7 cas. Sur le treillis, ces 7 cas sont Iy, I1, Vo, Fo, Lo, Do
(qui correspondent aux 6 langages de contraintes po-
lynomiaux et maximaux) et Ny (qui est NP-complet
et minimal).

Remarque. Ce qui est remarquable mais n’apparait
pas dans notre version aseptisée du théoreme de Schae-
fer, c’est que chaque langage de contrainte maximale-
ment polynomial est caractérisé en terme de préserva-
tion par une fonction booléenne. Ainsi, on peut dis-
poser d’un algorithme général qui saura identifier les
cas pour lesquels il existe un algorithme polynomial,
et basculer s’il y a lieu en mode polynomial.

Lorsqu’on se penche sur les cas ou le domaine a
au moins trois valeurs, on peut de nouveau se rame-
ner a I’étude du treillis des clones, mais contrairement
a celui de Post, ces treillis sont grands (ils ne sont
plus dénombrables), trés complexes et largement in-
connus par les algébristes. Jeavons et ses co-auteurs
ont beaucoup travaillé a la généralisation des résultats
de Schaefer. Ils démontrent par exemple précisément
quand établir la k-cohérence forte permet de décider si



FIGURE 3 — Treillis de Post (1941).

une instance est satisfaisable [26] : & savoir, lorsque le
langage des contraintes est préservé par une opération
near-unanimity d’arité k + 1.

Ezemple. Le cas du langage 2-Sat déja évoqué est un
example pour k = 2 : il y a préservation par la fonction
majorité ternaire. La 2-cohérence (path consistency)
est un algorithme complet pour le probléme de décision
dans ce cas restreint.

Feder et Vardi étudient ce méme cas en utilisant
la notion de programme Datalog, qui est intrinseque-
ment exécutable en temps polynomial [20]. Datalog
est un cadre plus riche puisqu’il permet aussi d’expli-
quer le cas d’Horn-Sat de nature différente. Un pro-
gramme Datalog calcule récursivement des relations
auxiliaires. Intuitivement, c’est une forme de propaga-
tion de contraintes. On dérive localement de nouvelles
contraintes a ’aide des régles du programme (’optique
étant de dériver une contradiction).

Ezemple. Le programme suivant décide si une instance
de Horn-3-Sat est insatisfaisable.
AMz) « 1(=z)
Az) <+ ANy),AMz), R(z,y,2)
7 Ax),0(x)
Le prédicat constant v est le but du programme : si ce
dernier « est activé » alors 'instance est rejetée.

Malgré ces avancés importantes, les résultats sont
longtemps restés parcellaires et 'analyse sur le treillis

ne permettait pas d’obtenir de classification complete.
Il a fallu attendre Bulatov pour une classification com-
plete du cas ou il y a seulement trois valeurs [5]. Ce
résultat peut sembler trés incrémental mais concep-
tuellement il contient des idées tres importantes qui
permettent de s’abstraire du treillis et de travailler
directement sur des variétés '2. En effet, un langage
de contrainte correspond a une algebre et localement
cette algebre ne peut prendre que 5 types (par exemple
elle se comporte comme un treillis ou encore comme
une algebre booléenne) : lanalyse de ces types per-
met d’établir la complexité associée au langage de
contrainte. Ce renouveau de ’approche algébrique a
permis & Bulatov d’établir une classification complete,
pour n'importe quel domaine fini, de la complexité des
langages de contraintes dits conservatifs [6]. Il s’agit
du cas ou on peut associer a chaque variable un do-
maine, une hypothése qui semble étre prévalente en
intelligence artificielle.

Ce second résultat tres important confirme ce que
Feder et Vardi avaient suggéré dans leur papier fon-
dateur [20], & savoir la pauvreté relative de « l’arse-
nal algorithmique polynomial ». Il existe essentielle-
ment deux algorithmes, pour résoudre un probleme
non-uniforme : I'un généralise la cohérence et corres-
pond a l'existence d’un programme Datalog, et 'autre
découle du fait qu’on peut dans certain cas représenter

de maniere compacte I’ensemble des solutions '3.

Il existe une reformulation algébrique de la conjec-
ture de la dichotomie et de nombreux raffine-
ments pour d’autres classes de complexité. Depuis
quelques années, 'approche algébrique des problemes
de contraintes a contribué a redynamiser ’algebre uni-
verselle et a apporter de nouvelles questions dans cette
discipline. Apres une longue série de travaux, on sait
par exemple maintenant que ’assertion suivante im-
plique la conjecture de la dichotomie.

Conjecture 8. Si Pol(T") contient un terme de Siggers
alors T est polynomial.

Un terme de Siggers est une opération d’arité 4 satis-
faisant les identités f(x,z,z,x) = x et f(y,z,y,2) =
f(x,y, 2, @).

Pour plus de détails sur la dichotomie de la conjec-
ture et la nouvelle approche algébrique, voir [9].

12. au sens de Birkhoff.
13. un exemple typique est la résolution d’équation linéaires.



Fragment Dual Classification ?
{3,Vv} {V,A}
(3.v.=) V. AL £) logspace
g: 2: x’}:} }g: Q: 57}#} logspace si toutes les boucles, NP-complet sinon
{3, A} {v,v} Conjecture de la dichotomie des CSP (Ptime ou NP-complet). Résolue
{3A,=} v, v, #} dans le cas des graphes (Hell et Nesetfil), le cas booléen (Schaefer), le cas a
trois éléments (Bulatov) et le cas conservatif (Bulatov). Il suffit de trouver
un algorithme polynomial pour les graphes orientés admettant un terme de
Siggers pour résoudre la conjecture.
{3, N, #} {V,v,=} NP-complet si |A] > 3, se réduit aux théoreme de Schaefer sinon.
{3,¥,n} {3,¥,V} Une dichotomie entre Ptime et Pspace-complet est démontrée dans le cas boo-
{3,v,A, =} | {3V, Vv, #} léen (Schaefer, Creignou). En général, il n’y a pas de conjecture précise.
Des résultats partiels montrent que les complexités Ptime, NP-complet, et
Pspace-complet sont atteintes. Le cas des graphes non orienté reste ouvert.
{J,V,A, £} | {3,V,Vv,=} Pspace-complet pour |A| > 3, se réduit a la classification de Schaefer pour
QSat sinon.
{V,3,A,V} Pour QCSP avec disjonction, nous démontrons une tetrachotomie non triviale
entre logspace, NP-complet, co-NP-complet et Pspace-complet [30].
{v. 3, /{\)—'\,AEI,_V}, /{\’vaz/\}a vV, #} Ptime pour |A| < 1, Pspace-complet sinon.
{—=,3,V,A,V} Ptime quand B ne contient que des relations vides ou complete , Pspace-
complet sinon

FIGURE 4 — Complexité de CSP, QCSP et du model checking en général (pour lire la complexité du fragment

dual, remplacer NP par co-NP et vice versa).

6 Autres questions

L’approche algébrique permet d’attaquer d’autres
questions de complexité que la conjecture de la di-
chotomie. En particulier, dans le cas booléen, Nadia
Creignou et. al. montrent qu’on peut s’appuyer sur le
treillis de Post pour caractériser la complexité de nom-
breux problémes [15]. Parfois, on dispose d'un théo-
reme similaire au théoreme de Jeavons et on peut tra-
vailler a priori sur le treillis, c’est la cas pour la circum-
scription ou 'abduction. Dans d’autres cas, on peut
s’appuyer sur le treillis pour réaliser I’étude mais on
ne remarque qu’a posteriori que le résultat est com-
patible avec la structure du treillis, par exemple pour
le dénombrement ou l’énumération des solutions de
Sat. D’autres questions importantes ne sont pas com-
patibles avec la structure du treillis, c’est le cas par
exemple de MaxSat, de la complexité paramétrée de
Sat ou encore de son approximation.

Pour des problemes qui généralisent CSP, par
exemple les problémes de contraintes quantifiées
(QCSP), on peut adapter la méthode algébrique et
travailler avec des clones relationnels particuliers, cor-
respondant a une cloture par interprétation avec les
symboles 3, A, = mais aussi avec V. Puisque les clones
relationnels ont plus de relations, ceci signifie qu’on
aura moins de polymorphismes. Dans ce cas, les poly-

morphismes surjectifs caractérisent la complexité [3].
Pour le cas des QCSP booléens, la classification est
complete, toujours a laide du treillis de Post [13]. En
général, La classification de QCSP reste incomplete et
est au moins aussi difficile que la conjecture de la di-
chotomie. On observe jusqu’a présent une trichotomie
avec les complexités P, NP-complet et Pspace-complet.

On reformule souvent QCSP comme le probleme de
model checking pour le fragment de la logique du pre-
mier ordre utilisant les symboles 3,V, A, =. Le model
checking problem prend en entrée une formule ¢ et en
parametre une structure B et demande si B est un
modele de ¢. Comme pour le CSP non-uniforme, on
considere que B est fixé et on cherche a connaitre la
complexité du probleme pour chaque B. Martin a étu-
dié la complexité de ce probleme pour de nombreux
fragments de la logique du premier ordre [33]. Il a éta-
bli que soit un fragment est facilement classifiable, ou
se réduit au théoreme de Schaefer, soit il s’agit de frag-
ments riches du point de vue de la complexité (voir Fi-
gure 4). Il reste 3 cas : CSP (3, A, =), QCSP (V, 3, A, =)
et QCSP avec disjonction (¥,3,A,V). Dans le cas de
CSP ou QCSP la présence ou l'absence du symbole
= n’a pas d’effet sur la complexité. Par contre dans ce
dernier cas, 'absence d’égalité est cruciale (en présence
de I’égalité le probleme est facilement classifiable, il est




Pspace-complet si B a deux éléments ou plus et dans

P sinon).
D’autres correspondances de Galois que la corres-
pondance Pol — Inv ont étés étudiées en algebre uni-

verselle. Il n’y a pas vraiment de méthode générique
pour démontrer les théoréemes techniques nécessaires
mais Ferdinand Borner propose des recettes assez com-
pletes de mise en ceuvre [2]. 11 s’avere que dans le cas
de QCSP avec disjonction (¥, 3, A, V) puisqu’on ne dis-
pose plus de I’égalité, on ne travaille plus avec une
notion de préservation par une fonction comme pour
les polymorphismes avec CSP mais avec des hyper-
fonctions : c’est-a-dire des fonctions de Dom dans ’en-
semble de ses parties, ce qui rend les choses plus com-
plexes. D’un autre coté, la présence de V signifie qu’on
peut se contenter des hyper-fonctions qui sont unaires ;
et, celle de V, comme pour le cas de QCSP, signifie
qu’on peut imposer une notion adéquate de surjecti-
vité.

L’expressivité de B et donc sa complexité pour le
probleme de QCSP avec disjonction est caractérisée
par ses hyper-endomorphismes surjectifs. Pour chaque
valeur finie de Dom, on se ramene a I’étude d’un treillis
fini. Pour le cas booléen, celui-ci est trivial et on ob-
serve une dichotomie entre Pspace-complet et Log-
space. Pour le cas a trois éléments, on peut calculer
les éléments importants du treillis ¢ la main et on ob-
tient une tetrachotomie entre Logspace, NP-complete,
Co-NP-complete et Pspace-complete. De plus, la com-
plexité s’explique de maniere uniforme par la possibi-
lité d’éliminer les quantificateurs (par exemple, élimi-
nation des V mais pas des 3 donne un probleme NP-
complet) [31]. Pour quatre éléments, I’explosion com-
binatoire empéche de faire ce calcul a la main et en
passant a une preuve assistée par ordinateur, on peut
démontrer une tetrachotomie [34].

Finalement, en définissant une notion adéquate de
ceur quantifié, en terme de propriétés de relativisa-
tion, et en le caractérisant algébriquement, on est ca-
pable de faire abstraction du treillis et de se rame-
ner a l’étude de cas génériques semblables au cas a
4 éléments. On obtient ainsi une tetrachotomie pour
n’importe quel domaine [30]. Le méta-probléme est
NP-complet, ce qui n’est pas forcément insurmon-
table pour un probleme dont la complexité est Pspace-
complet.

7 Conclusion

Classifier la complexité des problemes de satisfac-
tion de contraintes est une question centrale en infor-
matique théorique qui a des liens forts avec les ma-
thématiques (algebre, combinatoire, logique) et qui en
informatique dépasse largement le cadre de l'intelli-

gence artificielle du fait des liens importants avec les
bases de données. Mathématiquement tres riche et tres
actif, ce domaine dépasse le cadre de la question de la
dichotomie, méme si cette conjecture est importante.

Nous avons fait un rapide survol de différents ré-
sultats théoriques. Nous avons vu que deux types
de restrictions permettant d’obtenir un probleme po-
lynomial pour une instance (A,B) : soit le graphe
des contraintes A est arborescent, soit le langage
des contraintes B présente de bonnes propriétés al-
gébriques. Plus récemment, la question des classes
polynomiales hybrides a pris de l'importance : il
s’agit d’identifier des classes polynomiales nouvelles
ou A et B sont restreints simultanément (voir par
exemple [11]).

Méme si du point de vue pratique on pourrait repro-
cher a certaines hypotheses d’étre irréalistes, de nom-
breux concepts ont un impact concret. Par exemple,
la notion de cceur d’une structure et la notion de paire
duale ont des applications en bases de données dans
le cadre de lintégration d’information [37, 38]. Par
ailleurs, on voit apparaitre des résultats qui font des
hypotheses plus réalistes, par exemple sur la maniere
dont les contraintes sont codées [10], ou qui prennent
en compte des contraintes globales [8].
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