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Abstract

We show that the dimension of an algebraic (a�ne or projective) variety can be computed by a well

parallelizable arithmetical network in non-uniform polynomial sequential time in the size of the input.

This input is given by a system of polynomial equations written in dense representation. The coordinates

of the ambient space can be put in Noether position with respect to the variety within the same time

bounds.

By the way, we consider as an intermediate problem the determination of the isolated points of the given

variety, which is of obvious practical interest.

We suppose that the base domain, from where the coe�cients of the input polynomials are taken, is

in�nite and, in the case of an a�ne variety, that its �eld of fractions is perfect. If this domain consists of

the integers, our algorithms can be realized by boolean networks of the same complexity type (however

these networks are not uniformwith respect to the number of variables occuring in the input polynomials).

Our results imply an e�ective version of the a�ne Nullstellensatz in terms of degrees and straight line

programs.

R�esum�e

Nous consid�erons la question du calcul de la dimension d'une vari�et�e alg�ebrique (a�ne ou projective),

ainsi que plus g�en�eralement la mise des variables en position de Noether par rapport �a la vari�et�e. Chemin

faisant, nous examinons comme probl�eme interm�ediaire la d�etermination des points isol�es, ce qui pr�e-

sente un int�erêt pratique �evident. Nous supposons que la vari�et�e est donn�ee par un syst�eme d'�equations

polynomiales �ecrites en repr�esentation dense.

Nous pr�esentons ici des algorithmes qui r�esolvent ces probl�emes en temps s�equentiel polynomial en la

taille des entr�ees, par des r�eseaux arithm�etiques bien parall�elisables. N�eanmoins ces algorithmes ne sont

pas uniformes en le nombre de variables dont d�ependent les polynômes d'entr�ee.

Nous supposons l'anneau de base int�egre, in�ni et dans le cas a�ne, son corps des fractions parfait. Dans

le cas particulier de l'anneau des entiers, nos algorithmes peuvent être r�ealis�es par des r�eseaux bool�eens

du même type de complexit�e.

Les r�esultats impliquent une version e�ective d'un Nullstellensatz a�ne en termes de calculs d'�evaluation

(straight line programs) et de degr�es de polynômes.
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\ MATHEMATICS The synthesis of

the calculus of n-variables and of n-

dimensional geometry is the basis of

what Seldon once called \my little

algebra of humanity" : : :"

Isaac Asimov, Second Foundation.

1. D�e�nitions et notations

Pour l'ensemble de ce travail, nous allons �xer les notations qui seront essentiellement les mêmes

que dans l'article [Giusti-Heintz, 1991]. Nous les reprenons ici par commodit�e pour le lecteur.

1.1. Notations de base

Soit k un anneau int�egre commutatif, in�ni, et e�ectif, c'est-�a-dire que les op�erations arithm�e-

tiques de base : addition, soustraction, multiplication, division (si elle a lieu dans k) et test

d'�egalit�e sont r�ealis�ees par des algorithmes. Soit k

0

le corps des fractions de k et soit

�

k

0

une

clôture alg�ebrique de k

0

. A�n de traiter simultan�ement les situations a�ne et projective, nous

allons consid�erer des espaces ambiants de même dimension n : l'espace a�ne A(

�

k

0

)

n

(resp. l'es-

pace projectif P(

�

k

0

)

n

), munis de la topologie de Zariski, et not�es plus simplement A

n

et P

n

.

Dans la situation a�ne et quand la caract�eristique de k est positive, il convient de supposer que

l'anneau de base est ferm�e sous l'extraction des racines p

i�emes

, par cons�equent le corps k

0

sera

parfait. Mais nous le supposerons encore e�ectif, ce qui veut dire que l'extraction des racines

p

i�emes

sera r�ealis�ee par un algorithme.

Nous voulons �etudier des sous-vari�et�es vivant dans ces espaces ambiants. Soient x

1

; : : : ; x

n

(resp.

x

0

; x

1

; : : : ; x

n

) des ind�etermin�ees sur k. Le degr�e total d'un polynôme f �a coe�cients dans k

0

sera not�e deg f et son degr�e partiel par rapport �a la variable x

i

par deg

x

i

f . Un polynôme f est

appel�e unitaire en x

i

si son degr�e partiel par rapport �a cette variable co��ncide avec son degr�e

total suppos�e positif.

Dans toute la suite, soit f

1

; f

2

; : : : ; f

s

un syst�eme �ni de polynômes non constants de k[x

1

; : : : ; x

n

]

(resp. des polynômes homog�enes non constants de k[x

0

; x

1

; : : : ; x

n

]), et soit d un entier majorant

n et le plus grand des degr�es totaux des f

i

. L'id�eal engendr�e par ces polynômes dans k[x

1

; : : : ; x

n

]

(resp. dans k[x

0

; x

1

; : : : ; x

n

]) sera not�e I(f

1

; : : : ; f

s

) ou plus simplement (f

1

; : : : ; f

s

), voire I .

Si aucun doute n'est possible, nous noterons aussi (f

1

; : : : ; f

s

) l'id�eal �etendu induit par une

extension de l'anneau de base, notamment l'extension de k �a k

0

.

La vari�et�e alg�ebrique, au sens classique, a�ne (resp. projective) d�e�nie par (f

1

; : : : ; f

s

) ou I

dans A

n

(resp. P

n

) sera not�ee V (f

1

; : : : ; f

s

), V (I), ou plus simplement V quand aucun doute

n'est possible.

1.2. Structures de donn�ees, mod�eles d'algorithmique et de complexit�e

Les algorithmes consid�er�es ci-dessous vont admettre comme entr�ees des ensembles �nis de

polynômes. Il nous faut donc d'abord d�ecrire un tel ensemble par une structure de donn�ees,

puis mesurer sa taille et en�n pr�eciser le type d'algorithmes qui vont la manipuler.
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1.2.1. Repr�esentation na��ve des entr�ees/sorties et leur taille

Soit f

1

; : : : ; f

s

l'ensemble de polynômes de k[x

1

; : : : ; x

n

] (resp. de s polynômes homog�enes de

k[x

0

; x

1

; : : : ; x

n

]) introduit dans 1.1. Rappelons que nous supposerons toujours que le maximum

de leurs degr�es est born�e sup�erieurement par un nombre pr�e�x�e d au moins �egal �a n. Ecrits dans

la repr�esentation dense, ils peuvent donc être d�ecrits par un vecteur dont les coordonn�ees sont

dans l'anneau de base k, et dont la taille d�epend des param�etres d, n et s.

Il existe un cas particulier important d'anneau de base : celui des entiers Z. Dans ce cas la taille

de notre ensemble peut inclure la taille arithm�etique, c'est-�a-dire le nombre maximal t de bits

qu'il faut pour �ecrire n'importe lequel des coe�cients des polynômes f

i

. Autrement dit, la hau-

teur de chaque f

i

(1 � i � s), qui est le maximum des valeurs absolues de tous ses coe�cients

(au sens classique des arithm�eticiens), est major�ee par 2

t

.

La taille de l'entr�ee f

1

; : : : ; f

s

est la place m�emoire n�ecessaire pour les stocker, c'est-�a-dire celle

qu'occupent les coe�cients. En e�et nous pouvons ais�ement estimer la place m�emoire n�ecessaire

pour stocker f

1

; : : : ; f

s

�a partir des param�etres d; n; s et �eventuellement t dans le cas de l'anneau

de base des entiers. Le nombre de monômes sur n lettres de degr�e au plus d (resp. sur n + 1

lettres de degr�e d) est le coe�cient binomial (d + n)!=d!n! quantit�e major�ee par ed

n

, qui est

donc un O(d

n

) (n �x�e, d tendant vers l'in�ni). Comme nous convenons de coder les polynômes

d'entr�ee par leurs coe�cients dans la repr�esentation dense, il faut stocker O(sd

n

) coe�cients, et

s'ils sont entiers, cela demande O(sd

n

t) bits.

Les sorties pourront être des valeurs bool�eennes, des entiers compris entre �1 et n (repr�esent�es

par des vecteurs de valeurs bool�eennes) et des matrices carr�ees d'ordre n ou n+ 1 �a coe�cients

dans k. Nous aurons aussi �a traiter le cas o�u les sorties sont encore des polynômes. De la même

mani�ere na��ve, nous pourrons toujours les coder par leur �ecriture dans la repr�esentation dense.

Nous aurons aussi �a consid�erer des quantit�es g�eom�etriques intrins�eques li�ees �a V (f

1

; : : : ; f

s

),

essentiellement dimension et degr�e.

Soit V = [

1�j�N

C

j

la d�ecomposition de V en composantes irr�eductibles. La dimension dim C

j

et le degr�e deg C

j

d'une composante irr�eductible sont d�e�nis comme d'habitude. De même, nous

utiliserons la notion usuelle de dimension pour la vari�et�e V :

dim V := max fdim C

j

; 1 � j � Ng. Par contre, le degr�e de la vari�et�e sera d�e�nie comme

la somme des degr�es de ses composantes irr�eductibles : deg V :=

P

1�j�N

deg C

j

. Cette notion

pr�esente l'avantage sur le degr�e classique de satisfaire �a une in�egalit�e de B�ezout sans restrictions

sur le type d'intersections �a e�ectuer (voir [Heintz, 1983]).

1.2.2. Les op�erations arithm�etiques dans l'anneau de base

Tous nos algorithmes s'appuient sur les op�erations suivantes, dites arithm�etiques, dans l'anneau

de base k : choix d'un �el�ement �xe de k (par exemple 0 ou 1) comme op�eration constante,

addition, soustraction, multiplication et �eventuellement extraction de racines p

i�emes

dans le cas

d'une caract�eristique positive p et d'une vari�et�e a�ne. Tr�es exceptionnellement quand k est un

corps, nous admettrons aussi les divisions dans k (voir 3.4.6 et 3.6). En dehors de ces op�erations

arithm�etiques, nous utiliserons aussi des s�electeurs associ�es au test d'�egalit�e (comparaison entre

�el�ements de k). Le r�eseau peut aussi contenir des processeurs qui ex�ecutent les op�erations bool�e-

ennes correspondant �a la logique propositionnelle.
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1.2.3. Description des mod�eles d'algorithmes et de complexit�e

Les algorithmes que nous allons utiliser ou introduire seront en principe d�ecrits par un r�eseau

arithm�etique �a entr�ees dans k, repr�esent�e par un graphe orient�e acyclique [von zur Gathen, 1986].

A chaque sommet interne correspond un processeur qui e�ectue une op�eration �el�ementaire de

l'anneau de base k, et chaque arête indique l'envoi d'une sortie d'un processeur comme entr�ee

du second.

Un algorithme admet un d�eroulement s�equentiel ou parall�ele. La complexit�e s�equentielle (ou

temps s�equentiel) est la taille du r�eseau, c'est-�a-dire le nombre de processeurs ou sommets du

graphe. La complexit�e parall�ele (ou temps parall�ele) est la profondeur du r�eseau, c'est-�a-dire la

longueur du plus long chemin dans le graphe orient�e.

Si l'anneau de base est celui des entiers, chaque processeur arithm�etique devient lui-même un

circuit bool�een dont les processeurs manipulent maintenant des bits. Il faut alors tenir compte

de la croissance �eventuelle des coe�cients des polynômes interm�ediaires. Ceci fait, notre r�eseau

arithm�etique se transforme de mani�ere naturelle en r�eseau bool�een, auquel nous pouvons at-

tacher de mani�ere analogue une notion de complexit�e s�equentielle et parall�ele.

Pour r�esumer, nos algorithmes seront donc des familles de r�eseaux arithm�etiques param�etr�es par

les quantit�es d, s, n (ou des r�eseaux bool�eens param�etr�es par d, s, n et t).

Pour une discussion plus approndie de ce mod�ele de complexit�e, nous renvoyons �a [von zur Ga-

then, 1986] et [Fitchas-Galligo-Morgenstern, 1990].

Il existe des r�eseaux arithm�etiques particuliers sp�ecialement int�eressants : ce sont ceux qui ne

font intervenir ni tests d'�egalit�e ni branchements. Nous les appellerons calculs d'�evaluation (g�en�e-

ralement sans divisions) ou circuits arithm�etiques (straight line programs en basic english). Nous

renvoyons �a [Strassen, 1972], [von zur Gathen, 1986], [Stoss, 1989] ou [Heintz, 1989] pour plus

de pr�ecisions sur ces r�eseaux particuliers. La complexit�e s�equentielle ou longueur d'un tel calcul

d'�evaluation sera le nombre d'op�erations arithm�etiques qu'il contient. Ils peuvent servir �a coder

des polynômes �a plusieurs variables, calculant leur valeur en un point de A

n

(ou A

n+1

).

1.3. D�e�nition de bonnes classes de complexit�e

Dans le cadre d�e�ni ci-dessus, nous dirons qu'un algorithme est de complexit�e s�equentielle poly-

nomiale en la taille de l'entr�ee si le r�eseau correspondant de param�etres (d; n; s) (resp. (d; n; s; t)

dans le cas bool�een) admet une complexit�e s�equentielle s

O(1)

d

O(n)

(resp. (st)

O(1)

d

O(n)

).

Cette terminologie est justi��ee quand on consid�ere la taille O(sd

n

) (resp. O(std

n

)) de notre

entr�ee f

1

; : : : ; f

s

pour la structure de donn�ees choisie (la repr�esentation dense des polynômes),

puisqu'un polynôme en O(sd

n

) (resp. en O(std

n

)) est bien un s

O(1)

d

O(n)

(resp. un (st)

O(1)

d

O(n)

).

Nous dirons que l'algorithme est bien parall�elisable si la profondeur du r�eseau est enO(n

2

log

2

(sd))

(resp. en O(n

2

log

2

(std))). Ceci signi�e bien, conform�ement au sens g�en�eral, que la complexit�e

parall�ele est d'ordre le carr�e du logarithme de la complexit�e s�equentielle.

La complexit�e d'un algorithme peut aussi être mesur�ee par rapport �a la taille de la sortie. Si

celle-ci consiste par exemple en s polynômes en n variables de degr�e d

n

(comme c'est souvent

le cas), donn�es par leur �ecriture dans une repr�esentation dense, la taille de la sortie pour la
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repr�esentation choisie est un O(sd

n

2

). Un algorithme de complexit�e s�equentielle s

O(1)

d

O(n

2

)

et

parall�ele O(n

4

log

2

sd) est alors �a juste titre polynomial en la taille de la sortie et bien parall�e-

lisable.

2. Des outils plus sophistiqu�es

Dans l'�etude algorithmique des sous-vari�et�es alg�ebriques apparaissent syst�ematiquement des

polynômes interm�ediaires ou des sorties dont le meilleur majorant de leur degr�e qu'on puisse

avoir est un d

O(n)

ou sd

O(n)

. Nos algorithmes ne font pas exception (voir par exemple 3.4.5,

3.4.7, 3.7.2, ou 4.3). C'est sans doute de toute fa�con in�evitable, par exemple, d�es lors qu'un

d�evissage par projection est utilis�e.

L'usage de la repr�esentation dense ne peut alors que conduire �a des complexit�es polynomiales en

la taille de la sortie. Mais il serait �evidemment si agr�eable de rester dans la meilleure des bonnes

classes de complexit�es, �a savoir polynomiales par rapport �a la taille de l'entr�ee ! La solution ne

peut alors que passer par un changement de la structure de donn�ees choisie pour repr�esenter

polynômes interm�ediaires et sorties.

2.1. Extension de l'anneau de base

L'id�ee principale de notre travail consiste �a introduire des param�etres auxiliaires sous forme

de nouvelles ind�etermin�ees, par exemple T

1

; : : : ; T

n

(voir 3.4.5). Nous remplacerons alors pro-

visoirement l'anneau de base k par k[T

1

; : : : ; T

n

]. Les r�esultats interm�ediaires repr�esentent des

polynômes consid�er�es comme d�ependant de variables principales �a coe�cients eux-mêmes des

polynômes en les param�etres T

1

; : : : ; T

n

. Par rapport aux variables principales les polynômes

sont cod�es par leur �ecriture dans la repr�esentation dense, mais les polynômes coe�cients sont

eux-mêmes repr�esent�es par des calculs d'�evaluation dans k[T

1

; : : : ; T

n

].

Nos algorithmes ex�ecutent alors des op�erations arithm�etiques (en g�en�eral sans divisions) et des

comparaisons dans k[T

1

; : : : ; T

n

]. Le point essentiel pour la complexit�e de cette nouvelle arithm�e-

tique va r�esider dans ces comparaisons, et plus exactement les tests de non-nullit�e. Par exemple,

si des param�etres auxiliaires di��erents des variables d'origine x

1

; : : : ; x

n

ou x

0

; x

1

; : : : ; x

n

ap-

paraissent encore dans les polynômes �naux, ils devront être �elimin�es par sp�ecialisation en des

valeurs appropri�ees de k, mais bien sûr sans donner lieu �a des annulations. Ainsi, tous les algo-

rithmes pourront être r�ealis�es par des r�eseaux sur l'anneau k (voir aussi [Heintz-Sieveking, 1981]

et [Kaltofen, 1988] pour l'utilisation de cette repr�esentation des polynômes en calcul formel).

Dans la situation a�ne et dans le cas d'une caract�eristique positive p, nous aurons aussi �a en-

visager l'extraction de racines p

i�emes

dans k[T

1

; : : : ; T

n

]. Le nombre d'it�erations d'extractions est

a priori major�e par un entier � qui sera en O(n logd) (voir par exemple 3.4.6 et 3.4.7). Sans

restriction de g�en�eralit�e nous pouvons supposer que les param�etres T

1

; : : : ; T

n

sont de la forme

T

i

= S

p

�

i

(1 � i � n), o�u S

1

; : : : ; S

n

sont de nouvelles ind�etermin�ees. Fixons un entier � compris

entre 1 et �. A�n de pouvoir extraire les racines (p

�

)

i�emes

n�ecessaires dans k[T

1

; : : : ; T

n

], nous

e�ectuons nos calculs dans k[S

1

; : : : ; S

n

] comme suit :

Soit u un polynôme de k[T

1

; : : : ; T

n

] donn�e par un calcul d'�evaluation � dans k[T

1

; : : : ; T

n

].

Chaque fois qu'une variable T

i

est introduite dans �, rempla�cons-la par S

p

���

i

, tandis que chaque

fois qu'un param�etre de k l'est, il est remplac�e par sa racine (p

�

)

i�eme

dans k. Nous obtenons ainsi

6



un calcul d'�evaluation �

0

dans k[S

1

; : : : ; S

n

], de même longueur que �, qui calcule un polynôme

v de k[S

1

; : : : ; S

n

] tel que v

p

�

= u, et donc qui �evalue la racine (p

�

)

i�eme

de u. Dans les cas o�u

l'extraction des racines p

i�emes

dans des anneaux de param�etres est n�ecessaire, nous supposerons

dor�enavant que ces param�etres sont d�ej�a donn�es comme puissances (p

�

)

i�emes

.

Voyons maintenant comment traiter la question cruciale des comparaisons.

2.2. Un test de nullit�e et ses cons�equences pour la complexit�e

Nous utiliserons de mani�ere essentielle un th�eor�eme de [Heintz-Schnorr, 1982, Theorem 4.4]),

dont nous rappelons l'�enonc�e par commodit�e pour le lecteur :

Th�eor�eme : Consid�erons l'ensemble W (D; n; v) des polynômes de k[T

1

; : : : ; T

n

], de degr�e au

plus D et qui peuvent être �evalu�es par un calcul de longueur au plus v. Soit � un sous-ensemble

de k de cardinal 2v(1 + D)

2

. Alors il existe un sous-ensemble Q(D; n; v;�) = f


1

; : : : ; 


m

g de

�

n

(o�u m = 6(v + n)(v + n + 1)), v�eri�ant la propri�et�e suivante : tout polynôme de W (D; n; v)

s'y s'annulant est identiquement nul.

Suivant une jolie terminologie introduite par [Henry-Merle, 1987, 7.2] dans une situation du

même type, nous appellerons questeur un tel ensemble, terme qui traduit avantageusement \cor-

rect test sequence".

Appliqu�e au cadre du paragraphe pr�ec�edent o�u D sera toujours en sd

O(n)

ou d

O(n)

, et v en

s

O(1)

d

O(n)

(sans divisions), ceci nous permettra d'ex�ecuter les comparaisons n�ecessaires d'�el�e-

ments de k[T

1

; : : : ; T

n

] en e�ectuant seulement s

O(1)

d

O(n)

op�erations arithm�etiques dans k,

puisque le cardinal de � et de l'ensemble questeur sont en s

O(1)

d

O(n)

.

Si l'anneau de base est celui des entiers, il convient de choisir pour � la suite des entiers compris

entre 0 et 2v(1 + sd

cn

)

2

. Ce choix nous permet d'ex�ecuter nos algorithmes avec une complexit�e

s�equentielle binaire en (st)

O(1)

d

O(n)

de mani�ere bien parall�elisable.

La question du choix de l'ensemble questeur dans �

n

est essentielle pour l'�evaluation de com-

plexit�e. Bien sûr, il peut se faire au coup par coup algorithmiquement, mais �a un coût �elev�e qui

d�epend surtout du param�etre n. Il serait dommage de ne pas tirer parti du fait qu'il ne d�epend

que des param�etres d, s et n mais ni de t ni des coe�cients d'une entr�ee particuli�ere f

1

; : : : ; f

s

.

Pourquoi ne pas d�ecider de rejeter ce coût dans les t�en�ebres ext�erieures, l�a o�u il y a des pleurs et

des grincements de dents ? Pour d, n et s �x�es, nous penserons donc que nous l'avons d�etermin�e

une fois pour toute par une pr�eparation pr�ealable (preprocessing), dont le coût n'a pas �a inter-

venir dans un calcul particulier. En quelque sorte, nous consid�erons qu'il est r�eparti sur toutes

les entr�ees possibles. Autrement dit, pour chaque triplet d, s, n, nous construisons un r�eseau

arithm�etique qui r�esoud une certaine tâche en temps s�equentiel s

O(1)

d

O(n)

et en temps parall�ele

O(n

2

log

2

sd), mais le coût lui-même de cette construction n'est pas compt�e. Nous proc�edons de

mani�ere analogue pour les param�etres d, s, t, n et les r�eseaux bool�eens et le cas de l'anneau

de base des entiers (voir [von zur Gathen, 1986] pour d�etails). En ce sens, nous dirons que nos

algorithmes ne sont pas uniformes.

Pour être exhaustif, revenons au traitement algorithmique complet. Le choix des ensembles

questeurs peut se faire de mani�ere al�eatoire, selon [Heintz-Schnorr, 1982, Theorem 4.4]. Le temps
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s�equentiel de d�eroulement de nos algorithmes est alors une variable al�eatoire dont l'esp�erance

est en s

O(1)

d

O(n)

. En�n la borne sup�erieure de complexit�e, celle obtenue dans le pire des cas

(worst case complexity) atteint s

O(1)

d

O(n

2

)

.

2.3. Alg�ebre lin�eaire e�ective �a la Berkowitz-Mulmuley

Les questions d'arithm�etique �etant r�egl�ees, nos r�esultats sont bas�es sur des techniques d'alg�ebre

lin�eaire e�ective qui utilisent des algorithmes bien parall�elisables et sans divisions. L'ingr�edient

fondamental est l'algorithme de [Berkowitz, 1984] qui calcule en temps polynomial tous les

coe�cients du polynôme caract�eristique d'une matrice carr�ee �a coe�cients dans un anneau int�e-

gre. Ces coe�cients sont repr�esent�es par un calcul d'�evaluation sans divisions.

Pour calculer le rang d'une matrice quelconque nous combinons l'algorithme de Berkowitz avec

un r�esultat de [Mulmuley, 1986] qui exprime ce rang comme valuation du polynôme caract�e-

ristique d'une matrice carr�ee auxiliaire. Ainsi, nous pouvons d�ecider en temps polynomial par

un algorithme bien parall�elisable et sans e�ectuer de divisions si un syst�eme d'�equations lin�eaires

admet des solutions et, en cas de r�eponse positive, les calculer en ne faisant appel qu'�a une seule

division par un �el�ement pr�ecalcul�e.

Dans la situation a�ne, il nous faudra aussi calculer des pgcd de polynômes �a une variable et �a

coe�cients dans un anneau int�egre (voir 3.4.6 et 3.4.7). Nous renvoyons �a [Giusti-Heintz, 1991]

en nous appuyant sur des techniques de sous-r�esultants [Brown, 1971], en combinaison avec

l'algorithme de Berkowitz. Si la caract�eristique est positive, c'est l�a o�u l'extraction de racines

p

i�emes

risque d'intervenir (voir 2.1).

2.4. Enonc�e des r�esultats

2.4.1. Calcul de la dimension et mise en position de Noether ; le rôle des points

isol�es

Le but de ce travail est de conforter les conjectures suivant lesquelles, une vari�et�e alg�ebrique

�etant donn�ee par �equations, le calcul de sa dimension, sa mise en position de Noether et la

d�etermination de ses points isol�es peuvent se faire en temps polynomial par rapport �a l'entr�ee,

et ce de mani�ere uniforme.

Il est �a noter que dans le cas d'une vari�et�e a�ne, nous commen�cons par la d�etermination des

points isol�es qui sert de r�esultat interm�ediaire pour le calcul de la dimension, puis nous terminons

par la mise en position de Noether. Par contre dans le cas projectif, nous proc�edons directement

�a la mise en position de Noether qui inclut bien sûr la d�etermination de la dimension.

Nous r�esolvons ici quasiment ces questions par des algorithmes bien parall�elisables de complexit�e

s�equentielle en s

O(1)

d

O(n)

, �a condition que le degr�e maximum des �equations ne soit pas trop bas

(d � n et que ces �equations soient donn�ees par une �ecriture dans la repr�esentation dense (voir

3.4.6, 3.4.8, 3.5, 3.7.2 et 4.4). Le point est que nos algorithmes ne sont pas uniformes par rapport

�a n, puisqu'ils d�ependent du choix d'un ensemble questeur, ce qui aboutit �a un coût �elev�e par

rapport �a la classe de complexit�e s

O(1)

d

O(n)

.

N�eanmoins, tous nos algorithmes poss�edent une version uniforme et bien parall�elisable dont la

complexit�e s�equentielle est s

O(1)

d

O(n

2

)

. Cette borne de complexit�e uniforme est d�ej�a connue

pour les probl�emes consid�er�es ici (voir [Dickenstein-Fitchas-Giusti-Sessa, 1991], o�u cette borne

a �et�e obtenue directement).

En�n, un choix al�eatoire des ensembles questeurs ne change pas le caract�ere d�eterministe de
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nos algorithmes et les rend uniformes. Comme nous l'avons d�ej�a dit, la complexit�e s�equentielle

devient une variable al�eatoire d'esp�erance un s

O(1)

d

O(n)

, alors que la complexit�e dans le pire

des cas est un s

O(1)

d

O(n

2

)

, ce qui correspond �a la complexit�e uniforme.

Tous nos r�esultats de complexit�e sont �enonc�es en termes de r�eseaux arithm�etiques, et �a l'excep-

tion de 3.6 peuvent être reformul�es en termes de r�eseaux bool�eens dans le cas de l'anneau de

base des entiers.

Malheureusement, c'est l�a que la non-uniformit�e ne nous permet pas de reformuler sans pertes

nos r�esultats dans le langage des machines de Turing si l'anneau de base est celui des entiers.

Du point de vue pratique, notre m�ethode nous semble prometteuse. La version probabiliste et

uniforme de notre algorithme calculant la dimension est de type al�eatoire (randomized). C'est

surtout la complexit�e qui devient al�eatoire, avec une esp�erance en s

O(1)

d

O(n)

polynomiale en la

taille de l'entr�ee. Un premier r�esultat dans cet esprit est contenu dans [Lakshman-Lazard, 1991].

Cependant, nos algorithmes sou�rent encore d'un inconv�enient pratique et th�eorique : ils re-

posent sur le codage des polynômes d'entr�ee par leur �ecriture en principe dans la repr�esentation

dense. C'est d'ailleurs le plus grave des d�efauts pr�esent�es par tous les algorithmes actuels en

calcul formel, et le d�e� �a relever le plus excitant pour les recherches �a venir.

2.4.2. Un Nullstellensatz a�ne e�ectivement e�ectif

Notre m�ethode de calcul de la dimension d'une vari�et�e a�ne via celui de ses points isol�es,

coupl�ee avec les techniques utilis�ees dans la preuve de [Caniglia-Galligo-Heintz, 1989] d'un Null-

stellensatz a�ne e�ectif, sert d'ingr�edient fondamental �a la d�emonstration de cette version plus

\informatique" :

Th�eor�eme (en collaboration avec Juan Sabia, Buenos Aires) :

Soient k un corps in�ni et parfait, et f

1

; : : : ; f

s

des polynômes de k[x

1

; : : : ; x

n

]. Au prix d'une

pr�eparation pr�ealable, nous pouvons d�ecider en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien parall�e-

lisable si la constante 1 appartient �a l'id�eal engendr�e par f

1

; : : : ; f

s

. Si c'est le cas, nous pouvons

trouver des polynômes p

1

; : : : ; p

s

de degr�e d

O(n

2

)

, repr�esent�es par un calcul d'�evaluation dans

k(x

1

; : : : ; x

n

) bien parall�elisable de longueur s

O(1)

d

O(n)

(avec divisions), v�eri�ant l'identit�e de

B�ezout 1 = p

1

f

1

+ � � �+ p

s

f

s

.

Ce r�esultat est encore imparfait, car on d�esirerait bien sûr une borne sur les degr�es en d

O(n)

et �eviter toute division dans le calcul qui repr�esente les quotients p

1

; : : : ; p

s

. Mais l'avantage

sur les Nullstellens�atze e�ectifs connus (dont on pourra trouver des r�ef�erences dans la revue de

[Teissier, 1991] ou l'article [Fitchas-Galligo, 1990]) r�eside dans le gain de complexit�e qu'apporte

la repr�esentation de la sortie p

1

; : : : ; p

s

dans une structure de donn�ee de taille s

O(1)

d

O(n)

au lieu

du s

O(1)

d

O(n

2

)

auquel aboutissent les travaux cit�es. En e�et, ces derniers ne consid�erent que les

degr�es et l'�ecriture dans la repr�esentation dense comme structure de donn�ees. Nous aimerions

signaler ici que l'approche due �a [Berenstein-Yger, 1991] pourrait contenir la possibilit�e d'un

codage court des quotients dans l'identit�e de B�ezout.

Notre nouvelle version du Nullstellensatz a �et�e conjectur�ee par E. Kaltofen en 1988 (et par bien

d'autres sans doute). Elle fera l'objet d'une publication ult�erieure ([Giusti-Heintz-Sabia, 1991]).
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3. Situation a�ne

3.1. Pr�eliminaires

Soit k un anneau int�egre comme dans 1.1 et k

0

son corps des fractions. Soient f

1

; : : : ; f

s

des

polynômes non constants de k[x

1

; : : : ; x

n

], et g

1

; : : : ; g

s

des polynômes homog�enes de

k[x

0

; x

1

; : : : ; x

n

], qui pourront être par exemple les homog�en�eis�es des f

i

; dans ce cas, x

0

sera

la variable d'homog�en�eisation. Nous supposerons que les degr�es des polynômes f

1

; : : : ; f

s

et

g

1

; : : : ; g

s

sont major�es par d, avec d � n.

Nous allons nous int�eresser �a la vari�et�e alg�ebrique a�ne V d�e�nie par l'id�eal I := (f

1

; : : : ; f

s

)

(resp. �a la vari�et�e alg�ebrique projectiveW d�e�nie par l'id�eal J := (g

1

; : : : ; g

s

)), dans une clôture

alg�ebrique de k

0

. Dans le cas o�u les g

i

sont les homog�en�eis�es des f

i

(�eventuellement multipli�es

par une puissance de x

0

), nous pouvons consid�erer V comme un sous-ensemble de W ; �a ce titre,

observons que les points isol�es de V sont des points isol�es de W .

C'est �a la d�etermination de ces derniers que nous allons d'abord nous int�eresser. Ce pas nous

servira de lemme technique pour la suite, mais son int�erêt pratique �evident en fait un r�esultat

primordial en soi.

Dans le cadre a�ne o�u nous sommes, il faut d�eformer les �equations pour se ramener, d'abord

au cas localement intersection compl�ete, puis au cas projectif de dimension z�ero.

3.2. Le cas de la dimension projective z�ero

Soit J := (g

1

; : : : ; g

s

) un id�eal homog�ene tel que la vari�et�e W qu'il d�e�nit ne contienne qu'un

nombre �ni non nul de points (autrement dit de dimension projective z�ero), aucun d'entre eux

n'�etant contenu dans l'hyperplan x

0

= 0 (que nous appellerons par commodit�e \l'hyperplan �a

l'in�ni").

Le lemme suivant reprend les id�ees et les r�esultats contenus dans l'article fondamental de D.

Lazard ([Lazard, 1981]).

3.2.1. Lemme

Pla�cons nous sous les hypoth�eses ci-dessus. Soit l une forme lin�eaire ind�ependante de x

0

. Il

existe dans l'id�eal engendr�e par g

1

; : : : ; g

s

dans k

0

[x

0

; : : : ; x

n

] un polynôme h ne d�ependant que

des variables x

0

et l, �a coe�cients dans k, de degr�e major�e par d

n

+ (n+ 1)d, calculable par un

algorithme bien parall�elisable sans divisions, et ceci en temps s�equentiel s

O(1)

d

O(n)

. De plus, les

coe�cients de h sont des polynômes de degr�e d

O(n)

en les coe�cients de g

1

; : : : ; g

s

sur l'anneau

premier de k. Le degr�e de h en l est strictement positif et born�e par d

n

.

D�emonstration : Observons que le degr�e (au sens classique d�e�ni par le polynôme de Hilbert) de

l'id�eal engendr�e par g

1

; : : : ; g

s

dans k

0

[x

0

; : : : ; x

n

] est major�e par d

n

(voir par exemple [Fitchas-

Galligo, 1990] pour d�etails). Par ailleurs, la r�egularit�e de la fonction de Hilbert est largement

major�ee par l'entier N = (n + 1)d ([Lazard, 1981], [Brian�con, 1983]). Soient A l'anneau quo-

tient gradu�e k

0

[x

0

; : : : ; x

n

]=(g

1

; : : : ; g

s

) et A

�

sa partie homog�ene de degr�e �, qui est un k

0

-espace

vectoriel de dimension �nie. Par d�e�nition de la r�egularit�e, d�es que � d�epasse l'entier N , cette
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dimension est �egale au degr�e de l'id�eal, donc au plus d

n

.

Notons l'homomorphisme canonique surjectif de degr�e z�ero k

0

[x

0

; : : : ; x

n

] �! A, et faisons le

raisonnement g�en�eral suivant :

Soit L une forme lin�eaire de k[x

0

; : : : ; x

n

] telle que L induise par multiplication une application

k

0

-lin�eaire bijective L : A

N

�! A

N+1

. Soit F une forme homog�ene �a coe�cients dans k de degr�e

strictement positif �. Nous obtenons donc par composition un endomorphisme � := L

��

� F

de A

N

. Pour A

N

et A

N+�

, nous calculons une base monomiale ainsi que les relations de d�e-

pendance k-lin�eaire entre les monômes, ce qui correspond �a trianguler deux matrices d'ordre

au plus O(sN

n

) et O(s(N + �)

n

), ce qui peut se faire par un algorithme bien parall�elisable en

temps s�equentiel s

O(1)

(N + �)

O(n)

sans divisions. Nous pouvons maintenant calculer la matrice

de � dans ces bases, puis son polynôme caract�eristique �(�) par l'algorithme de Berkowitz, et ce

avec la même complexit�e. En pr�emultipliant � par un �el�ement non nul appropri�e de k, provenant

du calcul des bases monomiales de A

N

, A

N+�

et des coe�cients de L, nous pouvons supposer

sans restriction de g�en�eralit�e que les entr�ees de la matrice � appartiennent �a k. Notons que tout

ceci se fait sans divisions et que le degr�e de �(�) est �egal �a celui de l'id�eal, lui-même major�e

par d

n

. En homog�en�eisant �(�), nous obtenons un polynôme homog�ene en deux variables �,

�a coe�cients dans k et de même degr�e. Le th�eor�eme de Cayley-Hamilton implique alors que

L

N

�(L

�

; F ) est identiquement nul.

Observons aussi que par construction, le polynôme � est unitaire en la deuxi�eme variable, et

qu'il est calculable avec la même complexit�e sans divisions. En particulier, nous avons l'apparte-

nance de L

N

�(L

�

; F ) �a l'id�eal (g

1

; : : : ; g

s

). Nous voyons imm�ediatement que, par construction,

les coe�cients de � sont des polynômes de degr�e (N + �)

O(n)

en les coe�cients de g

1

; : : : ; g

s

sur

l'anneau premier de k.

Vu l'hypoth�ese que l'id�eal J ne d�e�nit pas de points �a l'in�ni, l'id�eal J + (x

0

) ne d�e�nit aucun

point du tout ; en lui appliquant le Nullstellensatz projectif e�ectif ([Lazard, 1977], ou [Brian�con,

1983]), nous voyons que la multiplication par x

0

induit une application bijective de A

N

dans

A

N+1

. Il nous su�t maintenant de sp�ecialiser le raisonnement g�en�eral pr�ec�edent au cas L = x

0

et

F = l pour obtenir le polynôme h recherch�e par un algorithme bien parall�elisable sans divisions

en temps s�equentiel s

O(1)

(N+1)

O(n)

, ce qui compte-tenu de l'hypoth�ese d � n, est en s

O(1)

d

O(n)

.

3.3. Le cas o�u les points isol�es sont localement intersection compl�ete

3.3.1. Notations

Nous avons donc autant d'�equations que d'inconnues (s = n). Nous aurons aussi besoin d'une

ind�etermin�ee suppl�ementaire ", qui pourra être consid�er�ee soit comme une variable, soit comme

un param�etre.

Nous allons �etablir deux lemmes g�eom�etriques permettant de relier la situation a�ne �a la situa-

tion projective par une d�eformation le long de l'axe ". Plus pr�ecis�ement, celle-ci sera plate au

dessus de l'ouvert " 6= 0.

Cette approche \homotopique" par d�eformation des �equations est bien connue en Analyse Num�e-

rique (voir par exemple [Zangwill - Garcia, 1981]). Elle a �et�e introduite par Chistov-Grigoriev

dans les �etudes de complexit�e en g�eom�etrie alg�ebrique e�ective [Chistov-Grigoriev, 1983], puis
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r�eutilis�ee par [Canny, 1988 a, b], [Lakshman, 1991], et [Lakshman-Lazard, 1991].

Soit p

i

le produit de l'homog�en�eis�e du polynôme f

i

par x

0

, et g

i

le polynôme p

i

+ "x

i

1+deg f

i

(i = 1; : : : ; n).

Nous allons consid�erer la sous-vari�et�e V de A

n

, lieu des z�eros communs aux f

i

, comme incluse

dans la sous-vari�et�e S de P

n

, lieu des z�eros communs aux p

i

, elle-même incluse dans la sous-

vari�et�e W de A

1

�P

n

, lieu des z�eros communs aux g

i

. A ce titre, les points isol�es de V restent

des points isol�es de S.

La restriction �a W de la projection canonique de A

1

�P

n

sur A

1

sera not�ee �. Ainsi, S devient

la �bre en z�ero de �, et tout point isol�e de V appartient �a une composante irr�eductible de W et

se projette par � sur z�ero. Soit C une composante irr�eductible de W contenant un point de V .

Sa projection par � ne peut être que A

1

tout entier ou l'origine.

Quand nous consid�ererons � comme section globale du faisceau structural deW , nous le noterons

par abus de notation encore ". Ainsi, quand une composante irr�eductible C de W se projette

sur A

1

tout entier, le localis�e C

"

= fy 2 C j "(y) 6= 0g est un ouvert de Zariski non vide.

3.3.2. Lemme de localisation

Soit x un point isol�e de V , et soit C une composante irr�eductible de W contenant x. Alors le

localis�e C

"

est non vide.

D�emonstration : Comme W est une sous-vari�et�e d�e�nie par n �equations dans un espace ambiant

de dimension n+1, toutes ses composantes irr�eductibles ont une dimension au moins 1. Soit x un

point isol�e de V , et C une composante irr�eductible de W passant par lui. Il su�t de d�emontrer

qu'elle se projette sur A

1

tout entier. Si ce n'�etait pas le cas, elle se projetterait sur l'origine, et

donc serait incluse dans S. Sa partie a�ne dans V serait toujours de dimension au moins 1, et

passant par le point x contradirait le fait que ce dernier est isol�e.

Dans le lemme pr�ec�edent, " �etait consid�er�e comme une variable. Dans le lemme suivant, il sera

consid�er�e comme un param�etre contenu dans une clôture alg�ebrique k

0

(") de k

0

("). Ainsi, les

polynômes g

i

seront maintenant des polynômes de k["][x

0

; : : : ; x

n

].

3.3.3. Lemme de d�eformation

Avec les remarques pr�ec�edentes, les g

i

(i = 1; : : : ; n) d�e�nissent une sous-vari�et�e projective de

P

n

(k

0

(")) de dimension 0.

Pour trancher un peu parmi les d�emonstrations bien connues de ce lemme tr�es appr�eci�e de nom-

breux auteurs, nous allons en donner une preuve purement g�eom�etrique.

La vari�et�e �a �etudier peut aussi être d�e�nie par les polynômes

1

"

g

i

. Introduisons alors l'ind�eter-

min�ee t =

1

"

; la vari�et�e devient la �bre g�en�erique du morphisme � exprim�ee dans les nouvelles

coordonn�ees. Mais la �bre en t = 0 de ce morphisme �etant trivialement de dimension 0, le lemme

se d�eduit imm�ediatement de la classique semi-continuit�e de la dimension.
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3.3.4. Proposition

Soient I = (f

1

; : : : ; f

n

) un id�eal et l une forme lin�eaire de k[x

1

; : : : ; x

n

], suivant les notations

de 3.1. Il existe un algorithme bien parall�elisable et sans divisions qui calcule en temps d

O(n)

un

polynôme non nul p de k[l], de degr�e au plus (d+ 1)

n

, qui s'annule en tout point isol�e de V . De

plus, tous les r�esultats interm�ediaires de l'algorithme sont des polynômes de degr�e d

O(n)

en les

coe�cients des entr�ees f

1

; : : : ; f

n

sur l'anneau premier de k.

D�emonstration : Comme dans 3.3.1, nous construisons des polynômes g

i

�a partir des f

i

. Par abus

de notation, nous appellerons encore l le polynôme de k[x

0

; : : : ; x

n

] homog�en�eis�e du polynôme

a�ne donn�e l. D'apr�es 3.2.1 et 3.3.3, nous pouvons calculer un polynôme h de k["][x

0

; l], ho-

mog�ene en les variables x

0

et l, de degr�e en l born�e par (d+1)

n

. Il appartient �a l'id�eal engendr�e

par g

1

; : : : ; g

n

dans k

0

(")[x

0

; : : : ; x

n

] et, consid�er�e comme polynôme en x

0

et l, ses coe�cients

sont des polynômes de k["] dont l'�ecriture requiert d

O(n)

op�erations arithm�etiques dans l'anneau

k["]. En e�et nous �evitons les divisions dans l'anneau int�egre k["] en utilisant les algorithmes

entiers d'alg�ebre lin�eaire bien parall�elisable introduits par [Berkowitz, 1984] et [Mulmuley, 1986].

Dans ces calculs n'apparaissent que des coe�cients polynômes en " de degr�e au plus d

O(n)

. En

particulier, le r�esultat h ob�eit �a cette observation, et tous les calculs peuvent se transf�erer �a l'an-

neau de base k en d

O(n)

op�erations arithm�etiques. Ce polynôme h appartient �a l'id�eal engendr�e

par g

1

; : : : ; g

n

dans l'anneau k

0

(")[x

0

; : : : ; x

n

], et s'annule donc sur le localis�e W

"

de la vari�et�e

W d�e�ni dans 3.3.1. Nous r�eduisons h en un polynôme h

0

en le divisant par la plus grande

puissance de " de son contenu. Evidemment, h

0

s'annule sur le localis�e W

"

. Il s'�ecrit comme

somme d'un polynôme h

0

0

constant et non nul en ", et d'un reste divisible par ". Maintenant

soit x = (x

1

; : : : ; x

n

) un point isol�e de V , et soit C une composante irr�eductible de W passant

par x. Pour mettre les points sur les �, comme le d�esire le second auteur, ceci veut dire en bon

fran�cais : (0; (1 : x

1

: � � � : x

n

)) 2 C. (Que ceux qui ne comprennent pas le fran�cais �el�ementaire

arrêtent l�a la lecture du texte, c'est d�esesp�er�e). D'apr�es le lemme 3.3.2, C

"

est un ouvert non

vide de l'ensemble irr�eductible C. Le polynôme h

0

s'y annule, donc aussi sur C tout entier. Ceci

implique, toujours en bon fran�cais, que h

0

0

(1 : x

1

: � � � : x

n

) = 0. Le d�eshomog�eis�e p de h

0

0

est le

polynôme recherch�e.

3.4. Le cas g�en�eral

Jusqu'�a maintenant, tous les algorithmes mentionn�es �etaient uniformes et dans le cas de l'an-

neau de base des entiers, traduisibles en algorithmes �ex�ecutables par des machines de Turing en

temps (st)

O(1)

d

O(n)

. Dor�enavant, nous sommes oblig�es de consid�erer �egalement des algorithmes

non uniformes.

Si la vari�et�e V contient des points isol�es, d'apr�es le Hauptidealsatz de Krull, nous devons dis-

poser de plus d'�equations que d'inconnues (s � n).

3.4.1. Lemme de construction d'une famille s�ecante

Etant donn�e un �el�ement � de k

0

, nous d�e�nissons le polynôme

^

f

�

comme la combinaison lin�eaire

f

1

+ �

1

f

2

+ � � �+ �

s�1

f

s

.

Choisissons un sous-ensemble � de l'anneau de base k, de cardinal sd

n

+ 1. Il existe un point


 = (


1

; : : : ; 


n

) de �

n

tel que chaque composante de V est une composante de

^

V , d�e�nie par les
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polynômes

^

f




1

; : : : ;

^

f




n

. De plus, les composantes de

^

V qui ne sont pas composantes de V sont

r�eduites �a un point.

D�emonstration : (voir [Heintz, 1983] et [Giusti-Heintz, 1991]) nous d�emontrons par r�ecurrence

sur i (1 � i � n) qu'il existe dans � des points 


1

; : : : ; 


i

tels que la dimension de toute com-

posante irr�eductible de f

^

f




1

= � � � =

^

f




i

= 0g non contenue dans V soit n� i.

Le cas i = 1 est �evident. Pour les valeurs sup�erieures, supposons que l'assertion soit vraie pour

i � 1. Dans chaque composante irr�eductible C de la sous-vari�et�e

^

f




1

= � � � =

^

f




i�1

= 0, non

contenue dans V , choisissons un point x

C

�a l'ext�erieur de V . En cons�equence, au moins un des

polynômes f

1

; : : : ; f

s

ne s'annule pas au point x

C

. Introduisons alors une nouvelle ind�etermin�ee

T et le polynôme �a une variable w

C

(T ) := f

1

(x

C

) + Tf

2

(x

C

) + � � �+ T

s�1

f

s

(x

C

) de consid�er�e �a

coe�cients dans la clôture alg�ebrique k

0

de k

0

; il n'est pas identiquement nul par construction,

ainsi que le produit

Q

C

w

C

(T ) �etendu �a toutes les composantes de

^

f




1

= � � � =

^

f




i�1

= 0 non

contenues dans V . Comme le degr�e de ce dernier polynôme est au plus sd

n

, il ne peut pas s'an-

nuler sur tout l'ensemble � qui est de cardinal sd

n

+ 1; soit donc 


i

un �el�ement de � qui ne

l'annule pas. La combinaison lin�eaire

^

f




i

= f

1

+ 


i

1

f

2

+ � � �+ 


s�1

i

f

s

ne s'annule en aucun des

points x

C

, pour toute composante C de

^

f




1

= � � � =

^

f




i�1

= 0 non contenue dans V . Une telle

composante, de dimension n � i + 1 par hypoth�ese de r�ecurrence, est donc coup�ee proprement

par l'hypersurface

^

f

i

= 0, ce qui d�emontre notre assertion.

Avec les notations introduites ci-dessus, nous obtenons imm�ediatement la cons�equence suivante :

3.4.2. Corollaire de densit�e

L'ensemble des points 
 = (


1

; : : : ; 


n

) de k

n

, tels que la vari�et�e

^

V , d�e�nie par les polynômes

^

f




1

; : : : ;

^

f




n

consiste en la r�eunion de V et d'un nombre �ni de points, est Zariski-dense dans A

n

.

Nous noterons U(f

1

; : : : ; f

s

), ou plus simplement U , ce sous-ensemble dense de k

n

.

3.4.3. La famille s�ecante g�en�erique

Soient T

1

; : : : ; T

n

n nouvelles ind�etermin�ees. Nous noterons � la restriction de la premi�ere projec-

tion �a la sous-vari�et�e S de A

n

�A

n

d�e�nie par les polynômes f

1

+T

i

f

2

+� � �+T

i

s�1

f

s

(1 � i � n).

Pour chaque point t de A

n

, la vari�et�e ftg � V est incluse dans la �bre �

�1

(t).

Lemme : Soit x un point isol�e de V = ff

1

= � � � = f

s

= 0g, et d'apr�es le corollaire 3.4.2

soit 
 un point (


1

; : : : ; 


n

) de k

n

tel que toute composante de V soit une composante de

f

^

f




1

= � � � =

^

f




n

= 0g. Soit C une composante irr�eductible de S passant par le point (
; x).

Alors sa dimension est n et le localis�e C

G

est non vide pour tout polynôme non nul G de

k[T

1

; : : : ; T

n

].

D�emonstration : Comme S est d�e�ni par n �equations dans un espace ambiant de dimension

2n, la dimension de chacune de ses composantes est au moins n. Par construction, le point 


appartient �a la projection de C, et le point (
; x) est isol�e dans C \ �

�1

(
). La semi-continuit�e

de la dimension de la �bre implique que �(C) et C ont même dimension. Comme dimC est au

moins n et dim �(C) au plus n, nous obtenons l'�egalit�e dim �(C) = dimC = n. En particulier

aucun polynôme non nul G de k[T

1

; : : : ; T

n

] ne s'annule sur �(C) et donc sur C.
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3.4.4. Observation

Avec les notations du lemme 3.4.3, nous avons un morphisme injectif de k

0

[T

1

; : : : ; T

n

] dans

k

0

[C]. Ce dernier peut être consid�er�e comme module sur le pr�ec�edent, mais comme ils ont même

dimension n, le localis�e k

0

[C]


k

0

[T

1

;:::;T

n

]

k

0

(T

1

; : : : ; T

n

) est de dimension z�ero. Une composante C

de S qui passe par (
; x) correspond donc �a un point isol�e de la vari�et�e d�e�ni par les n polynômes

f

1

+T

i

f

2

+ � � �+T

i

s�1

f

s

(1 � i � n) dans l'espace a�ne de dimension n sur la clôture alg�ebrique

du corps k

0

(T

1

; : : : ; T

n

).

3.4.5. Lemme

Il existe une constante universelle c > 0 telle que, pour toute forme lin�eaire l de k[x

1

; : : : ; x

n

],

il existe un polynôme non nul p dans k[l] de degr�e major�e par d

cn

, qui s'annule sur tout point

isol�e x de V = ff

1

= � � �= f

s

= 0g.

Au prix d'une pr�eparation pr�ealable, ce polynôme p est calculable par un algorithme sans divi-

sions en temps s�equentiel major�e par (sd

n

)

c

, et en temps parall�ele major�e par cn

2

log

2

sd. De

plus, tous les r�esultats interm�ediaires de l'algorithme sont des polynômes de degr�e au plus d

cn

en les coe�cients des entr�ees f

1

; : : : ; f

s

sur un sous-anneau appropri�e de k de type �ni.

Cette pr�eparation pr�ealable d�epend seulement des param�etres s; d; n, mais ni des coe�cients de

f

1

; : : : ; f

s

ni de la forme l.

D�emonstration : Nous utiliserons les notations de 3.4.2 et 3.4.3. Soit x un point isol�e de V ,

s'il existe, et 
 un point de U . Observons que l'ensemble irr�eductible et ferm�e A

n

� fxg est

contenu dans S. Il existe une composante irr�eductible C de S qui contient A

n

� fxg. Comme

C contient le point (
; x), nous pouvons appliquer le lemme 3.4.3. La dimension de C est donc

n et l'homomorphisme canonique k

0

[T

1

; : : : ; T

n

]! k

0

[C] est injectif. D'apr�es 3.4.4 et 3.3.4, nous

pouvons calculer en ns+d

O(n)

op�erations arithm�etiques dans l'anneau k[T

1

; : : : ; T

n

] un polynôme

non constant P dans k[T

1

; : : : ; T

n

; l] tel que P s'annule sur un ouvert non vide de C, donc sur

tout C. Comme C contient l'ensemble A

n

� fxg, nous en d�eduisons que P (


0

; l(x)) est nul

pour tout 


0

dans A

n

. Le degr�e partiel de P en l est un d

O(n)

et le degr�e total un sd

O(n)

. En

utilisant les m�ethodes �a la Berkowitz-Mulmuley, les coe�cients de P , consid�er�e comme polynôme

en la variable l �a coe�cients dans k[T

1

; : : : ; T

n

], se calculent sans divisions par des calculs d'�e-

valuation dans k[T

1

; : : : ; T

n

]. Soit v la longueur du calcul qui �evalue les coe�cients de P , qui sont

de degr�e born�e par sd

c

0

n

pour un c

0

appropri�e. Cette longueur v est un ns + d

O(n)

. Choisissons

un ensemble � dans k, de cardinal 2v(1+ sd

c

0

n

)

2

= s

O(1)

d

O(n)

. D'apr�es [Heintz - Schnorr, 1982,

Theorem 4.4], il existe un ensemble questeur (


1

; : : : ; 


m

) de points de �

m

o�u m est �egal �a

6(v+ n)(v + n+ 1) = s

O(1)

d

O(n)

. Comme P est non nul, il existe un indice j compris entre 1 et

m tel que P (


j

; l) soit non nul. Le polynôme de P (


j

; l) est le polynôme p de k[l] recherch�e ; il

est non nul, son degr�e est un d

O(n)

, et son �ecriture requiert s

O(1)

d

O(n)

op�erations arithm�etiques

dans le corps de base k, et en�n il v�eri�e :

p(l(x)) = P (


j

; l(x)) = 0:

De la construction, nous d�eduisons que les coe�cients de p sont des polynômes de degr�e d

O(n)

en les coe�cients de f

1

; : : : ; f

s

sur l'anneau 
[


j

], o�u 
 est l'anneau premier de k.

3.4.6. Lemme dit de l'�el�ement primitif

Dans ce paragraphe nous d�emontrons un r�esultat technique qui repr�esente une g�en�eralisation

convenable des versions e�ectives connues du th�eor�eme de l'�el�ement primitif dans la th�eorie des
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extensions de corps (voir [Canny, 1988 a, b] et [Heintz-Roy-Solern�o, 1990]).

Soit k un corps. Au prix d'une pr�eparation pr�ealable, nous pouvons calculer en temps s�equen-

tiel s

O(1)

d

O(n)

et en temps parall�ele O(n

3

log

2

sd) une forme lin�eaire y de k[x

1

; : : : ; x

n

] et des

polynômes r

1

; : : : ; r

n

de k[y], de degr�e d

O(n)

, v�eri�ant : pour tout point isol�e x = (x

1

; : : : ; x

n

)

de V , la coordonn�ee x

i

(1 � j � n) est �egale �a r

i

(y(x)). Nous dirons que la variable y est en

position g�en�erale par rapport aux points isol�es de V .

Le r�esultat va être une cons�equence imm�ediate du lemme technique suivant, dont la d�emonstra-

tion va se faire par r�ecurrence.

Fixons nous un ensemble � de d

4cn

+1 valeurs non nulles du corps de base k (c est la constante

universelle introduite dans 3.4.5). Soit i un indice compris entre 1 et n. Il existe des constantes

universelles C > 0 et c

00

> 0 telles qu'au prix d'une pr�eparation pr�ealable, nous pouvons calculer

par un algorithme en temps s�equentiel iC(sd

n

)

c

00

et parall�ele iCn

2

log

2

sd, une forme lin�eaire

y

i

= 


(i)

1

x

1

+ � � � + 


(i)

i

x

i

de k[x

1

; : : : ; x

i

], �a coe�cients des �el�ements de �, et des polynômes

r

(i)

1

; : : : ; r

(i)

i

de k[y

i

], de degr�e au plus d

cn

, v�eri�ant : pour tout point isol�e x = (x

1

; : : : ; x

n

) de

V , la coordonn�ee x

j

(1 � j � i) est �egale �a r

(i)

j

(y

i

(x)).

D�emonstration : Supposons sans restriction de g�en�eralit�e que V contienne un point isol�e. Au

d�epart, pour i �egal �a 1, nous prenons y

1

:= x

1

et r

1

:= x

1

.

Maintenant, soit i un indice au moins �egal �a 2, et supposons le lemme acquis �a l'ordre i� 1 et

la variable y

i�1

donn�ee.

D'apr�es le même lemme 3.4.5, nous calculons en temps s�equentiel (sd

n

)

c

et parall�ele cn

2

log

2

sd

deux polynômes p(y

i�1

) dans k[y

i�1

] et q(x

i

) dans k[x

i

], de degr�e au plus d

cn

, qui s'annulent sur

tout point isol�e de V . Consid�erons l'id�eal de hauteur 2 engendr�e par p et q dans k[y

i�1

; x

i

], et

son radical N . D'apr�es [Krick - Logar, 1991] nous calculons �a partir de p et de q des g�en�erateurs

p̂; q̂ de N en temps s�equentiel et parall�ele au plus d

c

0

n

et c

0

n

2

log

2

d, o�u c

0

� 2c est su�samment

grand. Notons que l'hypoth�ese du corps de base parfait est ici indispensable, puisqu'il faut

extraire des racines p

i�eme

si la caract�eristique est positive. Comme le degr�e de l'id�eal N est au

plus d

2cn

, il existe dans � un �el�ement 


i

tel que la forme lin�eaire y

i

:= y

i�1

+ 


i

x

i

s�epare les

points de fp̂ = q̂ = 0g � A

2

. Changeons de variables, et consid�erons N = (p̂; q̂) comme id�eal de

k[y

i�1

; y

i

]. Par construction, y

i

s�epare les points d�e�nis par N . Calculons alors une base standard

de N �a partir des g�en�erateurs p̂ et q̂ relativement �a l'ordre lexicographique de k[y

i�1

; y

i

] induit

par y

i�1

> y

i

. Ceci peut se faire en temps s�equentiel et parall�ele major�e respectivement par

d

c

0

n

et c

0

n

2

log

2

d, la constante c

0

�etant su�samment grande. Une telle base standard a deux

g�en�erateurs de la forme u; y

i�1

� v, o�u u et v sont des polynômes de degr�e au plus d

2cn

� d

c

0

n

ne d�ependant que de la variable y

i

. Comme x

i

est une combinaison k-lin�eaire de y

i�1

et y

i

, il

est congru modulo l'id�eal N �a un polynôme r de degr�e au plus d

c

0

n

en la seule variable y

i

, et le

calcul de r �a partir de v ne demande qu'un temps constant. Mais d'apr�es le lemme 3.4.5, nous

pouvons calculer en temps s�equentiel (sd

n

)

c

et parall�ele cn

2

log

2

sd un polynôme non nul h de

k[y

i

], de degr�e au plus d

cn

, qui s'annule en tout point isol�e de V . Le reste de la division de r

par h nous fournit le polynôme r

(i)

i

recherch�e, qui est de degr�e au plus d

cn

, en temps d

c

0

n

. En

e�et tout point isol�e x = (x

1

; : : : ; x

n

) annule p(y

i�1

) et q(x

i

), donc tous les �el�ements de N , donc

x

i

= r(y

i

(x)) et en�n x

i

= r

(i)

i

(y

i

(x)).

Pour obtenir les polynômes r

(i)

1

; : : : ; r

(i)

i

, il su�t de remplacer la variable y

i�1

par v(y

i

) dans

les polynômes r

(i�1)

1

; : : : ; r

(i�1)

i�1

, puis de les r�eduire modulo h. Nous calculons ces polynômes de
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degr�e au plus d

cn

en temps s�equentiel d

c

0

n

et parall�ele c

0

n

2

log

2

d, �a partir de r

(i�1)

1

; : : : ; r

(i�1)

i�1

; v; h

(la constante c

0

�etant su�samment grande). Ils conviennent, puisque pour tout point isol�e x =

(x

1

; : : : ; x

n

) et tout indice j compris entre 1 et i� 1, nous avons :

x

j

� r

(i)

j

(y

i

(x)) = x

j

� r

(i�1)

j

(v(y

i

(x))) = x

j

� r

(i�1)

j

(y

i�1

(x)) = 0:

Comme par hypoth�ese de r�ecurrence y

i�1

et r

(i�1)

1

; : : : ; r

(i�1)

i�1

sont calculables en temps s�equentiel

(i� 1)C(sd

n

)

c

00

et parall�ele (i� 1)Cn

2

log

2

sd (o�u les constantes C et c

00

sont encore �a choisir de

mani�ere appropri�ee), il existe une constante universelle C

1

(ind�ependante de d, s, n et i) telle

que y

i

et r

(i)

1

; : : : ; r

(i)

i

s'obtiennent en temps s�equentiel (i�1)C(sd

n

)

c

00

+C

1

((sd

n

)

c

+d

c

0

n

) � (i�

1)C(sd

n

)

c

00

+2C

1

(sd

n

)

maxfc;c

0

g

. Nous choisissons la constante c

00

sup�erieure ou �egale �a maxfc; c

0

g

et la constante C sup�erieure ou �egale �a 2C

1

pour que (i � 1)C(sd

n

)

c

00

+ 2C

1

(sd

n

)

maxfc;c

0

g

soit

major�e par iC(sd

n

)

c

00

. De la même mani�ere, nous choisissons la constante C su�samment grande

pour que les polynômes y

i

et r

(i)

1

; : : : ; r

(i)

i

s'obtiennent en temps parall�ele iCn

2

log

2

sd.

3.4.7. Un ra�nement du lemme de l'�el�ement primitif

Dans 3.4.6 nous avons d�emontr�e que pour un ensemble � �x�e �a l'avance, contenu dans k et de

cardinal d

O(n)

, nous pouvons trouver en temps s�equentiel s

O(1)

d

O(n)

et parall�ele O(n

3

log

3

sd)

une forme lin�eaire y = 


1

x

1

+ � � �+ 


n

x

n

(


1

; : : : ; 


n

2 �), qui poss�ede la propri�et�e d'�el�ement

primitif �enonc�e dans ce lemme. De plus, notre algorithme faisait appel �a des divisions par des

�el�ements de k qui �etaient calculables en temps s�equentiel s

O(1)

d

O(n)

comme polynômes de degr�e

d

O(n)

en les coe�cients de f

1

; : : : ; f

s

.

Pour certaines applications du lemme de l'�el�ement primitif, le cardinal en d

O(n

2

)

de �

n

et l'exis-

tence des divisions contenues dans l'algorithme pr�esentent un inconv�enient si k est un anneau

int�egre. De plus, l'algorithme de 3.4.6 n'est pas bien parall�elisable au sens d�e�ni dans 1.3. Si

nous rempla�cons dans la d�emonstration du lemme 3.4.6 les �el�ements 


1

; : : : ; 


n

de � par de nou-

velles ind�etermin�ees T

1

; : : : ; T

n

servant de param�etres nous pouvons appliquer les arguments de

la preuve du lemme 3.4.5 bas�es sur [Heintz, Schnorr, 1982, Theorem 4.4] et sp�ecialiser T

1

; : : : ; T

n

en des �el�ements de k convenablement choisis. En multipliant par les d�enominateurs ad�equats

de k[T

1

; : : : ; T

n

] nous �evitons les divisions. Les formes lin�eaires y

i

et les polynômes p, q, p̂, q̂ et

h apparaissant dans la preuve du lemme de 3.4.6 sont maintenant calculables �a l'avance (pour

chaque indice i compris entre 1 et n) ce qui rend notre algorithme bien parall�elisable. Ainsi nous

obtenons le ra�nement suivant du lemme 3.4.6 :

Au prix d'une pr�eparation pr�ealable nous pouvons trouver pour d; s; n �x�es un ensemble questeur




1

; : : : ; 


m

de points de k

n

de cardinal m = s

O(1)

d

O(n)

poss�edant la propri�et�e suivante :

Pour chaque vari�et�e a�ne V donn�ee par des polynômes f

1

; : : : ; f

s

de degr�e born�e par d (o�u

d est au moins �egal �a n), nous pouvons calculer en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien

parall�elisable et sans divisions un �el�ement � non nul de k, un �el�ement 


i

= (


(i)

1

; : : : ; 


(i)

n

)

de l'ensemble questeur, et en posant y := 


(i)

1

x

1

+ � � � + 


(i)

n

x

n

, des polynômes r

1

; : : : ; r

n

de

degr�e d

O(n)

tels que chaque point isol�e x de V satisfasse �x = (r

1

(y(x)); : : : ; r

n

(y(x))). Les

coordonn�ees des points questeurs 


1

; : : : ; 


m

peuvent être choisis dans un sous-ensemble � de k,

�x�e �a l'avance et de cardinal s

O(1)

d

O(n)

.
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3.4.8. Observation : reconstruction des points isol�es d'une vari�et�e a�ne arbi-

traire

La mise bout �a bout des lemmes 3.4.5 et 3.4.6 explique comment nous pouvons \reconstruire"

en temps s

O(1)

d

O(n)

tous les points isol�es de la vari�et�e V . Cette observation a d'abord �et�e faite

par J. Canny dans le cas s = n [Canny, 1988 a, b] et a �et�e appliqu�ee au cas r�eel par [Renegar,

1992].

Remarquons de plus que si nous consid�erons les polynômes p

j

:= f

j

(r

1

; : : : ; r

n

) de k[y] (1 � j �

s), et leur plus grand commun diviseur q, nous voyons que leur degr�e est un d

O(n)

et qu'ils sont

calculables en temps s

O(1)

d

O(n)

. De plus, nous obtenons les deux implications suivantes :

1. Si V contient des points isol�es, le pgcd q n'est pas constant.

2. R�eciproquement, si ce pgcd est non constant, la vari�et�e V n'est pas vide.

La d�emonstration est une cons�equence imm�ediate du lemme 3.4.6. L'algorithme sous-jacent

repose sur des techniques d'alg�ebre lin�eaire e�ective dans k (�a la Berkowitz-Mulmuley, comparer

3.4.7). Il peut donc être ex�ecut�e sans utiliser de divisions. Tous les r�esultats interm�ediaires de cet

algorithme sont des polynômes de degr�e d

O(n)

en les coe�cients de f

1

; : : : ; f

s

sur un sous-anneau

appropri�e de k de type �ni. Ils s'�evaluent en temps s

O(1)

d

O(n)

.

3.5. Calcul de la dimension d'une vari�et�e a�ne

Nous conservons les notations introduites en 3.1.

Th�eor�eme : Au prix d'une pr�eparation pr�ealable, nous pouvons calculer la dimension de la

vari�et�e a�ne V en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien parall�elisable qui ne contient au-

cune division.

D�emonstration : Soient T

ij

et T

i

(1 � i; j � n) des nouveaux param�etres, R le nouvel anneau de

base k[T

i;j

; T

i

; 1 � i; j � n] et K une clôture alg�ebrique du corps des fractions de R.

Pour tout indice i compris entre 1 et n, d�e�nissons la forme a�ne l

i

comme le polynôme

T

i1

x

1

+ � � �+ T

in

x

n

+ T

i

de R[x

1

; : : : ; x

n

].

Soit r le nombre maximal de formes l

1

; : : : ; l

r

tels que la sous-vari�et�e de l'espace a�ne A

n

(K)

d�e�ni par l'id�eal (f

1

; : : : ; f

s

; l

1

; : : : ; l

r

) de K[x

1

; : : : ; x

n

] soit non vide. Cette vari�et�e ne contient

que des points isol�es, et r est la dimension de V .

Consid�erons la suite d'id�eaux (f

1

; : : : ; f

s

) � (f

1

; : : : ; f

s

; l

1

) � : : : � (f

1

; : : : ; f

s

; l

1

; : : : ; l

n

). L'

observation 3.4.8 et 3.4.7 impliquent que nous pouvons d�eterminer r par un algorithme bien

parall�elisable qui utilise s

O(1)

d

O(n)

op�erations arithm�etiques dans R sans aucune division. Les

r�esultats interm�ediaires de cet algorithme sont des �el�ements de R, c'est-�a-dire des polynômes �a

coe�cients dans k en les n

2

+n variables T

ij

; T

i

. D'apr�es 3.4.8 ces polynômes sont de degr�e d

O(n)

,

et sont donn�es par un calcul d'�evaluation bien parall�elisable de complexit�e s�equentielle s

O(1)

d

O(n)

qui ne contient aucune division. Pour obtenir r par un r�eseau arithm�etique sur k il su�t de d�e-

terminer lesquels de ces polynômes sont non nuls ; et pour le tester, nous appliquons encore une

fois [Heintz-Schnorr 1982, Theorem 4.4] en utilisant un ensemble questeur de s

O(1)

d

O(n)

points

de k

n

2

+n

(comparer �a la d�emonstration du lemme 3.4.5). Le coût de cette proc�edure consiste en

s

O(1)

d

O(n)

op�erations arithm�etiques dans k.

Ce dernier th�eor�eme peut être ra�n�e comme suit :
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3.5.1. Lemme

Soient k

0

le corps des fractions de k et r la dimension de V . Nous dirons que les variables

x

1

; : : : ; x

r

sont libres par rapport �a V si la condition suivante est satisfaite :

(i) k[x

1

; : : : ; x

r

] \ (f

1

; : : : ; f

s

) = 0

Nous dirons que la variable x

i

(r < i � n) est en position de Noether par rapport �a x

1

; : : : ; x

r

et V s'il existe un polynôme de k[x

1

; : : : ; x

r

; x

i

], unitaire en x

i

et qui s'annule sur V .

Maintenant, les variables x

1

; : : : ; x

r

seront dites en position de Noether par rapport �a V si elles

satisfont (i) et (ii) : l'homomorphisme canonique

k

0

[x

1

; : : : ; x

r

] �! k

0

[x

1

; : : : ; x

n

]=(f

1

; : : : ; f

s

)

est une extension enti�ere d'anneaux.

Si les variables libres sont connues et les conditions (i) et (ii) satisfaites, nous dirons encore que

l'ensemble des variables, soit x

1

; : : : ; x

n

, sont en position de Noether par rapport �a V .

Le th�eor�eme pr�ec�edent peut alors être ra�n�e comme suit :

Au prix d'une pr�eparatrion pr�ealable, nous pouvons trouver par un algorithme bien parall�elisable

en temps s

O(1)

d

O(n)

des indices di��erents i

1

; : : : ; i

r

de f1; : : : ; ng tels que les variables x

i

1

; : : : ; x

i

r

sont libres par rapport �a V .

D�emonstration : Calculons d'abord la dimension r de V en temps s

O(1)

d

O(n)

par l'algorithme bien

parall�elisable du th�eor�eme 3.5. Puis e�ectuons

�

n

r

�

essais a�n de choisir les variables x

i

1

; : : : ; x

i

n

comme suit. Les variables \candidates" sont trait�ees comme des param�etres et nous appliquons

les m�ethodes pr�ec�edentes : nous consid�erons les f

1

; : : : ; f

s

comme des polynômes �a coe�cients

dans k[x

i

1

; : : : ; x

i

r

] et nous calculons la dimension de la vari�et�e qu'ils d�e�nissent sur la clôture

alg�ebrique de k(x

i

1

; : : : ; x

i

r

) en appliquant le th�eor�eme 3.5 et en tenant compte de l'observation

3.4.8 et de [Heintz-Schnorr, 1982, Theorem 4.4] (les arguments sont similaires �a ceux employ�es

dans la d�emonstration du lemme 3.4.5). Les variables x

i

1

; : : : ; x

i

r

sont libres par rapport �a V si

et seulement si nous trouvons comme dimension 0. Ceci est d�ecidable en temps s

O(1)

d

O(n)

par

l'algorithme indiqu�e. Comme par hypoth�ese d est au moins �egal �a n (voir 1.2.1), nous trouvons

ainsi en temps s

O(1)

d

O(n)

un ensemble de r variables libres par rapport �a V . Tous nos calculs

sont bien parall�elisables et ne contiennent aucune division.

3.6. Calcul s�equentiel d'une base standard en dimension z�ero

Nous conservons les notations introduites en 3.1.

Pour la notion de base standard (ou de Gr�obner) d'id�eaux polynomiaux et son rôle dans l'alg�e-

bre commutative et la g�eom�etrie alg�ebrique e�ectives, nous renvoyons �a [Buchberger, 1985].

Pr�ecisons que nous appellerons base standard r�eduite d'un id�eal l'unique base standard dont les

�el�ements sont des polynômes compl�etement r�eduits par rapport �a l'id�eal.

D'apr�es le th�eor�eme 3.5, nous pouvons v�eri�er en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien

parall�elisable si la dimension de V (f

1

; : : : ; f

s

) = V (I) est z�ero. Nous supposerons alors être dans

cette derni�ere situation tout au long de ce paragraphe. Soit < un ordre total admissible sur sur

les monômes de k[x

1

; : : : ; x

n

]. Le r�esultat principal de ce paragraphe est bas�e sur l'observation

suivante :
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3.6.1. Lemme

Supposons que x

1

soit en position g�en�erale par rapport �a la vari�et�e de dimension z�ero V = V (I)

(voir 3.4.6). L'ordre total admissible choisi est l'ordre lexicographique des variables x

1

; x

2

: : : : ; x

n

.

Alors au prix d'une pr�eparation pr�ealable, nous pouvons calculer en temps s

O(1)

d

O(n)

par un al-

gorithme bien parall�elisable sans divisions un �el�ement non nul � de k et des polynômes g

1

; : : : ; g

n

de k[x

1

; : : : ; x

n

] v�eri�ant les conditions suivantes :

(i) maxfdeg g

i

j 1 � i � ng � deg V � d

n

(ii) g

1

; : : : ; g

n

forment une suite r�eguli�ere dans k

0

[x

1

; : : : ; x

n

]

(iii) g

1

=�; : : : ; g

n

=� constituent la base standard r�eduite du radical de l'id�eal I

0

engendr�e par

f

1

; : : : ; f

s

dans k

0

[x

1

; : : : ; x

n

] relativement �a l'ordre choisi.

Remarquons que d'apr�es 3.4.7 nous pouvons trouver en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien

parall�elisable sans divisions une transformation lin�eaire des variables qui mette x

1

en position

g�en�erale par rapport �a V .

D�emonstration : C'est une cons�equence directe du lemme de l'�el�ement primitif dans sa version

3.4.7. Adoptons les notations de 3.4.7 et 3.4.8 avec y := x

1

. Sans restriction de g�en�eralit�e nous

pouvons supposer que le polynôme q est �a coe�cients dans k, tout en �etant libre de carr�es

comme polynôme de k

0

[x

1

], et que de plus son coe�cient dominant est �. Son degr�e est major�e

par celui de V . Quant au degr�e des polynômes r

i

(1 � i � n), il vaut au plus celui de q. Posons

alors g

1

:= q; g

2

:= �x

2

� r

2

; : : : ; g

n

:= �x

n

� r

n

. Ces polynômes sont �a coe�cients dans k et

v�eri�ent (i).

Ils sont calculables en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien parall�elisable sans divisions.

D'apr�es 3.4.7 et 3.4.8 les vari�et�es V , V (g

1

; : : : ; g

n

; �x

1

� r

1

) et V (g

1

; : : : ; g

n

) co��ncident. Les

polynômes g

1

; : : : ; g

n

satisfont donc (ii). En�n, ils engendrent un id�eal J dans k

0

[x

1

; : : : ; x

n

]

dont ils constituent une base standard par rapport �a l'ordre choisi. Comme g

1

est sans carr�es et

g

i

est unitaire et lin�eaire en x

i

(2 � i � n), cet id�eal J est radical. Ceci implique que J est le

radical de I

0

, d'o�u l'�enonc�e (iii).

3.6.2. Th�eor�eme

Supposons que k soit un corps et que V (I) soit de dimension z�ero. Au prix d'une pr�eparation

pr�ealable, nous pouvons calculer par un algorithme s�equentiel �a partir des donn�ees f

1

; : : : ; f

s

une

base standard r�eduite de I par rapport �a l'ordre choisi avec s

O(1)

d

O(n)

op�erations arithm�etiques

dans k.

D�emonstration : Au vu de [Faug�ere-Gianni-Lazard-Mora, 1989] et de 3.4.7, nous pouvons sup-

poser que la variable x

1

est en position g�en�erale par rapport �a V et que que l'ordre choisi est

l'ordre lexicographique des variables x

1

; : : : ; x

n

. Soit J le radical de I . D'apr�es le lemme pr�ec�edent

nous pouvons calculer en temps s

O(1)

d

O(n)

une base standard r�eduite g

1

; : : : ; g

n

de J . Posons

� := (n + 1)d

n

. Le th�eor�eme de B�ezout implique que J

�

est contenu dans I et que le degr�e de

I , d�e�ni par dim

k

k[x

1

; : : : ; x

n

]=I , est major�e par d

n

(voir par exemple [Caniglia-Galligo-Heintz,

1989], Theorem 17).

Soit m l'entier dlog

2

�e. Pour tout indice k compris entre 0 et m, consid�erons les id�eaux J

k

:=

I + J

2

k

. Au d�ebut, J

0

et J

m

ne sont autres que J et I , et en g�en�eral le degr�e de J

k

est ma-

jor�e par celui de I et a fortiori par d

n

. En suivant les id�ees de [Lakshman, 1991] nous allons
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construire successivement les bases standard r�eduites des id�eaux J

k

. Apr�es m = O(n log d) pas,

nous obtiendrons celle de J

m

. Pour k �egal �a 0, g

1

; : : : ; g

n

forment d�ej�a une base standard r�eduite

de J

0

. Soit donc k un indice strictement positif, et p

1

; : : : ; p

t

une base standard r�eduite de J

k�1

.

Appelons M l'ensemble des monômes r�eduits modulo p

1

; : : : ; p

t

. Observons que p

1

; : : : ; p

t

con-

tient t + #M monômes, dont ceux de M , que le cardinal #M (qui est �egal au degr�e de J

k�1

)

est major�e par d

n

, et que t vaut au plus n#M [Faug�ere-Gianni-Lazard-Mora, 1989].

Consid�erons alors un polynôme arbitraire f de k[x

1

; : : : ; x

n

]. En le divisant �a la Hironaka par

p

1

; : : : ; p

t

nous en obtenons une premi�ere repr�esentation

f = h

0

+

X

1�j�t

h

j

p

j

:

En redivisant h

0

; h

1

; : : : ; h

t

par p

1

; : : : ; p

t

nous obtenons une deuxi�eme repr�esentation

f = r

0

+

X

1�j�t

r

j

p

j

+

X

1�j;l�t

r

jl

p

j

p

l

:

Les polynômes r

0

; : : : ; r

t

sont uniquement d�etermin�es par la construction pr�ec�edente et sont r�e-

duits modulo p

1

; : : : ; p

t

, donc ne contiennent que des monômes de M . Notons [f ] le polynôme

r

0

+

P

1�j�t

r

j

p

j

. Il est congru �a f modulo J

2

k�1

. SoitD l'entier (t+1)#M , qui majore deg J

2

k�1

et

est un d

O(n)

. Nous repr�esenterons [f ] par le vecteur correspondant aux coe�cients de r

0

; : : : ; r

t

dans l'espace vectoriel E := k

D

. Consid�erons la base canonique (e

�

)

1���D

de E. A chaque

�el�ement e

�

de cette base correspond un polynôme unique f

�

v�eri�ant [f

�

] = f

�

. De mani�ere

naturelle f

�

induit une application k-lin�eaire sur E que nous notons [e

�

]. A partir de la base

standard p

1

; : : : ; p

t

, nous calculons la matrice de [e

�

] pour tout � (1 � � � D) en temps

s

O(1)

d

O(n)

. De la même mani�ere, nous d�eterminons ensuite les applications k-lin�eaires induites

par f

1

; : : : ; f

s

et par les p

j

p

l

(1 � j; l � t). Maintenant, calculons une base du sous-espace k-lin�e-

aire F de E engendr�e par les images de ces aplications. Finalement, tout en respectant l'ordre

lexicographique des variables, nous obtenons une base de l'espace vectoriel E=F cod�ee par des

monômes qui apparaissent dans les polynômes f de k[x

1

; : : : ; x

n

] v�eri�ant [f ] = f . Les espaces

vectoriels k[x

1

; : : : ; x

n

]=J

k

= k[x

1

; : : : ; x

n

]=I+ J

2

k�1

et E=F sont canoniquement isomorphes. La

base de E=F que nous venons de d�eterminer est repr�esent�ee par des monômes r�eduits modulo

J

k

. A partir des matrices des [e

�

] (1 � � � D) et des bases construites des espaces vectoriels F

et E=F , il est maintenant facile de calculer une base standard r�eduite de l'id�eal J

k

. Toute cette

partie de notre algorithme s'ex�ecute en temps s

O(1)

d

O(n)

. Apr�es dlog

2

�e = O(n log d) pas, nous

obtenons une base standard r�eduite de I avec un coût total de s

O(1)

d

O(n)

op�erations arithm�e-

tiques.

A cause de son caract�ere it�eratif, l'algorithme n'est pas bien parall�elisable. Pour la même raison,

la borne de complexit�e s�equentielle obtenue ne peut entrer en comp�etition avec celle de l'algo-

rithme [Dickenstein-Fitchas-Giusti-Sessa, 1991, Theorem 3.3 (iv)] dans le cas du corps de base

des rationnels. En e�et, si nous d�esignons conform�ement �a 1.2.1 par t la taille binaire de l'entr�ee

f

1

; : : : ; f

s

, la complexit�e de l'algorithme [Dickenstein-Fitchas-Giusti-Sessa, 1991, Theorem 3.3],

qui est un (st)

O(1)

d

O(n

2

)

l'emporte sur la complexit�e binaire s�equentielle de l'algorithme du

th�eor�eme pr�ec�edent (voir aussi pour cette di�cult�e [Faug�ere-Gianni-Lazard-Mora, 1989, Remark

6].
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3.7. Mise en position de Noether e�ective pour les vari�et�es a�nes

Dans ce paragraphe nous conservons les notations introduites en 3.1. Soient k

0

le corps des

fractions de k et r la dimension de V . D'apr�es le th�eor�eme 3.5, nous pouvons calculer la dimension

r en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien parall�elisable, ce que nous supposons fait, ce qui

permet de reconnâ�tre le cas o�u V est non vide et de nous y placer.

3.7.1. Construction e�ective d'une suite r�eguli�ere de longueur la codimension

contenue dans l'id�eal d�e�nissant

Proposition : Au prix d'une pr�eparation pr�ealable nous pouvons trouver par un algorithme bien

parall�elisable en temps s

O(1)

d

O(n)

des polynômes h

1

; : : : ; h

n�r

contenus dans I = (f

1

; : : : ; f

s

) et

de degr�e major�e par d, formant une suite r�eguli�ere dans k

0

[x

1

; : : : ; x

n

].

D�emonstration : Nous utilisons les notations introduites en 3.4.1. Soient T

1

; : : : ; T

n�r

de nou-

velles ind�etermin�ees, R l'anneau k[T

1

; : : : ; T

n�r

] et K une clôture alg�ebrique de k(T

1

; : : : ; T

n�r

).

D'apr�es la d�emonstration du lemme 3.4.1, il existe des points �

1

; : : : ; �

n�r

de k tels que les

polynômes

^

f

�

1

; : : : ;

^

f

�

n�r

forment une famille s�ecante de A

n

(c'est-�a-dire une suite r�eguli�ere de

k

0

[x

1

; : : : ; x

n

], ou bien que la dimension de V (

^

f

�

1

; : : : ;

^

f

�

n�r

) est �egale �a r). Ceci implique que

^

f

T

1

; : : : ;

^

f

T

n�r

forment aussi une famille s�ecante de A

n

(K).

En tenant compte de l'observation 3.4.8, nous appliquons l'algorithme 3.5 �a la famille

^

f

T

1

; : : : ;

^

f

T

n�r

de polynômes de R[x

1

; : : : ; x

n

], en choisissant un ensemble questeur de points �a

coordonn�ees dans k.

Cet algorithme fabrique certains polynômes non nuls de R. Ils sont de degr�e born�e par d

cn

pour

un c appropri�e et sont donn�es par un calcul d'�evaluation bien parall�elisable de complexit�e v

(�egale �a s

O(1)

d

O(n)

) qui ne contient aucune division. Sans restriction de g�en�eralit�e, nous pou-

vons supposer que le produit de ces polynômes est de degr�e major�e par (sd

n

)

c

et s'�evalue en v

op�erations arithm�etiques. Ces polynômes poss�edent la propri�et�e suivante : �etant donn�e un point

(�

1

; : : : ; �

n�r

) de k

n�r

qui n'annule aucun de ces polynômes, la famille

^

f

�

1

; : : : ;

^

f

�

n�r

est s�ecante

dans A

n

.

Choisissons comme dans la preuve de 3.4.5 un ensemble questeur convenable 


1

; : : : ; 


m

de points

de k

n�r

pour la classe des polynômes �a n � r variables, de complexit�e v et de degr�e au plus

(sd

n

)

c

. Le cardinal m est un s

O(1)

d

O(n)

. Posons 


i

= (


(i)

1

; : : : ; 


(i)

n�r

). Pour chaque indice i com-

pris entre 1 et m nous pouvons calculer la dimension de V (

^

f




(i)

1

; : : : ;

^

f




(i)

n�r

) d'apr�es le th�eor�eme

3.5, par un algorithme bien parall�elisable en temps s

O(1)

d

O(n)

. Pour au moins un indice i nous

trouvons une de ces dimensions �egale �a r. Donc les polynômes h

1

:=

^

f




(i)

1

; : : : ; h

n�r

:=

^

f




(i)

n�r

)

forment une famille s�ecante contenue dans I ; ils sont �a coe�cients dans k et de degr�e major�e

par d, et constituent une suite r�eguli�ere de l'alg�ebre k

0

[x

1

; : : : ; x

n

].

3.7.2. Th�eor�eme de normalisation e�ective pour les vari�et�es a�nes

Au prix d'une pr�eparation pr�ealable, nous pouvons trouver par un algorithme bien parall�elisable

en temps s

O(1)

d

O(n)

une n � n-matrice M de changement de variables �a coe�cients dans k

telle que, si y

1

; : : : ; y

n

sont par d�e�nition les nouvelles variables M(x

1

; : : : ; x

n

), les r premi�eres

d'entre elles sont en position de Noether par rapport �a V .

D�emonstration : Les algorithmes qui vont suivre seront tous bien parall�elisables. D'apr�es le

lemme 3.5.1, nous pouvons supposer sans restriction de g�en�eralit�e que les variables x

1

; : : : ; x

r
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sont libres par rapport �a V . A l'aide de la proposition 3.7.1, nous trouvons en temps s

O(1)

d

O(n)

des polynômes h

1

; : : : ; h

n�r

dans I de degr�e major�e par d, formant une suite r�eguli�ere dans

k

0

[x

1

; : : : ; x

n

]. Appelons J et J

�

les id�eaux qu'ils engendrent respectivement dans k

0

[x

1

; : : : ; x

n

]

et k

0

(x

1

; : : : ; x

r

)[x

r+1

; : : : ; x

n

]. Observons que J est �equidimensionnel d'apr�es le th�eor�eme de

Macaulay (voir [Matsumura, 1989, Theorem 17.7]). Appelons W la vari�et�e d�e�nie par J dans

A

n

et W

�

la vari�et�e d�e�nie par J

�

dans A

n�r

(k

0

(x

1

; : : : ; x

r

)), o�u k

0

(x

1

; : : : ; x

r

) est une clôture

alg�ebrique de k

0

(x

1

; : : : ; x

r

). La vari�et�e W

�

est de dimension 0 et les variables x

1

; : : : ; x

r

sont

libres par rapport �a W . Soit y une forme lin�eaire de k[x

1

; : : : ; x

n

] suppos�ee en position g�en�erale

par rapport aux points deW

�

(voir 3.4.6 et 3.4.7). Au vu de 3.4.7, il su�t d'exhiber un algorithme

bien parall�elisable de complexit�e s�equentielle s

O(1)

d

O(n)

produisant une transformation k-lin�e-

aire des variables x

1

; : : : ; x

r

; y en de nouvelles variables x

0

1

; : : : ; x

0

r

; y telles que y soit en position

de Noether par rapport �a x

0

1

; : : : ; x

0

r

et W (et donc V ). En it�erant cette proc�edure n � r fois,

pour des variables y que nous choisissons suivant 3.4.7 su�samment g�en�eriques, nous obtenons

l'�enonc�e du th�eor�eme.

D'apr�es la proposition 3.3.4 et l'observation 3.4.8, nous trouvons en temps s

O(1)

d

O(n)

dans

k[x

1

; : : : ; x

r

; y] un polynôme non constant p qui s'annule sur W

�

. Il d�epend �evidemment de la

variable y et appartient au radical de J

�

. Son degr�e est major�e par d

cn

pour une constante c

appropri�ee et notre algorithme le rend sous forme d'un calcul d'�evaluation sans divisions et de

longueur v. La complexit�e s�equentielle v est une fonction en principe connue des param�etres d,

s et n, d'ordre s

O(1)

d

O(n)

, la complexit�e parall�ele est d'ordre O(n

2

log

2

sd). Pour un entier N

su�samment grand, p

N

appartient �a J

�

. Il existe donc un �el�ement non nul � de k[x

1

; : : : ; x

r

]

tel que le produit �p

N

tombe dans J . Comme l'id�eal J est �equidimensionnel et que les variables

x

1

; : : : ; x

r

sont libres par rapport �aW , c'est p

N

lui-même qui appartient �a J , et donc s'annule sur

la vari�et�eW . Soit p

0

la partie homog�ene de plus haut degr�e de p. Nous pouvons supposer p

0

calcul�e

et de complexit�e au plus v. Choisissons un ensemble questeur (


1

; : : : ; 


m

) de points convenables

de k

r+1

pour la classe des polynômes de complexit�e v et de degr�e d

cn

en r + 1 variables. Le

cardinal m est un s

O(1)

d

O(n)

. Nous pouvons trouver en temps s�equentiel s

O(1)

d

O(n)

un point 


i

(1 � i � m) qui n'annule pas p

0

. A l'aide des coordonn�ees de ce point, nous transformons par la

proc�edure usuelle les variables x

1

; : : : ; x

r

; y en de nouvelles variables x

0

1

; : : : ; x

0

r

; y de telle mani�ere

que le degr�e partiel de p en y soit le degr�e total (voir par exemple [Dickenstein-Fitchas-Giusti-

Sessa, 1991, 1.15]). Comme p s'annule sur W , cela signi�e que y est en position de Noether par

rapport �a x

0

1

; : : : ; x

0

r

et W .

3.7.3. Observation

Conservons les notations pr�ec�edentes.

Il n'est pas trop di�cile de trouver en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien parall�elisable une

transformation de variables, telle que les nouvelles variables, renomm�ees x

1

; : : : ; x

n

satisfassent

les conditions algorithmiques suivantes :

- x

1

; : : : ; x

n

sont en position de Noether par rapport �a V .

- Soit l une forme lin�eaire de k[x

1

; : : : ; x

n

]. Apr�es une pr�eparation pr�ealable, nous pouvons trou-

ver en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien parall�elisable des polynômes �

0

; : : : ; �

m�1

de k[x

1

; : : : ; x

r

] (1 � m � d

n

), repr�esent�es par un calcul d'�evaluation bien parall�elisable de

complexit�e s

O(1)

d

O(n)

et de degr�e d

O(n)

, tels que le polynôme l

m

+ �

m�1

l

m�1

+ � � �+ �

0

appartienne �a l'id�eal engendr�e par f

1

; : : : ; f

s

dans k

0

[x

1

; : : : ; x

n

] (voir [Giusti-Heintz-Sabia,

1991] pour d�etails).
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4. Situation projective

4.1. Pr�eliminaires

Nous conservons les notations et hypoth�eses de 1.1, sans avoir �a supposer que le corps des frac-

tions k

0

soit parfait. Les polynômes d'entr�ee f

1

; : : : ; f

s

sont maintenant homog�enes non constants.

En suivant les id�ees de [Giusti, 1988] et [Giusti-Heintz, 1991], nous d�ecrirons dans cette section

comment mettre les variables homog�enes x

0

; x

1

; : : : ; x

n

en position de Noether par rapport �a la

vari�et�e projective V = V (f

1

; : : : ; f

s

). L'algorithme employ�e est bien parall�elisable de complexit�e

s

O(1)

d

O(n)

, et se r�ev�ele consid�erablement plus direct et plus simple que celui d�ecrit dans 3.7.2

pour le cas a�ne.

Dans toute la suite, z sera une nouvelle ind�etermin�ee qui nous servira de variable d'homog�en�ei-

sation. Du point de vue g�eom�etrique, nous l'utiliserons pour e�ectuer certains �eclatements qui

remplacent dans le cas projectif les d�eformations utilis�ees dans le cas a�ne (notamment en 3.3

et 3.4).

Soient � = (�

0

; : : : ; �

m

), �

0

� : : : � �

m

et � = (�

m+1

; : : : ; �

n

), �

m+1

� : : : � �

n

deux familles

compl�ementaires d'indices entre 0 et n (c'est-�a-dire f�

0

; : : : ; �

m

g [ f�

m+1

; : : : ; �

n

g = f0; : : : ; ng

et f�

0

; : : : ; �

m

g \ f�

m+1

; : : : ; �

n

g = ;).

Nous utilisons les notations suivantes, �a comparer avec [Giusti-Heintz, 1991, 3.2] :

x

�

:= (x

�

0

; : : : ; x

�

m

), x

�

:= (x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

), R

(�)

:= k[x

�

] et K

(�)

:= k

0

(x

�

).

Fixons aussi une clôture alg�ebrique K

(�)

de K

(�)

. Notons que R

(�)

est un anneau de polynômes

�a coe�cients dans k et que K

(�)

est son corps de fractions.

Les anneauxR

(�)

[z; x

�

] = k[z; x

0

; : : : ; x

n

] etK

(�)

[z; x

�

] = k

0

(x

�

)[z; x

�

] sont des anneaux (gradu�es)

de polynômes en les variables z; x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

et �a coe�cients dans R

(�)

et K

(�)

. Les variables

x

�

0

; : : : ; x

�

m

seront consid�er�ees comme des param�etres.

Soit f un polynôme homog�ene de k[x

0

; : : : ; x

n

]. Nous notons f

(�)

le polynôme de R

(�)

[z; x

�

] que

nous obtenons en substituant dans f les variables x

�

0

; : : : ; x

�

m

par zx

�

0

; : : : ; zx

�

m

, ou autrement

dit f

(�)

:= f(zx

�

0

; : : : ; zx

�

m

; x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

). Observons que f

(�)

est homog�ene de degr�e deg f

en les variables z; x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

. Par rapport �a ces variables, nous repr�esentons f

(�)

par son

�ecriture dense, comme vecteur de ses coe�cients qui sont des �el�ements de R

(�)

. Nous repr�esen-

tons ceux-ci, qui sont des polynômes de k[x

�

], par un calcul d'�evaluation bien parall�elisable (et

sans divisions) dans k[x

�

]. Observons aussi que f est le d�eshomog�en�eis�e de f

(�)

par rapport �a

la variable z.

Appelons respectivement I et J les id�eaux engendr�es par f

1

; : : : ; f

s

dans k[x

0

; : : : ; x

n

] et

k

0

[x

0

; : : : ; x

n

], tandis que I

(�)

et J

(�)

seront ceux engendr�es par f

(�)

1

; : : : ; f

(�)

s

dans R

(�)

[z; x

�

]

et K

(�)

[z; x

�

]. Nous dirons que x

�

(ou le syst�eme des variables x

�

0

; : : : ; x

�

m

) est d�ependant par

rapport �a V , s'il existe un polynôme homog�ene non constant g de k[x

�

] qui s'annule sur V (ce

qui revient �a dire que l'intersection k[x

�

] \ I ne se r�eduit pas �a (0)). Si x

�

n'est pas d�ependant

par rapport �a V , nous l'appellerons ind�ependant.

En�n, nous dirons que la variable y := x

�

i

(m < i � n) est en position de Noether par rapport

�a x

�

et V s'il existe un polynôme homog�ene de k[x

�

; y] qui soit unitaire en y et qui s'annule sur

V . Ceci �equivaut �a dire que l'intersection k[x

�

; y]\ I contient un polynôme unitaire en y. Si x

�

est un syst�eme maximal ind�ependant et si toutes les variables x

�

i

(m < i � n) sont en position

de Noether par rapport �a V , nous dirons que le syst�eme de variables x

0

; : : : ; x

n

est lui-même en

position de Noether par rapport �a V .

Notre algorithme de mise en position de Noether pour les vari�et�es projectives est bas�e sur le
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crit�ere g�eom�etrique suivant (comparer aussi �a [Giusti, 1988] et [Giusti-Heintz, 1991]) :

4.2. Le crit�ere du centre de projection

Nous conservons les notations de 4.1. Soit W la sous-vari�et�e projective de P

n�m

(K

(�)

) d�e�nie

par les polynômes f

(�)

1

; : : : ; f

(�)

s

. Supposons que les variables x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

soient en position

de Noether par rapport �a x

�

et V . Alors nous avons le crit�ere suivant :

Le syst�eme des variables x

�

est d�ependant par rapport �a V si et seulement si la sous-vari�et�e W

est vide.

Avant de commencer la d�emonstration du crit�ere, explicitons-en la signi�cation g�eom�etrique.

A la famille x

�

= (x

�

0

; : : : ; x

�

m

) correspond une application rationnelle � : P

n

�! P

m

qu'on

appelle projection de P

n

sur P

m

de centre fx

�

0

= � � � = x

�

m

= 0g. Elle induit une application

rationnelle � : V �! P

m

. Le fait que les variables x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

soient en position de Noether

par rapport �a x

�

et V garantit que les �equations f

(�)

1

; : : : ; f

(�)

s

d�ecrivent la �bre g�en�erique de �,

d'o�u le crit�ere (comparer �a [Giusti-Heintz, 1991]).

D�emonstration : Supposons que la famille x

�

soit d�ependante par rapport �a V . Il existe alors un

polynôme non constant g de k[x

�

] et des polynômes p

1

; : : : ; p

s

de k[x

0

; : : : ; x

n

] tels que l'�equation

g =

X

1�i�s

p

i

f

i

soit satisfaite. Nous en d�eduisons imm�ediatement une deuxi�eme �equation

(�) g

(�)

=

X

1�i�s

p

(�)

i

f

(�)

i

dans l'anneau R

(�)

[z; x

�

]. Observons que g

(�)

est �egal �a z

deg g

g et que g est un �el�ement non nul

et de degr�e strictement positif de R

(�)

.

L'identit�e (*) implique que W est inclus dans l'hyperplan fz = 0g de P

n�m

(K

(�)

). Soit m < i �

n et y := x

�

i

. Comme y est en position de Noether par rapport �a x

�

et V , il existe un polynôme

homog�ene q de k[x

�

; y]\I qui soit unitaire en y. Comme pr�ec�edemment, nous obtenons que q

(�)

appartient �a I

(�)

, donc s'annule sur W

(�)

. Ce polynôme de R

(�)

[z; y] est unitaire en y. Comme

W est contenu dans l'hyperplan �a l'in�ni, nous en concluons qu'il est aussi dans l'hyperplan

fy = 0g de P

n�m

(K

(�)

). De cette mani�ere, nous en d�eduisons que W est dans l'intersection de

tous les hyperplans fz = 0g, fx

�

m+1

= 0g, : : : , fx

�

n

= 0g, qui est vide.

R�eciproquement, supposons maintenant que W soit vide. Ceci veut dire que z; x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

appartiennent au radical de l'id�eal J

(�)

engendr�e par f

(�)

1

; : : : ; f

(�)

s

dans K

(�)

[z; x

�

]. Il existe

donc un �el�ement non nul g de R

(�)

= k[x

�

], un entier N � 1 et des polynômes p

0

1

; : : : ; p

0

s

de

R

(�)

[z; x

�

] tels que l'�equation

(��) gz

N

=

X

1�i�s

p

0

i

f

(�)

i

soit satisfaite.

En d�eshomog�en�eisant (**) par la substitution de 1 �a z, les polynômes p

0

i

(1 � i � s) se sp�e-

cialisent en des polynômes p

i

de k[x

0

; : : : ; x

n

] et les f

(�)

i

en f

i

. Le polynôme g ne change pas et
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nous pouvons le supposer constant et homog�ene. Quant �a l'�equation (**), elle se transforme en

g =

X

1�i�s

p

i

f

i

Comme g appartient �a k[x

�

], ceci implique que k[x

�

] \ I 6= 0. Le syst�eme de variables x

�

est

donc d�ependant par rapport �a V .

Nous allons maintenant transformer notre crit�ere g�eom�etrique en algorithme.

4.3. Une bonne �equation satisfaite par la projection

Conservons les notations de 4.2 ainsi que l'hypoth�ese que les variables x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

sont en

position de Noether par rapport �a x

�

et �a V .

Au prix d'une pr�eparation pr�ealable, nous pouvons d�ecider en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algo-

rithme bien parall�elisable et sans divisions si les variables x

�

0

; : : : ; x

�

m

sont d�ependantes par

rapport �a V . Si c'est le cas, l'algorithme calcule un polynôme homog�ene non constant g de k[x

�

]

qui s'annule sur la vari�et�e V . Son degr�e est un d

O(n)

. Le polynôme g est repr�esent�e par un calcul

d'�evaluation bien parall�elisable sans divisions de longueur s

O(1)

d

O(n)

.

D�emonstration : D'apr�es le crit�ere 4.2 et le Nullstellensatz projectif e�ectif [Lazard, 1977] (voir

aussi [Brian�con, 1983]) les assertions suivantes sont �equivalentes :

(1) les variables x

�

0

; : : : ; x

�

m

sont d�ependantes par rapport �a V .

(2) les variables z; x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

appartiennent au radical de l'id�eal J

(�)

engendr�e par

f

(�)

1

; : : : ; f

(�)

s

dans K

(�)

[z; x

�

].

(3) tous les monômes en z; x

�

m+1

; : : : ; x

�

n

de degr�e N := nd appartiennent �a J

(�)

.

Soit Q la matrice �a coe�cients dans R

(�)

, de l'application lin�eaire qui �a (h

1

; : : : ; h

s

) associe

h

1

f

1

+ � � �+ h

s

f

s

(h

i

�etant un polynôme de k[z; x

�

] de degr�e N � deg f

i

, 1 � i � s). C'est une

matrice rectangulaire �a O(sN

n

) = sd

O(n)

lignes et O(N

n

) = d

O(n)

colonnes. La condition (3)

est �equivalente �a :

(4) la matrice Q est de rang maximal.

En utilisant les techniques d'alg�ebre lin�eaire e�ective rappel�ees dans 2.3, nous pouvons calculer

le rang de Q par un algorithme bien parall�elisable et sans divisions, en e�ectuant s

O(1)

d

O(n)

op�erations arithm�etiques et comparaisons dans R

(�)

. De cette mani�ere, nous pouvons v�eri�er si

la condition (4) est satisfaite, et si c'est le cas, l'algorithme calcule le d�eterminant g

0

d'une sous-

matrice carr�ee de Q de rang maximal. Ce d�eterminant est un polynôme de k[x

�

] de degr�e d

O(n)

,

donn�e par un calcul d'�evaluation bien parall�elisable et sans divisions de longueur s

O(1)

d

O(n)

. Il se

d�ecompose en une somme de polynômes homog�enes non nuls ; soit g l'un d'entre eux. Nous voyons

imm�ediatement que g est un polynôme homog�ene de k[x

�

] de degr�e d

O(n)

, s'annule sur V et est

donn�e d'apr�es [Strassen, 1973] par un calcul d'�evaluation bien parall�elisable et sans divisions

de longueur s

O(1)

d

O(n)

. En utilisant comme dans 3.4.5 un ensemble questeur (


1

; : : : ; 


l

) de

l = s

O(1)

d

O(n)

points appropri�es de k

m+1

, nous transformons l'algorithme de d�etermination du

rang de Q qui se d�eroule en principe dans R

(�)

par un algorithme qui s'ex�ecute dans k. Il ne

contient pas de divisions, et bien parall�elisable et reste de complexit�e s

O(1)

d

O(n)

.
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4.4. Mise en position de Noether e�ective pour les vari�et�es projectives

Nous conservons les notations de 4.1. Soit r la dimension de V .

Th�eor�eme (comparer [Giusti, 1988, 5.6]) Au prix d'une pr�eparation pr�ealable, nous pouvons

d�eterminer la dimension r de V en temps s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien parall�elisable et

sans divisions. De plus, nous pouvons trouver une (n+1)�(n+1)-matrice non singuli�ere �a coef-

�cients dans k telle que si y

0

; : : : ; y

n

sont par d�e�nition de nouvelles variables M(x

0

; : : : ; x

n

),

les r + 1 premi�eres d'entre elles y

0

; : : : ; y

r

sont ind�ependantes par rapport �a V . Les nouvelles

variables y

0

; : : : ; y

n

sont en position de Noether par rapport �a V .

D�emonstration : Nous construisons M par r�ecurrence.

Comme f

1

est non constant, nous pouvons le supposer unitaire en x

n

au prix d'une premi�ere

transformation lin�eaire sur les variables x

0

; : : : ; x

n

. Ceci signi�e que la variable x

n

est en posi-

tion de Noether par rapport �a x

0

; : : : ; x

n�1

et �a V . Cette transformation de variables peut être

r�ealis�ee par un algorithme bien parall�elisable en temps O(sd

n

).

Supposons maintenant par hypoth�ese de r�ecurrence que pour un indice m (0 � m < n) tel que

x

m+1

; : : : ; x

n

soient en position de Noether par rapport �a x

0

; : : : ; x

m

et �a V . Testons �a l'aide du

lemme 4.3 en temps s�equentiel s

O(1)

d

O(n)

et parall�ele O(n

2

log

2

sd) si les variables x

0

; : : : ; x

m

sont ind�ependantes par rapport �a V .

Si c'est le cas, il nous su�t de prendre la matrice identit�e pour M . Les variables x

0

; : : : ; x

n

sont

en position de Noether par rapport �a V et la dimension de V est m.

Dans le cas contraire, supposons que les variables x

0

; : : : ; x

m

soient d�ependantes par rapport �a

V . L'algorithme du lemme 4.3 calcule un polynôme homog�ene non constant g de k[x

0

; : : : ; x

m

]

qui s'annule sur V . Il est de degr�e d

cm

pour une constante c appropri�e et s'�evalue par un algo-

rithme bien parall�elisable et sans divisions en v = s

O(1)

d

O(n)

op�erations arithm�etiques.

Soit comme dans 3.4.5 (


1

; : : : ; 


l

) un ensemble questeur de l = 6(v + m + 1)(v + m + 2) =

s

O(1)

d

O(n)

points appropri�es de k

m+1

. D'apr�es [Heintz-Schnorr, 1982, Theorem 4.4], il existe

un point 


i

= (


(i)

0

; : : : ; 


(i)

m

) (1 � i � l) de cet ensemble qui n'annule pas g. Nous pouvons

trouver un tel point en �evaluant g en tous les points de l'ensemble questeur, ce qui n�ecessite

un temps s�equentiel en s

O(1)

d

O(n)

et un temps parall�ele en O(n

2

log

2

sd). Il su�t maintenant

de transformer les variables x

0

; : : : ; x

m

�a l'aide des coordonn�ees de 


i

en nouvelles variables

y

0

; : : : ; y

m

telles que g, qui est un polynôme de k[x

0

; : : : ; x

m

] = k[y

0

; : : : ; y

m

] devienne unitaire

en y

m

. Posons y

m+1

:= x

m+1

; : : : ; y

n

:= x

n

. Nous obtenons ainsi en temps s�equentiel s

O(1)

d

O(n)

par un algorithme bien parall�elisable et sans divisions une (n+1)�(n+1)-matrice non singuli�ere

�a coe�cients dans k qui d�ecrit la transformation de variables recherch�ee. Par construction, les

nouvelles variables y

m

; : : : ; y

n

sont en position de Noether par rapport �a y

0

; : : : ; y

m�1

et V .

L'it�eration du processus pr�ec�edent nous conduit au r�esultat.

Observons �nalement que les algorithmes de cette section ne n�ecessitent aucun calcul de pgcd et

se basent exclusivement sur l'alg�ebre e�ective �a la Berkowitz-Mulmuley (voir 2.3). Donc aucune

extraction de racines p

i�eme

n'est n�ecessaire dans cette section.
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