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Notations

Soit S, le groupe symétrique sur n éléments

y, la permutation de S, definie par y, =(12... n)

Pour un entier r, une sous-séquence strictement croissante t de
1...r est une séquence de la forme t = (i, 1,, ..., i) avecu > 1 et :

1<i;<i,<...<i, <7

On note k, ,, ., le nombre de factorisations de y, en r facteurs

v, =a0,...a, tels que la permutation ¢; a p, cycles.




Probleme : compter les cactus partitiones

* On souhaite dénombrer les constellations uni-faces (cactus)
enracinées couplées a un jeu de partitions (coloration) sur les
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Probleme : compter les cactus partitionnes

« Définition : On appelle r-cactus partitionné a n hyper-arrétes
une décomposition d’'une surface de genre quelconque
orientée en sommets, arrétes et faces homeéomorphe a un
disque ouvert avec :

» exactement n faces noires (hyper-arrétes) non
adjacentes

» une face blanche.

» chaque face noire est un r-gone

» la tace blanche un n*r-gone

» Les sommets autour de chaque r-gone sont considéres
étre de type 1,2,...,r. Tourner autour du r-gone (selon
I'orientation de la surface) fait parcourir les sommets
dans l'ordre (du type) 122...37.

» r partitions sur les sommets (une pour chaque type)




Application : r-factorisations du groupe symetrique

 Théoreme : Soit C*p.p,...,p,) l'ensemble des cactus
partitionnés defini précedemment avec p;, blocs dans la

partitions des sommets de type i. Le cardinal de cet ensemble
et le nombre de factorisations de y, en r facteurs sont liés par :

Z kpl,pg ..... Dr H xfz — Z | Cn(plap27 s 7p7“> | H (xz)p%

Do 1<:<r




Application : r-factorisations du groupe symetrique

« Correspondance entre un cactus et une factorisation du long
cycle y, en r facteurs :

— —
- -

Parcours de la face blanche
numérote les hyper arrétes

Les cycles de la permutation «,
factorisant vy, sont les indices
des hyper arrétes autour des
sommets de type i

oy = (12)(3)(4)(5)(6)
o, = (1)(24)(3)(56)
o = (1)(2)(3)(4)(5)(6)
o, = (1)(23)(46)(5)

ovs = (1)(2)(3)(4)(5)(6)

QXX 5 =V

_____



Application : r-factorisations du groupe symetrique

* Autre exemple de cactus/factorisation de genre 1:

a;=(12)(3)
a,=(13)(2)
a;=(12)(3)
a,=(13)(2)
Q0304 =3




Arriere Plan

« Formule de Jackson (démonstration algebrique):

P1,P2;---,Pr 1<:<r 1<4<r 1<:<r 1<4<r

(n!)17“1 Z kgl,Pz,---,Pr H :Efz :¢ H Li ( H (1—|—ZE7;)— H (:Ez))

avec: ¢o(I1; =) =1L ()

e Travaux combinatoires




Meéthode

 Utiliser le dernier depart de chaque bloc pour la classification
des hyper-arretes: - = = PN

(1 O
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Le dernier passage par un
bloc dans le parcours de la
face blanche est noté par
une fleche sortante rouge

Le bloc contenant le sommet
de type 1 appartenant a
I'hyper arréte racine est ignoré !
dans la recherche des maxima.




Meéthode

 Utiliser le dernier passage par chaque bloc pour classification
des hyper-arretes:

A chaque hyper-arréte est
associé la séquence des
types des sommets non

maximum

Soit a,le nombre d’hyper-arrétes
associées d une séquence t.

a,=1;a,,=1;2a,3,=1;

dy4 = 1; 1345 = 1 d12345 = 1

Les autres a, sont nuls




Meéthode

* Autre exemple:




Meéthode

* Objectif : dénombrer grace a une bijection 'ensemble C(a) des
cactus partitionnés associés a un jeu de parametre a = (a,), ou t
varie sur toutes les sous-sequences possibles de 1...r. On a:

C"prpsp) | =Y | Cla)

D, ar=n
Zt;iet at:pi_él’i




Bijection

* Premiere etape numeroter les arrétes autour des r-gones selon
le parcours de la face blanche :

N

Types de numérotation :




Bijection

* Propriéte : Si i est I'indice de type 1 d’une hyper-arréte,
I'indice de type k>1 de cette hyper-arréte est : a,lax, ;1.7 1(7)

050, O

2=a 1o, o a,1(3)




Bijection

* Seconde étape : « réunir » les indices d’arrétes appartenant a
chaque bloc de partition

WIVWVVL
VUL




Bijection

* Troisieme étape : utiliser les derniers departs pour connecter
les sommets ainsi crees.

ANAVAVRYVA
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Bijection

» Troisieme etape : utiliser les derniers departs pour connecter
les sommets ainsi crees.

979 I 3




Bijection

» Troisieme etape : utiliser les derniers departs pour connecter
les sommets ainsi crees.




Bijection

* Troisieme étape : utiliser les derniers départs pour connecter

les sommets ainsi crées.
2 4
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Bijection

» Propriete : Le graphe ainsi créé est une structure arborescente
enracinée dans le bloc de type 1 contenant I'éelément 1 nommeée
”

arbre cactus. 1 /2 4
/
|
Les indices des arrétes
maximales 4 4 @
progressent 6

faiblement d’une 3
couleur a I'autre et 6
strictement lors du 1

prochain passage par

une meme couleur E




Bijection

» Propriete : Le graphe ainsi créé est une structure arborescente
enracinée dans le bloc de type 1 contenant I'’éelément 1 nommeée

arbre cactus. \ 4
2/ 3

Les indices des arrétes @ Vs @ 5
maximales 4 \i

progressent
faiblement d’une

couleur a 'autre et 3 /6
strictement lors du jN\
prochain passage par \ @
une méme couleur E \ 6 3
\W. )




Bijection

* Quatrieme étape : « reconnecter » les polygones appartenant a
la méme hyper-arréte grace a une indexation symbolique

A\ [* O

&

O




Bijection

« Définition: Pour t = (i, i,, ..., 1,) sous-sequence de I1...t,
I'ensemble des polygones de l'arbre cactus associée au meme
indice symbolique est dit de type ¢ si les racines de polygones
en question sont de type i;, 1,, ... et 1,. Soit a=(a,), ou a, est le
nombre d’ensembles de polygones de type . On note T(a) le
nombre d’arbres cactus ayant 4, ensembles de polygones de

type t.

* Propriété: Pour chaque hyper-arréte de type t dans le cactus
partitionné, l’arbre cactus construit contient une suite de

polygones de type t.




Bijection

A?AZ\Q\@\

(1,2,3,45)




Reésultats

* Théoreme : La construction décrite précédemment est une
bijection. Par conséquence :

| C(a) |=| T(a) |

* Propriéte : On peut montrer grace a la formule de Lagrange :

(n— 1"

() = [ A (7]

Ou A, est le déterminant d"une matrice dépendant de a.




Reésultats

Théoreme : En conséquence nous avons le théoreme suivant :

a2 s L= 3 YA () LG

P1,P2,.--,Pr 1§Z§T P1,P2,-.- 1§’L§7’

Corollaire : On peut egalement montrer :

1 n s (x) — D_aAr(a) (Z) (x
(n— 1)1 Z AL A2, AT H ai(x') = Z/\TM I (E(f,;_l_l) H pai(x")

AL A2, TR 1<i<r ALAZ




Preuve de la bijection/Reconstruction

* On part d’un arbre cactus :




Preuve de la bijection/Reconstruction

* Initialisation : I'indice 1 de type 1 est tout a gauche de la
racine.




Preuve de la bijection/Reconstruction

* Deuxieme etape : 'indice 1 de type 4 est tout a gauche du
sommet vert appartenant a I'ensemble 7.

B\L /e




Preuve de la bijection/Reconstruction

» Troisieme étape : 'indice 1 de type 3 est tout a gauche du
sommet jaune appartenant a I'ensemble p.

B\L /e




Preuve de la bijection/Reconstruction

* Quatrieme étape : l'indice 1 de type 2 est tout a gauche du
sommet bleu appartenant a 'ensemble p.

B\L /e




Preuve de la bijection/Reconstruction

* Cinquieme étape : l'indice 2 de type 1 est le premier non
retrouve autour du sommet orange appartenant au groupe 1.

B\L /e




Preuve de la bijection/Reconstruction

 Et ainsi de suite...




Preuve de la bijection/Reconstruction

 Et ainsi de suite...




Preuve de la bijection/Reconstruction

 Et ainsi de suite...




Preuve de la bijection/Reconstruction

 Et ainsi de suite...




Preuve de la bijection/Reconstruction

 Et ainsi de suite...




Preuve de la bijection/Reconstruction

 Et ainsi de suite...




Preuve de la bijection/Reconstruction

 Et ainsi de suite...




Preuve de la bijection/Reconstruction

* La constellation partitionnee est reconstruite!




Formule de Jackson

* La formule de Jackson peut se réécrire :
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Formule de Jackson

* Nous avons donc




Formule de Jackson

* Ce qui s’ecrit pour r=2 :




Formule de Jackson

* Ce qui s’ecrit pour r=3:

> (paps — as(ps — a1))< - )

9 9 9 _ _ _ 9 — _ 9 _ _
ai,a2,a3,p1 — 1 —ag —as,p2 —as —ay,p3 — a; — as
ai,a2,as

ai,az,a3,p1 — 1 —ags —az,p2 —1—a3 —ai,p3 —1—a; —ay

ai,az2,as
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