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Chapitre 1IntrodutionLa logique est une branhe de mathématiques dont l'objetif est de dérire de manièreaussi rigoureuse que possible e qu'est une démonstration d'un théorème en mathématiques.Habituellement, une démonstration est un texte rédigé en langage naturel, dans lequel onexprime et ombine des arguments visant à onvainre de la vérité de la proposition. Leproblème est que le langage naturel est peu �able ar il est parfois ambigu. Un des prini-paux travaux du logiien est d'essayer de dé�nir ave préision le langage employé par lesmathématiiens, et de montrer qu'il n'est pas possible de déduire de hoses absurdes. Lespreuves érites dans es formalismes ont l'avantage de ne pas êtres ambiguës, et peuventêtre rues sans risque.Ainsi, le but n'est pas de développer des théories, mais plut�t de véri�er que tout equi a été démontré l'a été fait dans les règles. C'est pourquoi la logique a pu avoir l'imaged'un domaine assez stérile, puisqu'il n'apporte pas vraiment de résultat nouveau, réservéaux personnes maniaques, voire paranoïaques, estimant que les mathématiiens ne sont pasassez rigoureux. La déouverte de paradoxes dans les premiers systèmes logiques1 n'a pasredoré le blason de la logique. Une fois es premiers paradoxes résolus, la logique n'avaittoujours que très peu d'appliations, ar on onsidérait les mathématiiens su�sammentintelligents et respetables pour qu'on puisse leur faire on�ane.La grande revanhe des logiiens est peut-être venue ave le développement onsidérablede l'informatique. Les programmes étant de plus en plus répandus, et à des positions de plusen plus ritiques (ferroviaire, avionique, hirurgie et banque) les erreurs de programmationqu'ils omportent risquent d'avoir des onséquenes tragiques. On ressent le besoin de fairedes véri�ations pour s'assurer qu'ils ont ertaines bonnes propriétés. Pour reprendre lesdomaines d'appliations déjà mentionnés, on pourra herher à prouver l'impossibilité deollisions entre trains, ou bien garantir la on�dentialité des éhanges entre banques, et.L'idée est de traduire les propriétés des programmes en une formule logique (ette étapes'appelle la formalisation) que l'on va herher à prouver. Si la formule se trouve êtredémontrable, alors on est assuré que le programme possède la propriété attendue, dans lamesure où la propriété a été enodée orretement2. L'ensemble de es propriétés forme e1 Dans la théories des ensembles de Cantor, on peut former un ensemble paradoxal : l'ensemble de tousles ensembles qui ne s'appartiennent pas. Le paradoxe de Russell est que l'on peut prouver à la fois que etensemble s'appartient, et qu'il ne s'appartient pas.2Cette tradution sera d'autant plus faile que le système logique est expressif et simple. Les logiquesdites d'ordre supérieur sont en général plus prohes du langage mathématique usuel. L'étape de formalisationest plus faile, ar elle ne néessite pas d'enodage omplexe du problème. Ainsi, il est plus simple de seonvainre que e qui est prouvé dans le système formel est une image �dèle de e qui se passe dans laréalité. 7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONqu'on appelle la spéi�ation du programme.1.1 Deux approhes pour la véri�ation de programmesRédiger toutes les preuves dans un système logique pose quelques di�ultés. D'une part,la onstrution de preuves formelles est souvent longue et fastidieuse ar il faut donnerbeauoup de détails, ou alors on élude ertains détails, et la preuve risque de devenir tropompliquée, ou sujette à de multiples interprétations. En plus, la quantité et la omplexitédes programmes érits fait que ette tâhe éhappe rapidement aux apaités humaines etil devient néessaire de déléguer tout ou partie de es véri�ations à l'ordinateur. D'autrepart, l'art de la démonstration néessite beauoup d'intuition, hose dont l'ordinateur estdépourvu. Il y a alors deux grandes orientations possibles, et qui sont parfois ressentiesomme des frères ennemis dans le monde des méthodes formelles.On peut d'une part herher à résoudre une lasse de problèmes restreinte, mais repré-sentant une grande part des problèmes qui se posent onrètement. Pour ette lasse, il estpossible d'automatiser la résolution, la stratégie étant essentiellement d'énumérer toutes lespossibilités. C'est la base du model-heking. L'avantage majeur de ette méthode est sa trèsgrande automatisation. L'utilisateur se ontente de fournir le programme annoté par les pro-priétés attendues, et le model-heker répond si les propriétés sont satisfaites. En partiulier,il n'a pas à avoir une grande expertise dans le développement de preuves. La ontrepartie,'est que le domaine d'appliation est limité et lorsque l'on sort de e adre, l'outil n'estplus d'auune utilité3. Nous rappelons que l'idée de base est d'énumérer tous les as. Or, lenombre de possibilités roît en général de manière exponentielle ave le nombre de variablesdu problème. Il est absolument vital de fatoriser massivement des as. Cela devient enoreplus omplexe lorsque le problème a un nombre in�ni de as. Par exemple, la proposition�pour tout entier naturel n, 2n est pair� ne peut pas se véri�er de manière exhaustive ar il ya un nombre in�ni d'entiers. Le domaine d'appliation du model-heking a été étendu auxas où l'on sait se ramener à des as �nis en faisant des suppositions simpli�atries, que l'onappelle heuristiques4. En�n, nous mentionnons deux autres inonvénients diretement liésau prinipal avantage. Du fait de l'automatisation, si le model-heker informe l'utilisateurque son programme est orret, ela ne lui dit pas pour autant pourquoi il marhe. Il n'estpas uniquement question de satisfaire la soif de omprendre le problème dans ses moindresdétails (e qui est généralement une aratéristique du herheur), il s'agit d'un problème de�abilité : lorsque le model-heker donne son feu vert, on est obligé de lui faire on�ane. Or,es systèmes étant en général assez omplexes ar faisant appel à de nombreuses astues deprogrammation (la fatorisation de as étant ruiale), ils risquent de omporter des erreurs.La deuxième onséquene néfaste de l'automatisation est que ertains problèmes peuventavoir un très grand nombre de as, mais une preuve ourte, qui est en général elle que l'hu-main expérimenté trouvera intuitive. Il se peut que le temps passé à herher une preuve�humaine� soit largement ompensé par le fait de n'avoir qu'une petite preuve à véri�er,plut�t qu'un grand nombre de as.L'autre approhe pour prouver des propriétés de programme sur ordinateur, est de one-voir un système permettant de développer les preuves de théorème d'une manière prohedu langage mathématique habituel. Cela onerne autant l'expressivité du système logique3Si la orretion du programme fait appel à un théorème très omplexe (par exemple le théorème deFermat), auun système atuel ne sera apable de le erti�er automatiquement.4Par exemple en introduisant omme prinipe la réurrene sur les entiers, qui permet de traiter desformules quanti�ées sur des entiers en étudiant le as de 0 et le as n + 1 en supposant la propriété vraiepour n.



1.1. DEUX APPROCHES POUR LA VÉRIFICATION DE PROGRAMMES 9employé que la manière dont on herhe la preuve. Nous rappelons qu'un système expressifa l'avantage de ne pas obliger l'utilisateur à enoder son problème pour qu'il entre dans sondomaine d'appliation, étape qui peut donner lieu à des erreurs partiulièrement subtiles. Latâhe de l'ordinateur est de véri�er que l'utilisateur onstruit une preuve orrete du théo-rème à démontrer, grâe à un véri�ateur de preuves. Il est aussi très important de fournirun ensemble de ommandes qui permettent à l'utilisateur de dire à l'ordinateur ommentse prouve le théorème. On parle alors de système d'aide à la preuve. En d'autres termes, onlaisse à l'humain le soin de onevoir l'arhiteture de la preuve, et l'ordinateur se hargede herher les preuves fastidieuses et simples.Parmi les premiers systèmes de preuves dans lesquels des preuves onséquentes ont étéméanisées, on peut iter Automath et LCF. La plupart des systèmes atuels ont largementréutilisé les idées de es pionniers. Devant l'atuelle prolifération des systèmes de preuves,nous ne iterons que quelques uns : NQTHM, PVS, HOL, Isabelle [54℄, et du �té de la Théoriedes Types, Coq [8℄, Alf et Lego. Même si dans ette thèse nous nous intéressons prinipale-ment à l'arhiteture du système Coq, il se dégage des prinipes généraux pertinents pourles autres systèmes.Une aratéristique importante de es systèmes est qu'ils donnent une idée plus préise dee qu'est une preuve, même si ertains systèmes ne les manipulent pas expliitement. Cettenotion de preuve apporte beauoup à la �abilité du système ar ela permet failement deséparer les étapes de onstrution et de validation d'une preuve. En général, il est très failed'érire un programme qui prend en entrée une preuve et qui répond si elle-i est orrete.Ce programme est le omposant essentiel de e que l'on appelle le noyau du système. Autourde e noyau, des fontions plus ou moins omplexes (que l'on appelle tatiques depuis LCF)ont pour but de herher une preuve, puis de la onstruire si ela est néessaire5. Le pointlé est que la �abilité ne repose pas sur es fontions, mais uniquement sur le noyau.Les deux options (model-heking ou système de preuves) sont inoniliables du faitdu théorème d'inomplétude de Gödel. Informellement, e théorème montre l'impossibilitéd'érire un algorithme qui permette de trouver une preuve pour toute formule vraie dansun système logique su�samment fort, omme par exemple les très répandues théories desensembles Z ou ZF. Cependant, il n'est pas interdit d'espérer faire ohabiter es deux aspetsqui ont haun remporté un ertain suès. Une idée pragmatique serait d'avoir un systèmede preuves vu omme une espèe de �shell�. On y développerait les parties faisant appel àl'intuition ou qui méritent d'être lairement expliquées. La stratégie dominante serait dedéomposer le problème en sous-problèmes indépendants, et lorsque l'on reonnaît qu'un dees sous-problèmes rentre dans le hamp d'appliation d'un model-heker, le système depreuve pourrait lui donner la main.Il reste la question de savoir si l'on veut quand même la preuve orrespondant à e qu'aprouvé le model-heker. En e�et, elle-i risque d'être grosse. Mais d'un autre �té, onvoudrait éviter de faire trop appel à des outils externes, ar ela rend la preuve de ohérenedu système partiulièrement ardue. Un bon ompromis à e dilemne semble être atteintpar la tehnique relativement anienne de �ré�exion alulatoire� que nous évoquerons. Leprinipe est en quelque sorte de formaliser le model-heker dans le système de preuve, etde prouver la orretion de ses algorithmes.5Pour des raisons d'e�aité, il est important de distinguer la reherhe et la onstrution de la preuve.En e�et, lorsque l'on reherhe une preuve, on arrive parfois dans une �impasse� et il faut explorer d'autrespossibilités. Il est inutile de onstruire les preuves partielles orrespondant à es impasses.



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.2 Véri�ation de l'implantationUne fois que l'on est déidé à travailler ave un système de preuves, on peut observerqu'il y a deux tâhes distintes : d'une part reherher un système logique adéquat, 'estun problème fondamental. La qualité essentielle d'un système logique est qu'il ne permettede prouver que des propositions qui orrespondent à e que l'on onsidère omme vraiintuitivement (par exemple �tout nombre impair est premier� ne devra pas être prouvable,si l'on a dé�ni orretement les notions de nombre impair ou premier). C'est un problèmequi dépasse le adre des mathématiques, et on ne s'en préoupera pas (ou alors très peu)dans ette thèse. Une propriété plus objetive est qu'il soit ohérent, 'est-à-dire qu'il nepermette pas de prouver une proposition appelée absurde.Ce besoin absolu d'avoir un système ohérent rentre en onurrene ave une autreexigene : l'expressivité. Nous avons déjà évoqué l'importane de l'expressivité pour que leonfort d'utilisation du système soit plus grand, e qui avait omme e�et béné�que de réduireles risques d'erreurs au moment de la formalisation du problème. Le problème est qu'unsystème plus expressif permet de prouver plus de théorèmes, et don le risque d'inohéreneest plus grand.Un système logique omme la théorie des ensembles est une sorte de langage polyvalent,non spéialisé pour l'étude de propriétés des programmes. Pour faire de la véri�ation deprogrammes dans de tels systèmes, on ode généralement les algorithmes par une fontion.Le prérequis est don de formaliser la sémantique d'un langage de programmation, quipermet d'assoier une fontion à haque programme. Mais une fontion n'est pas la mêmehose qu'un algorithme. Il existe des fontions que l'on peut spéi�er, mais qui n'admettentpas d'algorithme6. Seules les fontions alulables admettent un algorithme. D'autre part,on ne veut pas forément identi�er deux programmes qui rendent le même résultat pour lamême entrée. Il est lair pour toute personne ayant déjà programmé que la rapidité avelaquelle l'ordinateur fera le alul dépend de l'algorithme employé. Nous nous attaheronsplut�t à des systèmes qui onsidèrent la notion de alul omme essentielle. Les systèmes dela Théorie des Types inluent en général un langage de programmation de manière primitive.Ce langage ressemble à un langage ML purement fontionnel.L'autre diretion de reherhe, qui est l'objet prinipal de ette thèse est de réaliser uneimplantation sûre (mais on prouve aussi les propriétés du système, en exluant la preuve deohérene), si possible e�ae, d'un véri�ateur de preuves pour un système logique donné7que l'on supposera ohérent. Ce travail va don nous permettre d'étudier les interationsentre les formalismes logiques et l'arhiteture des systèmes de preuves, i.e. omment le for-malisme in�uene l'implantation (de manière évidente), mais aussi omment l'implantationpeut avoir des onséquenes sur la façon de présenter un système. En l'ourrene, nousformaliserons le Calul des Construtions Indutives, qui est le système logique de Coq.Comme e véri�ateur de preuve est ensé garantir la validité de preuves, on veut s'assurerqu'il est orret. Sinon il pourrait aepter une preuve de orretion pour une propositionqui serait en fait fausse, le programme n'aurait alors peut-être pas les bonnes propriétésattendues, et provoquer ou laisser arriver un évènement désastreux.Pour éviter e sénario atastrophe, il semble primordial de véri�er l'implantation de evéri�ateur de preuves. Après tout, puisque l'on reommande de véri�er les programmes,autant ommener par développer le véri�ateur omme on le ferait pour un programmequelonque. De ette manière, on ramène la véri�ation de n'importe quel programme à lavéri�ation d'un seul : si l'on roit en la preuve de orretion du véri�ateur, toute preuve6Par exemple l'arrêt des mahines de Turing.7En fait, on ne travaillera pas sur un système en partiulier, mais sur des lasses de systèmes, pourpouvoir orriger le tir si l'on déouvre que le système auquel on pensait s'avère inohérent.



1.2. VÉRIFICATION DE L'IMPLANTATION 11faite ave e véri�ateur pourra être onsidérée omme un théorème de la logique, que l'ona supposée ohérente.Mais il se pose alors le problème de roire la preuve de orretion du véri�ateur. En e�et,elle-i a été formalisée dans un ertain système logique, dont on doit admettre la ohérene.On remarquera que l'on rentre dans un yle sans �n, où l'on peut toujours remettre enause le système dans lequel est exprimée la preuve de orretion du système préédent. Pisenore, le deuxième théorème d'inomplétude de Gödel nous dit que le système dans lequelest exprimée une preuve de ohérene a plus de hanes d'être inohérent que le systèmedont on prouve la ohérene. Il nous faut don abandonner l'idée de tout prouver.Toutes es remarques traduisent en fait une hose bien simple, 'est que même en ma-thématiques, on ne peut être infailliblement sûr de rien. Le mieux que l'on puisse espérer,'est une quasi-ertitude en aumulant des véri�ations de nature di�érente. Plus on ferade véri�ations, plus on augmentera la on�ane que l'on peut porter au système.Nous partons ave l'hypothèse que le système que nous souhaitons implanter est ohérent.Comme nous l'avons expliqué, 'est une propriété que nous ne pouvons en auune manièreprouver de manière irréfutable. En réalité, nous supposons que le système est fortementnormalisable, i.e. que le système n'aepte que des programmes qui terminent. La ohérenelogique est souvent une onséquene assez faile de la normalisation forte8. Nous pourronsalors véri�er l'implantation.Pollak [56℄ s'est attahé au problème de la véri�ation de l'implantation pour le systèmeLego, en utilisant le système Lego lui-même. Nous allons tenter de le faire pour Coq, qui al'avantage de posséder un méanisme d'extration qui permet d'engendrer automatiquementle ode soure en Objetive Caml des programmes dont on sait prouver la spéi�ation. Unaspet pratique de faire la preuve de l'implantation de Coq en Coq est que ela permet, surun exemple grandeur nature, de se plaer à la fois du �té de l'utilisateur puisque l'on passebeauoup de temps à reherher des preuves à l'aide du système, mais aussi du point de vuedu onepteur.Faire la preuve ave un outil interatif (par opposition à un système automatique etsans preuve expliite) omme Coq fait que l'on est obligé de se penher sur les détails del'implantation, et que ela nous fournit des expliations informelles, mais onvainantes (emanusrit est informel dans le sens où il n'est pas véri�é méaniquement, mais il est plusaessible que l'ensemble des sripts purs). La preuve a don au moins autant de valeurqu'une preuve rédigée à la main. Si Coq est erroné, on a une hane de s'en rendre omptelors des interations ave le système : on a un meilleur ontr�le de la nature des argumentslogiques employés. Si un des axiomes de la logique s'avère douteux9, on peut herher àne pas vouloir trop reposer dessus. Toutes es préautions ne peuvent pas être prises avedes systèmes entièrement automatisés, qui ne font que répondre oui ou non à une question.Comme, en l'ourrene, la question est de savoir si le système lui-même est orret, onvoudrait avoir une réponse un peu plus ironstaniée.Ce système de preuve engendré étant relativement prohe du système dans lequel estformulée la preuve des propriétés de e même système, on se trouve dans une situationsimilaire à elle des ompilateurs �bootstrappés�, i.e. le ompilateur est lui-même érit enutilisant le langage soure du ompilateur. Ii, on formalise l'implantation de Coq à l'aidede Coq. L'extration permet don d'engendrer un nouveau programme qui aura toutes lesfontionnalités de Coq. Il serait notamment apable de revéri�er la formalisation de sa8C'est une hypothèse a priori plus forte puisqu'il peut exister des systèmes ohérents non normalisants.9Reprenons la Théorie des Ensembles de Cantor, système qui semblait simple et naturel, que les mathé-matiiens employaient sans s'en rendre ompte : bien que e système ait montré une inohérene, les preuvesfaites jusqu'ii ont pu se traduire dans les Théories des Ensembles Z ou ZF, ar la plupart des preuves nefaisaient pas appel à l'ensemble de tous les ensembles, responsable du paradoxe.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONpropre implantation. Le système sera bootstrappé lorsque le ode engendré par extrationsera identique au ode du système.Même si l'objetif général est la véri�ation de l'implantation, nous ne nous obligeronspas à suivre le ode atuel (version 6.2) à la lettre pour plusieurs raisons :� ertains aspets de la logique ne sont pas enore tout à fait satisfaisants, omme parexemple la véri�ation que les fontions dé�nies par point �xe terminent.� L'implantation sou�re d'un manque de spéi�ation laire, e qui peut augmenterle risque d'erreur de programmation, et qui en tout as est soure d'ine�aité arela oblige à programmer de manière défensive (i.e. en véri�ant de manière parfoisredondante que les préonditions sont e�etivement satisfaites).� Le ode utilise largement le style de programmation impératif. Or, l'extration nepermet atuellement d'engendrer que des programmes purement fontionnels.� L'algorithme de typage employé n'est pas omplet, e qui signi�e que ertains pro-grammes bien typés seront rejetés par le système. C'est la formalisation du systèmequi a permis de mettre à jour ertains de es problèmes.Ces éléments font que le bootstrap ne pourra pas être réalisé du premier oup, mais audeuxième, lorsque le ode extrait extraira un programme de la formalisation. Ce dernier seraidentique au ode issu de la première extration (dans la mesure où la fontion d'extrationformalisée est la même que elle du système atuel, sinon on atteint le bootstrap à latroisième génération).Il faudra faire attention de ne pas onfondre les di�érents niveaux. Il y a elui où l'ondérit la théorie. Pour e niveau, on emploiera les notations habituelles en mathématiques,ou alors les notations Coq. Il y a aussi le niveau objet, la théorie que l'on développe, qui dansnotre as permet d'exprimer les mêmes hoses que le niveau méta. On essaiera d'utiliser desnotations di�érentes pour les mêmes notions à des niveaux distints.1.3 Conventions mathématiquesLa plupart des résultats présentés dans e travail ont été formalisés en Coq, et sontdisponibles sur le Web au format HTML. Tous les dé�nitions, lemmes et théorèmes �gurantdans des environnements numérotés et aompagnés d'une référene en verbatim ont étéprouvés formellement en Coq, le nom étant elui de l'objet formel. La présentation quiva suivre évitera, dans sa forme, de paraphraser le développement en Coq (seul doumentvéri�é méaniquement) en employant des notations ourantes en mathématiques. Bien quee déalage puisse être nuisible, il nous semble avoir des avantages ertains : la présentationest moins lourde, plus aessible aux non initiés à Coq. En�n, il atténue le problème deonfusion entre les niveaux dans la théorie (théorie méta et théorie objet).Bien sûr, nous utiliserons les onventions habituelles en e qui onerne les onneteurslogiques omme la onjontion (^), la disjontion (_), la négation (:), l'impliation ()),l'existentielle (9), la dé�nition d'ensembles par ompréhension (fx j P (x)g), et. L'ensembledes parties d'un ensemble ou d'un type E sera noté P(E).Le langage méta étant intuitionniste, il possède des onneteurs permettant d'exprimerl'existene d'algorithmes, i.e. de fontions alulables ayant ertaines propriétés. Un méa-nisme d'extration permet alors d'engendrer automatiquement le soure d'un programmeObjetive Caml implantant et algorithme, ave la garantie que le programme engendré suitsa spéi�ation. Ces onneteurs, tout omme la plupart de eux du paragraphe préédent,ne sont pas primitifs dans la logique de Coq ; e sont de simples notations qui sont dé�niesdans le prélude du système, ar elles sont ouramment utilisées.



1.3. CONVENTIONS MATHÉMATIQUES 13Dé�nition 1.1 Pour tout prédiat P , l'existentielle onstrutive 9?x: P (x) permet de spé-i�er un programme qui alule un objet t tel que P (t) soit vrai. Ce onneteur est plus fortque l'existentielle ourante : (9?x: P (x)) ) 9x: P (x).Dé�nition 1.2 Si A et B sont des spéi�ations de programmes, nous introduisons la dis-jontion alulatoire A+B, qui est plus forte que la disjontion lassique : A+B ) A_B.Les développements de ette thèse ont requis la dé�nition de onneteurs supplémen-taires, revenant assez souvent dans les spéi�ations.Dé�nition 1.3 (onneteur deide) La déidabilité d'une proposition P notée De (P )implique qu'il existe un algorithme onstruisant un booléen ayant la valeur de vérité de P .De (P ) def� P + :PDé�nition 1.4 Le onneteur suivant est utilisé pour spéi�er les programmes faisant desreherhes pouvant éhouer :DeFind (x j P (x) ) def� 9?x: P (x) + 8x::P (x)Il spéi�e un programme qui soit retourne un objet véri�ant le prédiat P , soit une onstantepartiulière (qui s'appelle inright) lorsque qu'il n'existe pas d'objet satis�ant P .Typiquement, on peut spéi�er la fontion qui reherhe l'image d'une lé x dans une listed'assoiation l par : 8x; l:DeFind (y j (x; y) 2 l ) :Dé�nition 1.5 L'existene d'un élément minimal pour une relation R, satis�ant un prédi-at P : 9Ppal(x j P (x); R) def� 9?x: (P (x) ^ (8y: P (y) ) x R y))On peut véri�er que la formule 9Ppal(x j P (x); =) signi�e que l'on sait aluler un x tel queP (x), et de plus et x est unique.Dé�nition 1.6 Étant donné un prédiat P et un ordre R, la reherhe d'un élément minimalpour R satis�ant P se spéi�e à l'aide de :InfPpal(x j P (x); R) def� 9Ppal(x j P (x); R) + 8x::P (x)Cela signi�e que soit on sait aluler le plus petit élément (par rapport à R) véri�ant leprédiat P , ou bien on peut prouver qu'il n'existe pas d'élément véri�ant P .Nous aurons souvent besoin de dérire des strutures (ou enregistrements) regroupantplusieurs paramètres. La notationhhamp1 : type1; : : : ; hampn : typenidésigne le type des enregistrements à n hamps dont les hamps hamp1 à hampn ontrespetivement les types type1 à typen. La notation totalement expliite pour onstruire unenregistrement est hhamp1 = valeur1; : : : ; hampn = valeurni :Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, on utilisera plut�t la notationhvaleur1; : : : ; valeurni



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONen respetant l'ordre des hamps de la délaration. En�n, il est toujours possible d'aéderaux di�érentes omposantes d'un enregistrement. La projetion sur le hamp hampi d'unenregistement R se note R:hampiLes enregistrements servent essentiellement à onstruire un produit artésien de n types,mais ils seront aussi employés pour dé�nir des sous-ensembles par ompréhension. Ainsi,fx 2 T j P (x)g sera en réalité l'ensemble des enregistrements dont le premier hamp est unélément t du type T , et dont le deuxième est une preuve de P (t). Cela orrespond aussi àla notion de sous-type en PVS (voir [46, 45℄).En dernière remarque, notre langage mathématique, omme tous les langages de pro-grammation, possède une syntaxe pour insérer des ommentaires au milieu de formules.Par exemple, lorsqu'une struture est introduite, on utilisera les ommentaires pour dérirebrièvement les di�érents hamps :h num : N ; (* numérateur *)den : N� (* dénominateur *)iOn trouvera dans l'annexe A quelques résultats standards sur les ordres bien fondésutilisés au ours des développements.1.4 Plan de la thèseLe hapitre 2 dérit assez informellement un ertain nombre de formalismes, qui sontdes variations autour du système de Coq, ainsi que leurs prinipales aratéristiques. Ilabordera aussi les problèmes d'arhiteture que ela pose pour implanter es formalismessur ordinateur. En�n, on ébauhe une formalisation dérivant et prouvant la orretionde l'arhiteture d'un système par rapport au système logique, montrant ainsi que l'étapevraiment omplexe dans la réalisation d'un système de preuve erti�é est la onstrution deson noyau.Dans le hapitre 3, nous abordons un aspet pratique d'implantation. Puisqu'un petitlangage de programmation est intégré au formalisme, il est souhaitable de savoir implantere�aement un interpréteur pour e langage. Nous verrons dans les hapitres ultérieurs àquel point et aspet est sensible. Nous introduirons un alul de substitutions expliitesonçu pour permettre d'implanter de manière assez direte une stratégie paresseuse, e quidonnera lieu ensuite à une mahine abstraite, qui est une version légèrement simpli�ée deelle que nous avons intégrée au système Coq dans la version 6.2.Dans la deuxième partie de la thèse, nous nous lanerons dans le ÷ur du sujet : nousproposerons et formaliserons plusieurs systèmes de types, de plus en plus généraux. Ils sontgénéraux dans le sens où ils omportent de nombreux paramètres. Le fait que le systèmede types soit enore en évolution nous inite à faire des développements modulaires etparamétrés, a�n que les modi�ations apportées au système ne soient pas trop oûteuses,e qui nous permettra de réutiliser au maximum les preuves déjà faites. Ainsi, le hapitre 4dérira une formalisation des Systèmes de Types Purs (PTS), qui serviront en quelquesorte de test pour s'assurer que notre idée de système de preuve entièrement formalisé estréalisable.Le hapitre 5 poursuit et e�ort en o�rant un adre enore plus général, o�rant lapossibilité d'ajouter des onstrutions au langage par l'intermédiaire d'une signature. Cette



1.4. PLAN DE LA THÈSE 15extensibilité permettra de traiter des systèmes de types aussi omplexes que le Calul desConstrutions Indutives (CCI) de manière générique.La troisième et dernière partie onsistera en la desription et la formalisation de CCIdans le adre dé�ni dans la deuxième partie. CCI représente un �grand sous-ensemble�de Coq. Les fontionnalités omprennent le alul des onstrutions muni d'une hiérarhied'univers et des types indutifs, mais par rapport à Coq, il n'y a pas les types o-indutifs. Enontrepartie, e système va plus loin que l'implantation atuelle de Coq sur ertains points :il est possible de onsidérer du sous-typage, que nous utiliserons pour implanter un systèmede marquage des types indutifs a�n d'assurer la terminaison des dé�nitions réursives. Cesystème a été véri�é formellement, à l'exeption de quelques axiomes que nous omptonsprouver ultérieurement, e qui permet d'une part d'avoir une bonne on�ane en e système,et d'autre part d'engendrer automatiquement le ode d'un système de preuves.
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Chapitre 2Formalisme et arhitetureUne première partie de e hapitre est une introdution à un ertain nombre de systèmeslogiques ayant joué un r�le important dans l'élaboration du formalisme de Coq, le Caluldes Construtions Indutives. Il sera beauoup question de formalismes dans lesquels onmanipule des objets-preuves.Ensuite, nous nous penhons sur le problème d'implanter de tels systèmes sur ordinateurde manière sûre, e qui nous fera esquisser l'arhiteture de es programmes, ave d'une partun noyau de faible dimension, et d'autre part un ensemble de tatiques, des ommandes quipermettent de onstruire des preuves par des moyens omplexes, mais qui n'ont pas besoind'être erti�ées ar elles reposent sur le noyau, entité qui est hargée de �véri�er� la preuveproduite par les tatiques.En�n, nous verrons qu'il est possible, et même assez aisé (bien que parfois fastidieux)de spéi�er le omportement d'une interfae relativement rudimentaire ave l'utilisateur.Une fois ette tâhe aomplie, nous pourrons onsarer le reste de ette thèse à l'étude desformalismes qui seront implantés dans le noyau de notre système de preuve.2.1 Preuves formelles2.1.1 Calul des séquents et dédution naturelleNous allons évoquer les di�érents styles de présentation des systèmes logiques. Le butd'un tel système est de dé�nir quelles sont les propositions (ou formules) que l'on onsidèreomme vraies. On ne préise pas e que sont exatement les formules, ar ela dépenddes systèmes, et l'on veut rester général. Pour l'instant, on peut imaginer que e sont desexpressions onstruites à l'aide d'opérateurs logiques omme ^, _, ), ?, : pour la logiquepropositionnelle, ou des quanti�ateurs 8 et 9 pour la logique de premier ordre.En revanhe, on retrouve toujours la notion de séquent. Un séquent est un ouple delistes de formules. Soit � et � deux listes de formules, on note le séquent� ` �exprimant le fait que si l'on suppose que toutes les formules de � sont vraies, alors l'une desformules de � est vraie. On appellera � la onlusion du séquent et � son ontexte.L'ensemble des séquents que l'on onsidère omme valides se dé�nit à l'aide de règlesd'inférene de la forme P1 : : : PnQ19



20 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREoù les Pi et Q sont des séquents. Cette règle exprime le fait que si tous les séquents Pi sontdérivables, alors Q l'est aussi. Ces règles peuvent se ombiner pour former des dérivations.Cela signi�e que si l'on est apable de onstruire des dérivations dont les onlusions sontP1, P2 : : : Pn, alors Q sera onsidéré omme valide. La dérivation se termine ave des règlessans prémisses.Toutes les variables libres d'une règle sont universellement quanti�ées. Cela revient àdire que lorsque l'on onsidère une règle, on onsidère en fait toutes les instanes onsistantà remplaer les variables par des formules quelonques. De plus, les règles peuvent êtreonditionnelles, 'est-à-dire qu'on ne onsidère que les instanes qui satisfont la ondition.Ce qui peut di�érer d'un système à l'autre, 'est la forme et le nombre de règles admises :il peut y en avoir un petit nombre, �xé, ou bien on peut avoir un système ouvert et y rajouterses propres règles. On onsidèrera ii plut�t des systèmes ayant un ensemble restreint et �xéde règles de dédutions élémentaires, e qui rend la preuve de ohérene du système logiqueplus simple et plus rédible.À titre d'exemple, on peut présenter un fragment de la logique intuitionniste, exprimédans le style de la dédution naturelle, e qui signi�e que l'on ne onsidère que des séquentsoù la liste de droite (�) est réduite à une seule formule.T 2 �� ` T (Hyp) �; A ` B� ` A) B ()-I) � ` A) B � ` A� ` B ()-E)La première de es règles (qui est onditionnelle) permet de onlure lorsque la formule àprouver est présente dans l'ensemble des hypothèses. La deuxième signi�e que pour prouverA) B, il su�t de rajouter A à l'ensemble des hypothèses et de prouver B dans e nouveauontexte. C'est la règle d'introdution de l'impliation ar sa onlusion est une impliation.La dernière règle s'appelleModus ponens, ou règle d'élimination de l'impliation, puisqu'ellepermet d'�utiliser� une impliation. Selon ette règle, si l'on a prouvé A) B et A, alors onpeut en déduire B.En omposant di�érentes instanes de es règles, on peut prouver que l'impliation esttransitive () étant assoiative à droite, i.e. A ) B ) C signi�e A ) (B ) C), qui estlogiquement équivalent à A ^ B ) C) :B ) C 2 �� ` B ) C (Hyp) A) B 2 �� ` A) B (Hyp) A 2 �� ` A (Hyp)� ` B ()-E)� = (A) B;B ) C;A) ` C ()-E)A) B;B ) C ` A) C ()-I)A) B ` (B ) C)) A) C ()-I)` (A) B)) (B ) C)) A) C ()-I)Noter que l'on a éonomisé beauoup d'enre en dé�nissant le nom � pour dénoter leontexte (A ) B;B ) C;A) qui apparaît beauoup dans la dérivation. Cela donne uneidée de la taille que peuvent ouper les dérivations de théorèmes omplexes. Il n'est pasraisonnable de présenter les dérivations sous ette forme.La preuve peut être rendue beauoup plus ourte si l'on supprime les redondanes qu'elleomporte. Notamment, il n'est pas néessaire de rappeler à haque fois le ontexte danslequel on se trouve puisqu'on peut toujours inférer le ontexte des prémisses à partir duséquent onlusion. On introduit don les termes-preuves, qui sont une trae de la dérivation,ne gardant que les informations néessaires, et l'on utilise la notation� ` � : P



2.1. PREUVES FORMELLES 21qui signi�e que sous les hypothèses �, le terme � est une preuve de la proposition P . Leséquent a été annoté ave le terme-preuve qui permet de reonstruire la dérivation.Dans notre exemple, les informations dont nous avons besoin omprennent le nom dela règle employée, et pour haque prémisse, un sous-terme pour représenter elles-i, ainsiqu'éventuellement d'autres termes lorsque l'instane de la règle n'est pas uniquement dé�niepar le séquent onlusion. C'est le as pour la troisième règle : on ne peut pas devineromment on doit instanier A. Les règles pourraient être :T 2 �� ` H : T (Hyp) �; A ` � : B� ` I(�) : A) B ()-I) � ` �1 : A) B � ` �2 : A� ` E(A; �1; �2) : B ()-E)On pourrait don résumer la dérivation i-dessus par le séquent annoté suivant :` I(I(I(E(B;H;E(A;H;H))))) : (A) B)) (B ) C)) A) CUn résultat partiulièrement important est la déidabilité de la véri�ation de preuve,'est-à-dire qu'il est déidable de savoir si un terme permet de reonstruire la dérivation d'unséquent. Une preuve onstrutive de e résultat nous donne un algorithme de véri�ationde preuves, e qui est e que nous reherhons. Dans le as i-dessus, 'est évident puisqueles règles véri�ent la propriété de la sous-formule, à savoir que toutes les variables quiapparaissent dans la onlusion d'une règle apparaissent aussi dans les prémisses.2.1.2 Isomorphisme de Curry-HowardMais nous avons de bonnes raisons pour hoisir une autre solution. La sémantique deHeyting-Kolmogorov donne une interprétation alulatoire des preuves. Les onneteursusuels des théories de premier ordre s'interprètent de la manière suivante :� La paire sert à représenter les preuves de onjontion : si �1 est une preuve de A et�2 une preuve de B, alors (�1; �2) est une preuve de A ^ B. Cela se omporte bienomme la onjontion puisque l'on ne peut onstruire une preuve de A^B qui si l'ona à la fois une preuve de A et une preuve de B. En�n, d'une preuve de A ^ B, onpourra extraire une preuve de A et une preuve de B.� Les fontions interprètent l'impliation : une preuve de A) B est une fontion qui àtoute preuve de A, assoie une preuve de B. La règle Modus-Ponens s'interprète parl'appliation : étant donné une preuve f de A ) B, et une preuve x de A, alors onpeut en déduire une preuve de B en alulant f(x).� La preuve de la disjontion A_B est une paire formée d'un booléen b, et d'une preuvede A si b = true ou d'une preuve de B si b = false. Cela apture bien le fait qu'onpourra prouver A _B si l'on a une preuve de A ou une preuve de B. De plus, lorsquel'on dispose d'une preuve de A_B, ne onnaissant pas la valeur du booléen, on ne saitpas si la deuxième omposante est une preuve de A ou de B, e qui oblige à envisagerles deux as.� Une preuve de 8x: P (x) est une fontion qui à haque individu t assoie une preuvede P (t).� Une preuve de 9x: P (x) est une paire formée d'un terme t et d'une preuve de P (t).Nous n'avons don pas à onevoir une struture de donnée partiulière pour représen-ter les preuves, à partir du moment où notre formalisme omportera des fontions et desstrutures de données omme la paire, e qui semble la moindre des hoses puisque noussouhaitons pouvoir erti�er des programmes.



22 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREL'isomorphisme de Curry-Howard permet de remarquer que si l'on suit la sémantiquede Heyting-Kolmogorov, le type d'une preuve est identique à la formule qu'elle prouve, enidenti�ant le type des fontions ave le onneteur d'impliation (A ! B = A ) B), ainsique le produit artésien et la onjontion (A�B = A^B). Nous verrons plus loin que nousaurons besoin d'un nouvel opérateur de type pour représenter la quanti�ation universelle.Une proposition peut être vue omme le type de ses preuves. Les propositions non prouvablessont don des types vides.On se rend ompte que les règles de typage du �-alul simplement typé de Churhorrespondent exatement au système que nous avons introduit dans e hapitre :(x :T ) 2 �� ` x : T (Hyp) �; (x :A) `M : B� ` �x :A:M : A! B (!-I) � `M : A! B � ` N : A� ` (M N) : B (!-E)La preuve de la transitivité de l'impliation est �f :A! B: �g :B ! C: �x :A: (g (f x)),qui est l'opérateur de omposition de fontions ((f; g) 7! gÆf). Cela se omprend bien grâeà la sémantique de Heyting : il faut trouver une fontion qui assoie une preuve de C àhaque preuve x de A, étant données une fontion f qui assoie une preuve de B à haquepreuve de A et une fontion g qui assoie une preuve de C à haque preuve de B. Il estlair qu'il su�t d'utiliser f pour transformer x en une preuve de B, que l'on applique à g,donnant une preuve de C.Le système Coq repose beauoup sur l'isomorphisme de Curry-Howard. Nous pouvonsdon illustrer notre exemple. Les notations sont un peu di�érentes : �x :A:B se note [x:A℄B.On ommene par délarer trois variables A, B et C (nous verrons plus tard pourquoi ilfaut délarer les variables propositionnelles omme des objets de type Prop).Coq < Variables A,B,C :Prop.A is assumedB is assumedC is assumedCoq < Chek [f :A->B℄[g :B->C℄[x :A℄(g (f x)).[f :(A->B) ; g :(B->C) ; x :A℄(g (f x)): (A->B)->(B->C)->A->CLa ommande Chek prend en argument un terme, puis alule et a�he le type de e terme.Le résultat peut se lire de deux façons : le type de l'opérateur de omposition de fontionsest (A ! B) ! (B ! C) ! A ! C, ou bien l'on infère que le terme est une preuve de latransitivité de l'impliation.Nous venons de voir que le �-alul simplement typé permettait de représenter la lo-gique propositionnelle1. Si nous voulons travailler ave un système logique de premier ordre(muni des quanti�ateurs universels et existentiels, et des prédiats), il faut un système detypes plus évolué. Nous entrons alors dans le domaine de la Théorie des Types, dont nousprésenterons quelques systèmes dans la setion 2.2.2.1.3 Élimination des oupures et preuves anoniquesL'isomorphisme de Curry-Howard identi�e les preuves ave des objets alulatoires om-me les fontions. Les fontions de notre formalisme orrespondant aux programmes, on peutse poser la question de omment interpréter l'évaluation d'un programme.1En fait, on n'a qu'un sous-ensemble de la logique propositionnelle. Cependant, il su�rait de rajouterau langage un type ? (proposition absurde) et une preuve de ((P ! ?) ! ?) ! P pour haque typeP pour obtenir la logique lassique. Tous les onneteurs lassiques peuvent s'exprimer : :A = A ! ?,A ^B = :(A! B !?), A _ B = :(:A ^ :B)



2.1. PREUVES FORMELLES 23Comme notre langage de programmation intégré est une sorte de ML, il est fortementtypé, e qui signi�e que le résultat d'un programme a le même type que le programmenon évalué. C'est d'ailleurs le but du typage : déterminer statiquement (i.e. sans l'exéu-ter e�etivement) le type d'objet que alule un programme. Ce résultat possède d'autresdénominations omme auto-rédution ou subjet redution.Cela signi�e que si l'on évalue la preuve d'une proposition, on obtient une preuve deette même proposition. Il s'agit en quelque sorte d'une simpli�ation de la preuve....�; (x :T ) `M : Px� ` �x :T:M : 8x :T: Px (8-I) ...� ` N : T� ` (�x :T:M N) : PxfxnNg (8-E)La notation Px signi�e que la variable x peut apparaître dans le prédiat, et PxfxnNgreprésente Px dans lequel on a remplaé toutes les ourrenes non liées de x par N .On utilise onséutivement la règle d'introdution, puis d'élimination du quanti�ateuruniversel. Un tel enhaînement s'appelle une oupure. On aurait pu éviter la onstrutioninutile de ette proposition en remplaçant dans la preuveM toutes les ourrenes de x parN , 'est-à-dire haque utilisation de la règle (Hyp) sur x par la preuve N . Autrement dit,la dérivation résumée par le séquent � ` (�x : T:M N) : PxfxnNg peut se simpli�er en� `MfxnNg : PxfxnNg. On reonnaît la �-rédution, qui dé�nit omment se alulent lesappels de fontion : (�x :A:M N) �MfxnNgDans la logique du premier ordre intuitionniste, il existe des règles de simpli�ation pourhaque paire de règles formée d'une règle d'introdution et d'une règle d'élimination dumême onneteur.Dans un formalisme ayant ette propriété, on peut prouver que dans un ontexte vide,toute dérivation sans oupure d'une proposition P se termine par l'appliation d'une règled'introdution du onneteur de tête de P . Cela fait apparaître la notion de preuve ano-nique, qui peut être vue omme le ontrepoint des valeurs d'un type de données, objetsformés à partir des onstruteurs. Ce théorème joue un r�le important dans la possibilitéd'extraire des programmes à partir d'une preuve intuitionniste de sa spéi�ation.Cei n'est pas vrai en logique lassique, qui onsidère la règle du tiers exlu :� ` P _ :P (EM)En e�et, 'est une règle d'introdution de la disjontion, mais on ne sait pas éliminer laoupure suivante� ` A _ :A (EM) ...� ` A! P ...� ` :A! P� ` P (_-E)puisque la preuve de A_:A ne ontient ni une preuve de A, ni une preuve de :A. Toutes lespropositions risquent don de ontenir des preuves anoniques supplémentaires invoquantl'axiome du tiers exlu.D'autre part, une propriété importante est que l'élimination des oupures termine, equi signi�e que si une proposition admet une preuve, alors elle admet aussi une preuve sansoupures. Ce résultat est aussi appelé normalisation forte, puisqu'il montre aussi qu'il n'estpas possible d'érire de programme qui ne termine pas.



24 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTURELa ombinaison de es deux faits a omme onséquene la ohérene du formalisme.Étant donné que la proposition absurde n'a pas de règle d'introdution, elle n'a pas depreuves sans oupures d'après le résultat préédent. Don, la proposition absurde n'a pasde preuve du tout si le formalisme est fortement normalisant.2.2 Théorie des TypesCette setion présente la struture du Calul des Construtions Indutives (CCI), leformalisme qu'implante Coq. Cette struture sera dérite en retraçant les prinipaux forma-lismes de la Théorie des Types dont CCI emprunte des aspets. Ces traits aratéristiquesseront illustrés par des exemples en Coq.2.2.1 Types dépendantsLe système de types que nous allons présenter ii est une extension du �-alul sim-plement typé appelée �P . Ce formalisme a été utilisé dans l'un des premiers systèmes depreuves : Automath. Il permet de représenter la logique de premier ordre.Logique du premier ordreLes prédiats sont représentés par des fontions qui à haque objet du domaine assoientune proposition suivant que l'objet satisfait le prédiat ou pas. Cela signi�e que les typesne sont plus uniquement des variables propositionnelles, ou onstruits ave le onneteurd'impliation, mais un type peut aussi être un symbole de prédiat appliqué à des termes,ou enore une formule quanti�ée universellement (nous laissons pour l'instant de �té leonneteur existentiel, qui peut se déduire du quanti�ateur universel dans les systèmeslassiques) : Ty := X j X1 ! X2 j P (t1; : : : ; tn) j 8x :X1: X2Comme nous sommes dans un adre où les objets sont typés, le prédiat P est délaréen donnant son arité et le type de ses arguments. Certains des types que l'on peut formersyntaxiquement ne sont plus orrets, par exemple si l'un des ti n'a pas le type ave lequelest délaré le i-ème argument de P . Les types sont don aussi soumis à une forme de typage.Comme les environnements ontiennent des types, il faudra véri�er que eux-i sont bienformés. Au lieu d'avoir un jugement de typage pour les termes et un autre pour les types, esdeux jugements étant mutuellement dépendants, il est plus simple de onfondre termes ettypes et d'introduire une onstante partiulière Prop, le type des propositions. Un jugement� ` T : Prop signi�e que T est un type bien formé, et nous pouvons donner une règle detypage pour la formation des types fontionnels :� ` A : Prop � ` B : Prop� ` A! B : PropSi l'on a délaré un prédiat P d'arité n dont les arguments ont pour type T1; : : : ; Tn,on voudrait typer l'appliation de prédiat de la manière suivante :� ` ti : Ti� ` P (t1; : : : ; tn) : Prop



2.2. THÉORIE DES TYPES 25Nous pro�tons de ette uni�ation des termes et des types pour fusionner les notionsqui apparaissaient dans les deux mondes : les variables et l'appliation. Ainsi, la notationP (t1; : : : ; tn) se ode simplement par (P t1 : : : tn). Le fait d'utiliser le même espae denoms pour les variables de termes et de types pourra nous poser de nouveaux problèmes deaptures de variables. Il faudra être vigilant.Le fait de onfondre l'appliation de prédiat ave l'appliation usuelle a plusieurs onsé-quenes. D'une part, il faut pouvoir typer le symbole de prédiat, même s'il n'est pas ap-pliqué. Le prédiat P délaré i-dessus devrait avoir le type T1 ! : : : ! Tn ! Prop. Pourl'instant, auune règle ne permet de onstruire un tel type. D'autre part, il est possibled'érire des expressions de prédiat omme le prédiat toujours faux : �x :T:?Pour obtenir un système de types orrespondant à la logique de premier ordre, il reste àexprimer les quanti�ateurs universels et existentiels. Suivant la sémantique de Heyting, lespreuves d'une quanti�ation universelle omme 8x :A:P (x) sont des fontions qui à haqueobjet t du domaine A assoie une preuve de P (t). Ii, le type du résultat peut dépendre dela valeur de l'argument. C'est e qu'on appelle le produit dépendant, qui généralise le typehabituel des fontions. En Théorie des Types, le produit dépendant se représente ave un � :la formule mathématique 8x :A:P (x) s'érit �x :A:P (x). En Coq, on érirait (x:A)(P x).Les règles suivantes montrent omment se forment les abstrations, les types produits etl'appliation. Elles sont temporaires et seront ra�nées par la suite.�; (x :A) `M : B� ` �x :A:M : �x :A:B � ` A : Prop �; (x :A) ` B : Prop� ` �x :A:B : Prop� `M : �x :A:B � ` N : A� ` (M N) : Bf0nNgAve l'isomorphisme de Curry-Howard, on voit la règle de typage de l'appliation ommela règle d'élimination du quanti�ateur universel :� ` 8x :A:P � ` N : A� ` Pf0nNgOn peut remarquer que le quanti�ateur universel permet de représenter l'impliation.En e�et, A! B peut se omprendre omme �pour toute preuve de A, B est vrai�. Si A n'apas de preuve, alors ette formule est vraie puisque 'est une quanti�ation sur un ensemblevide. Lorsqu'il existe une preuve de A, alors elle nous dit que B est vraie. Cela orresponddon bien à l'impliation. Noter que pour que e raisonnement soit orret, il est primordialque les fontions soient totales, i.e. assoient une valeur de type B à haque valeur de typeA. L'opérateur �èhe disparaît du formalisme, mais nous ontinuerons à utiliser la notationA! B pour �x :A:B lorsque x n'apparaît pas dans B.Typage des prédiatsAinsi, un prédiat unaire sur les entiers serait un terme ayant pour type nat ! Prop,mais il faut être apable de typer e type. On peut soit introduire une règle partiulière, soitfaire rentrer e as dans elui qui permet de typer nat ! nat. Il y a deux hoses à réglerpour pouvoir typer e terme. Il faut que Prop ait un type, et ensuite autoriser le produitentre un type et Prop. Pour ela, on introduit une autre onstante : Type, le type de Prop.La règle de formation des produits est alors étendue de manière à autoriser le produit entre



26 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREun objet de type Prop et un autre de type Type2. La règle de l'abstration doit aussi êtrehangée ar elle permettrait de dériver un jugement omme� ` �x :T:Prop : T ! Type:Nous ne souhaitons pas former des types omme T ! Type dans e système. C'est pour-quoi il faut véri�er que le produit (type de l'abstration) est un type que l'on souhaitee�etivement former.L'autre problème de typage que nous avions à résoudre est que les environnementsdoivent être aussi soumis à une forme de typage. Nous introduisons un nouveau jugment� ` qui signi�e que le ontexte � ne ontient que des types bien formés. On n'aura le droitd'ajouter un type dans l'environnement que si elui-i est typé par Prop ou Type. Cela per-met d'introduire à la fois des variables d'individus (grâe à Prop), mais aussi des variablespropositionnelles ou de prédiats (grâe à Type).Ces nouveautés sont résumées par l'introdution des règles suivantes :� `� ` Prop : Type � ` A : Prop �; (x :A) ` B : s s 2 fProp;Typeg� ` �x :A:B : s�; (x :A) `M : B � ` �x :A:B : s s 2 fProp;Typeg� ` �x :A:M : �x :A:B[ ℄ ` � ` � ` T : s s 2 fProp;Typeg�; (x :T ) `Nous ommençons à voir que les onstantes Prop et Type jouent un r�le partiulier.C'est pourquoi nous donnerons un nom partiulier à es onstantes. Nous les appelleronssortes et elles sont haune le type d'une ertaine lasse de types.Nous avons vu que Prop était le type des propositions. Pour sa part, Type apparaîtomme la sorte des prédiats : il ontient Prop (type des propositions), nat! Prop (prédi-ats d'arité 1 sur les entiers), nat ! nat ! Prop (prédiats d'arité 2 sur les entiers), maisaussi des prédiats sur des fontions : (nat! nat)! Prop. Il n'est en revanhe pas possiblede dé�nir un prédiat sur les prédiats (dont le type serait (nat! Prop)! Prop), ar elan'est pas possible en logique du premier ordre.Règle de onversionAve les règles que nous avons introduites jusqu'ii, nous formons un système qui n'apas toutes les bonnes propriétés souhaitées. En partiulier, il n'a pas la propriété d'auto-rédution, qui signi�e que si un terme à un type T , alors si on l'évalue, on obtient un termequi a enore le type T . Ce résultat est très important ar il garantit que les programmes bientypés s'exéuteront sans erreur. D'un point de vue logique, ette propriété est en généralinvoquée pour prouver la ohérene du formalisme.Supposons que nous ayons un prédiat P sur les entiers et une onstante � de type�n :N: P (n). Si M : N, alors (� M) : P (M). Or, si M se réduit vers M 0, (� M 0) : P (M 0),mais il n'a a priori plus le type P (M).Coq < Variables P : nat->Prop ;Coq < pi : (n :nat)(P n).P is assumed2N'autoriser que le produit entre un objet de type Prop et Prop lui-même n'aurait pas permis de typerles types des prédiats d'arité deux.



2.2. THÉORIE DES TYPES 27pi is assumedCoq < Chek (pi (plus (S O) (S O))).(pi (plus (S O) (S O))): (P (plus (S O) (S O)))Coq < Eval Compute in (plus (S O) (S O)).= (S (S O)): natCoq < Chek (pi (S (S O))).(pi (S (S O))): (P (S (S O)))Le problème que et exemple soulève n'est pas que le système de types est erroné et quel'on pourra par exemple appliquer un terme à quelque hose qui n'est pas une fontion, maissimplement qu'il manque des règles permettant d'attribuer à (� M 0) le type P (M).Il su�t d'introduire une règle, appelée règle de onversion, qui établit que si M est detype T et que U est un type bien formé, onvertible ave T , alors M a aussi le type U .Nous sommes volontairement peu expliites sur la dé�nition de �types onvertibles� ar elapeut varier d'un système à l'autre. Intuitivement, 'est une relation qui indique quels sontles types que l'on veut identi�er. Cela omprend généralement la �-rédution, mais nouspouvons imaginer d'autres règles à prendre en ompte dans ette équivalene, omme parexemple l'expansion des dé�nitions, la rédution du �ltrage (omme dans les langages de lafamille ML), ou l'expansion des points �xes.En�n, on onsidère la possibilité de sous-typage, au sens où si A � B, tout objet de typeA est onsidéré omme ayant aussi le type B. Cela permet de passer ertaines étapes soussilene dans le terme preuve. Cela permet de rendre ompte de ertaines inlusions en ma-thématiques omme par exemple N � Z� Q � R. Mais enore faut-il que la représentationde n en tant qu'entier soit la même que sa représentation en tant que réel. Sinon, il faututiliser une oerion qui traduit la représentation.Ainsi, la règle qui suit nous permet d'obtenir un système qui aura la propriété d'auto-rédution : � `M : T � ` U : s T � U� `M : UUn exemple partiulier de sous-typage que nous allons étudier est la umulativité. Leprinipe est d'assouplir un peu le typage en inorporant automatiquement les objets d'unertain univers dans tous les univers plus haut dans la hiérarhie. Cela revient à dé�nir larelation � de manière à e que la règle suivante soit admissible :� ` T : Typei� ` T : Typei+k2.2.2 Imprédiativité, Calul des ConstrutionsIndépendamment de �P , le �-alul simplement typé a évolué vers le système F (Gi-rard [26℄), qui permet d'érire toutes les fontions de l'arithmétique d'ordre 2.Le système F est imprédiatif, e qui signi�e que l'on peut former une proposition quiest une quanti�ation sur toutes les propositions.Coq < Chek (A :Prop)A->A.(A :Prop)A->A: Prop



28 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREEn�n, on arrive à F!, qui généralise enore le système F . Dans F!, il est possible d'ériredes fontions des types vers les types, ou des prédiats vers les types omme le onneteurexistentiel. Nous avons don maintenant une logique d'ordre supérieur, et le onneteur�si et seulement si� (équivalene de deux propositions) peut se dé�nir à partir des autresonneteurs.Coq < Chek [A,B :Prop℄ (A->B) /\ (B->A).[A,B :Prop℄(A->B)/\(B->A): (_,_ :Prop)PropCoq < Chek ex.ex : (A :Set)(A->Prop)->PropCes deux exemples sont des termes que l'on ne pouvait typer dans le formalisme dela setion préédente ar il font appel à des produits dont le domaine est un type de lasorte Type. Il su�t de modi�er la règle de formation du produit pour autoriser es types.On obtient alors un système de type appelé Calul des Construtions, qui a été dé�ni parCoquand et Huet dans [11, 13℄. Les règles suivantes forment un résumé de e que nous avonsvu jusqu'ii : [ ℄ ` � ` � ` T : s s 2 fProp;Typeg�; (x :T ) `� `� ` Prop : Type � ` A : s1 �; (x :A) ` B : s2 s1; s2 2 fProp;Typeg� ` �x :A:B : s2� ` (x :T ) 2 �� ` x : T � `M : �x :A:B � ` N : A� ` (M N) : Bf0nNg�; (x :A `M : B � ` �x :A:B : s s 2 fProp;Typeg� ` �x :A:M : �x :A:B� `M : T � ` U : s T � U� `M : U2.2.3 Sortes, univers, PTSStrati�ation des typesComme dans le Calul des Construtions on autorise tous les produits, il est naturel dese poser la question s'il n'est pas possible de onfondre les di�érentes sortes de types Propet Type en une seule que l'on appellerait Type. Ce type serait lui-même un type grâe à larègle � `� ` Type : Type:Hélas, e système proposé par Martin-Löf en 1971, qui aurait été remarquablement simple,est inohérent, omme l'a montré le paradoxe de Girard. La théorie des ensembles de Cantorpermettait d'introduire l'ensemble de tous les ensembles. Le système proposé introduit letype de tous les types. Il n'est dons pas très surprenant d'aboutir aussi à un paradoxe. Ilfaut don abandonner l'idée que tous les types soient situés au même niveau. Les sortesservent alors à identi�er les di�érentes �strates� de types.Il est parfois insu�sant de n'avoir que deux sortes lorsque l'on veut érire des fontionsdont les images sont des types. Par exemple, dans le Calul des Construtions, on ne peut



2.2. THÉORIE DES TYPES 29pas dé�nir la fontion qui a un entier n, assoie le type des prédiats d'arité n sur les entiers,ar ela serait un objet de type nat ! Type qui n'est pas bien typé ar Type n'a pas detype. Nous pouvons utiliser la même astue que pour typer les prédiats, en rajoutant unenouvelle sorte, qui serait le type de Type.Cet argument pouvant se reproduire relativement souvent, nous allons maintenant onsi-dérer des systèmes ayant un nombre arbitraire de sortes et la possibilité de paramétrer lesdi�érentes quanti�ations autorisées : il s'agit des Systèmes de Types Purs, ou PTS (voir [4℄pour une présentation de ette lasse de systèmes). L'intérêt d'étudier de tels systèmes para-métrés est de montrer ertains résultats métathéoriques pour un grand nombre de systèmesà la fois. Tous les systèmes de types que nous avons vus jusqu'ii peuvent s'exprimer ommedes PTS partiuliers.Le adre général des Systèmes de Types PursUn PTS est aratérisé par un triplet de paramètres (S;A;R), où S est l'ensemble dessortes. Le paramètre A est une relation binaire sur S qui dé�nit omment sont typées lessortes. En général, ela dé�nit une hiérarhie sans yle entre les sortes, ar un tel yle nousrapproherait dangereusement du système Type : Type3. Le troisième paramètre indiquequels sont les produits qui peuvent être formés, ainsi que la sorte dans laquelle vit le typeproduit. Ainsi, si (s1; s2; s3) 2 R, alors pour tous types A : s1 et B : s2, le produit �x :A:Ba le type s3. Les règles spéi�ques aux PTS sont :� ` (s1; s2) 2 A� ` s1 : s2 � ` A : s1 �; (x :A) ` B : s2 (s1; s2; s3) 2 R� ` �x :A:B : s3Exemple 2.1 Le ube de Barendregt, est un ensemble de huit PTS dont l'ensemble dessortes possède deux éléments Prop et Type, ave Prop : Type, ayant au moins la règle(Prop;Prop;Prop), soit S = fProp;Typeg A = f(Prop;Type)gParmi es huit systèmes que l'on peut former, on retrouve le �-alul simplement typé, �P ,F , F!, et le Calul des Construtions.Ave l'ensemble de sortes dé�ni i-dessus, on peut ahever la dé�nition du système Fen donnant les règles de formations du produit :h (Prop;Prop;Prop) (* ex. : nat! nat *)(Type;Prop;Prop) (* ex. : �P :Prop: P *)iCela montre bien que les adre des PTS englobe un bon nombre de systèmes intéressants.Un autre avantage d'étudier des systèmes généraux est que ela permet de retarder le hoixdu formalisme exat que l'on va utiliser.Il existe une autre motivation plus fondamentale pour onsidérer des systèmes paramé-trés : ela permet de mieux omprendre l'in�uene de haun de es paramètres sur lespropriétés métathéoriques. Par exemple, tous les PTS ne sont pas fortement normalisants.Ce n'est pas une si mauvaise hose ar ela permet de voir ave préision quels sont les fa-teurs qui font qu'un système est normalisant ou pas. On peut se rendre ompte failement3Il existe des systèmes (par exemple le système F ylique, voir [41℄) pour lesquels une sorte s1 a pourtype s2 qui elle-même a pour type s1, sans que ela ne rée de paradoxe.



30 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREdans quelles onditions l'imprédiativité peut être aeptée dans un système sans perdre laohérene.Les Systèmes de Types Purs ont été longuement étudiés dans la littérature, 'est pourquoinous ne donnerons que très peu de détails dans ette setion. On pourra se reporter auxtravaux de Barendregt [4℄, ainsi que de Geuvers et Nederhof [22℄. Grâe à la onision dela formulation de es formalismes, eux-i se prêtent bien à la véri�ation formelle de esrésultats sur mahine. À l'exeption des résultats de normalisation forte, ela a été fait enLego par Pollak [56℄. Un démarhe similaire pour le Calul des Construtions, ave ettefois la preuve de normalisation forte est dérite dans [5℄. Le hapitre 4 est une extension dee travail au as des PTS ave sous-typage.Les sortes de CoqLe système Coq possède une hiérarhie d'univers prédiatifs indexée par des entiers(Typei), ainsi que deux sortes imprédiatives (Prop et Set), dont le type est Type0. Enpremière approximation, on pourra onfondre Prop et Set. La raison de ette distintion estde préiser le statut des objets vis-à-vis de l'extration : les objets délarés dans Prop serontonsidérés omme non informatifs et seront e�aés lors de l'extration, alors que les objetsde Set seront gardés.Cependant, omme il est parfois di�ile de prévoir dans quel univers doit être délaré untype, l'indie de Type est omis. Le système engendre alors une variable d'univers, lorsque l'onforme un produit, des ontraintes sur es variables sont engendrées, et le système s'assure enpermanene qu'il existe une solution. L'exemple i-dessous montre omment les termes debases (l'entier 0) est typé, et omment les types sont typés par des sortes, et en�n ommentse typent les sortes.Coq < Chek O.O : natCoq < Chek nat.nat : SetCoq < Chek Set.Set : TypeLa proposition True possède une preuve appelée I :Coq < Chek I.I : TrueCoq < Chek True.True : PropCoq < Chek Prop.Prop : TypeCoq < Chek Type.Type : TypeLa dernière réponse pourrait laisser roire que l'on est dans le système inohérent Type :Type, mais on peut véri�er que le même univers (t) ne peut être appliqué à une fontiondont le domaine est dans un univers qui ne le ontient pas (par exemple t lui-même) :



2.2. THÉORIE DES TYPES 31Coq < Definition t := Type.t is definedCoq < Chek (t : :t).Error during interpretation of ommand :Chek (t : :t).Error : Universe Inonsisteny2.2.4 Représentation des strutures de donnéesDans les langages de programmation typés, on érit des fontions, mais on a souventbesoin de dé�nir des types de données. Le �-alul rend bien ompte de ette notion d'al-gorithme. Il nous reste enore à voir omment inorporer es types de données à notreformalisme. Il existe plusieurs manières de proéder, mais elle qui paraît la plus ommodeest d'ajouter des types indutifs.De par l'isomorphisme de Curry-Howard, il ne faut pas omprendre le terme �type dedonnées� du strit point de vue informatique. Le but ii n'est pas uniquement de dé�nir lesentiers, les listes, les arbres, et. Il sera possible, ave le même méanisme, de dé�nir desobjets logiques omme les onneteurs logiques, des dérivations (la ontrepartie logique desarbres), des prédiats ou des strutures algébriques. Nous verrons quelques exemples.AxiomatisationLa solution la plus simple onsiste à axiomatiser, en ajoutant un axiome pour haqueobjet ou propriété que l'on veut introduire. Cette méthode permet de rajouter n'importequel type dans le système.Le prinipal danger est que l'on risque de rajouter des axiomes qui rendront le systèmeinohérent. Chaque fois que l'on rajoute un axiome, il faudrait refaire la preuve de ohérenedu système pour s'assurer que l'on reste dans un système où l'on ne peut pas prouver l'ab-surde. Il peut être très ompliqué de montrer la ohérene des axiomes d'un développementomplet.Pour illustrer les autres inonvénients de l'axiomatisation, prenons un exemple. Nousaurions pû introduire dans Coq le type des entiers naturels de la manière suivante :Coq < Axiom nat : Set.Coq < Axiom O : nat.Coq < Axiom S : nat->nat.Coq < Axiom nat_ind :(P :nat->Prop)(P O)->((n :nat)(P n)->(P (S n)))->(n :nat)(P n).Coq < Axiom nat_re : (P :nat->Set)(P O)->((n :nat)(P n)->(P (S n)))->(n :nat)(P n).Nous avons introduit un nouveau type nat, et les deux onstantes zéro et suesseur (O etS), qui permettent d'engendrer tous les entiers d'une manière unique (pour un entier donné,il n'existe qu'une seule manière de le représenter ave O et S, e qui ne serait pas le asave 0, 1 et +). Il reste ensuite à entrer les axiomes de Péano, dont le shéma de réurrene(nat_ind), qui permet les raisonnements par réurrene, et qui garantit que tout entier estsoit zéro, soit le suesseur d'un autre entier.La onstante nat_re permet d'érire des fontions dé�nies par réurrene struturellesur les entiers. L'idée est que (nat_re P f0 fS) est la fontion F qui assoie f0 à zéro et(fS n (F n)) à (S n). Autrement dit, on voudrait assoier des règles de rédution à ette



32 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREonstante : (nat_re P f0 fS O)! f0(nat_re P f0 fS (S n))! (fS n (nat_re P f0 fS n))L'addition se dé�nirait à l'aide des équations 0 + n = n et S(k) + n = S(k + n), soit :Coq < Definition plus := [m,n :nat℄(nat_re [_℄nat n [k,pk℄(S pk) m).Le problème est que l'on ne peut pas aluler ave nat_re. Ce dernier est un axiome et ne seomporte pas omme le voudraient les règles de rédution i-dessus. Notamment, (plus O n)ne se réduit pas vers n. Tout e qu'on peut faire, 'est ontinuer l'axiomatisation ainsi (ensupposant que l'égalité a déjà été axiomatisée) :Coq < Axiom nat_re_O : (P :nat->Set)(x :(P O))(f :(n :nat)(P n)->(P (S n)))Coq < (nat_re P x f O)=x.Coq < Axiom nat_re_S : (P :nat->Set)(x :(P O))(f :(n :nat)(P n)->(P (S n)))(n :nat)Coq < (nat_re P x f (S n))=(f n (nat_re P x f n)).Maintenant, on peut prouver que 0 + 0 = 0, mais e n'est pas de la onversion, il fautdon produire une preuve à haque fois que l'on veut simpli�er une expression. Cela risqued'inonder (et même noyer) le terme-preuve ave des trivialités.Un dernier défaut de l'axiomatisation est qu'elle brise la possibilité d'extraire des pro-grammes des preuves : poser nat omme un axiome ne dit pas onrètement vers quel typedu langage ible il doit être extrait.Codages imprédiatifsUn autre moyen est de oder nos données en utilisant e qui existe déjà dans le forma-lisme, à savoir les fontions. Pour reprendre l'exemple des entiers, on peut oder n ommela fontion qui prend en argument une fontion f et un objet x et qui itère n fois f sur x,'est-à-dire fn(x). Il s'agit des entiers de Churh. Si l'on utilise e odage dans le �-alulsimplement typé, on est obligé de �xer le type de x (et don aussi elui de f). Pour pouvoirdé�nir l'addition, il faut que e type (notons le �) soit le type des entiers lui-même (n+mse alule en itérant n fois la fontion suesseur sur m). Et omme le type des entiers faitappel à � , ela n'est pas possible.Dans un système imprédiatif (où l'on a des types polymorphes) omme le système F ,ela est possible, 'est pourquoi on appelle e odage des données un odage imprédiatif.Nous pouvons instanier les premiers axiomes de la setion préédente :nat def� 8X:X ! (X ! X)! XO def� �x:�f:xS def� �n:�x:�f:(f (n x f))Dans e système, nous pouvons dé�nir toutes les fontions de l'arithmétique d'ordredeux, notamment l'addition : plus def� �m:�n:(m n S)Cette fois, nous pouvons onstater que notre dé�nition de l'addition permet de aluler :(plus O n) se réduit vers n.Mais e odage présente de sérieux défauts pour l'utiliser dans un système de preuves :



2.2. THÉORIE DES TYPES 33� Certains axiomes de Péano ne sont toujours pas prouvables : l'axiome de réurrenenat_ind ne peut pas se prouver. Sa ontrepartie alulatoire nat_re non plus, e quipeut rendre l'extration déliate. De même pour 0 6= 1.� Les odages imprédiatifs ne sont pas très pratiques à manier. Par exemple, le alulde la fontion prédéesseur ne peut pas se faire en temps onstant. Si on itère n foisla fontion (m;n) 7! ((S m);m) sur le ouple (O; O), alors on obtient un ouple dontla deuxième omposante est le prédéesseur de n. La omplexité est don de O(n), equi n'est pas très brillant.� Lorsque l'on dé�nit ertaines strutures omplexes ayant des arguments fontionnels,on dé�nit un type pour lequel il existe des modèles dans lesquels il y a plus d'élémentsque e qu'on attendrait (voir [48℄).De toute façon, les odages imprédiatifs donnent lieu à des programmes engendrés parextration peu e�aes : oder les données par des fontions n'est pas viable en informatique,pour plusieurs raisons :� Dans beauoup de langages (omme Pasal ou C), les fontions ne sont pas des objetsde première lasse : elles sont ompilées, et on ne peut en réer au ours de l'exéution.� Même dans les langages d'ordre supérieur, omme le ode est ompilé, l'opérationde �ltrage (omme par exemple le alul du prédéesseur pour les entiers) est trèsoûteuse.Types indutifsLes types indutifs sont un moyen de spéi�er des types de données de la même manièreque l'on dé�nit les types onrets en ML ou de manière plus rudimentaire en C. Celasystématise en quelque sorte l'introdution de onstantes axiomatisant les entiers ommeela est fait dans le système T de Gödel.Dans un langage non typé omme LISP, il su�t de rajouter l'opérateur de paire pourobtenir toutes les strutures de données souhaitées : de taille bornée omme les enregistre-ments, ou de taille arbitraire omme les listes ou les arbres.Lorsque l'on dispose d'un langage typé, la paire permet de onstruire un type uniquementà partir de types déjà existants. Or, dans le as de la liste, le deuxième argument de onsdevrait aussi être de type liste. Mendler [42℄ introduit un opérateur de type (noté �) quipermet de onstruire des types par point �xe.Si l'on suppose que l'on a déjà dé�ni un type 1 dont l'unique élément est tt, ainsique l'opérateur de type somme +, dont les onstruteurs sont inl et inr, qui injetentrespetivement les types A et B dans A+B, nous dé�nissons le type des entiers ommenat def� �X:(1 +X)L'opérateur de type � possède un seul onstruteur � qui permet de �replier la dé�ni-tion réursive�. Pour toute expression de type paramétrée F , � a le type F (�X:F (X)) !�X:F (X). Les onstruteurs des entiers se dé�nissent à l'aide de �.O def� �(inl(tt))S def� �n :nat: �(inr(n))Pour éviter d'avoir à introduire l'opérateur somme, elui-i peut être intégré à notreopérateur. Ainsi, on ne pourra former �X:F (X) que dans le as où F (X) est de la forme



34 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREC1(X)+: : :+Cn(X), e qui orrespond aux types onrets de ML. Il y a alors n onstruteurs�1 : : : �n tels que �i : Ci(�X:F (X))! �X:F (X)Cela évite d'avoir les deux �étages� de onstruteurs, d'où une éonomie de mémoire pourla représentation des données.Il y aussi un opérateur pour destruturer, qui est la réiproque du onstruteur. Cetteopération est appelée �ltrage en ML. Il permet de réupérer les sous-expressions. Nous lenotons Case et il a le type �:X: F (X)! F (�X:F (X)).Dans le as où l'on intègre la somme de types au point �xe, l'opération de �ltrage estdi�érente puisque l'on doit destruturer la somme en même temps que le onstruteur, etl'objet obtenu peut avoir des types di�érents suivant i. Cela nous donne un opérateur de�ltrage omme en ML : Case M of f1 j : : : j fn endoù les fi ont le type Ci(�X:F (X)) ! T , le type des objets onstruits par e �ltrage étantT . Dans un système ave types dépendants, on peut donner plus d'information : lorsquel'on est dans la i-ème branhe, on sait que l'objet M déstruturé est de la forme (�i N).Ainsi toutes les branhes ne retournent pas un objet du même type. Si haque fi est detype �x :Ci(�X:F (X)): (Q (�i x)), alors l'expression de �ltrage aura le type (Q M). C'este qu'on appelle l'élimination dépendante.Ces types réursifs permettent de dé�nir les listes, les arbres à branhement �ni. Ilspermettent même de dé�nir des arbres à branhement in�ni (mais de hauteur toujours �niedans le as des types indutifs) en autorisant des arguments fontionnels. Mais à ause del'imprédiativité, il faut prendre des préautions pour ne pas perdre la bonne fondation dees strutures, e qui pourrait mettre à mal la ohérene.Dans le adre d'un système logique, il n'est pas possible d'introduire les types réursifs demanière aussi générale, ar il onduit à des inohérenes. Le type �X:X ! X , orrespondantà la dé�nition de type Objetive Caml suivantetype term = Lam of (term -> term)qui permet de dé�nir n'importe quel �-terme, y ompris l'opérateur de point �xe Y ou 
,qui ne sont pas normalisables.App(M;N) def� ((Case M) N)� def� Lam(�x:App(x; x))
 def� App(�;�)On peut aussi onstruire un paradoxe. La raison essentielle est que l'on peut érire desfontions �qui ne terminent pas� omme l'exemple trivial en MLlet re f x = f xDe manière plus rigoureuse, ela revient à dire que l'on a dé�ni une fontion partielle. Or,nous avons fait remarquer que pour ne pas briser la ohérene, la sémantique de Heytingonernant l'impliation requérait que les fontions soient totales. Dans notre exemple, leparadoxe est �agrant puisque ette fontion a le type 8�; �: �! �. Ce type vu omme uneproposition est équivalent à l'absurde.Une façon intuitive de voir que et opérateur de point �xe onduit à des paradoxes estque le onstruteur et le �ltrage forment une bijetion entre les type X et F (X), pour unertain X . Clairement, ela n'est pas possible pour ertains F .



2.2. THÉORIE DES TYPES 35Pour éviter e paradoxe, nous n'aeptons les points �xes que sur les expressions dontle type a une ertaine forme : les dé�nitions �positives�. La ondition de positivité vientenore restreindre la forme de F (X) en exigeant que les ourrenes de X dans les Ci soientpositives, e qui signi�e que si l'on a un type X1 inlus dans un autre type X2, alors Ci(X1)est inlus dans Ci(X2) (les Ci sont monotones roissants). Cela nous garantit l'existened'un plus petit point �xe, qui est le type que l'on veut dé�nir.Nous ne donnerons pas plus de détails sur ette ondition de positivité pour l'instant (esera l'objet des hapitres 6 et 7). À e stade, nous avons e que l'on appelle généralement lestypes indutifs omme ils sont implantés en Coq (si e n'est qu'il n'y a pas de types indutifsanonymes). L'exemple des entiers naturels donne lieu à la délaration indutive suivante :Coq < Indutive nat : Set :=Coq < O : natCoq < | S : nat->nat.Cette délaration fait plusieurs hoses :� Elle introduit un type appelé nat qui habite la sorte Set.� Elle introduit deux onstantes O et S appelées onstruteurs ar elles permettent deréer de nouveaux objets du type nat.� Elle o�re la possibilité de faire du �ltrage sur les objets de type nat� Elle permet de dé�nir des fontions dé�nies par réurrene struturelle sur un entierpuisque nous savons que tous les entiers sont bien fondés.Fontions dé�nies par point �xeDe même que nous avons introduit le point �xe sur les types pour représenter des objetsde taille arbitrairement grande, il nous faut introduire un opérateur de point �xe pourdé�nir des fontions parourant es objets. En e�et, l'opérateur de �ltrage Case ne permetde destruturer que d'un seul niveau de onstruteur, et nous avons restreint la formationdes types réursifs préisément pour éviter d'introduire un point �xe trop général.Un point �xe peut se noter Fix(f:M), où f est un nom de variable etM est une expressionappelée orps du point �xe. Le orps du point �xe peut faire référene au point �xe grâeau nom f . La portée de ette variable est M : elle n'est pas visible de l'extérieur.L'idée est que l'expression Fix(f:M) devra se omporter omme le programme in�niMffnMffn : : : gg, i.e. M dans lequel on a remplaé f par M , en répétant e proédéin�niment. Nous gardons don la notation Fix(f:M), et lorsque ela est néessaire, nousferons une expansion du point �xe en remplaçant f par l'expression de point �xe, quipourra elle-même s'expanser à volonté. La règle de rédution du point �xe serait elle quel'on donne dans les langages de programmation omme Haskell ou Objetive Caml :Fix(f:M)!MffnFix(f:M)gTelle quelle, ette règle brise la normalisation forte à partir du moment où f apparaît dansM , même si l'ordre des appels réursifs est bien fondé, omme par exemple une réurrenesur un entier naturel. Ainsi, outre ette ondition de bonne fondation, il nous faut trouverune stratégie d'évaluation du point �xe qui termine4.Pour s'assurer que les points �xes terminent on va se limiter à des réurrenes stru-turelles. Sauf as pathologiques dus à l'imprédiativité, les types réursifs restreints par la4Bien que la terminaison de l'expansion des points �xes ne soit pas une ondition néessaire pour montrerla ohérene d'un système logique et la déidabilité du typage (thèse de Philippe Audebaud, arbres de Böhmrationnels), ela reste le moyen le plus simple de montrer es résultats, en béné�iant des résultats de lasetion 2.1.3.



36 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREondition de positivité donnent lieu à des strutures bien fondées, i.e. lorsque l'on voit lestermes anoniques omme des arbres, toutes les branhes ont une longueur �nie (mais ilspeuvent être in�niment branhants). Cela nous résout à la fois le problème d'avoir un ordrebien fondé et elui de trouver une stratégie :� omme il n'y a pas de branhe in�nie, la relation de sous-terme (modulo onversionar il nous faut aussi onsidérer les termes non anoniques) est bien fondée, et il su�tde véri�er que les appels réursifs se font uniquement ave des sous-termes de l'objetindutif.� on peut �garder� l'expansion des points �xes en ne l'autorisant que lorsque l'on a faitapparaître un onstruteur dans la struture qui nous garantit la terminaison.Plus onrètement, ela signi�e que les points �xes ne permettront de onstruire quedes fontions (omme en ML) dont le domaine est un type indutif. À ause des typesdépendants, on ne peut pas obliger que et argument soit le premier. Ainsi le point �xe estannoté ave un entier n qui signi�e que 'est le n-ième argument qui assure la terminaison.On appelle e paramètre l'argument réursif du point �xe. Ensuite, la stratégie d'évaluationest qu'on ne peut expanser un point �xe que lorsque son argument réursif est sous la formed'un onstruteur.Coq < Eval Compute in [n :nat℄(plus n n).= [n :nat℄(Fix plus{plus [n0 :nat℄ : nat->nat :=[m :nat℄Cases n0 ofO => m| (S p) => (S (plus p m))end} n n): nat->natCoq < Eval Compute in [n :nat℄(plus (S (S n)) n).= [n :nat℄(S(S(Fix plus{plus [n0 :nat℄ : nat->nat :=[m :nat℄Cases n0 ofO => m| (S p) => (S (plus p m))end} n n))): nat->natDans le premier as, l'expansion de point �xe n'a pas lieu ar plus (qui est dé�ni omme unpoint �xe dont le premier argument est réursif) est appliqué à une variable. En revanhe,dans le deuxième example le point �xe s'expanse ar il se retrouve appliqué à (S (S n))qui est sous forme de onstruteur. L'expansion peut même se faire une deuxième fois, puiselle s'arrête ar 'est n qui se retrouve appliqué au point �xe.Autres exemples de types indutifsOn peut dé�nir le produit artésien à l'aide de types indutifs :Coq < Indutive prod [A,B :Set℄ : Set :=Coq < pair : A->B->(prod A B).



2.2. THÉORIE DES TYPES 37On a vu que le produit artésien était isomorphe à la onjontion. Comme en Coq, onfait la distintion entre Prop et Set, il faut dupliquer les dé�nitions pour haque sorte, et eque l'on entend par onjontion est :Coq < Indutive and [A,B :Prop℄ : Prop :=Coq < onj : A->B->(and A B).Le onstruteur onj orrespond exatement à la règle d'introdution de la onjontion. Lesrègles d'élimination s'obtiennent à l'aide de l'opérateur de �ltrage :Coq < Chek [A,B :Prop ; p :A/\B℄Cases p of (onj a b) => a end.[A,B :Prop ; p :(A/\B)℄Cases p of (onj a _) => a end: (A,B :Prop)A/\B->ACoq < Chek [A,B :Prop ; p :A/\B℄Cases p of (onj a b) => b end.[A,B :Prop ; p :(A/\B)℄Cases p of (onj _ b) => b end: (A,B :Prop)A/\B->BLe onneteur existentiel est une paire, sauf que le type de la deuxième omposantedépend de la première. Cela ne pose don pas de problème :Coq < Indutive ex [A :Set ; P :A->Prop℄ : Prop :=Coq < ex_intro : (x :A)(P x)->(ex A P).A�n de permettre l'extration, il n'est pas possible d'érire la fontion qui alule le témoinà partir d'une preuve d'existentielle ar elle-i est dé�nie dans Prop, et disparaîtra lors del'extration alors que le type du témoin vit dans Set et est gardé.Coq < Chek [A :Set ; P :A->Prop ; e :(ex A P)℄<A>Cases e of (ex_intro x p) => x end.Toplevel input, haraters 6-73> Chek [A :Set ; P :A->Prop ; e :(ex A P)℄<A>Cases e of (ex_intro x p) => x end.> ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^Error : Inorret elimination of e in the indutive type(ex A P)The elimination prediate A has type SetIt should be one of :(ex A P)->Prop, PropElimination of an indutive objet of sort : Setis not allowed on a prediate in sort : Propbeause non-informative objets may not onstrut informative ones.Toutefois, la règle d'élimination de l'existentielle est dérivable :Coq < Chek ex_ind.ex_ind: (A :Set ; P :(A->Prop) ; P0 :Prop)((x :A)(P x)->P0)->(ex A P)->P0Pour prouver une proposition P0 sahant que l'on peut prouver 9x : A:P (x), il su�t deprouver 8x :A:P (x) ! P0, ou enore P0 dans un ontexte où l'on a introduit une variablefraîhe x et une preuve de P (x), grâe à la règle d'introdution du produit.Les types indutifs ne servent pas uniquement à représenter les strutures de données etles onneteurs logiques. Il est possible de dé�nir des prédiats de la même manière. Celaorrespond à la manière de dé�nir des prédiats en Prolog.La relation �être plus petit que� est la plus petite relation � telle que n � n et si n � m,alors n � S(m) :Coq < Indutive le : nat->nat->Prop :=Coq < le_n : (n :nat)(le n n)Coq < | le_S : (n,m :nat)(le n m)->(le n (S m)).Ii enore, les onstruteurs orrespondent aux règles d'introdution des instanes du pré-diat. Le système engendre automatiquement la règle d'élimination témoignant du fait quele est la plus petite relation satis�ant les deux lauses i-dessus.



38 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTURECoq < Chek le_ind.le_ind: (P :(nat->nat->Prop))((n :nat)(P n n))->((n,m :nat)(le n m)->(P n m)->(P n (S m)))->(n,n0 :nat)(le n n0)->(P n n0)On peut aussi dé�nir des types indutifs mutuellement réursifs, omme par exemple letype des arbres d'arité quelonque, que l'on dé�nit simultanément ave les listes d'arbres.Cet exemple est développé plus longuement dans [49℄.2.2.5 ExtrationLe formalisme de Coq est intuitionniste et fortement normalisant, e qui fait que lerésultat de la setion 2.1.3 sur l'élimination des oupures est véri�é. Rappelons que la seulerègle d'introdution de l'existentielle est :� ` � : P (t)� ` ht; �i : 9?x: P (x) (9-I)On en déduit que toutes les preuves loses d'une formule existentielle peuvent se simpli�eren une preuve qui se termine par l'appliation de ette règle, et don on peut extraire letémoin t. D'autre part, on peut aussi réupérer une preuve que e témoin t véri�e le prédiatP . Comme l'élimination des oupures orrespond à l'évaluation d'un programme fontionnel,on peut voir la preuve d'une existentielle omme un programme qui alule le témoin. Enlogique lassique, on perd e résultat d'extration en même temps que elui sur les preuvesanoniques. C'est en ela que les preuves lassiques sont dites non onstrutives.La erti�ation de programmes en Coq repose sur ette propriété (pour une desriptionplus approfondie, voir [50℄). On peut par exemple spéi�er la division eulidienne par8a 2 N:8b 2 N� : 9?q; r 2 N: (a = b:q + r ^ r < b)Une preuve de ette propriété sera don une fontion qui a tout ouple d'entiers (a0; b0)aompagné d'une preuve que b0 n'est pas nul assoie un ouple d'entiers (q0; r0) et unepreuve de a0 = b0:q0 + r0 ^ r0 < b0. Le fait que b n'est pas nul est une préondition quiindique sous quelles onditions on a le droit d'utiliser la fontion, mais on ne voudrait pasdonner la preuve. De même le fait que a0 = b0:q0 + r0 ^ r0 < b0 est une post-ondition,mais nous ne souhaitons pas extraire un programme qui alule e�etivement es preuves.Nous voulons pouvoir e�aer les parties purement logiques qui se trouvent dans lespreuves. Au moment où l'on délare un type en Coq, nous devons déider si e type représentedes objets informatifs, ou alulatoires. Au moment de l'extration, les objets logiques sonte�aés et il ne reste plus que les objets informatifs. Cette distintion se fait en fontion dela sorte du type : les types de la sorte Set sont alulatoires, alors que les types de Propsont non informatifs. Dans notre exemple, si l'on supprime les arguments logiques (b > 0et a = b:q + r ^ r < b), notre proposition devient N ! N ! N � N, qui est le type de lafontion extraite que nous voulons. Un résultat d'extration nous garantit alors que ettefontion alule bien le quotient et le reste.Le fait de distinguer Prop et Set nous oblige parfois à dupliquer des dé�nitions, ommepar exemple l'existentielle. En Coq, il y a ex et sig, que nous notons dans notre méta-langage9 et 9�.Coq < Print sig.Indutive sig [A :Set ; P :A->Prop℄ : Set :=exist : (x :A)(P x)->(sig A P)



2.2. THÉORIE DES TYPES 39En omparant ette dé�nition ave elle de ex de la setion préédente, on voit qu'ellessont dé�nies de manière identique, prennent des argument identiques, mais ex vit dansProp, alors que sig est dans Set. Cela signi�e que le programme extrait ne alulera pasles temoins des existentielles 9, mais uniquement eux de 9�. Ave sig, il est possible deréupérer le témoin :Coq < Chek [A :Set ; P :A->Prop ; e :(sig A P)℄Cases e of (exist x p) => x end.[A :Set ; P :(A->Prop) ; e :((sig A P))℄(let (x, _) = e in x): (A :Set ; P :(A->Prop))(sig A P)->ANous pouvons alors spéi�er la fontion de division eulidienne, alulant le quotient etle reste, par la proposition (vivant dans la sorte Set) :8a 2 N:8b 2 N� : 9?q; r 2 N: (a = b:q + r ^ r < b)Nous pouvons aussi spéi�er la fontion qui ne alule que le quotient en utilisant l'existen-tielle logique pour r :8a 2 N:8b 2 N� : 9?q 2 N: 9r 2 N: (a = b:q + r ^ r < b)Cette spéi�ation est déjà prouvée dans les théories de Coq, et la ommande Write CamlFile permet d'extraire un programme Objetive Caml de ette preuve :Coq < Chek quotient.quotient: (b :nat)(gt b O)->(a :nat){q :nat | (EX r :nat | a=(plus (mult q b) r)/\(gt b r))}Coq < Write Caml File "div" [eul_dev℄.Warning : The onstant nat_re is expanded.Warning : The onstant sumbool_re is expanded.Warning : The onstant le_gt_de is expanded.Le résultat est l'ériture d'un �hier soure div.ml qui omporte le ontenu alulatoire dequotient ainsi que toutes les objets dont il dépend. Ce �hier peut être diretement ompiléet exéuté.Pour résumer, nous avons que la erti�ation de programme en Coq se faisait :1. En donnant une spéi�ation de notre programme sous la forme d'une proposition.2. En prouvant ette spéi�ation.3. En extrayant le ontenu alulatoire de ette preuve, l'algorithme étant impliite dansla manière dont a été prouvée la spéi�ation.Il faut reonnaître que e shéma n'est pas toujours le meilleur. D'une part pare que laplupart du temps, nous herhons à véri�er des programmes qui existent déjà. Il pourraitêtre alors di�ile de faire la preuve qui orrespond à l'algorithme employé. Heureusement,pour ela, il existe la tatique Program [47℄ de Coq qui permet de faire automatiquement5les étapes de la preuve orrespondant à un programme ensé orrespondre à la spéi�ation.En plus, on peut imaginer donner en entrée un programme qui ne soit pas exprimé dans unlangage de la famille ML (voir la thèse de Filliâtre [20℄).D'autre part, raisonner dans l'autre sens est parfois plus e�ae, même sans parler despéi�ation de programmes. Ave un peu d'expériene, les théorèmes purement logiquespeuvent eux aussi se omprendre omme des spéi�ations de programmes. L'utilisateur estsouvent plus à l'aise pour onevoir un programme étant donné une spéi�ation que pour5Dans le as des fontions dé�nies par réurrene, il faut parfois les annoter ave une sorte d'invariant.



40 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREonevoir les étapes d'une démonstration. Cela est partiulièrement vrai pour les théorèmesse prouvant par réurrene. La démonstration par réurrene est quelque hose d'assez simplelorsqu'on l'utilise informellement. Mais formellement, lorsqu'il s'agit de donner lairementl'énoné prouvé par réurrene, on se rend ompte que l'on oublie souvent quelles sont lesvariables quanti�ées et elles qui ne le sont pas. Cei se produit moins souvent lorsque l'onérit un programme par réurrene : on sait en général bien quels sont les arguments quiévoluent au ours des appels réursifs.2.2.6 Le système de CoqLe système de Coq est en quelque sorte la réunion de es évolutions en Théorie desTypes. La desription du système est faite dans le manuel de référene. La dé�nition destypes indutifs implantés se trouve dans le mémoire d'habilitation de Paulin [49℄.La prinipale ontribution de ette thèse est la formalisation d'un système regroupantdes éléments présentés dans ette setion, mais il di�ère un peu du système implanté parCoq. Les points présents dans Coq non formalisés sont :� Les types o-indutifs [24℄, qui permettent de dé�nir des objets de hauteur poten-tiellement in�nie, ainsi qu'un méanisme de point �xe (restreint a�n de préserver laohérene), permettant de onstruire de tels objets.� Les types indutifs imbriqués ne sont pas pris en ompte. Ils ne sont même pas auto-risés.� La satis�abilité de ontraintes d'univers gérant automatiquement la numérotation desunivers n'est pas abordée dans e travail.� L'extration n'a pas été formalisée, e qui nous empêhera de faire e�etivement lebootstrap.Réiproquement, il y a des aspets formalisés qui n'apparaissent pas enore dans lesystème atuel :� La possibilité d'avoir un système muni de sous-typage, même si dans le as présentnous ne pro�terons pas beauoup de ette option.� Le système de marques véri�ant la terminaison des points �xes, qui semble réparerun ertain nombre de problèmes renontrés ave la ondition de garde implantée,notamment l'existene de termes non normalisants. Ce point assez tehnique seradétaillé ultérieurement.Nous avons reensé dans ette setion un ertain nombres de propriétés souhaitablespour notre formalisme omme l'élimination des oupures, l'auto-rédution, ou l'extration.La preuve de es résultats s'appelle l'étude métathéorique. Cette étude ne s'insrit pas àproprement parler dans le simple objetif de véri�er que l'implantation orrespond bien auformalisme. On pourrait supposer les résultats métathéoriques et bâtir l'implantation pardessus.Cependant, omme nous proposons un ertain nombre de systèmes nouveaux, soit dansleur présentation, soit ayant réellement des fontionalités supplémentaires, il est rassurantde partir sur de bonnes bases en proédant à l'étude métathéorique.



2.3. LES SYSTÈMES DE PREUVE 412.3 Les systèmes de preuve2.3.1 ArhitetureLes formalismes dérits dans la setion préédente possèdent très peu de règles d'infé-renes, orrespondant à des étapes de raisonnement très petites. Cei rend le formalisme plussimple à assimiler lorsque l'on veut étudier ses propriétés. Le revers de la médaille est qu'il esttrès fastidieux d'érire à la main des preuves dans es formalismes. Leur taille est tellementgrande qu'il devient même presque impossible d'érire manuellement un terme-preuve d'unthéorème onséquent sans faire d'erreur. Ces erreurs peuvent être fondamentales, ommepar exemple ne pas omprendre la règle de typage du �ltrage sur les types indutifs, ou dûesà la négligene de l'auteur qui oublie volontairement ou non des parties qui lui paraissentabsolument évidentes, ou même une simple erreur de typographie.Comme la tâhe de véri�er la orretion est fastidieuse mais ne néessite pas d'intelli-gene, elle onvient tout à fait à l'ordinateur. Nous allons don herher à onstruire desprogrammes apables de véri�er si une preuve érite par l'utilisateur est orrete ou non.C'est le moins que nous ayons à faire pour nous onvainre qu'un théorème admet bien unepreuve. Un tel système doit remplir ertains ritères :� Il doit être sûr. Cela signi�e que lorsque le programme aepte une preuve, elle-idoit être une preuve orrete dans le formalisme que l'on prétend implanter. C'est laorretion de l'implantation vis-à-vis du formalisme.� Un ritère souhaitable, bien que pas absolument néessaire est la omplétude de l'im-plantation, à savoir le fait que elle-i ne rejette auune preuve orrete dans le for-malisme.� L'e�aité est aussi une aratéristique importante. Il ne sert à rien d'avoir un systèmetotalement générique, apable de résoudre une lasse de problèmes faramineuse s'il luifaut plusieurs années pour valider la preuve de orretion d'un programme, ar edernier risque d'être obsolète le jour où l'on aura la réponse.� L'ergonomie du système doit être prise en ompte de manière à e que l'utilisateurpuisse développer sa preuve dans des onditions relativement prohes de elles qu'ilonnait habituellement.Il pourrait paraître naturel que le ritère de sûreté soit toujours onsidéré omme prioritaire.Cependant, omme la ertitude absolue n'existe pas, on fait toujours un ompromis entresûreté, e�aité et ergonomie.Une mauvaise approhe serait d'avoir une panoplie d'outils ayant di�érents degrés desûreté et d'e�aité, et de hoisir elui adapté à nos besoins. Le risque est de onstruire unesorte de Tour de Babel où il devient di�ile de ommuniquer des résultats prouvés dans dessystèmes di�érents.Un système qui serait apable de se plaer au niveau souhaité est de loin préférable. Or,un système rapide mais peu sûr est ondamné à le rester, et l'on ne peut rien faire pouraméliorer sa �abilité, si e n'est reommener l'implantation sur des bases plus saines. Notreobjetif sera plut�t d'essayer de déterminer omment repousser au maximum les limites dela sûreté. Tout e qui peut augmenter la sûreté doit être pris en ompte. Si ela remet enause l'e�aité de manière dramatique, on peut onéder un peu de sûreté, on en saura aumoins un peu plus à propos des hypothèses sur lesquelles repose le système.Notre prinipe est qu'une bonne arhiteture doit pouvoir permettre d'augmenter signi-�ativement l'e�aité si l'on aepte de perdre en sûreté6. Le fait de pouvoir ajouter desaxiomes dans un développement permet de se plaer dans un formalisme où les preuves6Si ela ne rend pas le système moins sûr, ela s'appelle une optimisation.



42 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREsont plus ourtes (et eventuellement prouver plus de propositions). Ainsi, il est possible deraisonner en logique lassique en Coq simplement en posant l'axiomeCoq < Axiom NNPP : (P :Prop)~~P->P.Le tiers exlus est une onséquene de et axiome. Pour raisonner enore plus librement, onpeut vouloir identi�er les propositions équivalentes :Coq < Axiom IMP_ANTISYM_AX : (P,Q :Prop)(P->Q) -> (Q->P) -> P==Q.L'une des onséquenes de et axiome est la non pertinene des preuves, i.e. deux preuvesd'une même proposition sont égales. Comme dernier exemple, l'extensionalité est aussi unaxiome qui permet de ouper ourt dans ertaines preuves.Coq < Axiom EXT_AX : (A,B :Set)(f,g :A->B)((x :A)(f x)=(g x)) -> f=g.Mais il faut reonnaître que peu de travail a été fait en Coq pour pro�ter de es axiomeslorsqu'ils sont posés.Spéi�ation de l'arhitetureLe meilleur moyen pour garantir une grande séurité est de formaliser et prouver lesalgorithmes employés. La formalisation omplète d'un système est quelque hose de om-plexe, et 'est e que nous essayons de faire dans ette thèse. Dans un premier temps, onpourrait se satisfaire de la spéi�ation de l'implantation. Les avantages de la spéi�ationsont nombreux :� 'est un premier pas vers la formalisation. Cela oblige à formuler lairement le r�le dehaune des fontions. On prend un peu de hauteur et on voit les hoses de manièreun peu plus abstraite et générale.� Cela permet de dégager des omposants ou modules indépendants, e qui failite leurréutilisation d'une version à l'autre. L'on dé�nit alors vraiment e qu'est l'arhiteturedu système, i.e. les dépendanes entre modules.� L'e�aité peut être améliorée en évitant les véri�ations redondantes qui peuventavoir des onséquenes dramatiques sur la omplexité des algorithmes. C'est e qu'onappelle généralement un style de programmation moins défensif.On voit que l'e�ort de spéi�ation nous fait gagner sur tous les plans : une plus grandeon�ane, une implantation plus e�ae et en général aussi une meilleure ergonomie, dufait d'un omportement plus uniforme et plus simple à expliquer.Arhitetures ave noyauLe prinipe de de Bruijn onseille l'emploi de formalismes pour lesquels haque personnepuisse se onvainre par elle-même de la validité de la preuve d'un théorème (voir aussila disussion en onlusion de la thèse de Pollak [56℄). Cette onvition devrait pouvoirs'aquérir sans l'aide d'un outil fourni par un tiers auquel on devrait faire on�ane. Si l'onn'est pas apable de déider tout seul de la validité, on doit pouvoir être apable d'érire unprogramme qui le fera à notre plae.Pour satisfaire ette exigene, le plus simple semble d'avoir un moyen de représenter lespreuves. Ces termes-preuves peuvent être failement éhangés. Il est alors en général assezfaile d'érire un véri�ateur de preuve de petite taille. Notamment, tout e qui a rapportaux moyens de onstruire la preuve peut être éludé. On aboutit à une arhiteture avenoyau, qui identi�e deux omposantes :� L'interfae ave l'utilisateur, qui peut être rudimentaire ou au ontraire o�rir desfontionalités puissantes permettant de onstruire automatiquement des preuves



2.3. LES SYSTÈMES DE PREUVE 43� Le noyau, dont le seul (mais apital) travail est de véri�er que les preuves engendréespar l'interfae sont orretes.Le point-lé est que la sûreté du système repose exlusivement sur le noyau. Si l'interfaeest erronée et engendre une preuve omportant des erreurs, alors le noyau le signalera.Cette séparation illustre bien la manière dont un humain développe une preuve : il y atout d'abord un niveau informel où l'on reherhe la preuve en utilisant des heuristiques oudes intuitions. Cela permet de passer au niveau suivant, plus formel, ou l'on érit ave atten-tion la preuve imaginée, ette fois en véri�ant haque étape soigneusement. Ii, l'interfaepeut faire appel à des algorithmes très omplexes. Il semble di�ile de garantir que la preuveengendrée soit orrete. C'est pourquoi il est plus sûr de séparer l'étape de onstrution etelle de validation d'une preuve.Le problème est qu'en général, on ne onstruit pas une preuve de la même manièrequ'on la véri�e : la reherhe d'une preuve se fait en déomposant le problème initial ensous-problèmes que l'on saura résoudre plus failement. Lors de la véri�ation, on onstruitdes théorèmes de plus en plus omplexes, haun se déduisant par étape élémentaire de euxdéjà établis. Cela nous onduit en général à une arhiteture à deux passes.Or, un prinipe important d'ergonomie est qu'il est préférable d'informer le plus t�tpossible l'utilisateur des erreurs qu'il ommet : il est très frustrant d'érire une longuepreuve et se rendre ompte à la �n qu'une erreur située au début rend le reste de la preuveinutile. Cela signi�e que l'on fera des véri�ations aussi au moment où l'on reherhe lapreuve. Or, e travail sera refait par le noyau.Cela peut sembler ine�ae à première vue. Mais il faut bien se rendre ompte que le faitd'avoir un noyau apporte beauoup à la sûreté du système. Sahant que le noyau revéri�erala preuve produite, ela permet de développer les algorithmes de reherhe de preuve aveune plus grande liberté, e qui peut onduire à des implantations plus e�aes que si ellesavaient dû être garanties sans défauts.Une possibilité pour éviter es véri�ations un peu redondantes serait d'avoir un systèmede types plus omplexe ave métavariables et substitutions expliites, omme proposé parMuñoz dans sa thèse [43℄. L'avantage est qu'alors le méanisme de onstrution de la preuveest erti�é orret, et l'on a évité une phase distinte de validation de la preuve. Mais il nefaut pas perdre de vue que pour respeter le prinipe de de Bruijn, e système ne doit pasêtre trop omplexe. Dans ette thèse, nous en resterons à un système sans métavariables.Une autre arhiteture : LCFUne idée originale du système de preuves LCF [28℄ est de dé�nir un type abstrait desthéorèmes. Les seules fontions permettant de onstruire de nouveaux théorèmes sont lesrègles logiques du formalisme, prennant en argument les théorèmes orrespondant aux pré-misses d'une règle, et retournant le théorème orrepondant à la onlusion de ette mêmerègle. L'utilisation d'un langage fortement typé omme ML nous garantit qu'il n'existe pasde moyen détourné pour onstruire un théorème, que d'utiliser les règles élémentaires duformalisme.Ave ette arhiteture, on distingue bien la reherhe de la preuve de sa onstrution.Comme pour les systèmes ave métavariables, la preuve est orrete par onstrution. Enrevanhe, il y a quand même une dupliation des véri�ations, puisque les théorèmes nepeuvent se onstruire que dans le sens diret, 'est-à-dire en n'utilisant que des théorèmesdéjà prouvés, e qui ne onvient pas lorsque l'on développe les preuves à l'aide de tatiques.C'est e que nous verrons dans une setion prohaine.



44 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTURETermes-preuvesLe fait de manipuler expliitement les termes de preuves est un hoix d'implantationqui peut augmenter la sûreté du système. Certes, il s'agit d'un handiap, puisqu'il fautnon seulement (dans le style de LCF) déomposer toute preuve en l'appliation des règlesélémentaires du formalisme, mais en plus il faut onstruire expliitement l'objet, e qui peutposer des problèmes de taille mémoire.Mais d'un autre �té, le fait d'avoir un langage de preuve rend possible la ommuniationde es preuves, et l'on peut tout à fait imaginer la réalisation de programmes aompagnésd'une preuve des propriétés qu'il véri�e. Le destinataire peut alors véri�er par lui-même(proof arrying ode) la validité de la preuve puisque le format de elle-i peut être rendupubli.L'absene de termes-preuves dans un système omme HOL, le desendant le plus prohede LCF, fait qu'il ne satisfait pas tout à fait le prinipe de de Bruijn, puisqu'il n'est paspossible de dissoier la preuve de la manière dont elle a été obtenue, e qui requiert le systèmedans son intégralité. Ce système n'en est quand même pas loin puisque l'on peut hoisir degarder l'enhainement de règles élémentaires simplement en hangeant l'implantation dutype des théorèmes. Le fait que e type soit abstrait rend la hose d'autant plus faile.Mais l'absene de termes-preuve pose enore un problème d'ordre pratique. Dans unsystème admettant un nombre très restreint de prinipes primitifs, les notations ourantesen mathématiques sont dérivées. Il serait évidemment lourd de devoir débuter haque sessionen refaisant toutes les preuves de e prélude. C'est pourquoi l'on a souvent un moyen deharger un ensemble de théorèmes depuis un disque, sans faire de véri�ations. Le problèmeest que ela introduit un nouveau moyen de onstruire un théorème, sans passer par lesrègles élémentaires. Notamment, le disque aurait pu être altéré et ainsi ontenir un théorèmeabsurde. En l'absene de termes-preuve, le seul remède pour garantir la ohérene est desauvegarder en même temps le sript de preuve qui a engendré le théorème. On refait donl'étape de reherhe de la preuve. Le terme de preuve peut être vu omme une forme ompiléedu sript de preuve, où la phase de reherhe est déjà résolue.2.3.2 Desription du noyauNous avons dé�ni le noyau d'un système de preuves omme la partie hargée de s'assurerque la preuve esquissée informellement est orrete. Dans le as des systèmes ayant destermes-preuves, ela est partiulièrement aisé, le langage des preuves étant en général onçude manière à lever toute ambiguïté.Le but de ette setion n'est pas de dérire préisément e qui se passe à l'intérieurdu noyau, ar ela dépend fortement du formalisme employé. Les parties 2 et 3 de ettethèse tenteront de répondre à ette question en proposant des systèmes de types dont onprouvera la métathéorie, ainsi que la déidabilité du typage. En revanhe, nous dé�nirons demanière relativement générale e que doit être l'interfae de e noyau. Il est important queette interfae soit aussi indépendante du formalisme que possible, ar ela fournit une basesolide pour développer l'interfae, sans que tout soit remis en ause par une modi�ationmineure du formalisme.De manière abstraite (et rudimentaire), un véri�ateur de preuve est un programmequi prend en entrée une proposition ainsi qu'un andidat preuve, et qui répond si 'este�etivement une preuve de la proposition. Ave l'isomorphisme de Curry-Howard, il n'y adon besoin que d'une seule opération : la véri�ation de type. Le résultat métathéoriquederrière ette opération est la déidabilité du typage. Ce qui revient à dire que notre but



2.3. LES SYSTÈMES DE PREUVE 45est de prouver la spéi�ation suivante :8�;M; T: De (� `M : T )Le séquent � ` M : T se omprenant omme la proposition �il existe une dérivationomplète dont la onlusion est le séquent � ` M : T �. Cette formule résume bien notreobjetif, mais l'utilisabilité de notre système nous pousse à la ra�ner un peu.Lorsque le typage éhoue, l'utilisateur aurait grand besoin d'un message d'erreur, 'est-à-dire une information qui lui dise à quel endroit la véri�ation de la preuve a éhoué, a�nde pouvoir herher plus e�aement le moyen de réparer ette erreur.Aussi, on souhaiterait pouvoir véri�er la onstrution de la preuve d'un théorème demanière un peu plus inrémentale. Nous avons déjà fait remarquer à quel point il peut êtrefrustrant de ne faire auune véri�ation au ours de la onstrution de la preuve. Pour évitere genre de mésaventure, on aura tendane à faire appel au noyau pour véri�er de temps entemps la orretion de la preuve que l'on onstruit. Pour des raisons d'e�aité évidentes,on voudrait éviter de re-véri�er sempiternellement le début du développement.On onsidèrera un système de preuves omme une mahine abstraite, dont l'état est ledéveloppement qui a été véri�é jusqu'à présent, et l'on dispose de ommandes qui permettentde faire évoluer et état vers la onstrution du théorème souhaité.L'étude formelle ette mahine abstraite, ainsi que la formalisation des messages d'erreurssera l'objet de la setion 2.4. Pour l'instant, nous dirons simplement que l'on peut modéliserl'état ourant à l'aide d'un ontexte bien formé, dans la mesure où elui-i peut ontenir soitdes hypothèses faites, soit des dé�nitions permettant d'assoier un nom à des termes, pourmodéliser les lemmes intermédiaires. Ainsi, la notation � [x :T ℄ est le ontexte � étendu aveune hypothèse nommée x dont l'énoné est T , et � [x =M :T ℄ est le ontexte � étendu avela dé�nition de x dont la valeur est M et dont le type est T .Suivant es onsidérations, nous pouvons alors voir que notre objetif initial peut sedéomposer, donnant lieu à une nouvelle spéi�ation de l'interfae du véri�ateur de type.Celle-i omporte plusieurs fontions, et nous emploierons la notation des enregistrementspour la dé�nir :h infer : 8�;M; T: � ` ) De (� `M : T ) ; (* véri�ation de type *)add_var : 8�; x; T: � ` ) De (� [x :T ℄ `) ; (* ajout d'une hypothèse *)add_def : 8�; x;M; T: � ` ) De (� [x=M :T ℄ `) (* ajout d'un lemme *)i La spéi�ation initiale est très failement dérivable : il su�t d'appliquer les algorithmesadd_var ou add_def sur haune des variables du ontexte de la preuve à onstruire, puisun appel à infer permet de véri�er la preuve du théorème prinipal.Le noyau devrait aussi o�rir des fontions utiles pour érire des tatiques, omme parexemple une fontion qui fait de la véri�ation de type sahant que le type proposé est bienformé, ou enore une fontion qui alule le type d'un terme que l'on sait bien typé (i.e.reonstruire le type sans faire de véri�ations). Ces fontions permettent une implantationplus e�ae, ar elles font moins de véri�ations. Cependant, il ne faut pas abuser de egenre de fontions, ar ela risque d'obliger à exporter du noyau des fontions auxiliaires,e qui peut rendre l'interfae du noyau plus sensible aux modi�ations du formalisme.



46 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTURE2.3.3 Les tatiquesComme nous l'avons déjà remarqué plusieurs fois, la onstrution des termes-preuves estdi�ilement faisable à la main sans aide. D'une part à ause de sa taille, dû au degré dedétail requis, mais aussi pare que ça ne orrespond pas toujours à la façon de raisonner enonevant en premier les étapes qui devraient avoir lieu en dernier, si l'on veut respeterl'ordre dans lequel on déduit les faits.Dans le système LCF est apparue pour la première fois la notion de tatique. Le prinipeest de raisonner �à l'envers�. On se �xe un but, i.e. une proposition que l'on souhaite prouver.En général, la forme de e but nous donne une idée des dernières étapes de la preuve. Onemploie alors une tatique, qui permet d'engendrer des sous-buts. Si l'on arrive à prouveres sous-buts, alors la tatique permet de onstruire la preuve du but initial à partir despreuves des sous-buts.type tati = goal -> (goal list * (proof list -> proof))Cette dé�nition en Objetive Caml fait bien apparaître qu'une tatique est une fontionprenant en argument un but, et retourne une liste de sous-buts, ainsi qu'une validation.Cette validation est la fontion qui onstruira le moreau de preuve orrespondant à latatique.Dans notre as, le type proof des preuves peut être tout simplement le type des termes,et un but peut être tout simplement la paire formée d'un ontexte et de la proposition àprouver.Exemple 2.2 La règle d'introdution du quanti�ateur universel donne lieu à une tatiqueintro que l'on pourrait, en simpli�ant, implanter de la manière suivante :let intro goal =let (x,ty,l) = dest_prod (onl goal) in([mk_goal (add_var (hyps goal) (x,ty)) l℄,(fun [prf℄ -> mk_lam (x,ty,prf)))Dans un premier temps, on déompose la onlusion du but qui doit être un produit(représentant l'impliation et le quanti�ateur universel), sinon la tatique ne devrait pasêtre employée. Il ne reste plus qu'à former la liste des sous-buts, orrespondant aux prémissesde la règle d'introdution du produit qui ne sont pas déjà omplètement onnues, ainsi quela validation permettant de onstruire la preuve à partir de la preuve de l'unique sous-but.Le onstruteur de terme orrespondant à l'introdution du produit est l'abstration. Il su�tdon de rajouter un onstruteur d'abstration au sommet du terme pour obtenir une preuvedu but initial.Cette ommande peut éhouer au moment de son appliation, si le but n'est pas un pro-duit. Mais aussi, si la fontion onstruisant la preuve est appliquée à une liste ne ontenantpas un unique élément, e qui dénote une erreur dans le système qui gère la prodution despreuves. Un autre problème serait que l'abstration ne puisse pas être formée (par exemplesi l'on se trouve dans système omme �P où tous les produits ne peuvent pas être formés.Comme le remarque Pollak dans [57℄, il serait bon de faire e genre de véri�ations aumoment où l'on applique la tatique.On peut assoier une tatique à haune des règles élémentaires. Si l'on n'utilise que estatiques, on peut onstruire n'importe quelle dérivation, exatement de la manière donton la ferait sur un tableau. Pour augmenter la puissane du système, on va herher àérire des tatiques de plus en plus puissantes, notamment en utilisant les tatiquelles (outatials) que nous allons énumérer plus bas. Il nous semble important de toujours donnerà l'utilisateur la possibilité d'utiliser es tatiques élémentaires, qui ont l'avantage d'êtrerapides et d'avoir un omportement simple.



2.4. FORMALISATION D'UNE INTERFACE 47Les tatials sont des fontions qui permettent de omposer les tatiques. La liste suivanteforme une base de tatials qui permet déjà de onstruire des tatiques intéressantes.T1;T2 : Applique T1 au but ourant, puis T2 à haun des buts engendrés par T1. Unevariante est T ; [T1 j : : : j Tn℄ qui applique Ti au i-ème but engendré par T .Repeat T Applique T tant que ela est possible.T1 Orelse T2 : Essaie d'appliquer T1, mais si elle éhoue (si elle ne s'applique pas, parexemple), alors applique T2 au but ourant.Idta engendre un sous-but identique à elui passé en argument. Il s'agit en fait d'unetatique, mais elle n'a d'intérêt que ombinée ave les tatials.2.4 Formalisation d'une interfaeDans ette setion, on s'intéresse à e qui vient autour du noyau : l'interfae ave l'uti-lisateur, i.e. la syntaxe onrète et la sémantique des ommandes et des messages d'erreur.On suppose ii que l'on dispose d'un système ave un ertain nombre de bonnes propriétés,omme l'existene d'un module de véri�ation de type et l'on dérira une formalisation7spéi�ant omment le noyau peut être habillé de manière à former un système ave lequelon peut interagir à l'aide de ommandes.Messages d'erreurAu lieu de spéi�er la fontion de véri�ation de type par la spéi�ation De (� `M : T ),qui s'extrait en une fontion retournant un booléen suivant que le jugement est dérivable oupas, on dé�nira un ensemble de messages d'erreur E, et la fontion de typage sera spéi�éede la façon suivante : (� `M : T ) + (9?e 2 E::(� `M : T ))qui s'extrait vers un programme qui repond left si le jugment est dérivable, ou bien retourneune erreur e sous la forme right(e) lorsque le jugement n'est pas dérivable. L'inonvénientde ette spéi�ation est qu'elle n'établit auun lien entre le message d'erreur émis et lapreuve que M n'a pas le type T . Quand le typage éhoue la fontion peut à priori retournern'importe quel message d'erreur. Nous résoudrons e problème en formalisant le sens desmessages d'erreurs de façon à garantir que elui-i soit pertinent.Ainsi, on peut simplement onsidérer que l'on remplae une information non alulatoire(la preuve que � `M : T est absurde), par une information alulatoire (le message d'erreure). On s'arrangera de manière à e que le message d'erreur permette de retrouver à quelendroit la onstrution du jugement à éhoué.Le fait de modi�er la spéi�ation des fontions de typage signi�e que l'on rajoute lesmessages d'erreur dans le noyau. Cela n'est pas obligatoire, et l'on peut imaginer que lenoyau éhoue de manière non informative. Dans e as, une fontion logée dans l'interfaepourrait essayer de faire un diagnosti pertinent sur la raison de l'éhe, e qui permettraità l'utilisateur humain de orriger ses erreurs.Ce style est évidemment maladroit ar en général, l'information dont on a besoin estsimplement alquée sur l'algorithme de typage, et l'état de la pile au moment où l'erreurest détetée est souvent su�sant. Mais il se peut parfois que l'algorithme de typage soit7Les soures omplets de la formalisation en Coq sont aessibles sur le Web à l'adresse http://pauilla.inria.fr/~barras/typeheker/.



48 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREtellement peu intuitif que l'utilisateur a besoin d'une information plus omplexe à déter-miner. Les ompilateurs ML donnent parfois des messages d'erreurs assez ompliqués quine permettent pas toujours de loaliser l'erreur. Dans es as, l'ériture d'une fontion detypage indépendante peut se justi�er.Lorsque nous sommes dans les as simples où les messages d'erreurs suivent l'algorithme,la modi�ation du noyau n'est pas trop importante, et de toute façon, ela n'a�ete que lapartie �négative� de la spéi�ation. Tout e qui onerne la orretion de l'algorithme estinhangé.Langage de ommandesPuis on formalise e qui vient autour du noyau : l'interfae. Cela onsiste d'abord àvoir le noyau non pas omme une simple fontion de typage qui prendrait d'un blo undéveloppement, mais plut�t omme une mahine dont un ertain nombre de ommandespermet de modi�er l'état. Comme nous l'avons esquissé dans la desription du noyau, l'étatde ette mahine est un ontexte, ave omme invariant que e ontexte est toujours bienformé.En�n, on formalisera une partie du véri�ateur de preuve que l'on ne range généralementpas dans le noyau mais dont la sûreté du système dépend pourtant : la tradution entre lasyntaxe onrète et la syntaxe abstraite. Cela omprend la formalisation des AST (arbre desyntaxe abstraite), et notamment les tradutions des termes entre leurs versions nomméeset en indies de de Bruijn [19℄.2.4.1 TermesOn se donne un ensemble de sortes Sort et un ensemble de nomsName. Nous dé�nissonsla syntaxe onrète des termes de la manière suivante :Dé�nition 2.3 (type expr) Les expressions sont soit une sorte, une variable nommée, unproduit, une abstration ou une appliation.T1; T2 : Expr := s j x j �x :T1: T2 j �x :T1: T2 j (T1 T2)ave s 2 Sort et x 2 Name.Dé�nition 2.4 (prédiat expr_vars) L'ensemble des variables libres d'une expression,noté FV(M) est dé�ni de manière lassique :FV(s) = ?FV(x) = fxgFV(�x :A:B) = FV(A) [ (FV(B)nfxg)FV(�x :A:M) = FV(A) [ (FV(M)nfxg)FV((M N)) = FV(M) [ FV(N)Dé�nition 2.5 (prédiat alpha) Le prédiat d'�-onversion utilise deux listes de noms



2.4. FORMALISATION D'UNE INTERFACE 49s 2 Sort� ` s dB ! s �(n) = x 8k<n:�(k) 6= x� ` x dB ! n� ` E1 dB ! A �;x ` E2 dB !M� ` �x :E1:E2 dB ! �A:M � ` E1 dB ! u � ` E2 dB ! v� ` (E1 E2) dB ! (u v)� ` E1 dB ! A �;x ` E2 dB !M� ` �x :E1:E2 dB ! �A:MFig. 2.1: Tradution entre notations de de Bruijn et variables nommées(ou de manière équivalente une liste de ouples de noms) pour représenter les renommages.([ ℄ j x) �� ([ ℄ j x) (�1;x j x) �� (�2; y j y) (�1 j x) �� (�2 j y) x 6= x0 y 6= y0(�1;x0 j x) �� (�2; y0 j y)s 2 Sort(�1 j s) �� (�2 j s) (�1 jM) �� (�2 jM 0) (�1 j N) �� (�2 j N 0)(�1 j (M N)) �� (�2 j (M 0 N 0))(�1 j T ) �� (�2 j T 0) (�1;x jM) �� (�2; y jM 0)(�1 j �x :T:M) �� (�2 j �y :T 0:M 0)(�1 j A) �� (�2 j A0) (�1;x j B) �� (�2; y j B0)(�1 j �x :A:B) �� (�2 j �y :A0: B0)Deux termes M et N seront dits �-onvertibles si ([ ℄ jM) �� ([ ℄ j N) est dérivable.De manière interne, on n'utilisera que des termes en notation de de Bruijn [19℄, e quisigni�e que les variables sont représentées par des entiers, et que les lieurs ne portent pasde nom :Dé�nition 2.6 (type term) La syntaxe abstraite (interne) des termes utilise les notationsde de Bruijn : T1; T2 : Term := s j n j �T1: T2 j �T1: T2 j (T1 T2)ave s 2 Sort et n 2 N.Dé�nition 2.7 (prédiat term_expr_equiv) La tradution entre la syntaxe onrète et lasyntaxe abstraite est dérite par une relation ayant un paramètre supplémentaire qui donneun nom aux variables de de Bruijn libres (voir �gure 2.1).Nous pouvons prouver que ette relation dé�nit une bijetion entre le type des expressionsquotienté par l'�-onversion et le type des termes (en de Bruijn).Lemme 2.8 (equiv_unique) Deux termes équivalents à une même expressions sont égaux :� ` E dB ! t ^ � ` E dB ! u ) t = u



50 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTURELemme 2.9 (unique_alpha) Deux expressions équivalentes au même terme sont �-on-vertibles : �1 ` E1 dB ! t ^ �2 ` E2 dB ! t ) (�1 j E1) �� (�2 j E2)Ces deux propriétés ne sont pas utilisées dans la suite. Elles servent simplement à s'as-surer que la tradution vers la syntaxe onrète est possible :Dé�nition 2.10 (prédiat name_unique) Pour éviter les ambiguïtés lors des tradutionsentre les deux styles de notations, nous devrons parfois utiliser des listes de noms distints :AllDi�(�) def� 8i; j:�(i) = �(j)) i = jAlgorithme 2.11 (term_of_expr) Pour toute expression E, soit il existe un terme qui luiest équivalent dans �, soit il existe une liste non vide de variables apparaissant libre dansE, mais qui n'apparaissent pas dans �, e qui empêhe la tradution de E :8�; E: (9?t 2 Term:� ` E dB ! t) + (9?l 6= [ ℄: l � FV(E)n�)La tradution en sens inverse n'est pas ensée éhouer ar elle n'est appelée qu'ave destermes engendrés par le système, et don bien formés, soit ave des tradutions de termesdonnés par l'utilisateur.Algorithme 2.12 (expr_of_term) Pour toute liste � de noms distints, et pour tout termeayant toutes ses variables libres liées par �, il existe une expression qui lui soit équivalente.8�; t:AllDi�(�) ^ jtj < j�j ) 9?E 2 Expr:� ` E dB ! tLa ondition AllDi�(�) sert à éviter les on�its de noms : il n'est pas possible de traduirel'indie de de Bruijn 1 ave le ontexte de noms [x;x℄ ar x désigne le de Bruijn 0. L'autrepréondition assure que haque indie de de Bruijn possède un nom.2.4.2 Signi�ation des messages d'erreursDé�nition 2.13 (type type_error) L'ensemble des messages d'erreur de typage suit lasyntaxe suivante :e : TypErr := Under(T; e) j DbError(n) j Topsort(s)j LambdaTopsort(T; s) j ExpetType(T1; T2; T3)j NotAType(T1; T2) j NotAFun(T1; T2)j ApplyErr(T1; T2; T3; T4)ave T; T1; T2; T3; T4 2 Term, s 2 Sort et n 2 N.La �gure 2.2 présente la signi�ation informelle des messages d'erreurs de typage. Il s'agitdu texte qui sera imprimé lorsque la mahine retournera une erreur.Dé�nition 2.14 (prédiat expln) La dé�nition formelle du message d'erreur de la �-gure 2.3 permet de représenter le message d'erreur par la proposition logique orrespondantà e qui est a�rmé informellement. On dira que Expln� forme l'ensemble des messagesd'erreurs ohérents dans le ontexte �.Il est important de bien se onvainre que les �gures 2.2 et 2.3 sont bien ohérentes.Pour être plus préis, seul un sous-ensemble des erreurs ohérentes peut être retourné,en fontion de l'opération de typage :
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Under(t1; : : :Under(tn; e)) �Dans le ontexte t1; : : : ; tn, e�DbError(n) �L'indie de de Bruijn n n'est pas dé�ni�Topsort(s) �La sorte s n'a pas de type�LambdaTopsort(t; s) �Le terme t est une fontion sur un type de sorte s�ExpetType(m; t; te) �Le terme m a le type t, mais pas te�NotAType(m; t) �Le terme m : t n'est pas typable par une sorte�NotAFun(m; t) �Le terme m : t n'est pas fontionnel�ApplyErr(u; a; v; b) �Le terme u : a ne peut être appliqué à v : b�Fig. 2.2: Syntaxe onrète des messages d'erreur

� [t℄ ` e 2 Expln�[t℄Under(t; e) 2 Expln� n � j�jDbError(n) 2 Expln�8t::(� ` s : t)Topsort(s) 2 Expln� � [t℄ ` m : s 8t::(� ` s : t)LambdaTopsort(�t:m; s) 2 Expln�� ` m : tat :(� ` m : texp) jtexpj < j�jExpetType(m; tat; texp) 2 Expln�� ` m : t 8s 2 Sort::(� ` m : s)NotAType(m; t) 2 Expln�� ` m : t 8a; b::(� ` m : � a: b)NotAFun(m; t) 2 Expln�� ` u : � a: b � ` v :  :(� ` v : a)ApplyErr(u;� a: b; v; ) 2 Expln�Fig. 2.3: Dé�nition formelle des messages d'erreur



52 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREDé�nition 2.15 (prédiat inf_error) L'ensemble InfErrt des erreurs pouvant survenirpendant l'opération d'inférene est dé�ni réursivement :InfErrs = fTopsort(s)gInfErrn = fDbError(n)gInfErr�t:m = InfErrt [ NotAType(t;Term) [ Under(t; InfErrm)[ fLambdaTopsort(�t:m; s)gInfErr(u v) = InfErru [ NotAFun(u;Term) [ InfErrv[ ApplyErr(u;Term; v;Term)InfErr� t: u = InfErrt [ NotAType(t;Term) [ Under(t; InfErru)[ Under(t;NotAType(u;Term))On peut prouver que les erreurs ohérentes de InfErrt permettent de prouver que t estun terme mal typé.Lemme 2.16 (inf_error_no_type)Expln� \ InfErrm 6= ? ) 8t::(� ` m : t)Note : il est néessaire que Expln� non vide implique que � soit bien formé, sinon on n'auraitpas � ` m : t, sans qu'il existe d'erreur pertinente pour l'opération d'inférene de type.Dé�nition 2.17 (prédiat hk_error) La véri�ation que m a le type t éhoue lorsquem est mal typé, lorsque t est mal typé, sauf si t est une sorte8, ou lorsque le type de m n'estpas onvertible ave t :ChkErr(m:t) = InfErrm [ feInfErrt j t 62 Sortg[ ExpetType(m;Term; t)Ii enore, si l'ensemble des erreurs ChkErr(m:t) a une intersetion non vide ave l'en-semble des erreurs, alors m n'a pas le type t :Lemme 2.18 (hk_error_no_type)Expln� \ ChkErr(m:t) 6= ? ) :(� ` m : t)Dé�nition 2.19 (prédiat del_error) L'ajout d'une variable de type t dans l'environ-nement éhoue si t est mal typé ou si son type n'est pas onvertible ave une sorte :DelErrt = InfErrt [ NotAType(t;Term)Les erreurs orretes de DelErrt impliquent que � [t℄ est un environnement mal formé :Lemme 2.20 (del_err_not_wf)Expln� \DelErrt 6= ? ) :(� [t℄ `)On peut alors reprendre les algorithmes de typage de façon à e qu'ils retournent unmessage d'erreur ohérent et pertinent par rapport à l'opération exéutée :� ` ) 9?t: (� ` m : t) + 9?e: e 2 Expln� \ InfErrm� ` ) (� ` m : t) + 9?e: e 2 Expln� \ ChkErr(m:t)� ` ) (� [t℄ `) + 9?e: e 2 Expln� \DelErrt8Les sortes sont les �types des types�, e qui fait que e sont les seuls types qui n'ont pas néessairementde type.



2.4. FORMALISATION D'UNE INTERFACE 53Ces spéi�ations viennent se substituer à elles de la setion préédente. Les résultats 2.16,2.18 et 2.20 prouvent que es nouvelles spéi�ations sont un ra�nement des aniennes.Elles se prouvent de la même manière que les spéi�ations de la setion préédente, saufqu'en as d'ehe (partie droite de la disjontion dans la spei�ation), il faut donner unpeu plus d'information (il faut prouver que le message d'erreur est orret et ohérent).2.4.3 Fontionnement de la mahineLe fontionnement du système de preuves doit rappeler la façon de proéder en ma-thématiques. En général, un développement mathématique est une suite de délarations quipeuvent être soit des hypothèses supplémentaires que l'on fait (ou l'introdution de nouvellesvariables), soit l'énoné d'un théorème que l'on souhaite prouver. Il existe bien d'autres opé-rations dans le langage mathématique usuel (omme par exemple la possibilité de poser deshypothèses loales, que l'on déharge ensuite dans tous les résultats qui l'utilisent), maisa�n de rester simple, on se ontentera de es deux opérations.Ainsi, un développement mathématique peut se formaliser omme un ontexte (i.e. uneliste de variables et de dé�nitions), et savoir si un développement est orret revient àvéri�er si le ontexte est bien formé. S'il n'y avait pas d'interation ave l'utilisateur, ilsu�rait d'érire une fontion de typage des ontextes.Mais il faut tenir ompte de la manière dont les preuves sont onstruites. L'utilisateurne onstruit pas tout un développement d'un seul blo : il ommene par faire quelquesdé�nitions, mais il a besoin de savoir tout de suite si e qu'il a déjà onçu ne ontient pasd'erreurs, ar si 'était le as, tout e qu'il pourrait faire ensuite pourrait s'avérer inutile.L'utilisateur a don besoin de savoir pas à pas si e qu'il fait est orret, et pour desraisons d'e�aité évidentes, il ne veut pas re-véri�er tout e qu'il a fait préédemment àhaun de es pas. On déompose don la véri�ation d'un ontexte entier en une suessionde ommandes qui onstruisent progressivement le ontexte, ave omme invariant que eontexte est toujours bien formé. Toute ommande qui tenterait de briser et invariant seraitrejetée.On onçoit don une mahine ayant omme état un ontexte valide, et muni de deuxopérations : l'une ajoutant une variable, et l'autre ajoutant une dé�nition. Pour le onfort,il est utile de pouvoir aussi supprimer des dé�nitions ou des variables aeptées, dans le asoù l'utilisateur se rend ompte qu'il n'a pas formalisé e qu'il royait. Sans une telle om-mande, il devrait reommener son développement depuis le début. On ajoute une troisièmeommande.Dé�nition 2.21 (type state) L'état de la mahine est un ouple formé d'un environne-ment � et d'une liste de noms � que l'on assoie aux variables globales. L'invariant est quel'environnement est bien formé, et qu'il existe un nom unique pour haune des variablesglobales (i.e. dé�nie par �)State def� f(�;�) 2 Ctx�Name� j � ` ^ j�j = j�j ^ AllDi�(�)gDé�nition 2.22 (type ommand) Les ommandes que omprend notre système sont : l'in-férene et la véri�ation de type, l'ajout d'un axiome, le retrait d'un axiome, l'a�hage desaxiomes atuellement dé�nis et la �n de session.Command := INFER(T ) j CHECK(T1; T2) j AXIOM(x; T )j DELETE j LIST j QUIT



54 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTURE� ` m : t((�;�); INFER(m)) exe�! ((�;�); Inferred(t))� ` m : t((�;�);CHECK(m; t)) exe�! ((�;�);Corret)((�;�);AXIOM(x; t)) exe�! (((� [t℄); (�;x));Assumed(x))(((� [t℄); (�;x));DELETE) exe�! ((�;�);Deleted(x))((�;�);LIST) exe�! ((�;�);DisplayNames(�))((�;�);QUIT) exe�! ((�;�);Exiting)Fig. 2.4: TransitionsDé�nition 2.23 (type message) Les messages émis en as de suès de ommandes i-dessus sont :Message := Inferred(T ) j Corret j Assumed(x) j Deleted(x)j DisplayNames(�) j ExitingOn lit des ommandes sous forme d'AST dans un �ot d'entrée. Étant donné un étatet une ommande, on dé�nit les transitions : soit la ommande réussit et l'on obtient unnouvel état aompagné d'un message indiquant e qui s'est passé (voir �gure 2.4) ; soit ils'est produit une erreur qui explique e qui ne va pas.Dé�nition 2.24 (type error) L'ensemble des erreurs pouvant survenir omprend les mes-sages d'erreur, la tentative de redé�nir un axiome, et la tentative d'e�aer un axiome alorsque l'environnement est vide.Error := NameClash(x) j TypeError(e) j CantDeleteave x 2 Name et e 2 TypErr.À haque opération, on assoie l'ensemble des erreurs qui peuvent surgir (�gure 2.5).Ce qu'on prouve, 'est que si une opération peut retourner un message d'erreur, alors laommande n'aurait pas pu réussir. Cela nous garantit qu'il n'y aura pas de message émis àtort.Le résultat prinipal est que pour toute ommande, on peut soit atteindre un nouvel étattout en a�hant un message indiquant que tout s'est bien passé, soit il existe un messaged'erreur ohérent et qui soit pertinent ave la ommande dans l'etat initial :Lemme 2.25 (interp_ommand) Pour tout état initial Si, et toute ommande , soit ilexiste une transition vers un nouvel état, soit il existe une transition d'erreur :8Si; : 9?(Sf ;m): (Si; ) exe�! (Sf ;m) + 9?e: (Si; ) error�! eCei garantit que le programme extrait de interp_ommand (l'interpréteur de om-mandes) est orret, 'est-à-dire qu'il ne fait que des transitions valides. Le lemme qui suit



2.4. FORMALISATION D'UNE INTERFACE 55e 2 Expln� \ InfErrm((�;�); INFER(m)) error�! TypeError(e)e 2 Expln� \ ChkErr(m:t)((�;�);CHECK(m; t)) error�! TypeError(e)e 2 Expln� \ DelErrt((�;�);AXIOM(x; t)) error�! TypeError(e)x 2 �((�;�);AXIOM(x; t)) error�! NameClash(x)(([ ℄;�);DELETE) error�! CantDeleteFig. 2.5: Transitions ave eheest en quelque sorte un résultat de omplétude. Il sert juste à véri�er que les spéi�ationssont saines.Lemme 2.26 (trans_error_no_onfusion) Pour une ommande donnée, il n'existe pasà la fois une transition orrete et une transition d'erreur partant du même état.:( (Si; ) exe�! (Sf ;m) ^ (Si; ) error�! e )Dans un état donné, un message d'erreur ne peut être retourné que lorsqu'il n'y a auunetransition possible vers un nouvel état. Ainsi, le système ne peut pas rejeter une ommandequi admet une transition vers un nouvel état.2.4.4 Constrution du systèmeEn�n, on spéi�e don un interpréteur d'AST, qui ommene par essayer de traduirel'AST en une ommande, exéute la ommande, et traduit en sens inverse le message résul-tant. L'extration de l'interpréteur est un programme qui prend en argument l'état ourantainsi qu'un AST, et retourne soit le nouvel état ave un message, soit un message d'erreur.Cette fontion exéute une seule ommande.L'exéution d'un soure (un �ot d'AST) onsiste à itérer l'interpréteur sur haun desAST, haque ommande ayant omme état initial l'état �nal de la ommande préédente.En sortie, on a un �ot de messages d'aquiesement. Lorsque survient une erreur, on peutréagir de 2 façons : soit repartir ave le même état (omme un toplevel), soit tout arrêter(omportement habituel d'un ompilateur). On ne pourrait pas faire ette distintion si lesmessages d'aquiesement et d'erreur étaient onfondus.Nous avons érit la boule de toplevel à la main. Cette boule pouvant potentiellementne jamais se terminer, il aurait fallu la spéi�er à l'aide des types o-indutifs, mais elaaurait empêhé l'extration vers Objetive Caml, qui est un langage à évaluation strite.En réalité, le �ot d'entrée n'est pas un �ot d'AST, mais un �ot de aratères. De même,le �ot de sortie doit être un �ot de aratères. Nous avons don dû érire un analyseursyntaxique, ainsi qu'un a�heur pour les AST et les messages. Comme la représentation desAST et des messages a été hoisie très prohe de la syntaxe onrète, es fontions n'ontpas posé de di�ulté, et nous supposerons qu'elles sont orretes.



56 CHAPITRE 2. FORMALISME ET ARCHITECTUREEn aolant es programmes ave l'interpréteur d'AST, nous obtenons un système depreuve totalement indépendant, dont les setions préédentes forment le manuel utilisateur.À titre d'exemple, on peut ommener à axiomatiser l'ensemble des entiers naturels, etvéri�er le type de quelques termes :Co < Axiom nat:Prop.nat admis.Co < Axiom O:nat.O admis.Co < Axiom S:nat->nat.S admis.Co < Infer (S (S O)).Type inféré: natCo < Chek [x:nat℄(S (S x)) : nat->nat.Corret.Les exemples suivants montrent omment le système réagit lorsque l'on entre une om-mande qui violerait l'invariant :Co < Axiom S:Prop.Erreur: Nom S déjà utilisé.Co < Infer (S S).Erreur: Le terme S : nat->nat ne peut être appliqué à S : nat->nat.Ces messages sont, omme on s'y attendait, à la fois orrets et pertinents. Ils sug-gèrent ave préision la nature de l'erreur. Cependant, l'a�hage de ontextes loaux estproblématique :Co < Infer [A:Prop℄[x:A℄(x x).Erreur: Dans le ontexte:x0 : Propx1 : x0Le type de x1, qui est x0 ne se réduit pas vers un produit.Le message d'erreur est partiulièrement di�ile à lire ar les noms entrés par l'utilisateuront étés hangés, et il devient di�ile de faire le lien entre le terme entré et e que le messagea�he. Cela est dû au fait que le représentation interne des termes ne tient pas ompte desnoms, qui sont purement et simplement oubliés pendant la phase de synthèse. Seuls lesobjets introduits de manière globale (omme O et S) ont un nom.Nous pouvons envisager deux manières de orriger e problème en hangeant la struturedes termes. La première est d'opter pour une représentation des variables ave des noms,omme l'a fait Pollak dans [56℄. Ce hoix rend la métathéorie plus ardue, ar au lieu defaire des réurrenes struturelles, on utilise un shéma de réurrene modulo �-onversion.Nous préférerons rester ave des indies de de Bruijn, en annotant les lieurs (abstrationset produits) ave un nom. Ce nom est onsidéré omme un pré�xe pour les noms e�eti-vement a�hés (le su�xe étant alulé à l'a�hage, de manière à distinguer les lieurs avele même pré�xe). Les opérations internes (typage, rédution, substitution, et.) n'ont pasbesoin d'en tenir ompte.Formellement, e n'est pas aussi simple qu'il n'y paraît, ar à ertains endroits, nousdevrons raisonner modulo une règle de pseudo-�-onversion, au lieu de l'égalité de Leibniz,très ommode ar elle est substitutive. Mais ela reste quand même plus simple que l'optionvariables nommées. Ce problème peut devenir assez sérieux pour montrer la on�uene.Par exemple, si l'on onsidère l'�-rédution, le Calul des Construtions en de Bruijn eston�uent, mais les versions ave noms ne le sont pas (par rapport à l'égalité de Leibniz) :�x:((�y:y) x) se �-réduit vers �x:x, mais s'�-réduit vers �y:y.



2.4. FORMALISATION D'UNE INTERFACE 572.4.5 Conlusion de ette setionTous les résultats de ette setion sont failes à prouver. Le point le plus important dee travail est de fournir une struturation des preuves qui soit failement ompréhensible,sans être trop verbeuse.Le langage de ommandes erti�é est enore de très bas niveau. L'extension naturelle dee travail serait d'inlure des onepts mathématiques plus élaborés, omme par exemple leméanisme de setion.Une autre diretion à explorer serait de prouver l'analyseur syntaxique et l'a�heur. Onne s'y intéressera pas pour l'instant : on peut toujours aller plus loin dans la formalisation.Après avoir véri�é l'analyseur syntaxique, on pourra herher à véri�er le système d'exploi-tation pour s'assurer que les aratères reçus sont bien eux que l'utilisateur a e�etivementtapé, et ainsi de suite. Nous préférons nous arrêter avant l'analyseur syntaxique. C'est undomaine qui a été abondamment étudié en informatique, et il n'est pas sûr que Coq soit lemeilleur outil pour atteindre et objetif. Des outils omme Ya permettent d'érire desanalyseurs syntaxiques ave beauoup plus de failités que Coq.Pour onlure, nous rappelons que l'on s'était �xé omme mission de suivre la strutured'un manuel de référene. En fait, nous pourrions onsidérer que le développement en Coqest la doumentation. Bien sûr, omme notre objetif est le bootstrap de Coq, ela pose unproblème de dépendane : pour lire le manuel du Coq bootstrappé, il faudrait être apablede omprendre un développement en Coq, e qui est paradoxal. En ré�éhissant, on se rendompte que ette situation est en fait assez ourante : il existe bien des douments en fran-çais qui expliquent la grammaire française... La solution que nous apportons est de traduirele développement Coq vers des langages plus aessibles. Cela peut être le langage mathé-matique usuel omme ela est fait dans ette thèse, ou bien, en extrapolant sur le travailfait par Cosoy [15℄ sur l'expliation de termes-preuves, on pourrait imaginer �extraire� dudéveloppement un manuel de référene rédigé en langue naturelle.
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Chapitre 3RédutionCe hapitre dérit un alul de substitutions expliites, ou plus exatement, un alulde fermetures, ainsi qu'une mahine de rédution issue de e alul. Nous ommeneronspar motiver l'étude de l'implantation de fontions de rédution en dérivant omment esfontions s'insrivent dans le noyau d'un véri�ateur de preuve.La présene de la règle de onversion fait que l'algorithme de typage doit parfois tester sideux types sont onvertibles, notamment dans le as de l'appliation : lorsque l'on appliqueun terme de type T ! U à un terme de type A, il faut véri�er que A et T sont onvertibles.Exemple 3.1 Pour typer le terme�x :P (2 + 2): (�y :P (4):M x)il faut tester la onvertibilité entre P (2 + 2) (le type de x), et P (4) (le type du domaine dela fontion à laquelle x est appliqué).En soi, et exemple nous donne déjà une raison pour herher à faire le test de onversione�aement. Il faut reonnaître que dans le as général, on ne fait pas une utilisationintensive de la règle de onversion. Par expériene, le test de onversion, même implanténaïvement, n'a jamais été une soure d'ine�aité dans le typage de Coq.3.1 Ré�exion alulatoireLa situation hange lorsque l'on met en ÷uvre la tehnique de ré�exion alulatoire pourfaire des preuves. Cette méthode a été adaptée à Coq par Boutin dans sa thèse [9℄. Nousallons en expliquer de manière un peu informelle les prinipes. Nous avons évoqué le fait quenotre système logique omportait un langage de programmation. Le prinipe de la ré�exionest d'utiliser e langage pour aluler au lieu de raisonner.Cette idée de aluler plut�t que de prouver est très répandue en mathématiques. Elleest même probablement prédominante hez les ingénieurs. Les illustrations ne manquentpas. Pour fatoriser un polyn�mes du deuxième degré P (X) = aX2+ bX+ , on nous donneune �reette� : on alule le disriminant � = b2 � 4a, et suivant son signe, une formulepermet de aluler le polyn�me fatorisé. Lorsque l'on apprend ette reette, on fait le alulpour véri�er qu'elle est orrete, 'est-à-dire que le polyn�me obtenu par alul est égal aupolyn�me de départ. Mais on ne refait pas la fatorisation à la main dans les as partiuliers :on se ontente d'appliquer la reette apprise.59



60 CHAPITRE 3. RÉDUCTIONIl y a don une fontion f des polyn�mes vers les polyn�mes qui fait la fatorisation (esmanipulations sont syntaxiques), et une preuve de orretion indiquant que le polyn�mealulé est égal (extensionnellement) au polyn�me initial :8P: f(P ) = P:Lorsque l'on veut fatoriser un polyn�me P , on applique e théorème de orretion e quipermet de remplaer P par f(P ). La deuxième étape est d'appliquer la règle de onversionpour évaluer f(P ) ; ette dernière étape orrespond à l'appliation de la reette.Le point-lé pour omprendre le béné�e de la ré�exion est que seule la première étapelaisse une trae dans le terme-preuve. Ainsi, on ne garde dans la preuve que le fait qu'on afatorisé le polyn�me (l'appliation du lemme de orretion), mais on ne garde pas le détailde la fatorisation : les di�érentes étapes de la reette ne sont pas gardées.L'approhe tatique onsisterait à érire un programme1 qui ferait automatiquement lesétapes de fatorisation. La ré�exion est une approhe onurrente aux tatiques.Dans le as de la fatorisation de polyn�mes du seond degré, le nombre d'étapes est tou-jours le même, don le rapport de taille des termes-preuve par la ré�exion ou par l'approhetatique est onstant. Ce n'est pas vrai dans l'exemple i-dessous.Suivant ette tehnique, une tatique de simpli�ation de polyn�mes (développement,regroupement des mon�mes de dégrés identiques, et.) a été érite par Boutin [9℄, puissimpli�ée par Loiseleur : il s'agit de la tatique Ring, qui essaie de reonnaître un polyn�medans une des strutures d'anneau délarées par l'utilisateur, et met e polyn�me sous uneertaine forme anonique. La omparaison de deux polyn�mes devient faile.Coq < Show.1 subgoala : Zb : Z============================`(a+b)*(a-b) = a*a-b*b`Coq < Ring `(a+b)*(a-b)` `a*a-b*b`.1 subgoala : Zb : Z============================`(-1)*(b*b)+a*a = (-1)*(b*b)+a*a`Coq < Reflexivity.Subtree proved !Sur e dernier exemple, le gain de la ré�exion par rapport à l'approhe tatique n'estplus un simple fateur onstant. En e�et, l'appliation du lemme de orretion de notrereette est de taille proportionnelle à elle du polyn�me, mais indépendant de la omplexitédu problème, le nombre d'étapes pour arriver à la forme simpli�ée. L'approhe par tatiquesferait autant de rééritures que d'étapes de simpli�ations, haque étape laissant une traedans le terme-preuve d'une taille proportionnelle au but.La ontrepartie est que l'on a repoussé toute la di�ulté dans le test de onversion.L'implantation de Coq V5.10 ne permettait pas de trier une liste de plus de 150 entiers sur1qui ne se trouve pas au même niveau que la fontion f : une tatique est un programme que l'on rajouteà l'implantation du système, alors que f est une fontion dans le système.



3.2. CAS DU �-CALCUL PUR 61une mahine de puissane raisonnable. Nous avons dû réimplanter les fontions de rédu-tion de Coq pour les versions ultérieures, e qui permet désormais d'exploiter normalementla ré�exion. À titre d'exemple, l'algorithme de tri fusion s'exéute e�etivement ave uneomplexité de N: logN , e qui nous permet de trier des listes de plusieurs dizaines de mil-liers d'éléments en quelques minutes, soit un fateur approximatif de 400 ave la mêmeimplantation en Objetive Caml.Nous n'allons pas dérire en détail l'implantation atuelle, qui risque d'évoluer. Poursimpli�er, nous allons nous intéresser au as de la �-rédution dans le �-alul pur. Lesystème proposé a été partiellement véri�é en Coq.3.2 Cas du �-alul purNous allons seulement étudier le as général du �-alul pur. Bien que la représentationdes termes de Coq soit nettement plus omplexe (les abstrations sont annotées ave destypes, et il y a divers opérateurs, notamment à ause des types indutifs, des métavariables,et.), nous pouvons nous ramener au as du �-alul pur sans di�ulté. Il su�t de onsidérerdes n÷uds d'appliation étiquetés et de modi�er un peu les règles de rédution, mais elan'est pas un hangement fondamental. Le problème de omplexité vient de la manière donton fait les substitutions, non pas de la reonnaissane des radiaux.3.2.1 Dé�nition du problèmeDé�nition 3.2 (type term) Les termes du �-alul pur en notation de de Bruijn sontdé�nis ainsi : t := n j �t j (t1 t2)ave n un entier, et t1; t2 des termes.Par onvention, nous utiliserons uniquement des lettres en minusule pour désigner des ter-mes, ar nous dé�nirons d'autres lasses de termes, et nous tenons à marquer une di�érene.Les règles de priorité pour noter les termes sont que l'abstration est prioritaire sur l'appli-ation, et elle-i est toujours représentée ave des parenthèses. Ainsi, (�0 0) représente leterme ((�0) 0). En général, nous rendrons les termes plus lisibles en surhargeant les lieurset les variables ave des noms. Le terme i-dessus pourra être érit (�x: 0x 0).Le ode Objetive Caml des délarations de types et des algorithmes se trouve en an-nexe B.Dé�nition 3.3 (prédiats beta,txtt) La �-rédution des termes purs se dé�nit à l'aidedes règles suivantes : (�m t) .� mf0ntg m .� t�m .� �tm .� m0(m t) .� (m0 t) m .� m0(t m) .� (t m0)Le but ultime que nous nous �xons est de aluler la forme normale d'un terme pur. Toutd'abord, nous faisons quelques dé�nitions qui permettront de formuler lairement notre but.Dé�nition 3.4 (prédiat normal) L'ensemble NFR des formes normales d'une relationR est l'ensemble des termes n'ayant auun réduit :NFR def� fm j 8m0:m R m0 ) ?g



62 CHAPITRE 3. RÉDUCTIONIl est bien onnu que tous les �-termes n'ont pas de forme normale. L'exemple le plusonnu est (�x(0x 0x) �x(0x 0x)) qui se réduit vers lui-même. Mais nous nous plaerons dansdes systèmes pour lesquels tous les termes bien typés sont fortement normalisables.La dé�nition informelle de l'ensemble des termes fortement normalisables est habituel-lement qu'il n'existe pas de suite in�nie de réduits. Cette dé�nition n'est pas aussi pratiqueque elle employée par Altenkirh dans sa preuve formelle de normalisation forte du systèmeF [2℄ :Dé�nition 3.5 (prédiat sn) L'ensemble des termes fortement normalisables pour unerègle de rédution R, est le plus petit ensemble X véri�ant la ondition :8x: (8y: x R y ) y 2 X) ) x 2 XCet ensemble sera noté SNR.En fait, les termes fortement normalisables sont les termes aessibles (dé�nition A.1 del'annexe) pour le symétrique de la rédution : SNR def� AR�1Cette dé�nition fait apparaître lairement que les termes normaux sont fortement nor-malisables.Nous pouvons ramener notre objetif à trouver une implantation e�ae de la spéi�a-tion suivante : 8m 2 SN �: 9?m0:m .� m0 ^m0 2 NF�Soit : pour tout terme fortement �-normalisable m, il existe un réduit m0 (et un algorithmequi permette de le aluler) qui soit en forme �-normale.3.2.2 StratégiesIl reste un hoix essentiel à faire : elui de la stratégie, 'est-à-dire de l'ordre dans lequelseront réduits les radiaux. Les performanes (i.e. le nombre de pas à faire pour atteindre laforme normale) peuvent dépendre fortement de la stratégie employée. La terminaison peutmême en dépendre. Cependant, nous ne nous intéressons qu'à réduire des termes fortementnormalisables, don nous pourrons librement hoisir la stratégie qui nous onvient le mieux.Nous ne onsidérerons que des stratégies simples, en exluant par exemples les stratégiesde rédution optimales [37℄, qui ne se prêtent pas à des implantations aussi e�aes queprévu. Prinipalement, il y a deux dimensions dans le hoix du radial à réduire en priorité.La dimension �horizontale� indique si l'on réduit en priorité les radiaux se trouvant dansle sous-terme gauhe ou droit d'une appliation. L'autre dimension permet soit de réduireles radiaux situés au sommet du terme, soit eux qui sont prohes des feuilles.La stratégie d'appel par nom (abrégée CBN pour all by name) onsiste à réduire enpremier le radial le plus prohe de la raine, en ommençant par herher le radial dansle sous-terme gauhe de l'appliation. Une autre stratégie, l'appel par valeur (CBV pourall by value) réduit, omme l'appel par nom, le radial le plus prohe de la raine, mais enherhant d'abord dans le sous-terme droit de l'appliation.Une variation de es stratégies est d'avoir une rédution forte ou faible : la rédutionfaible onsiste à ne pas onsidérer les radiaux situés sous une abstration. Ces derniers neseront réduits que lorsqu'il n'y aura plus que de radiaux sous des abstrations.Ces stratégies ont des domaines d'appliations di�érents : le prinipal avantage de lastratégie CBN est qu'elle ne réduit pas de radiaux inutilement. En revanhe, la stratégieCBV réduit l'argument des appels de fontions avant la fontion elle-même. S'il apparaîtque la fontion n'utilise pas son argument, alors la stratégie CBV aura fait des rédutionsinutiles. D'un autre �té réduire un appel de fontion avant de réduire l'argument peut être



3.3. PREMIÈRES IMPLANTATIONS 63très ine�ae, ar l'on risque de dupliquer les radiaux qui se trouvent dans l'argument dela fontion que l'on réduit.Les langages fontionnels strits omme Objetive Caml ont opté pour une stratégie CBVfaible. Ce hoix se justi�e par le fait que l'on érit peu de programmes qui n'utlisent pastous leurs arguments, et le fait d'avoir une stratégie faible permet d'une part de ompiler lesfontions a�n d'améliorer onsidérablement l'exéution, et d'autre part de simuler un appelpar nom lorsqu'on le souhaite en ahant les valeurs dans des fontions ayant un argumentmuet.Lorsque l'on herhe à réduire des termes représentant des termes-preuves, il n'est pasdu tout évident que ette stratégie soit toujours aussi e�ae : on érit plus souvent desfontions qui n'utilisent pas leurs arguments (en termes logiques, on n'utilise pas toujourstoutes les hypothèses dont on dispose), et l'on fait des odages fontionnels sans toujourss'en rendre ompte. Par exemple, en Objetive Caml, il est fortement déonseillé d'érire lafontion suivante :let ond  t e = if  then t else equi donne un autre nom à la onditionnelle. En e�et, à ause de l'appel par valeur les deuxbranhes de l'alternative sont alulées, alors qu'une seule servira. Lorsque l'on engendreautomatiquement des termes-preuves, e genre de situation peut de produire. Une autreremarque est que l'on n'utilise pas souvent deux fois la même hypothèse. Tout ei faitqu'en général, on préfère employer une stratégie CBN pour les termes-preuves.À ause de l'isomorphisme de Curry-Howard, on peut avoir es deux types de termes àréduire. Pire, il se peut qu'au sein d'un même terme, il y ait des parties logiques, et d'autresplus alulatoires. Nous allons herher à implanter une stratégie qui umule les avantagesde es deux stratégies. Il s'agit de la stratégie paresseuse. Il s'agit à la base d'un stratégieCBN, mais où l'on ne alule qu'une seule fois l'argument d'une fontion, que l'on met àjour par e�et de bord. Nous verrons plus loin les détails pratiques de ette implantation.3.3 Premières implantationsDans ette setion, on propose un ertain nombre d'implantations de fontions de rédu-tion d'e�aité variable. L'annexe B regroupe es di�érentes implantations.3.3.1 Implantations ave substitutionLa première idée que l'on peut avoir pour implanter les fontions de rédution est desuivre tout simplement la dé�nition formelle. On ommene par implanter une fontion desubstitution, et l'on érit très failement une fontion qui herhe tous les radiaux dans unterme. La fontion de normalisation la plus simple que l'on puisse imaginer serait :let re nf = funtion| Rel i -> Rel i| App(a,b) -> (math nf a with(Lam t) -> nf (subst b t)| na -> App(na, nf b))| Lam t -> Lam (nf t)Pour donner une idée de l'e�aité (ou plut�t de l'ine�aité) de ette implantation,nous donnerons la omplexité en temps du alul du prédéesseur de n en utilisant la repré-sentation de Churh. Il est bien onnu que le nombre de pas de rédution est au mieux en



64 CHAPITRE 3. RÉDUCTIONO(n). Nous souhaiterions avoir un interpréteur le moins pénalisant possible, qui permetteen tout as d'avoir ette omplexité.La fontion proposée i-dessus est partiulièrement ine�ae : sa omplexité est de O(2n).Cela est dû au fait que l'on normalise omplètement a. Lorsque ela fait apparaître unradial, on substitue dans e terme normal. Il faut don reommener à normaliser, etl'on fait deux appels réursifs sur des termes de taille au moins égale à a, d'où le fateurexponentiel. Une amélioration onsidérable est de ne pas renormaliser perpétuellement leorps de la fontion, en alulant simplement une forme normale de tête :let re hnf = funtion| App(a,b) -> (math (hnf a) with| Lam f -> hnf (subst b f)| a' -> App(a',b))| t -> tCette fontion est appliquée à notre terme à normaliser, puis réursivement à tous les sous-termes de la forme normale de tête, grâe à la fontion strong :let re strong f t =math (f t) with| Rel i -> Rel i| Lam u -> Lam (strong f u)| App(a,b) -> App(strong f a, strong f b)let norm = strong hnfLa omplexité est nettement meilleure (O(n2)), mais il reste une marge de progrès. C'estune fontion bâtie sur e modèle qui était implantée en Coq et qui ne permettait pas detrier de longues listes.Le fateur quadratique vient du fait que l'on substitue plusieurs fois dans le même terme.Non seulement, on réalloue à haque fois le terme dans lequel on substitue, mais en plus onsubstitue dans des termes de plus en plus gros, et parfois on pourrait deviner que la variablen'apparaît pas.Prenons par exemple une fontion totalement appliquée à deux arguments dont le orpsest un terme M ayant un ertain nombre d'ourrenes des variables x et y. Observons larédution de es deux radiaux :(�x�y( Mz }| {: : : 1x : : : �� : : : 2y : : : 3x : : :) t1 t2)(�y(: : : "1t1 : : : �� : : : 2y : : : "3t1 : : : ) t2)(: : : t1 : : : �� : : : "2t2 : : : "2t1 : : : )Lors de ette opération, le termeM a été parouru deux fois, t1 quatre fois (deux fois à lapremière étape ar il a fallu reloger les indies de de Bruijn de t1, et deux fois ensuite lorsquel'on substitue t2 dans un terme où t1 apparaît deux fois), et t2 une fois. Lors de la deuxièmeétape, on substitue deux fois dans t1 alors que l'on pourrait deviner que es sous-termes nepeuvent pas ontenir d'ourrene de y puisqu'ils sont issus de la substitution de x qui n'estpas dans le sope de y.3.3.2 La mahine abstraite de Krivine (KAM)Nous venons de voir que le problème venait du fait que l'on avait n étapes, hauneprenant un temps en moyenne proportionnel à n. On ne peut évidemment pas gagner sur le



3.3. PREMIÈRES IMPLANTATIONS 65nombre d'étapes, puisqu'il est lié à la omplexité de notre problème (aluler le prédeessurde n). En revanhe, nous pouvons nous arranger pour ne pas substituer n fois dans lemême terme. La solution est d'aumuler les substitutions élémentaires en une substitutionparallèle (appelée environnement) qui grossit au fur et à mesure que l'on réduit des radiaux.Reprenant notre exemple, nous voyons que nous évitons les parours inutiles de M et det1 : (�x�y( Mz }| {: : : 1x : : : �� : : : 2y : : : 3x : : :) t1 t2)((ft1=0xg�yM) t2)ft1=1x; t2=0ygM(: : : t1 : : : ft1=1x; t2=0yg�� : : : 2y : : : 3x : : : )(: : : t1 : : : �� : : : "2t2 : : : "2t1 : : : )Les deux premières étapes montrent omment s'aumulent les substitutions lors d'une �-rédution. Ensuite, la substitution se propage dans M en remplaçant dans le même passageles variables x et y. Cela permet en outre d'éviter la reloation de t1 à la première ourrenede x ar il se retrouve substitué dans son ontexte d'origine. Au total, les termes M , t1 ett2 ne sont parourus qu'une seule fois.La mahine abstraite de Krivine, qui est dérite dans [1℄ manipule des fermetures, qui sontdes ouples formés d'un environnement et d'un terme. Une fermeture dénote le terme danslequel on e�etue la substitution parallèle représentée par l'environnement. Une fermeturepeut être vue omme un alul non enore e�etué.L'état de la mahine de Krivine est formé d'un triplet (e; t; s) : le ouple (e; t) forme unefermeture dénotant la tête du terme à réduire, et s est la liste des arguments en attente d'êtreonsommés, sous forme de fermeture. Cette liste s'appelle la pile. Les règles de transitionsde la mahine de Krivine sont les suivantes :(e; (u v); s) ! (e; u; he; vi :: s)(e; �t;  :: s) ! ( :: e; t; s)(he0; vi :: e; 0; s) ! (e0; v; s)( :: e; n+1; s) ! (e; n; s)La première règle propage la substitution à travers les appliations. Les radiaux sontréduits simplement en déplaçant la fermeture de la pile vers l'environnement. Les deuxdernières règles permettent de reherher dans l'environnement la valeur assoiée à unevariable.Cette mahine s'arrête lorsqu'elle trouve en tête de terme une variable libre (i.e. plusgrande que la taille du ontexte dans lequel elle se trouve), ou une abstration non appliquée.Cela signi�e que l'on a atteint la forme normale de tête faible du terme.3.3.3 Mahine de Krivine ave rédution forte (KN)Si nous voulons aluler la forme normale d'un terme, il faut pouvoir être apable deréduire sous les abstrations qui ne se retrouvent pas appliquées. Il su�rait pour ela d'in-troduire deux règles que l'on pourrait représenter ainsi (en assimilant l'état (e; t; s) ave leterme que produit l'exéution omplète de la mahine) :(e; �t; [ ℄) ! �(h[ ℄; 0i ::"1e; t; [ ℄)([ ℄; n; [he1; t1i : : : hen; tni℄) ! (n (e1; t1; [ ℄) : : : (en; tn; [ ℄))L'opération onsistant à reloger entièrement l'environnement ("1e) peut être très oû-teuse. Dans sa thèse, Crégut invente la mahine KN [16, 17℄, qui évite e problème en



66 CHAPITRE 3. RÉDUCTIONajoutant à l'état un entier qui mesure le nombre d'abstrations non substituées que l'on afranhi. Cet entier est utilisé pour reloger les variables libres. Au lieu de déaler tout l'en-vironnement de un, on se ontente d'inrémenter k. Au lieu d'insérer la variable 0 en tête,on introduit le de Bruijn négatif �k (après inrémentation) qui se relogera bien en 0. Celadonne lieu à l'implantation suivante :type los = Clos of env * lambdaand env = los listlet re kn k e t s =math (e,t,s) with(e, App (a,b), s) -> kn k e a (Clos(e,b)::s)| (e, Lam f, (arg::s)) -> kn k (arg::e) f s| (((Clos(e',u))::_), Rel 0, s) -> kn k e' u s| ((_::e), Rel n, s) -> kn k e (Rel(n-1)) s| (e, Lam f, [℄) ->Lam (kn (k+1) ((Clos([℄, Rel(-k-1)))::e) f [℄)| ([℄, Rel n, s) ->List.fold_left (fun h (Clos(e,t)) -> App(h, kn k e t [℄))(Rel(k+n)) slet norm_kn t = kn 0 [℄ t [℄L'annexe B.3 propose une version améliorée : d'une part elle est programmée de manièreréursive terminale, e qui permettra d'évaluer des termes de taille quelonque sans que lapile de l'évaluateur soit a�etée. Ensuite, on ne rée jamais de fermeture dont le terme estune simple variable : si 'est le as, on va diretement herher dans l'environnement lafermeture orrespondante.Cette dernière optimisation, qui n'a pas l'air ruiale, supprime en fait de nombreusesindiretions, et permet d'obtenir une omplexité O(n) sur l'exemple du prédéesseur.Le ode donné en annexe est autonome (il ne fait appel à auune fontion auxiliaire).Cela forme un interpréteur en appel par nom qui est à la fois remarquablement onis etétonnament e�ae. Il paraît assez di�le de l'améliorer loalement de manière sensible.Évidemment, pour avoir un degré d'e�aité nettement supérieur, on peut toujours essayerde ompiler les termes. Solution que nous éviterons ar elle néessite beauoup d'e�ortspour être mise en ÷uvre et ela est assez ompliqué à maintenir, surtout dans un systèmede preuve qui n'a pas voation d'être l'environnement ultime d'évaluation des programmes,bien que la ré�exion alulatoire tendrait à nous y amener.Toutefois, ette mahine ne nous satisfait pas ar elle emploie une stratégie d'appel parnom, alors que nous souhaitons une stratégie paresseuse. Nous allons maintenant aborderde onsidérations qui vont nous permettre d'introduire du partage.3.4 La stratégie paresseuseLa stratégie paresseuse ou lazy est une stratégie similaire à l'appel par nom (rédutiondans le sous-terme gauhe de l'appliation en premier) sauf qu'elle répare le problème dedupliation des radiaux, en réduisant simultanément tous les radiaux issus d'un mêmesous-terme. Tout omme l'appel par nom, elle ne réduit pas de radiaux inutiles (ou alorsen même temps qu'un radial utile). Tout omme l'appel par valeur, elle ne réduit jamaisplusieurs fois le même radial, puisque toutes les opies d'un même radial sont réduites



3.5. SYSTÈME DE SUBSTITUTIONS EXPLICITES 67simultanément. Le nombre d'étapes minore à la fois elui de l'appel par nom et de l'appelpar valeur. Malgré le oût supplémentaire pour gérer le partage, ela semble un bon om-promis pour une stratégie que l'on va utiliser à la fois pour les preuves et les programmesfontionnels.Le partage s'implante généralement à l'aide de référenes qui pointent vers des alulsgelés. Lorsque l'on veut faire du �ltrage sur un terme qui est un alul gelé, on e�etue unpas de alul et on remet à jour la référene, de manière à e que les autres ourrenes enpro�tent.Cependant, l'utilisation d'indies de de Bruijn nous réserve un problème inattendu quinous empêhe de faire du partage. Voii omment l'on ferait du partage ave des termesave variables nommées : �u:(�x:(x �y:x) (�z:z u))! �u:(�z:z u �y:(�z:z u))! �u:(u �y:u)La rédution du premier radial duplique un terme qui ontient un radial. On voudraitpouvoir partager physiquement les résidus soulignés, a�n de réduire en une seule étape tousles radiaux des résidus issus d'un même sous-terme, omme illustré i-dessus.Si l'on regarde e qui se passe lorsque l'on utilise les indies de de Bruijn pour représenterles termes, on s'aperçoit que le partage n'est pas possible si les résidus apparaissent à desniveaux di�érents : �u(�x(0x �y1x) (�z0z 0u))! �u(�z0z 0u �y(�z0z 1u)))Les deux résidus ont étés relogés di�éremment, et ils ne sont plus égaux, e qui empêhe deles partager en mémoire.Pour préserver le partage le plus longtemps possible, on retarde le alul des reloations,en ajoutant un onstruteur de reloation (un shift) dans les termes. Ainsi, les variables 0xet 1x sont respetivement substitutées par �z0z 0u et "1�z0z 0u :�u(�x(0x �y1x) (�z0z 0u))! �u(�z0z 0u �y "1(�z0z 0u))! �u(0u �y "10u)La reloation est expliite : il ne s'agit pas du résultat de la reloation, mais d'un nouveauonstruteur de terme. Contrairement aux substitutions, il n'est pas néessaire de propagerles reloations. En e�et, une substitution peut remplaer une variable par une abstration,et faire aparaître de nouveaux radiaux. Il faut don alternativement réduire les radiaux etpropager les substitutions. La situation est di�érente ave les reloations puisqu'une variableest toujours relogée en une variable : le alul des reloations ne rée pas de radial. Il su�tde prendre garde que es reloations peuvent masquer des radiaux si elles se trouventinsérées entre une appliation et une abstration.Dans un premier temps, nous présenterons le système sous une forme entièrement appli-ative, e qui permet de faire une preuve de orretion plus simple. Nous espérons qu'ensuite,la preuve de orretion s'adaptera à l'implantation ave partage. L'idée étant que les e�etsde bords sont juste une manière de réduire simultanément des radiaux identiques qui ontplusieurs ourrenes dans le terme à réduire.3.5 Système de substitutions expliitesLes systèmes de substitutions expliites sont des ensembles de règles de rédution dont lebut est d'expliquer omment s'e�etue l'opération de substitution. Ils sont souvent utilisés



68 CHAPITRE 3. RÉDUCTION(Beta) (�M N) ! [id: N ℄M(App) [S℄(M N) ! ([S℄M [S℄N)(Lambda) [S℄�M ! � [*S℄M(VarId) [id℄n ! n(FVarCons) [S: T ℄0 ! T(RVarCons) [S: T ℄(n+1) ! [S℄n(FVarLift) [*S℄0 ! 0(RVarLift) [*S℄(n+1) ! �"1S�n(VarPhiPhi) �"k"pS�n ! �"k+pS�n(VarPhiId) �"kid�n ! n+k(FVarPhiCons) �"k(S: T )�0 ! �"kid�T(RVarPhiCons) �"k(S: T )�(n+1) ! �"kS�n(FVarPhiLift) �"k*S�0 ! k(RVarPhiLift) �"k*S�(n+1) ! �"k+1S�nFig. 3.1: Le système ��pour prouver la orretion des mahines abstraites de rédution. Par exemple, �� sert àprouver la orretion de la KAM. Nous allons dé�nir et étudier un système de substitutionsexpliites, qui permettra de tenir ompte des idées de la setion préédente. Tout d'abordnous présenterons le système ��, qui possède de nombreux points ommun ave elui quenous proposerons.3.5.1 Le système ��Cette setion rappelle le système ��, présenté par Lesanne dans [36℄. Ce système estintéressant de par la manière dont il a été onçu : ave la volonté de faire un systèmepermettant d'e�etuer des substitutions dans des termes sans métavariables, en introduisantles opérateurs de substitutions par néessité.Dé�nition 3.6 Les termes de �� omportent les variables, abstration, appliation et lesfermetures ; les substitutions sont l'identité, le ons, et les reloations ( shift de n variableset lift) : T� := n j �T j (T T 0) j [S℄TS� := id j S: T j"nS j*Save n 2 N.Dans les substitutions, les opérateurs lift (*) et shift (") sont prioritaires par rapport auons : "kS: T est équivalent à ("kS): T .



3.5. SYSTÈME DE SUBSTITUTIONS EXPLICITES 69Dé�nition 3.7 Les règles de rédution de �� sont présentées �gure 3.1. L'opérateur �(S; k),que nous notons "kS signi�e que l'on e�etue la substitution S, puis on reloge le terme obtenude k variables à partir de 0.Le système privé de la règle Beta s'appelle �.On remarquera que les règles VarPhiId à RVarPhiLift sont des doubles des règlesVarId à RVarLift. Elles servent à prendre en ompte le as où une reloation se retrouveen tête de substitution. Notre système n'aura pas ette dupliation grâe à l'opérateur dereloation expliite.Le système � est fortement normalisant et on�uent, e qui peut se prouver semi-automatiquement par ORME. Lesanne prouve aussi la on�uene de �� sur l'ensembledes termes los.3.5.2 Le système de fermetures inspiré de ��Dans ette setion, nous introduisons un alul de substitutions expliites, système quiservira de base à l'implantation de nos fontions de rédution. Puis, nous dérirons dessimpli�ations qui donneront lieu à un système très onis ��, que nous étudierons formel-lement.Dé�nition 3.8 La syntaxe des termes ave reloations et substitutions expliites est dé�niepar réurrene mutuelle, omme l'étaient fermetures et environnements :T := n j �hS;tiT j (T � T 0) j"nT j [S℄tS := id j S: T j"nS j*nSave n 2 N.Les opérateurs de substitution sont les mêmes que eux de ��, sauf que les lifts sontn-aires a�n d'avoir une représentation plus ompate.Un point important à noter est que l'opérateur de fermeture [S℄t porte sur des termes pursomme dé�nis setion 3.2.1. Cela nous empêhe d'avoir des termes ave plusieurs niveaux desubstitution. C'est la raison pour laquelle nous quali�erons plut�t e système de système defermetures. Cette volonté d'interdire les termes ave plusieurs niveaux de substitutions estle résultat de la disussion sur la soure d'ine�aité des fontions de rédution implantéesnaïvement.A�n de ne pas trop introduire de onfusion entre les deux lasses de termes, nous em-ploierons uniquement des minusules pour représenter des termes purs, et uniquement desmajusules pour les termes ave fermeture. D'autre part les variables, l'appliation et l'abs-tration auront des notations sensiblement di�érentes.Notre alul oupe une position intermédiaire entre les strutures de données utiliséespar la KAM et elles des substitution expliites :� Par rapport à la KAM, les fermetures sont plus omplexes. [S℄t représente bien lafermeture au sens des mahines abstraites, mais il y a les trois autres onstruteursorrespondant aux fermetures partiellement évaluées. Grâe au partage, les fermeturesque l'on stoke dans la pile peuvent béné�ier des aluls fait en tête de terme ; il fautdon une notation pour es formes partiellement alulées. Cela est inutile dans laKAM puisqu'il n'y a pas de partage. Du �té des susbtitutions, le ons orrespond auons des environnements. Nous avons en plus des opérateurs de reloation pour tenirompte des variables libres (rédution forte).� Par rapport aux aluls de substitutions expliites : l'opérateur de substitution ne portepas sur les termes mais sur les termes purs, omme nous l'avons déjà fait remarquer.



70 CHAPITRE 3. RÉDUCTION(App) [S℄(u v) ! ([S℄u � [S℄v)(Lambda) [S℄�t ! �hS;ti �*1S�t(VarId) [id℄n ! n(VarCons0) [S: T ℄0 ! T(VarConsS) [S: T ℄(n+1) ! [S℄n(VarShift) �"kS�n ! "k[S℄n(VarLiftLt) �*kS�n ! n si n < k(VarLiftGe) �*kS�n ! "k[S℄(n�k) si n � kFig. 3.2: Règles de rédutions des substitutionsDé�nition 3.9 Les règles de rédution se onstruisent de la même manière que pour �,e qui donne un système plus simple puisque nous ne nous oupons pas des reloationsexpliites (voir �gure 3.2).Les deux premières règles servent à propager la substitution jusqu'aux feuilles des termes(i.e. jusqu'aux variables). On omprend au passage que le lift ompte le nombre de � franhis.Il reste alors à dé�nir omment s'expansent les variables. L'identité n'a�ete pas les variables,et le ons permet de faire des substitutions en parallèle.La règle de l'abstration rée un terme qui ontient des informations redondantes. Celaest dû au fait que les abstrations ont essentiellement deux utilisations :� soit omme fontion dont on veut évaluer le résultat par appliation. Pour respeternotre prinipe de ne pas superposer les niveaux de substitution, il faut attendre quel'argument e�etif soit onnu pour propager la substitution. C'est le but de la fermeturequi annote l'abstration. Comme le terme de la fermeture n'est jamais modi�é, nouspourrions en fait mettre une version ompilée de e terme pur.� soit omme un terme quelonque dont on veut onnaître la forme normale. Danse as, il nous faut propager ls substitution dans le orps sans avoir d'argument.Plus préisement, on évalue la fontion ave une variable fraîhe. Le sous-terme Tde l'abstration �hS;tiT permet de partager e alul entre toutes les ourrenes quiutilisent ette abstration en tant que valeur.Cette représentation redondante de l'abstration ompliquera la preuve de orretion de ealul ave le �-alul pur ar il faudra maintenir une ohérene entre es deux sous-termes.Nous voyons aussi omment la dupliation des règles de �� est évitée, en poussant toutsimplement les shifts des substitutions dans les termes.On peut remarquer pour l'instant, la représentation n-aire des opérateurs de reloationn'est pas utilisée puisque les règles de la �gure 3.2 n'engendrent et ne progagent que des re-loations d'amplitude un. On rend la représentation plus ompate en adoptant les règles desimpli�ations de la �gure 3.3. Cependant, le système resterait ohérent si l'on ne onsidé-rait pas es règles. On peut même n'en onsidérer qu'une partie, ave pour seule ontrainteque si l'on prend la quatrième règle, alors il faut aussi prendre la inquième pour refermerla paire ritique de �*kid�n lorsque n < k.On peut montrer semi-automatiquement que e système est on�uent et fortement nor-malisant (ave ou sans les règles optionnelles), grâe à ORME. Il su�t d'indiquer à ORME



3.5. SYSTÈME DE SUBSTITUTIONS EXPLICITES 71"k"k0S ! "k+k0S*k*k0S ! *k+k0S"k"k0T ! "k+k0T*kid ! id"kn ! n+kFig. 3.3: Règles de simpli�ationsle sens des égalités omme nous les avons indiquées.Pour dé�nir la �-rédution, il faut tenir ompte du fait que des reloations expliitespeuvent se glisser entre l'abstration et l'appliation. Si nous prenons les règles de simpli�-ations, il su�t de onsidérer les as où il y a zéro ou une reloations interalées. Le problèmene se pose pas ave l'opérateur de fermeture [S℄t ar elui-i se réduit toujours grâe auxrègles de la �gure 3.2Dé�nition 3.10 La relation �� aratérise la �-rédution au niveau des termes ave ferme-tures : (�hS;miT �N) ! [S:N ℄m("k�hS;miT �N) ! �"kS:N�mCe alul de fermeture ne pose pas les problèmes renontrés habituellement ave les al-uls de substitutions expliites généraux, ar il évite la paire ritique qui onsiste à propagerune substitution à travers un �-radial. Le problème vient généralement du fait que la pro-pagation d'une substitution S à travers un radial, permet d'avoir soit un terme dans lequelon fait d'abord S, puis la substitution élémentaire engendrée par �, soit d'abord �, puis S.Pour refermer ette paire ritique, on introduit des règles de omposition des substitutionsdont la plupart du temps la règleMap, e qui produit un système possèdant des termes nonfortement normalisables, omme le montre Melliès [40℄.La on�uene du système omprenant toutes les règles de la setion préédente et ��serait assez faile, puisque �� n'engendre qu'une seule paire ritique ("0�hS;tiT � N), qui sereferme immédiatement. De toute façon, nous montrerons la orretion de notre systèmesans avoir reours au résultat de on�uene.Le système que nous allons étudier est une version plus simple que elle présentée dansette setion. Les simpli�ations prises en ompte sont les suivantes :� Nous pouvons véri�er failement que *1S se omporte omme "1S: 0. Nous oublionsdon l'opérateur lift.� L'opérateur shift apparaît toujours assoié à ons (seule la règle �� introduit le shiftdes substitutions). Nous pouvons alors fusionner es deux opérateurs.� L'indie de de Bruijn n sera représenté par "n0.



72 CHAPITRE 3. RÉDUCTION(Beta0) (�hS;tiT �N) ! �"0S:N�t(Beta1) ("n�hS;tiT �N) ! ["nS:N ℄t(App) [S℄(u v) ! ([S℄u � [S℄v)(Lambda) [S℄�t ! �hS;ti �"1S: 0�t(VarId) [id℄n ! "n0(VarCons0) �"kS: T �0 ! T(VarConsS) �"kS: T �(n+1) ! "k[S℄n(Shift0) "0T ! T(ShiftComp) "n"kT ! "n+kTFig. 3.4: Règles de rédutions du système ��3.5.3 Le système ��Dé�nition 3.11 (types fterm,subs) Compte tenu des simpli�ations de la setion préé-dente, les termes ave reloations et les substitutions expliites deviennent :T�� := 0 j �hS;tiT j (T � T 0) j"nT j [S℄tS�� := id j"nS: Tave n 2 N.On utilisera quand même la notation *S pour représenter la substitution "1S: 0. Onremarquera que les substitutions sont redevenues quasiment des listes de fermetures, audétail près que l'on ajoute omme information le nombre de variables libres réées à haqueétape.Cette dé�nition est similaire à la syntaxe restreinte dans [18℄, page 7, où l'on utilise les�-termes omme syntaxe auxiliaire pour les fermetures.Dé�nition 3.12 (prédiats fbeta, lamphi) Les règles de rédution du système �� (ap-pliables uniquement au sommet d'un terme) sont présentées �gure 3.4. Le sous-systèmeformé des deux premières règles sera appelé ��. Le reste des règles forme le système �.On aurait pû ne pas prendre la règle ShiftComp, ave le shéma de règle �� suivant,mais ette dé�nition derait plus omplexe à manipuler :(Betan) ("k1: : : "kn�hS;tiT �N) ! �"P kiS:N�tLemme 3.13 (wf_lamphi) Le système � est fortement normalisant.Preuve Automatique ave ORME.La dé�nition i-dessous dérit les ontextes dans lesquels on autorise les rédutions. Nousnous restreignons à ne pas faire de rédution dans les substitutions, ar il risque d'être assezompliqué de prouver la normalisation forte du alul (que nous ne ferons que onjeturer).



3.6. CORRECTION DE ��C PAR RAPPORT AU �-CALCUL 73Réduire sous les substitutions n'est pas néessaire pour atteindre la forme normale. Larédution sous les abstrations est déjà assez problématique et nous avons dû �strati�er� lesrédutions en fontion du nombre d'abstrations sous lesquelles elles ont lieu.Dé�nition 3.14 (prédiat txt_sub) Pour une relation R, la rédution sous i abstra-tions est dé�nie par les lauses suivantes :M !R NM ![R℄0 N M ![R℄i N(M � T )![R℄i (N � T ) M ![R℄i N(T �M)![R℄i (T �N)M ![R℄i N�hS;tiM ![R℄i+1 �hS;tiN M ![R℄i N"kM ![R℄i"kNCet opérateur de fermeture sera utilisé ave les relations ��, � et ���. La notation ��désigne la rédution [��℄.Pour simpli�er, nous dirons que les termes appartenant à SN �� sont les termes forte-ment normalisables. En fait, ils désignent des termes faiblement normalisables pour le ��où l'on autorise les rédutions dans tous les ontextes, mais dont auun hemin de rédutionsuivant notre stratégie (sans rédutions dans les substitutions) n'est in�ni.Lemme 3.15 (ft_ind2) Soit P un prédiat sur les termes. P est vrai sur l'ensemble destermes s'il véri�e les onditions suivantes :� P (0)� 8n 2 N: P ([id℄n)� 8k; S;M: P (M) ) P (�"kS:M�0)� 8n; k; S;M: P ("k[s℄n) ) P (�"kS:M�(n+1))� 8M;N:P (M) ^ P (N) ) P ((M �N))� 8S; u; v: P ([S℄u) ^ P ([S℄v) ) P ([S℄(u v))� 8M;S;m: P (M) ^ P ([S℄�m) ) P (�hS;miM)� 8S; t: P ([*S℄t) ) P ([S℄�t)� 8n;M:P (M) ) P ("nM)Ce shéma de réurrene dit que l'ensemble des termes est dérit par appliation des ons-truteurs du �-alul et par �-expansion. Il est ommode pour prouver des propriétés quise transmettent par propagation des substitutions.3.6 Corretion de �� par rapport au �-alulCe que nous souhaitons montrer, 'est que l'on peut déduire un algorithme de normali-sation pour le �-alul pur, étant donné un algorithme de normalisation pour ��. Soit t unterme pur à normaliser. On ommene par former la fermeture [id℄t, que l'on normalise avel'algorithme opérant sur les fermetures. La forme normale obtenue ne ontient don plus desubstitution. Il su�t alors d'e�etuer les reloations expliites pour revenir dans le mondedes termes purs.L'idée de base serait de dé�nir une fontion d'interprétation qui relie haque terme avefermeture à un terme pur (intuitivement, en e�etuant toutes les substitutions et reloa-tions), et de montrer que ette interprétation préserve la �-rédution et les formes normales.



74 CHAPITRE 3. RÉDUCTIONfsgn = s(n)fsg(a b) = (fsga fsgb)fsg�m = � f*sgm[[0℄℄i = 0[[(M �N)℄℄i = ([[M ℄℄i [[N ℄℄i)[[�hS;tiT ℄℄0 = f[[S℄℄g�t[[�hS;tiT ℄℄i+1 = �[[T ℄℄i[[�hS;tiT ℄℄1 = �[[T ℄℄1[["kT ℄℄i = "k [[T ℄℄i[[[S℄t℄℄i = f[[S℄℄gt[[id℄℄(n) = n[["kS: T ℄℄(0) = [[T ℄℄0[["kS: T ℄℄(n+1) = "k [[S℄℄(n)Fig. 3.5: InterprétationMais la redondane de l'abstration va nous auser quelques problèmes : les deux sous-termes d'une abstration �hS;tiT représentent le même terme pur au moment où ils sontréés par la règle de propagation à travers l'abstration. Mais ils divergent lorsque l'on faitdes rédutions dans le terme ave fermetures T . Cependant, omme on ne réduit pas dansS, on a omme invariant que T représente un réduit de �*1S�t.Le problème est alors de hoisir quel sous-terme ompte pour interpréter notre terme avefermetures. En d'autres termes, omment interpréter un terme (�hS;tiT �N), pour que l'inter-prétation de [S:N ℄t en soit un réduit ? On ne peut hoisir la version partiellement réduite T(i.e. [[�hS;tiT ℄℄ = �[[T ℄℄), ar alors la �-rédution, qui emploie la fermeture, pourrait nous faire�reuler� dans la rédution (au vu de l'invariant préédent, f[[S:N ℄℄gt = (�*1S	t)f0n[[N ℄℄ga peu de hanes d'être un réduit de (�[[T ℄℄ [[N ℄℄)). Choisir la fermeture pour interpréterl'abstration pose le problème qu'alors les rédutions faites sous l'abstration ne donnentpas lieu à un pas de rédution dans l'interprétation vers un terme pur. Cela ne garantit pasla normalisation forte du terme ave fermetures en présene de rédution sous les abstra-tions. La solution adoptée est de paramétrer l'interprétation par un entier i qui permettrad'observer les rédutions faites sous i abstrations.3.6.1 InterprétationDé�nition 3.16 (tsub, intf, ints, intft) L'interprétation des termes ave fermeture versles termes purs (�gure 3.5) onsiste essentiellement à e�etuer les substitutions. Cette inter-prétation est dé�nie simultanément ave l'interprétation des substitutions vers les fontionsdes entiers vers les termes purs. On dé�nit aussi [[M ℄℄1, qui onsiste à toujours interpréter�hS;tiT à l'aide de T .



3.6. CORRECTION DE ��C PAR RAPPORT AU �-CALCUL 750 2 I T 2 I"kT 2 IM 2 I N 2 I [[(M �N)℄℄0 2 SN �(M �N) 2 IT 2 I �*1S�t 2 I �[[*1S℄℄	t .�� [[T ℄℄0�hS;tiT 2 IU 2 I [S℄t!� U[S℄t 2 IFig. 3.6: Invariant de ohérene des abstrationsLemme 3.17 (eq_subst_ons_re) On montre un résultat d'équivalene entre interpréta-tion et substitution : f[["nS:N ℄℄gt = �"n1 �[[*1S℄℄	t�f0n[[N ℄℄0gPreuve Par réurrene sur t. Pour traiter le as de l'abstration, il faut renforer l'énonéde la manière suivante :�[[*k("nS:N)℄℄	t = �"nk+1�[[*k+1S℄℄	t�fkn[[N ℄℄0g3.6.2 InvariantNous allons dé�nir la ontrepartie des termes fortement normalisables dans le mondedes termes ave fermetures en dé�nissant un invariant. On montrera que et ensemble determes est los par �� et que l'interprétation d'un terme véri�ant l'invariant est fortementnormalisable. Une ondition assurée par l'invariant est la ohérene entre les deux branhesde l'abstration déjà itée.Dé�nition 3.18 (prédiat invar) L'ensemble des termes invariants est le plus petit en-semble de termes los par les règle de la �gure 3.6.Attention : la rédution ave partage pourrait briser l'invariant, ar par e�et de bord,elle fait des rédutions dans les substitutions. Mais on a toujours que les deux branhes del'abstration ont des interprétations onvertibles.Lemme 3.19 (invar_intf_le,invar_intft) La suite des interprétations d'un terme in-variant forme un suite de réduits :M 2 I ^ i � j ) [[M ℄℄i .�� [[M ℄℄jM 2 I ) [[M ℄℄i .�� [[M ℄℄1Preuve Par réurrene sur j � i, on se ramène à prouver [[M ℄℄i .�� [[M ℄℄i+1 pour M 2 I.Cei se prouve par réurrene sur M . Le as de l'abstration utilise l'invariant.Lemme 3.20 (invar_sn_n) Tout terme véri�ant l'invariant a une interprétation de niveau0 fortement normalisable (et elles le sont toutes grâe au lemme préédent) :M 2 I ) [[M ℄℄i 2 SN �



76 CHAPITRE 3. RÉDUCTIONPreuve Par réurrene sur la dérivation de M 2 I. Le as de l'appliation est trivial dufait de l'invariant. L'abstration utilise le résultat que si t est fortement normalisable, alors�m l'est aussi.Pour le résultat de orretion et de normalisation, on montre que notre système simulebien la �-rédution :Lemme 3.21 (intf_sigma_txt,intf_beta_txt_le,intf_beta_txt)M 2 I ^ M ![�℄ N ) [[M ℄℄i .�� [[N ℄℄iM ![ ��℄j N ^ i � j ) [[M ℄℄i .�� [[N ℄℄iM ![ ��℄i N ) [[M ℄℄i .� [[N ℄℄iPreuve Ces résultats se prouvent séparément, par réurrene sur l'hypothèse de rédutionentre M et N .Les deux premiers résultats indiquent que les rédutions faites au niveau des termes aveabstrations vont donner lieu à des rédutions au niveau des termes purs. Le troisième diten plus que si l'on fait fait un pas de ��-rédution sous i abstrations, alors l'interprétationde niveau i est �-réduite d'un pas aussi. Cela permettra de montrer que l'on n'a pas derédutions in�nes au niveau des termes ave fermetures, puisque l'on pourrait alors formerune suite in�nie de réduits.Comme autre remarque, on pourrait être étonné que � ne s'interprète pas par l'iden-tité (M ![�℄ N ) [[M ℄℄i = [[N ℄℄i), puisque l'interprétation était supposée e�etuer lessubstitutions.Cela n'est pas vrai à ause indiretement de notre abstration redondante, mais plusdiretement de la règle VarCons0, puisque :[[�"kS: T �0℄℄i = [[T ℄℄0 .�� [[T ℄℄iCei n'étant valable que si T véri�e l'invariant.Ainsi, un pas de ��-rédution fait déroître stritement l'interprétation de niveau i, et ausens large elles de niveau inférieur. Celles des niveaux plus grands peuvent ne pas déroître.Par exemple, une ��-rédution au sommet du terme a peu de hane de donner lieu à desinterprétations de niveau un que se réduisent l'une vers l'autre (e qui serait le as si l'onpouvait montrer l'étape !? : (�hS;tiT �N)![ ��℄0 �"0S:N�t[[(�hS;tiT �N)℄℄1 = (�[[T ℄℄0 [[N ℄℄1)! [[T ℄℄0f0n[[N ℄℄1g !? �[[*1S℄℄	tf0n[[N ℄℄0gL'invariant nous permettrait plut�t de prouver la rédution ontraire, puisque �[[*1S℄℄	t![[T ℄℄0 et [[N ℄℄0 ! [[N ℄℄1.Lemme 3.22 (invar_lamphi) L'invariant est préservé par rédution (pas de rédutiondans les substitutions) : M !�� N ^ M 2 I ) N 2 IPreuve Par réurrene sur M ! ��N . La seule règle qui qui rée des abstrations avefermetures est elle qui propage les substitutions à travers l'abstration pure, et elle-ivéri�e lairement l'invariant.Ce qui permet de onlure à la orretion de notre système de rédution par rapport au�-alul pur :



3.6. CORRECTION DE ��C PAR RAPPORT AU �-CALCUL 77Lemme 3.23 (lamphi_interp)M !�� N ^ M 2 I ) [[M ℄℄0 .�� [[N ℄℄03.6.3 Corretion des formes normalesNous avons prouvé que notre système permettait bien de aluler des réduits de termespurs. Il reste maintenant à prouver que l'on alule bien la forme normale, et en�n que notrestratégie termine (setion 3.6.4).Le shéma habituel de la preuve serait de montrer que notre alul permet de rendreompte de n'importe quelle �-rédution faite sur l'interprétation d'un terme M . Mais ein'est pas vrai dans notre alul. Tout e que nous pouvons prouver, 'est que s'il y a unradial dans l'interprétation, alors il y a un ��-radial dans M , mais il n'est pas sûr qu'ilexiste un réduit de M dont l'interprétation serait le réduit de l'interprétation de M .Cela signi�e que l'on ne peut pas implanter n'importe quelle stratégie du �-alul pur.Cela n'est pas grave, puisque tout e qui nous intéresse est de prouver que si [[T ℄℄1 ontientun radial, alors T aussi.Théorème 1 (nf_sound) [[T ℄℄1 .� u) 9U: T !�� UCe résultat assure que si l'on alule la forme ��-normale de T , son interprétation de niveau1 est une forme normale.3.6.4 Normalisation faiblePour montrer la normalisation de �� lorsque l'on ne réduit pas sous les substitutions,nous allons dé�nir une autre fontion d'interprétation [[℄℄�� .Dé�nition 3.24 (interp) On interprète un terme par la suite de ses interprétation deniveau i. La deuxième omposante servira à tenir ompte des �-rédutions (propagationdes substitutions). [[M ℄℄�� def� (i 7! [[M ℄℄i;M)Dé�nition 3.25 (prédiat ord) On ordonne es interprétations selon l'ordre lexiogra-phique (voir l'annexe A pour une dé�nition de �Ri ).(f1;M) <<i (f2; N) def� (f2 �.�i f1) _ ((8k: f2(k) .�� f1(k)) ^N ![�℄ M)Un élément (f;M) est aessible pour <<i à partir du moment où tous les fj tels que j < isont aessibles pour .�1� (i.e. ils sont fortement normalisables), en utilisant le résultat A.3.Il nous reste à trouver, pour tout terme M une borne i pour lequel <<i déroît stritementpour toute rédution d'un de ses réduits. Le lemme 3.21 va nous aider. On peut en déduireque les �-rédutions font déroître n'importe quel <<i (selon la deuxième lause, à partirdu moment où M est invariant). Il su�t de trouver un majorant au nombre d'abstrationsdes réduits de M pour être sûr que toutes les ��-rédutions feront déroître stritementl'interprétation (selon la première lause).Dé�nition 3.26 (maj_depth) Nous dé�nissons les niveaux d'interprétations idempotentsomme la hauteur maximale (en ne omptant que les abstrations, notation jtj�) que peutavoir un réduit. Cette dé�nition onerne les termes purs.



78 CHAPITRE 3. RÉDUCTIONMaj(t) def� �n �� 8u: t .�� u ) juj� � n	jnj� = 0 j(m n)j� = max(jmj�; jnj�) j�tj� = 1 + jtj�On appelle es entiers les niveaus d'interprétations idempotents ar on peut montrer quepour tout terme M , si m et n appartiennent à Maj([[M ℄℄0), alors [[M ℄℄m = [[M ℄℄n.Lemme 3.27 (maj_depth_ex) Pour tout terme pur fortement normalisable, et ensemblen'est pas vide, puisque es termes ont un nombre �ni de réduits.8t 2 SN �: 9n: n 2 Maj(t)Lemme 3.28 (sn_intf) Tout terme invariant M tel que son interprétation est aessiblepour l'ordre onsidéré à un rang idempotent est fortement normalisable :n 2 Maj([[M ℄℄0) ^ [[M ℄℄�� 2 A<<n+1 ^ M 2 I )M 2 SN ��Preuve Il su�t de montrer que haque pas de ��-rédution fait déroître l'ordre enquestion, e que nous avons déjà prouvé.Théorème 2 (sn_invar) Terminaison du système (auun pas de rédution dans les sub-stitutions) : I � SN ��Preuve Il su�t d'utiliser le lemme préédent. Le fait que M est invariant nous assure que[[M ℄℄0 est fortement normalisable, et don il existe un niveau d'interprétation idempotentpour M . Le lemme A.3 permet de onlure puisque nous pouvons prouver que pour tout i,l'interprétation [[M ℄℄i est aessible pour .�1� .3.6.5 Résultat prinipalIl nous reste à justi�er que pour normaliser un terme pur t, il su�t de prendre l'inter-prétation de rang 1 de la forme normale de [id℄t. En e�et, le terme de départ s'interprètebien par t :Lemme 3.29 (intf_id) [[[id℄t℄℄i = tPreuve On prouve en fait que [[[*nid℄t℄℄i = t, par réurrene sur t, sinon le as de l'abs-tration ne passe pas la réurrene.Lemme 3.30 (init_invar) Le terme [id℄t véri�e l'invariant à partir du monment où t estfortement normalisable : t 2 SN � ) [id℄t 2 IOn a montré que ��� simulait la �-rédution, don la forme ��-normale de [id℄t est unréduit de t. De plus, il est en forme �-normale ar s'il se réduisait, le terme T serait lui aussirédutible (lemme 1), e qui est absurde. On sait de plus que le terme T ne ontient plusauune fermeture : il ne reste don plus qu'à aluler les reloations grâe à [[℄℄1.Algorithme 3.31 (redution_funtion) Si on a un algorithme de normalisation des ter-mes normalisables pour ���, alors on peut en déduire un algorithme de normalisation destermes purs fortement normalisables.8T 2 SN ��: 9?U: T !�� U ^ U 2 NF��) 8t 2 SN � : 9?u: t .�� u ^ u 2 NF�



3.7. DESCRIPTION DE LA MACHINE ABSTRAITE 79Il est très faile d'érire un algorithme pour ��-normaliser les termes puisque �� est unsystème de premier ordre : on détete les radiaux par simple �ltrage, et les réduits peuventse aluler de manière atomique (en temps onstant). Nous n'avons pas à nous souier de laterminaison puisque nous ne réduisons que des termes fortement normalisables (en exluantles rédutions sous les substitutions).Dans la setion suivante, on va dérire omment est implanté la fontion de normalisationdes termes ave fermetures. La di�ulté sera de produire une fontion réursive terminale,et de gérer le partage à l'aide d'e�ets de bord.3.7 Desription de la mahine abstraiteNote : ette setion, qui dérit plus préisément l'implantation qui se trouve en an-nexe B.6, mérite d'être améliorée. Les détails des mahines qui y sont présentées sont sus-eptibles d'être légèrement modi�ées.3.7.1 Parours réursif terminal des termesOn va devoir érire des fontions qui parourent des termes. La solution la plus simpleest d'utiliser la réursivité, mais e n'est pas très bon vis-à-vis de la pile. Il est en généralmeilleur d'érire des fontions réursives terminales, qui peuvent être ompilées de façon àne pas onsommer de plae sur la pile. En fait, ela revient à remplaer la pile d'appelsréursifs par une struture appelée zipper (voir [33℄).Dé�nition 3.32 Nous dé�nissons le type des ontextes de termes. Dans le as des zippers,le hemin part de l'ourrene et se dirige vers la raine.Z := 2 j �hS;ti2 ::Z j (2 � T ) ::Z j (T � 2) ::Z j"n2 ::ZLe zipper indique où on se trouve dans le terme (une autre façon est de onsidérer qu'ilpermet de reonstruire le terme entier) : 2 signi�e qu'on est au sommet, (2 � T ) ::Z signi�equ'on est desendu à gauhe d'une appliation dont le sous-terme droit est T , et que etteappliation est elle même dans le ontexte Z.On interprète un zipper par une fontion qui reonstruit un ertain ontexte autour d'unterme M : [[2℄℄(M) = M[[�hS;ti2 ::Z℄℄(M) = [[Z℄℄(�hS;tiM)[[(2 �N) ::Z℄℄(M) = [[Z℄℄((M �N))[[(N � 2) ::Z℄℄(M) = [[Z℄℄((N �M))[["n2 ::Z℄℄(M) = [[Z℄℄("nM)Les zippers permettent de faire des parours réursifs terminaux des termes. Commepremier exemple, les règles de transition de la �gure 3.7 permettent de faire une opied'un terme, en parourant les arbres de la gauhe vers la droite. Pour faire une opie d'unterme t, il su�t de faire toutes les transitions possibles à partir de (t;2), le parours étantdéterministe. La �èhe indique si nous sommes en train de desendre ou remonter dans leterme.Un exemple plus intéressant est la tradution �nale des termes ave shifts expliites versla struture des termes purs. On adapte la mahine préédente sur plusieurs points :



80 CHAPITRE 3. RÉDUCTION(#; (A � B); Z) ! (#; A; (2 �B) ::Z)(#; �hS;tiT; Z) ! (#; T; �hS;ti2 ::Z)(#; 0; Z) ! ("; 0; Z)("; T; (2 � B) ::Z) ! (#; B; (T �2) ::Z)("; T; (A � 2) ::Z) ! ("; (A � T ); Z)("; T; �hS;ti2 ::Z) ! ("; �hS;tiT; Z)Fig. 3.7: Parours réursif terminal d'un terme(#; (L; (A � B)); Z) ! (#; (L;A); (2 � (L;B)) ::Z)(#; (L; �hS;tiT ); Z) ! (#; (*L; T ); �hS;ti2 ::Z)(#; (L; "kT ); Z) ! (#; (LÆ"k; T ); Z)(#; (L; 0); Z) ! ("; L(0); Z)("; t; (2 � (L;B)) ::Z) ! (#; (L;B); (t � 2) ::Z)("; t; (a �2) ::Z) ! ("; (a t); Z)("; t; �hS;t0i2 ::Z) ! ("; �t; Z)Fig. 3.8: Calul des reloations expliites� on ajoute un argument supplémentaire aux termes : 'est la omposition des reloationsrenontrées depuis le sommet du terme ;� le zipper ontient des données de types hétérogènes ar on a en entrée un terme et unereloation, alors qu'en sortie, on a un terme pur. Quand on desend à gauhe d'uneappliation, on n'a pas enore relogé le terme de droite, don on met dans le zipperle terme et la reloation. Quand on redesend à droite, on a déjà relogé le sous-termegauhe, don on met e terme relogé dans le zipper.Ces modi�ations donnent lieu à la délaration de type stk de l'annexe B.5.Cela nous donne la mahine de la �gure 3.8 (voir la fontion to_lambda, annexe B.6).Les reloations sont des fontions des entiers vers les entiers dont les opérations sont dé�niespar : *L(0) = 0*L(k+1) = 1 + L(k)LÆ"k (n) = L(k + n)id(n) = nOn démarre ave (#; (id;M); 2), et si le terme ne omporte auune fermeture, la mahines'arrête dans l'état ("; t; 2), t étant le résultat reherhé. Si le terme initial ontient desfermetures, la mahine se bloque. Elle est ensée n'être appelée que lorsqu'on a terminé



3.7. DESCRIPTION DE LA MACHINE ABSTRAITE 81la rédution, et alors il n'y a plus de fermetures dans le terme : il ne reste plus que lesopérateurs du �-alul et les shifts.3.7.2 Les mahines abstraitesLe prinipe de la mahine est de partir du sommet du terme, ave le zipper 2. Ondesend dans le terme, en aumulant les arguments des appliations dans le zipper à l'aidedu onstruteur (2 � T ), et en réduisant les radiaux renontrés, omme ela se fait ave lamahine de Krivine. Lorsqu'on arrive à une feuille en forme normale, on essaie de reonstruirele terme. Sauf si l'un des voisins n'est pas enore normalisé, auquel as on reommene avee terme. À la �n, on se retrouve au sommet du terme. Comme nous n'avons reonstruitque des termes en forme normale, nous savons que nous avons alulé la forme normale duterme initial.L'état de la mahine KLN est un ouple formé d'un terme et d'un zipper. On ra�neun peu en séparant le as où le terme est une fermeture (e qui nous évite d'allouer unefermeture que nous déomposons immédiatement après). La onséquene est l'introdutiond'une autre mahine KLNT, dont l'état est un triplet (substitution, terme pur, zipper). Nousavons vu que l'on avait besoin de rajouter un booléen (la �èhe dans les exemples préédents)indiquant si l'on est en train de remonter ou de desendre. Cela se fait en introduisant enoreune autre mahine ZIP servant à remonter dans le terme, alors que KLN et KLNT serventà desendre.Nous allons présenter les transitions de la mahine KLN, qui alule la forme normale detête faible d'une fermeture. Il y a trois types de transitions : elles qui font de la � rédution,elles qui font avaner les substitutions, et elles qui font avaner dans le parours du terme.Comme pour la mahine KN de Crégut, nous faisons l'optimisation de ne jamais enfermerune simple variable dans une fermeture, en allant diretement herher la valeur dans lasubstitution. Non seulement ela améliore la omplexité en temps, omme nous l'avons déjàremarqué, mais en plus ela permet au GC d'Objetive Caml de mieux travailler, puisqu'aulieu d'avoir une fermeture qui ontient un pointeur vers la substitution entière, nous n'avonsqu'un pointeur vers l'un des éléments de la susbstitution. La dé�nition de ette fontion estla suivante : hm;S; �ti = "m[S℄�thm;S; (M N)i = "m[S℄(M N)hm; id; ni = "m+n0
m; "kS: T; 0� = "mT
m; "kS: T; n+1� = hm+ k; S; niL'entier sert à aumuler les reloations pour éviter d'engendrer plusieurs shifts, qu'il faudraensuite simpli�er.La première règle de KLN (�gure 3.9, les règles se lisant omme un �ltrage) donne lamain à KLNT lorsque l'on arrive sur une fermeture. Les quatre règles suivantes gèrent ladesente dans le terme ave simpli�ation des reloations. Les deux dernières règles font la�-rédution, ave ou sans shift interalé. La mahine KLN s'arrête sur un terme normal ousur une abstration non appliquée.La mahine KLNT ne se bloque jamais, et elle �nit toujours par rappeler KLN. Les 2premières règles font la propagation de la substitution et donnent immédiatement la mainà KLN. La troisième règle traite le as des variables. L'expansion des variables a déjà ététraitée lorsque l'on rée une fermeture quelonque. Il su�t de s'en servir.



82 CHAPITRE 3. RÉDUCTION(S; �t; Z)klnt ! (�hS;ti 
0;*1S; t� ; Z)kln(S; (M N); Z)klnt ! (S; M; (2 � h0; S;Ni) ::Z)klnt(S; n; Z)klnt ! (h0; S; ni ; Z)kln([S℄t; Z)kln ! (S; t; Z)klnt("nT; "m2 ::Z)kln ! (T; "m+n2 ::Z)kln("0T; Z)kln ! (T; Z)kln("nT; Z)kln ! (T; "n2 ::Z)kln((M �N); Z)kln ! (M; (2 �N) ::Z)kln(�hS;tiT; (2 �M) ::Z)kln ! ("0S:M; t; Z)klnt(�hS;tiT; "n2 :: (2 �M) ::Z)kln ! ("nS:M; t; Z)klntFig. 3.9: Les mahines KLN et KLNTDans l'implantation, nous annotons nos termes ave un booléen indiquant si l'on a déjàatteint la forme normale d'un terme (voir plus bas), e qui évite de le reparourir pour s'enassurer. Cela donne lieu à des règles qui permettent de ouper ourt :((M �N); Z)kln !� ((M �N); Z)" si (M �N) normal(�hS;tiT; Z)kln !� (�hS;tiT; Z)" si T normal(M; (2 �N) ::Z)" !� ((M �N); Z)" si N normalOn pourrait véri�er que haune de es règles s'expanse en la suession de transitions dela mahine. Ce sont en quelque sorte des règles dérivées.Les règles dérites i-dessus permettent de aluler la forme normale de tête faible d'unterme (elle s'arrête sur les abstrations non appliquées et les variables libres). Pour pour-suivre de la rédution sous les abstrations, et initier la reonstrution du terme, nousintroduisons les règles : (�hS;tiT; Z)kln ! (T; �hS;ti2 ::Z)kln(0; Z)kln ! (0; Z)"(M; (2 �N) ::Z)" ! (N; (M � 2) ::Z)kln(M; (N � 2) ::Z)" ! ((N �M); Z)"(M; "k2 ::Z)" ! ("kM; Z)"(M; �hS;ti2 ::Z)" ! (�hS;tiM; Z)"La première règle (que l'on applique uniquement si Z 6= (2�M) ::Z 0 et Z 6="n2 :: (2�M) ::Z 0,auquel as on applique les règles du premier tableau) sert à desendre sous les abstrations.La troisième sert à normaliser le sous-terme droit d'une appliation une fois que le sous-terme gauhe a été normalisé sans faire apparaître d'abstration. En�n, les trois dernièresreonstruisent le terme, lorsque tous ses sous-termes ont été normalisés.



3.7. DESCRIPTION DE LA MACHINE ABSTRAITE 83On utilise l'interprétation suivante pour déduire la terminaison de l'algorithme à partirde la terminaison du alul de substitutions :[[(S; t; Z)klnt℄℄ = [[Z℄℄([S℄t)[[(M; Z)kln℄℄ = [[Z℄℄(M)[[(M; Z)"℄℄ = [[Z℄℄(M)Le résultat est que haque transition dérite dans ette setion orrespond soit à une rédu-tion de l'interprétation, soit à avaner dans le zipper. Comme e dernier ordre termine etommute ave la rédution de l'interprétation, notre algorithme termine.3.7.3 Implantation ave e�ets de bordL'implantation utilise le partage et fait des e�ets de bord. Une autre amélioration onsisteà annoter haque n÷ud du terme ave l'état du terme orrespondant : en forme normale,ou suseptible d'être réduit. Voir le soure omplet, annexe B.6 (moins de 200 lignes, toutompris).Dé�nition 3.33 Termes modi�ables (le #) ave reloations et substitutions expliites :T := #a=(T0; F )T0 := 0 j �hS;tiT j (T � T 0) j"nT j [S℄tS := id j S: T j"nS j*nSave n 2 N et F 2 fRed;Normg.Red signi�e que le terme peut ontenir des radiaux, et Norm qu'il est en forme normale.Pour modéliser les termes sur lesquels on peut faire des e�ets de bord, nous introduironsdes notations pour les pointeurs : #a= (T; F ) désigne l'adresse a, dont le ontenu est lapaire (T; F ). L'expression a := (T; F ) est l'a�etation du terme T à l'adresse a.Il su�t d'ajouter les règles suivantes à KLN (KLNT est inhangée) :(#a=(M; Red); Z)kln ! (M; #a ::Z)kln si M 6= �(#a=(�hS;tiT; Red); Z)kln ! (�hS;tiT; Z)kln(#a=(M; Norm); Z)kln ! (M; Z)kln(M = �hS;tiT; #a ::Z)kln ! (M; Z)kln a := (M; Red)(M = �hS;tiT; "k2 ::#a ::Z)kln ! (M; "k2 ::Z)kln a := ("kM; Red)(M; #a ::Z)" ! (M; Z)" a := (M; Norm)Lorsque l'on déréferene un terme qui n'est pas enore en forme normale de tête faible,on insère une marque de mise à jour dans le zipper, omme ela est fait dans la thèse deCrégut [17℄.On n'engendre une marque de mise à jour uniquement lorsque le terme peut ne pas êtreen forme normale de tête. Dès que la mahine KLN obtient une forme normale de tête, i.e.une abstration ou une variable, on e�etue les mises à jour. Ainsi, on est ertain de ne pasfaire plus de mises à jour que l'on ne rée de fermetures (e qui est loin d'être le as dansl'implantation atuelle).



84 CHAPITRE 3. RÉDUCTIONQuelques variantesLes modi�ations à apporter au ode orrespondant aux variantes dérites dans ettesetion se trouvent dans l'annexe B.5.1.Nous remarquons que la orretion ne repose pas sur le fait qu'il y a partage. Seulel'e�aité en dépend. Si l'on supprime les mises à jour, l'algorithme reste orret. On peutommuter vers une version totalement fontionnelle en ne modi�ant que très peu de ode.Si l'on supprime les e�ets de bords, on réduit selon une stratégie d'appel par nom.Une autre variante d'implantation serait d'utiliser les weak pointers d'Objetive Caml (leGC s'autorise à libérer la mémoire oupée par des strutures référenées uniquement pares weak pointers) pour les marques de mises à jour stokées dans la pile (le zipper). En e�et,si une référene n'est présente que dans la pile, il est inutile de la mettre à jour, puisqu'auunautre sous-terme n'est suseptible d'en pro�ter. Les weak pointers nous dispensent en quelquesorte d'érire un GC à l'intérieur de notre interpréteur en utilisant elui d'Objetive Caml.Dans l'exemple de la multipliation d'entiers de Churh, sur ertaines exéutions, plusde 85% des mises à jour faites sans ette modi�ation peuvent être évitées. Ce hi�re estsuseptible de varier d'une exéution à l'autre puisque le omportement du GC n'est pasdéterministe.Bien que ette modi�ation permette de faire beauoup moins de mises à jour et demieux gérer l'oupation mémoire, l'algorithme s'avère plus lent ar ela requiert toujoursun test supplémentaire pour savoir si le pointeur est toujours valide et doit être mis à jour.En revanhe, lorsque l'exéution requiert un espae mémoire important, ette optimisationpeut être utile. Il pourrait être très avantageux de faire une analyse préliminaire du terme ànormaliser pour déterminer les sous-termes qui ne sont pas partagés et pour lesquels il estinutile de faire de mise à jour. Le problème est que ela risque de ompliquer l'implantation,et ela nous rapprohe de la ompilation.3.8 ConlusionsOn a essayé de présenter de manière modulaire un système simple, mais prohe del'implantation. En partiulier, nous avons herhé au maximum à séparer la dé�nition d'unsystème de fermetures de son implantation. Même dans la desription de l'implantationà l'aide de mahines à environnement, nous avons d'abord présenté des règles totalementfontionnelles, e qui donne lieu à une implantation dont la preuve de orretion faite danse hapitre s'applique formellement.Les optimisations habituelles, et qui rendent le système vraiment e�ae, se sont gre�éesa posteriori. Cela n'est pas tout à fait exat historiquement, puisque l'implantation fon-tionnait par e�et de bord dès ses premières versions. En revanhe, le parours exlusivementréursif terminal des termes n'est pas enore implanté dans le système Coq, et laisse espérerenore une amélioration de l'e�aité de la rédution pour les prohaines versions de Coq.Un point important lors du développement de l'implantation est que l'on a toujourstenu à e que le système soit orret indépendemment de l'utilisation d'e�ets de bords quidonnent lieu à des preuves de orretion plus omplexes, et souvent dépendantes du langagede programmation employé.La preuve de orretion et de terminaison par rapport au �-alul fait appel à des teh-niques de preuve qui mériteraient d'être simpli�ées. Il serait intéressant de voir ommentadopter la présentation uniforme des preuves de orretion exposée dans [29℄. Nous renon-trons tout de même un sérieux problème pour dé�nir la fontion de déompilation, du faitdu dédoublement de l'abstration.



3.8. CONCLUSIONS 85C'est un système qui semble avoir des qualités pour e�etuer des aluls, mais on ne peutpas vraiment s'en servir pour représenter les termes d'un véri�ateur de preuves généralisteà ause des shifts expliites qui rendraient la vie impossible lorsque l'on veut faire du �ltragesur les termes.
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Chapitre 4Systèmes de Types PursNous allons maintenant aborder la partie entrale de notre objetif, à savoir formaliserle noyau d'un système de preuves. Nous rappelons qu'il s'agit essentiellement de prouver ladéidabilité du typage du système de type souhaité, e que nous n'avons pas enore hoisi.Le formalisme doit être su�samment puissant pour exprimer les arguments logiques ou-rants en mathématiques (raisonnements par réurrene, et.), mais e système doit pouvoirs'implanter de manière e�ae et être assez ommode d'utilisation pour ne pas dérouter sesutilisateurs. Comme nous voulons l'étudier formellement, il faut aussi qu'il ne soit pas tropomplexe de présentation.Les systèmes de types purs, que nous avons présenté setion 2.2.3 sont un assez bonompromis entre tous es ritères. Ils permettent d'exprimer des logiques d'ordre supérieur,éventuellement imprédiatives (e qui permet de dé�nir quelques strutures de donnéessimples), et leur présentation est très onise. Les aniennes versions de Coq rentrent danse adre. Ces systèmes se prêtent bien à la formalisation. Les travaux de Pollak sur e sujeten témoignent [56, 58℄.Notre démarhe onsistera à étendre es résultats en dé�nissant et formalisant une nou-velle lasse de systèmes de types, enore plus vaste que les PTS, et possédant don plus deparamètres. L'idée est de généraliser la règle de onversion en paramétrant par la relationutilisée pour la onversion. La première utilité de e paramétrage est de permettre plus fai-lement l'ajout de la Æ-rédution dans le langage. La Æ-rédution onsiste à remplaer le nomd'une onstante par sa dé�nition. On omet souvent ette règle dans les études théoriquesen disant simplement que l'on travaille toujours sur les formes totalement expansées. Celan'est pas un argument en pratique, puisque l'expansion de toutes les dé�nitions serait trèsine�ae, et nous obligerait à revéri�er la validité de es dé�nitions à haque utilisation.Mais il est possible de généraliser en onsidérant la règle de onversion omme une règleintroduisant du sous-typage dans le système (voir �n de setion 2.2, page 27). Dans son étudedes PTS, Pollak avait remarqué que beauoup de résultats ne faisaient appel qu'à très peude propriétés de la �-rédution. En partiulier, la symétrie de ette relation ne servait quetrès peu. Nous allons préiser e point en déterminant des onditions que devra véri�er notreparamètre supplémentaire, que nous n'appellerons plus règle de onversion, mais règle desous-typage. C'est pourquoi la lasse de systèmes que nous dé�nissons ii s'appelle Systèmesde Types Purs ave Sous-Typage.Le fait d'introduire le sous-typage ne sera pas beauoup exploité dans ette thèse. Laprinipale utilisation sera de prendre en ompte la umulativité, qui permet d'inlure dessortes les unes dans les autres, ainsi que le marquage des types indutifs a�n d'assurer laterminaison des fontions dé�nies par point �xe.89



90 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSLorsque nous aurons terminé ette étude et déterminé des onditions que doit véri�erle sous-typage pour préserver la déidabilité du typage de nos systèmes, nous développe-rons quelques exemples d'instantiation possible du sous-typage. Le premier exemple sera del'instanier par la fermeture ré�exive symétrique transitive et ongruente (i.e. la rédutionpeut avoir lieu dans n'importe quel sous-terme) d'une règle de rédution. Un autre exempleintroduira les systèmes de types umulatifs, où le sous-typage est la règle de umulativité,qui sera paramétrée par la règle de rédution que l'on souhaite onsidérer (�, Æ ou autres).Là enore nous établirons des onditions à véri�er pour assurer la déidabilité du typage.4.1 MéthodologieNous allons onevoir notre développement en Coq1 omme nous faisons les preuves,'est-à-dire de manière dirigé par le but. Nous détaillerons la manière de développer lespreuves lorsque nous prouverons la déidabilité du typage. Pour l'instant, nous en donneronssimplement un aperçu.La méthode habituelle lorsque l'on attaque une formalisation est de ommener par dé-�nir toutes les omposantes du système, puis de prouver les résultats métathéoriques dansl'ordre diret, i.e. que haque théorème repose sur des résultats déjà démontrés. L'idée iiest de s'attaquer immédiatement au théorème que nous souhaitons prouver. Dans notre as,il s'agit de la déidabilité du sous-typage, ou plus préisément la spéi�ation du noyaude notre système de preuves. La preuve ne peut évidemment pas être omplétée, mais ellepermet de dégager les théorèmes plus simples à prouver, que nous admettons dans un pre-mier temps. Cela permet de bouler la preuve du théorème prinipal modulo d'importanteshypothèses. Nous ra�nons ensuite es hypothèses pas à pas. C'est en ela que l'on reproduitau niveau du développement e que que nous faisions déjà au niveau des preuves grâe auxtatiques.Lorsque l'ensemble d'hypothèses faites (logiques ou algorithmiques) forme un ensembleohérent, nous les regroupons tout simplement au sein d'une struture, et les preuves faitesjusqu'ii forment un fonteur transformant des strutures élémentaires en strutures plusomplexes, ultimement le noyau. Cela permet de produire une preuve modulaire dont lesstrutures réées forment des interfaes à instanier. Cela permet de dégager l'arhiteturenon seulement de l'implantation, mais aussi de sa preuve de orretion. La onstrution duprogramme n'est alors qu'un simple emboîtement de es di�érents fonteurs.L'un des inonvénients de la méthode des preuves dirigées par le but est que si l'onn'emploie pas les bonnes tatiques, on peut se retrouver dans une impasse, i.e. ave un sous-but impossible à prouver (e qui n'implique pas néessairement que le but initial ne l'estpas). Il se produit le même phénomène ave notre méthode.Un danger qui nous guette est de ne pas se rendre ompte qu'une des hypothèses estinompatible ave les autres. Si l'on est un minimum vigilant, il arrivera rarement que l'onfasse une hypothèse qui soit absurde en elle-même, mais il peut arriver qu'une hypothèse soitinompatible ave les autres, 'est-à-dire que la onjontion des hypothèses faites devientabsurde. Le problème est que l'on peut ne pas se rendre ompte immédiatement de etteinohérene, et 'est uniquement au moment où l'on voudra instanier la struture que nousnous rendrons ompte de l'impossibilité de la tâhe.Un bon moyen d'éviter ette mésaventure est de toujours travailler ave un modèle entête. Dans notre as, sahant que notre lasse de systèmes inlut le Calul des Construtions,ou le Calul des Construtions Étendu qui ont déjà été formalisés, il est su�sant de toujours1Le développement orrespondant à e hapitre est disponible à partir de l'URL http://pauilla.inria.fr/~barras/pts_proofs.



4.2. DÉFINITION DU SYSTÈME 91s'assurer que l'hypothèse que l'on veut rajouter s'applique e�etivement au système de typesqui sert de modèle. De ette manière, nous ne pouvons éhouer, et nous sommes sûrs quenous �nirons par dégager des onditions satis�ables. Dans le pire des as, nous aurons à nousrestreindre de manière tellement drastique que seul notre modèle satis�era les onditions.Cela peut être onsidéré omme un éhe de la méthode et il serait alors préférable d'adopterun style de présentation diret.Il peut enore nous arriver quelques désagréments : il se peut qu'on fasse des suppositionsqui soient vraies, mais à un endroit où il est di�ile de les prouver. Par exemple, un résultatomme la normalisation forte utilise en général l'auto-rédution. Si l'on se trouvait dans unesituation où le module ensé fournir le résultat d'auto-rédution néessite en entrée le résultatde normalisation forte (éventuellement de manière indirete), alors il serait di�ile d'utilisere module, puisqu'il faudrait d'abord prouver l'auto-rédution, puis la normalisation forte.L'appliation de fonteur permettrait alors d'avoir les résultats aompagnant elui d'auto-rédution, mais e dernier serait omplètement inutile puisqu'il avait fallu le prouver bienavant.Ce style de développement peut paraître un peu foré par moments, ar par séurité,nous avons fait ertaines parties du raisonnement de manière direte. Cela signi�e en faitque e raisonnement n'est ni pire, ni meilleur que le style habituel. Cependant, il peut êtreutile dans les as où l'on a déjà une preuve qu'on souhaite généraliser, omme 'était notreas ave CC et les PTS.4.2 Dé�nition du systèmeDans ette setion, nous dé�nissons une lasse de systèmes de types. Tout d'abord, ilfaut dé�nir le type des termes qui permettent d'érire les programmes, les propositions etles preuves ; il faut aussi dé�nir une opération partiulièrement importante : la substitution.Puis nous dérirons e que sont les paramètres de notre lasse, parmi lesquels la relationde sous-typage évoquée dans la présentation informelle de e début de hapitre. À partir dees paramètres, les règles de typage du système seront introduites.Seules des propriétés élémentaires des objets dé�nis seront énonées ii. Les résultatsmétathéoriques plus onséquents feront l'objet de la setion suivante.4.2.1 Syntaxe des termesComme dans les présentations ourantes des PTS, on n'introduit qu'une seule lassesyntaxique pour tous les objets de notre alul (preuves, propositions, programmes et types).Ces objets, que l'on appelle �-termes ar ils reprennent les onstruteurs du �-alul, sontreprésentés par des arbres ayant deux espèes de feuilles et trois espèes de n÷uds.L'une des espèes de feuilles est l'ensemble des sortes, le premier paramètre des PTS,noté Sort. Comme il a déjà été préisé, les sortes sont des types un peu partiuliers. La seulehypothèse que nous faisons sur et ensemble est que l'égalité de deux sortes est déidable,e qui ne servira que plus tard, lorsque nous voudrons démontrer la déidabilité du typagede notre système.Dé�nition 4.1 (type term) Un terme est une sorte, une variable, un produit, une abstra-tion ou une appliation. Plus préisément, le type des termes est dé�ni selon la grammairesuivante : T1; T2 : Term := s j \n j �T1: T2 j �T1: T2 j (T1 T2)ave s 2 Sort et n 2 N.



92 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSDans le développement formel en Coq, ette dé�nition s'érit à l'aide d'une délarationindutive similaire aux types onrets d'Objetive Caml :Indutive Set term :=Srt: sort->term| Ref: nat->term| Abs: term->term->term| App: term->term->term| Prod: term->term->term.Cette dé�nition orrespond en grande partie à e que nous avons vu setion 2.2.3 : nousretrouvons les sortes, le produit dépendant. La prinipale di�érene est l'absene de nom surles opérateurs lieurs (abstration et produit), ar nous avons opté pour une présentation ennotations de de Bruijn, omme dans la setion 2.4. Ainsi �A:M dénote une fontion dont ledomaine est le type A, et dont l'image est M , dans lequel la variable 0 est elle introduitepar ette abstration.Le hoix des indies de de Bruijn nous évite l'épineux problème des renommages. Le prixà payer semble moins grand ar au lieu d'avoir à se souier des renommages à haque foisque l'on fait une substitution, il su�t en général de montrer que l'on n'introduit que desnotions invariantes par renommage. En revanhe, la formalisation de Pollak [56℄ utilise lanotation ave noms. Rappelons que notre objetif est de formaliser une implantation, et queles notations de de Bruijn ont été onçues pour simpli�er le traitement par l'ordinateur desliaisons de variables, et que ela ne semble pas poser de problèmes d'e�aité. Notre hoixparaît don raisonnable.Pour dé�nir le jugement de typage, on aura besoin de garder les types des variables dansun ontexte. Le ontexte sert d'une part à dé�nir des objets globaux, omme les di�érentesonstantes de la théorie que l'on souhaite formaliser, et d'autre part à aumuler les variablesloales introduites par les lieurs.Dé�nition 4.2 (types del, env) Les délarations sont soit une variable dont on donnele type, soit une dé�nition, dont on donne la valeur et le type. Les ontextes sont des listesde délarations : Æ;  : Del := [T ℄ j [M :T ℄�;� : Ctx := [ ℄ j �Æave M;T 2 Term.Les notations utilisées seront les suivantes : j�j est la longueur de la liste �, �(n) désigne len-ième élément de �, le plus à droite ayant l'indie 0. Le type d'une délaration Æ sera notéÆ:t.Noter que bien que les ontextes permettent d'introduire des dé�nitions (où l'on donneun nom à un terme, ontrairement aux variables qui supposent qu'un type est habité),la syntaxe des termes ne permet pas de faire de dé�nitions loales, ar il n'y a pas deonstruteur omme le let ... in ... que l'on trouve dans les langages de programmationde la famille ML.4.2.2 SubstitutionÀ plusieurs reprises dans la suite de développement, nous ferons appel à la notion desubstitution, qui onsiste à remplaer toutes les ourrenes d'une variable par un terme.Comme nous avons hoisi une présentation basée sur des indies de de Bruijn, la substitutionfait elle-même appel à la reloation, qui onsiste à déaler les indies, pour éviter les aptures



4.2. DÉFINITION DU SYSTÈME 93Reloation Substitution"nk s = s sfknNg = s"nk \i = (\(i+n) si i � k\i si i < k \ifknNg = 8><>:\(i�1) si i > k"k0N si i = k\i si i < k"nk �T:M = � "nk T: "nk+1M (�T:M)fknNg = �TfknNg :Mfk+1nNg"nk (A B) = ("nk A "nk B) (A B)fknNg = (AfknNg BfknNg)"nk �T: U = � "nk T: "nk+1U (�T: U)fknNg = �TfknNg : Ufk+1nNgFig. 4.1: Dé�nition de la reloation et de la substitutionde variables qui auraient lieu lorsqu'un terme apparaît dans un ontexte di�érent de eluioù il apparaissait à l'origine.Dé�nition 4.3 (lift_re,lift,subst_re) La fontion de reloation d'un terme M den variables à partir du rang k est notée "nk M . Cette fontion augmente de n les variableslibres supérieures ou égales à k. La reloation au rang 0 sera notée "nM . La substitutiondans M de la variable k par le terme N est notée MfknNg. Les équations dé�nissant esfontions sont regroupées �gure 4.1.Dans la dé�nition formelle de la reloation qui suit, il faut indiquer au système que 'est unedé�nition réursive sur la struture du terme t, e qui garantit que l'on dé�nit une fontionqui termine. En termes mathématiques, ela signi�e que la fontion est totale.Fixpoint lift_re [n:nat; t:term℄: nat -> term :=[k℄Cases t of(Srt s) => (Srt s)| (Ref i) => (Ref Cases (le_gt_de k i) of(* k<=i *) (left _) => (plus n i)| (* k>i *) (right _) => iend)| (Abs a m) => (Abs (lift_re n a k) (lift_re n m (S k)))| (App u v) => (App (lift_re n u k) (lift_re n v k))| (Prod a b) => (Prod (lift_re n a k) (lift_re n b (S k)))end.La fontion le_gt_de est un théorème de la librairie standard de Coq qui permet deomparer deux entiers k et i : elle retourne soit left aompagné d'une preuve que k � i,soit right et une preuve que k > i.En observant le rang ave lequel sont faits les appels réursifs sur les sous-termes, on endéduit la manière dont sont liées les variables de de Bruijn. Ainsi, on voit que le produitet l'abstration lient une variable dans leur sous-terme droit (l'appel réursif se fait ave lerang k + 1), alors qu'ils n'en lient pas dans leur sous-terme gauhe (appel réursif ave k).L'appliation ne lie auune variable.Dé�nition 4.4 (lift_del,subst_del) Les opérations de reloation et de substitutions'étendent diretement aux délarations, et l'on utilisera les notations "nk Æ et ÆfknNg pourtoute délaration Æ.La reloation et la substitution véri�ent un ertain nombre de propriétés algébriques,omme par exemple la distributivité de la substitution sur elle-même.



94 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSLemme 4.5 Les opérations de reloation et de substitution ont les propriétés suivantes :"0kM = M"pi "nkM = "p+nk M si k � i � k + n"pi "nkM = "np+k "pi M si i � k("n+1k M)fpnNg = "nkM si k � p � n+ k"nk (MfpnNg) = ("nkM)fn+pnNg si k � p"np+k (MfpnNg) = ("np+k+1M)fpn "nkNgMfpnNgfp+nnPg = Mfp+n+1nPgfpnNfnnPggCes résultats bien onnus avaient déjà été prouvés sous ette forme par Huet dans [32℄, uneformalisation en Coq du �-alul pur.En utilisant le système de grammaires extensibles de Coq, on arrive à formuler les théo-rèmes de façon plus synthétique, et ave des notations assez prohes des notations infor-melles. Ainsi, on pourra érire :Lemma ommut_lift_subst_re: (n:nat; N,M:term; p,k:nat)(le k p)->[: ^(n/k){p:=N}M :℄=[: {!plus n p!:=N}^(n/k)M :℄.Les délimiteurs [: :℄ et ! ! servent à passer de la notation Coq habituelle à la notationspéi�que et réiproquement.En notation Coq standard, e lemme serait formulé ainsi :Lemma ommut_lift_subst_re: (n:nat; N,M:term; p,k:nat)(le k p)->(lift_re n (subst_re N M p) k)= (subst_re N (lift_re n M k) (plus n p)).Il existe des opérations symétriques de la reloation et de la substitution pour les ontex-tes, mais elles-i ne sont pas totales, puisqu'il n'est pas possible d'insérer une délarationà un rang supérieur à la longueur du ontexte. Formellement, nous dé�nissons une fon-tion partielle à l'aide d'une relation (fontionnelle) qui assoie à un ontexte son image parreloation.Dé�nition 4.6 (prédiat ins_in_env) L'insertion d'une délaration Æ dans un ontexteest une fontion partielle dont le graphe est la plus petite relation lose par appliation desdeux lauses suivantes :(Ins-0) InsInEnv(�0; Æ; 0;�0;�0Æ) (Ins-S) InsInEnv(�0; Æ; n;�;�0)InsInEnv(�0; Æ; n+1;�Æ0;� "1n Æ0)Un prédiat peut se dé�nir en Coq grâe à une fontion qui retourne une proposition. Il esten général plus ommode d'utiliser les prédiats indutifs, e qui permet de proéder ommeen Prolog. La orrespondane entre la dé�nition mathématique i-dessus et la délarationsuivante est assez �agrante.Indutive ins_in_env [g:env; d1:del℄: nat->env->env->Prop :=ins_O: (ins_in_env g d1 O g (ons d1 g))| ins_S: (n:nat)(e,f:env)(d:del)(ins_in_env g d1 n e f)->(ins_in_env g d1 (S n) (ons d e) (ons (lift_del (S O) d n) f)).



4.2. DÉFINITION DU SYSTÈME 95Pour omprendre ette dé�nition, on peut dire que InsInEnv(�0; Æ; n;�;�0) signi�e que�0 est le ontexte � dans lequel on a inséré la délaration Æ au rang n, �0 étant le ontextedans lequel se trouve inséré Æ.Cette opération est symétrique de la reloation au sens où si un terme M est dé�ni dansle ontexte �, et que InsInEnv(�0; Æ; k;�;�0), alors pour éviter les aptures de variable, Mdevra être relogé en "1kM lorsqu'il apparaît dans le ontexte �0.Informellement, il est peut-être plus simple de séparer la reloation des délarations etl'insertion proprement dite. Ainsi, pour un ontexte �0�, l'insertion au rang k = j�j deÆ pourra se noter �0Æ(�+), la reloation d'une portion de ontexte �+ se dé�nissant parréurrene sur la longueur de � :[ ℄+ = [ ℄ (�Æ)+ = �+ "1j�j ÆPour dé�nir la substitution dans un ontexte, il faut prendre garde lorsque l'on substitueune variable dont la délaration est une dé�nition. En e�et, la délaration [M :T ℄ signi�eque la variable a déjà une valeur. Il serait inohérent d'autoriser à substituer ette variablepar autre hose que M . On dé�nit l'ensemble des valeurs par lesquelles une variable peutêtre substituée :Dé�nition 4.7 (prédiat val_ok) Un axiome peut être substitué par n'importe quel ter-me, alors qu'une dé�nition ne peut l'être que par la valeur qui lui est a�etée dans le ontexte.ValOk(Æ) def� (Term si Æ = [T ℄fMg si Æ = [M :T ℄On dira que M est une valeur adaptée à Æ.Cette notion est non typée. Une version typée serait qu'on ne peut substituer un axiomeque par un terme dont le type est T . Cei sera établi par le lemme de substitution. Commenous n'avons pas enore dé�ni le typage, nous nous ontenterons de ette version non typée.Dé�nition 4.8 (prédiat sub_in_env) Comme pour la reloation, la substitution dans unontexte est dé�nie formellement à l'aide de deux lauses :(Sub-0) N 2 ValOk(Æ)SubInEnv(�0; Æ;N; 0;�0Æ;�0)(Sub-S) SubInEnv(�0; Æ;N; k;�;�0)SubInEnv(�0; Æ;N; k+1;�;�(fknNg))La proposition SubInEnv(�0; Æ;N; k;�;�0) signi�e que �0 est égal au ontexte � dans lequelon a substitué la k-ième variable (dont la délaration est Æ) par N . �0 est le ontexte de Æ.Autrement dit, ela signi�e que N est une valeur orrete pour la délaration Æ et qu'ilexiste une portion de ontexte � de longueur k telle que � = �0Æ� et �0 = �(� fNg), ladé�nition de � fNg étant :[ ℄ fNg def� [ ℄ (�Æ) fNg def� � fNg (Æfj�jnNg)4.2.3 Règles de sous-typage abstraitesDans les présentations habituelles, on dé�nit ensuite le jugement de onvertibilité ou desous-typage à partir de la �-rédution. Dans ette présentation, on ne �gera pas tout de suitela règle de sous-typage employée. On raisonnera sur une relation de sous-typage abstraite,



96 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSen introduisant un nouveau paramètre. Cela nous permettra de mettre en évidene et demieux omprendre les propriétés importantes que doit véri�er e nouveau paramètre.Néanmoins, il est important d'avoir en tête e par quoi on veut instanier e paramètrepour être ertain que l'on pourra bien le faire le moment voulu. Habituellement, la relationde onversion ou de sous-typage est binaire : A � B indique que A est un sous-type de B. Sinous voulons pouvoir traiter le as de Æ-rédution (le remplaement d'une onstante par sadé�nition), il est néessaire que ette relation dépende aussi du ontexte, là où sont rangéesles dé�nitions.Une règle de sous-typage est une relation ternaire R dont le domaine est Ctx�Term�Term et véri�ant quelques onditions que nous allons dé�nir. L'expression R(�; A;B) si-gni�e que dans le ontexte �, le type A est plus petit que B, au sens de R.Comme il vient d'être dit, n'importe quelle relation n'est pas une règle de sous-typage.Les deux premières propriétés requises sont que le sous-typage doit être stable par reloationet par substitution. Intuitivement, si A est un sous-type de B, alors "nk A doit aussi être unsous-type de "nk B, et AfknNg un sous-type de BfknNg. La dé�nition formelle est un peuplus omplexe ar il faut tenir ompte des reloations et substitutions dans le ontexte.Dé�nition 4.9 (prédiat R_lift) Une relation R est stable par reloation si R est pré-servé par ajout de nouvelles délarations dans le ontexte :Rlift def� nR ��� 8�;�; Æ; A;B:R(��; A;B) ) R(�Æ(�+); "1j�jA; "1j�jB)oDé�nition 4.10 (prédiat R_rt) On note R� la fermeture ré�exive transitive de la rela-tion R ; elle est dé�nie par les règles suivantes :R(�; A;B)R�(�; A;B) R�(�; A;A) R�(�; A;B) R�(�; B; C)R�(�; A; C)Dé�nition 4.11 (prédiat R_subst) Une relation R est dite stable par substitution si Rest préservé par substitution par une valeur adaptée :Rsubstwk def� (R ����� 8�;�;Æ; A;B:8M 2 ValOk(Æ):R(�Æ�; A;B) ) R�(�(� fMg); Afj�jnMg ; Bfj�jnMg))Pour justi�er l'utilisation de R� dans ette dé�nition, on peut prendre omme exemple laÆ-rédution. Dans un ontexte où la variable 0 est dé�nie ave la valeurM , on a la rédutionsuivante : [M :T ℄ ` \0!Æ"1MMais si l'on substitue la variable 0 par M , la rédution ne se fait plus en un pas, mais enzéro : [ ℄ `M !Æ MEn revanhe, on verra que Æ véri�e bien la ondition Rsubstwk.Dé�nition 4.12 (prédiats red_del,R_in_env) Un ontexte � est plus petit que �0, equi sera noté (�) R (�0), si l'un des types de � est un sous-type de son orrespondant dans�0. R(�; A;B)(� [A℄) R (� [B℄) R(�; A;B)(� [M :A℄) R (� [M :B℄) (�) R (�0)(�Æ) R (�0Æ)



4.2. DÉFINITION DU SYSTÈME 97La propriété (�) R (�0) signi�e que pour un ertain rang n, on a R(�0;�(n):t;�0(n):t), �0étant le ontexte de la n-ième délaration (i.e. le plus grand pré�xe de � ne ontenant pas�(n)). Les autres délarations et les valeurs assoiées aux variables sont inhangées. Si Rest une relation de sous-typage, ela signi�e que � est égal à �0 dans lequel un des types devariables est plus petit au sens de R.La troisième propriété des règles de sous-typage est que le sous-typage ne peut pas dé-pendre des types présents dans le ontexte, mais uniquement des valeurs. On essaiera dera�ner la dé�nition de ette propriété dans le prohain hapitre, e qui devrait permettrede pro�ter de l'information qu'est le type d'une variable pour autoriser ertaines rédu-tions. Comme nous le verrons, si e ra�nement ne pose pas de problème partiulier pourla métathéorie élémentaire, il en va autrement quand il s'agit de prouver la déidabilité desjugements.Dé�nition 4.13 (prédiat R_stable_env)Rstable def� fR j 8R0;�;�0; A;B: R(�; A;B) ^ (�0) R0 (�) ) R(�0; A;B)gLa dé�nition i-dessus est imprédiative puisqu'elle utilise une quanti�ation sur toutes lesrelations R0. Celle-i est en fait inutile puisque (�0) R0 (�) est monotone par rapport à R0.On obtiendrait une dé�nition équivalente en onsidérant uniquement la relation toujoursvraie pour R0.Certains lemmes porteront sur des relations qui ne véri�ent que ertaines de es pro-priétés, mais les théorèmes importants ne feront pas autant de détails et porteront sur desrelations véri�ant es trois propriétés.Dé�nition 4.14 (type Basi_rule) Une relation ternaire R est invariante si elle véri�eles trois propriétés i-dessus.BR def� Rlift \ Rsubstwk\ RstableIl est maintenant possible de dé�nir e qu'est une relation de sous-typage :Dé�nition 4.15 (type Subtyping_rule) Une relation invariante R est une règle de sous-typage si pour tout ontexte �, R partiellement appliquée à � est un préordre (i.e. une relationré�exive et transitive). SubRule def� fR 2 BR j R� � RgNous verrons que es onditions sont su�santes pour pouvoir prouver un ertain nombrede propriétés métathéoriques, omme les lemmes d'a�aiblissement, de substitution et laorretion des types. On remarquera tout d'abord une propriété des règles de sous-typage :Lemme 4.16 (sub_sort_env_indep) Soit R une règle de sous-typage. La restrition de Raux sortes est indépendante du ontexte :R(�; s1; s2)) R(�0; s1; s2)Preuve Si R(�; s1; s2), il su�t d'appliquer la propriété Rsubstwk pour haque variable de �,d'où R�([ ℄; s1; s2). R étant transitive, on a aussi R([ ℄; s1; s2). Il ne reste plus qu'à appliquerRlift pour déduire R(�0; s1; s2) pour n'importe quel ontexte �0.Dans e as, on se permettra de ne pas mentionner le ontexte.



98 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURS4.2.4 Jugements de typageComme pour les PTS, nous regroupons les paramètres de notre lasse de systèmes detypes dans une struture. Un PTS ave sous-typage aura les mêmes paramètres que les PTS,plus une règle de sous-typage.Dé�nition 4.17 (type PTS_sub_spe) La spéi�ation d'un PTS ave sous-typage est untriplet : h Axiom : P(Sort� Sort); (* Typage des sortes *)Rule : P(Sort� Sort� Sort); (* Formation des produits *)�: SubRule (* Règle de sous-typage *)iL'ensemble des spéi�ations de PTS ave sous-typage est noté PT S.La délaration orrespondante en Coq utilise les enregistrements, qui sont équivalents àdes types indutifs ave un seul onstruteur :Reord PTS_sub_spe: Type := {pts_axiom: (relation sort);pts_rules: sort->sort->sort->Prop;pts_le_type: Subtyping_rule}.En plus du type PTS_sub_spe, ette ommande dé�nit Build_PTS_sub_spe, qui onstruitune struture à partir de ses trois omposantes, ainsi que les trois projetions pts_axiom,pts_rules et pts_le_type qui extraient l'une des trois omposantes.Le premier paramètre des PTS, l'ensemble des sortes, à déjà été introduit. Ce paramètren'est pas inlus dans ette struture ar nous avons dû l'introduire avant de pouvoir dé�nirles termes. Comme la dé�nition d'une relation de sous-typage fait appel à elle des termes,il faudrait soit dé�nir les termes en même temps que la struture, soit dé�nir les termes demanière paramétrée par l'ensemble des sortes. La première solution serait très lourde ar enfait, toutes les dé�nitions vues préédemment se trouveraient mutuellement dépendantes. Ladeuxième solution semble aisée, mais formellement, il serait assez pénible de devoir rappelerle paramètre à haque n÷ud des termes.Nous rappellons rapidement e qui a déjà été dit setion 2.2.3 : Axiom est une relationqui indique quels sont les types des sortes (par onvention, les types des sortes ne peuventêtre que des sortes). Si (s1; s2) 2 Axiom, alors s1 a pour type s2. Rule indique omment seforment les produits. Si (s1; s2; s3) 2 Rule et les termes T et U ont pour type respetivements1 et s2, alors le type produit �T: U a le type s3.Dans tout le reste de e hapitre, nous travaillerons sur un PTS hAxiom;Rule;�i 2PT S. On notera � ` A � B au lieu de �(�; A;B). Il faut prendre garde au fait que larelation de sous-typage ne dépend pas du typage, ontrairement à ertaines présentationsde systèmes de types. Le jugement � ` A � B ne sous-entend pas que A et B soient bienformés. Bien entendu, un tel jugement n'aura de sens que lorsque A et B sont bien typés.Dé�nition 4.18 (prédiats wf, typ) Les jugements de typage des Systèmes de Types Pursave sous-typage sont dé�nis par les règles des �gures 4.2 et 4.3.Le jugment � ` se lit �le ontexte � est bien formé�, e qui signi�e qu'il assoie à haquevariable une délaration bien typée, 'est-à-dire dont le type est lui-même typé par unesorte. Le jugement � ` M : T signi�e que dans le ontexte �, le terme M a le type T , oude manière équivalente : sous les hypothèses �, M est une preuve de la proposition T .



4.2. DÉFINITION DU SYSTÈME 99
(WF-[ ℄) [ ℄ ` (WF-var) � ` T : s� [T ℄ ` (s 2 Sort)(WF-def) � `M : T � ` T : s� [M :T ℄ ` (s 2 Sort)Fig. 4.2: Règles de typage des ontextes

(Srt) � ` (s1; s2) 2 Axiom� ` s1 : s2 (Rel) � ` �(n) = Æ� ` \n : "n+1Æ:t(Prod) � ` T : s1 � [T ℄ ` U : s2� ` �T: U : s3 (s1; s2; s3 2 Rule)(Lam) � [T ℄ `M : U � ` �T: U : s� ` �T:M : �T: U (s 2 Sort)(App) � `M : �T: U � ` N : T� ` (M N) : Uf0nNg(Conv) � `M : U � ` V : s � ` U � V� `M : V (s 2 Sort)(Conv-Srt) � `M : U � ` U � s� `M : s (s 2 Sort)Fig. 4.3: Règles de typage des PTS



100 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSAvant de ommenter la règle de onversion, nous introduisons la notion de type bienformé. Elle di�ère de elle de terme typé par une sorte ar il peut y avoir des sortes n'ayantpas de type, et nous onsidérons tout de même que n'importe quelle sorte est un type bienformé, puisqu'elle peut être habitée.Dé�nition 4.19 (prédiat wf_type) Un type bien formé est un terme qui est soit unesorte, soit typé par une sorte. L'ensemble des types bien formés dans le ontexte � est notéWT �. WT � def� Sort [ fT j 9s 2 Sort: (� ` T : s)gNous verrons que les types bien formés sont les termes suseptibles d'apparaître à droitedans les jugements de typage. Ce résultat s'appelle lemme de orretion des types.La règle de onversion des PTS de notre formalisme se démarque des présentations ha-bituelles sur plusieurs points. Fondamentalement, 'est désormais une règle de sous-typage,puisque la relation � n'est pas néessairement symétrique. Par rapport à ertaines présen-tations, on ne requiert pas que les types U et V aient le même type (la même sorte puisquee sont des types), ar ela n'est pas vrai lorsque l'on onsidère la umulativité. En�n, nousne demandons pas que U soit un type bien formé, ar ela est assuré à partir du momentoù l'on peut prouver le lemme de orretion des types évoqué i-dessus.La dernière di�érene est qu'en fait il y a deux règles de onversions : l'une lorsque V esttypé par une sorte, et l'autre lorsque V est une sorte. Nous aurions préféré pouvoir dé�nirdiretement la règle de onversion à l'aide de la règle dérivée i-dessous, mais Coq auraitengendré un prinipe de réurrene peu pratique à utiliser puisqu'il faudrait à haque foisdonner trois propriétés à prouver simultanément, alors que elle onernant WT se dérivede elle onernant le jugement de typage.Lemme 4.20 (typ_onv_wf) La règle suivante est dérivable :(Conv-Wf) � `M : U � ` U � V V 2 WT �� `M : VLe résultat qui suit montre que les produits que l'on peut e�etivement former (au sensoù si A a le type s1 et si B a le type s2, alors �A:B a le type s3) peut être plus grand quee que ontient Rule, du fait du sous-typage.Dé�nition 4.21 (prédiat rule_sat) Les règles de formation des produits omplétées parle sous-typage se dé�nit ainsi :Rule� def� f(s1; s2; s3) j 9s01; s02: s1 � s01 ^ s2 � s02 ^ (s01; s02; s3) 2 RulegÉvidemment, Rule � Rule�. On peut généraliser la règle de typage du produit de lamanière suivante : � ` T : s1 � [T ℄ ` U : s2� ` �T: U : s3 (s1; s2; s3 2 Rule�)Preuve Il su�t d'appliquer la règleConv-Srt sur haune des prémisses avant d'appliquerla règle du produit.Cette propriété aurait été plus omplexe si on n'avait pas la règle de onversion vers unesorte.



4.3. MÉTATHÉORIE DES PTS AVEC SOUS-TYPAGE 1014.3 Métathéorie des PTS ave sous-typageLe système étant maintenant omplètement dé�ni, nous nous �xons omme but de prou-ver la déidabilité des jugements de typage dé�nis préédemment. Comme tous les PTSn'ont pas un typage déidable, il va falloir imposer des onditions sur les paramètres pouratteindre notre but. La méthode présentée au début de e hapitre va nous permettre dedégager des ensembles de onditions su�santes pour onstruire un algoritme de typage gé-nérique. Ces onditions porteront presque exlusivement sur les paramètres du PTS. Parexemple, nous supposerons que la relation de sous-typage est déidable.Dans la setion suivante, nous ferons quelques hypothèses enore plus restritives surle sous-typage, dé�nissant ainsi la lasse des PTS ave umulativité, et nous ra�nerons lesonditions de ette setion a�n d'établir des hypothèses plus simples à satisfaire.4.3.1 Interfae du noyauOn a vu dans la formalisation de l'interfae (setion 2.4) que e qui nous intéressaitn'était pas exatement la déidabilité du typage (e résultat est ependant une façon simplede résumer notre objetif), mais plut�t la orretion des fontions de typage (inférene ouvéri�ation) dans un ontexte bien formé.Conrètement, nous souhaitons prouver les fontions orrespondant aux ommandes denotre système de preuve. On dé�nit don une struture regroupant des spéi�ations deprogrammes pour haune de nos ommandes. En programmation fontionnelle, on diraitque l'on délare un type de signature de module. Cette signature forme l'interfae du noyau.Tout le travail onsistera à instanier ette signature.Dé�nition 4.22 (type PTS_TC) L'interfae du noyau est un type de struture regroupantdes algorithmes dont les spéi�ations sont :h (* Nom *) (* Préondition *) (* Résultat *)inf_ppal: 8�;M: � ` ) InfPpal(T j � `M : T; �);hk_typ: 8�;M; T: � ` ) De (� `M : T ) ;add_typ: 8�; T: � ` ) De (� [T ℄ `) ;add_def: 8�;M; T: � ` ) De (� [M :T ℄ `) ;hk_wk: 8�; T: � ` ) De (T 2 WT �) ;hk_wft: 8�;M; T: � ` ^ T 2 WT � ) De (� `M : T )iCette dé�nition peut se voir soit omme la dé�nition d'une signature de module appeléePtsT, soit omme le sous-ensemble des spéi�ation de PTS pour lesquels une telle stru-ture existe. La première vision est plut�t informatique, alors que la deuxième orrespond àl'usage en mathématiques.L'opération dont on a réellement besoin est la véri�ation de types (hk_typ). Mais àause de l'appliation, il faut aussi être apable d'inférer le type d'une expression : pourvéri�er que (M N) a le type T , il faut onnaitre quel est le type de l'argument N . Rien nenous permet de deviner e type, il faut don être apable d'inférer le type d'un terme.Puisque la relation � n'est pas symétrique, nous n'avons pas la propriété d'uniité dutypage que nous avons dans le Calul des Construtions : si on a � `M : T et � `M : T 0,



102 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSalors T et T 0 sont onvertibles. Ce genre de résultat est utile pour montrer la omplétudede l'algorithme de typage, ar il restreint l'ensemble des types que peut avoir un terme. Parexemple, le simple fait qu'un terme M soit de type �A:B, et N de type T , elui-i n'étantpas un sous-type de A ne permet pas de onlure que l'appliation (M N) est mal typée :il se pourrait que N ait aussi un type qui soit un sous-type de A. En revanhe, dans unsystème ayant la propriété d'uniité du typage, la non-onvertibilité de T et A entraine lanon-typabilité de l'appliation.Pour résoudre e problème, il y a plusieurs possibilités. La plus simple est de faire ensorte que le système admette des types prinipaux. C'est-à-dire que parmi tous les typesd'un terme, il en existe un qui permette de retrouver tous les autres. Dans notre as, ils'agit de trouver le type le plus petit au sens de �, ar la règle de sous-typage permettra deonstruire la dérivation pour n'importe quel type. Le système de types de Coq possède ettepropriété, mais tous les PTS ne l'ont pas. L'autre solution, plus générale, onsiste à avoir desshémas de types ave des variables, et onsidérer des ontraintes sur es variables de types.Ainsi l'ensemble des types d'un terme n'est pas représenté par un type du formalisme, maispar l'ensemble des instanes d'un shéma véri�ant ertaines ontraintes. Ces problèmes ontétés traités pour les PTS, soit a�n de gérer automatiquement la numérotation des universdans [30℄, soit pour pouvoir déider le typage d'une plus grande lasse de PTS ([59℄). Celaomplique onsidérablement la tâhe, et auune de es deux propositions n'ont été véri�éesformellement à e jour.Notre hoix de ne traiter que le as où il existe un type prinipal nous permet d'utiliserun algorithme qui est une généralisation simple de elui employé dans le Construtive Enginede Huet [31℄. La fontion entrale de notre noyau sera une fontion permettant de aluler letype prinipal d'un terme, e que fait inf_ppal. Cette spéi�ation orrespond lairementà la ommande Infer de l'interfae (setion 2.4), puisqu'une preuve de ette spéi�ations'extrairait vers une fontion qui alule le plus petit type de M au sens du sous-typage. Demême, hk_typ orrespond à la ommande Chek. Les ommandes d'extension du ontexteAxiom et Definition sont implantées par les hamps add_typ et add_def. Le programmeinf_ppal est de loin le plus omplexe ar il ontient l'algorithme d'inférene de type. Lesautres spéi�ations ne sont que des orollaires assez simples montrés dans la setion 4.3.3.Avant de prouver es résultats, nous ommenerons par prouver des résultats métathéo-riques simples.4.3.2 Résultats métathéoriquesComme il a déjà été dit dans l'introdution, les résultats métathéoriques des PTS ont étéétudiés dans la littérature ([4, 22℄, entre autres), et parfois formellement, omme dans [56℄.La présentation de la formalisation de ette setion ne pose pas de problèmes partiu-liers ar les raisonnements employés (prinipalement des réurrenes struturelles) sont trèsprohes des preuves informelles, si e n'est que l'on doit aussi traiter les as simples ourépétitifs, par manque d'automatisation.Lemmes d'inversionLes lemmes d'inversion peuvent se voir omme des onditions néessaires pour qu'unjugement ait une hane d'être dérivable. Les onditions néessaires servent à deux oa-sions : d'une part pour montrer que le terme est mal typé lorsque l'algorithme éhoue (parontraposée). D'autre part pour montrer que l'on rend bien le type prinipal.Calulatoirement, les lemmes d'inversion se omprennent omme des fontions qui vontreherher ertaines sous-dérivations importantes d'une dérivation donnée en argument. Ce-



4.3. MÉTATHÉORIE DES PTS AVEC SOUS-TYPAGE 103pendant, omme les dérivations ont été délarées dans la sorte Prop de Coq, le ontenualulatoire de es fontions sera e�aé au ours de l'extration vers Objetive Caml.Lemme 4.23 (typ_wf) Le ontexte de n'importe quel jugement dérivable est bien formé ;la règle suivante est admissible : � `M : T� `Preuve Immédiate, par réurrene sur le jugement de typage.Par règle admissible, on entend que si les jugements en premisse sont dérivables, alorsil existe une dérivation du jugement en onlusion. Elle ne doit pas être onfondue aveune règle dérivable, qui signi�e que l'on peut onstruire une dérivation de la onlusion enutilisant les dérivations des prémisses. La di�érene est que dans le as des règles dérivées,les dérivations des prémisses sont des sous-dérivations de elle de la onlusion, et il est donpossible, dans un raisonnement par réurrene, d'utiliser l'hypothèse de réurrene sur lesprémisses d'une règle dérivée.Prouver que la dérivation de � ` est une sous-dérivation de elle de � `M : T pourraitservir à faire des raisonnements par réurrene plus failement qu'ave le simple shémade réurrene primitif. Comme nous n'aurons pas besoin de e genre de réurrene, on neprendra pas la peine de prouver e fait.Lemme 4.24 (wf_sort) Les types apparaissant dans un ontexte bien formé sont typablespar une sorte : �Æ� ` ) 9s 2 Sort:� ` Æ:t : sEn observant les règles de typage, on remarque que mis à part les deux règles de onver-sion, il y a exatement une règle par onstruteur de terme. Ainsi, pour haque onstruteurde terme, nous avons une aratérisation simple des dérivations dont le terme-preuve estbâti sur e onstruteur : la règle orrespondant à e dernier a été utilisée en dernier, éven-tuellement suivie de l'appliation un nombre arbitraire de fois des règles de onversion.Lemme 4.25 (inversion_lemma) Les énonés des lemmes d'inversion sont regroupés �-gure 4.4.Preuve Ces lemmes sont prouvés simultanément par réurrene struturelle sur la dériva-tion. Il n'y a pas de di�ulté notable.Ces lemmes d'inversion vont reherher les sous-dérivations de la règle orrespondant auonstruteur de tête. L'un des orollaires est don qu'un terme typé a des sous-termes bientypés. Par ontraposition, on en déduit que si l'un des sous-termes est mal typé, le termeentier est mal typé.Lemme d'a�aiblissementLe lemme d'a�aiblissement garantit que les jugements de typage sont préservés par ajoutde nouvelles variables dans le ontexte (du point de vue logique, une proposition reste vraiesi l'on fait des hypothèses supplémentaires). Il faut juste tenir ompte des reloations desindies de de Bruijn, et s'assurer que le nouveau ontexte est bien formé.Lemme 4.26 (thinning_n) Le lemme d'a�aiblissement peut s'énoner sous forme de règled'inférene admissible : � `M : T �� `�� `"j�jM : "j�jT



104 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURS� ` s1 : T ) 9s2 2 Sort: ((s1; s2) 2 Axiom� ` s2 � T� ` \n : T ) 9Æ 2 Del: (�(n) = Æ� `"n+1Æ:t � T� ` �A:M : T ) 9B 2 Term: 9s 2 Sort: 8><>:� [A℄ `M : B� ` �A:B : s� ` �A:B � T� ` (M N) : T ) 9A;B 2 Term: 8><>:� `M : �A:B� ` N : A� ` Bf0nNg � T� ` �A:B : T ) 9(s1; s2; s3) 2 Rule: 8><>:� ` A : s1� [A℄ ` B : s2� ` s3 � TFig. 4.4: Lemmes d'inversion du jugement de typageOn peut prouver e résultat par réurrene sur la longueur de �. Il su�t de le prouver dansle as où l'on n'ajoute qu'une seule variable. Mais il faut renforer e résultat ave le asoù l'insertion ne se fait pas à la �n du ontexte. Cela est néessaire pour traiter le as del'abstration et du produit.Lemme 4.27 (typ_weak,thinning) La règle�� `M : T �Æ(�+) `�Æ(�+) `"1j�jM : "1j�jTest admissible.Preuve Par réurrene sur la dérivation de M . Il n'est pas la peine de faire une réurrenemutuelle ave le jugement de bonne formation des ontextes ar nous avons fait l'hypothèse�Æ(�+) ` au lieu de �Æ `. Le as des règles de onversion utilise le fait que �2 Rlift.Lemme de substitutionLe typage est préservé par substitution d'une variable par un terme dont le type est eluidélaré pour la variable. � [T ℄ `M : U � ` N : T� `Mf0nNg : Uf0nNgIi enore, il faut renforer l'hypothèse de réurrene :Lemme 4.28 (typ_sub,substitution) La règle suivante est admissible :�Æ� `M : U � ` N : Æ:t N 2 ValOk(Æ)�(� fNg) `Mfj�jnNg : Ufj�jnNg



4.3. MÉTATHÉORIE DES PTS AVEC SOUS-TYPAGE 105Preuve La preuve suit le même shéma que la preuve du lemme d'a�aiblissement. Le asdes règles de onversion utilise �2 Rsubstwk.Sous-typage dans le ontexteOn prouve un résultat de ontravariane du ontexte : un jugement reste dérivable sil'on diminue les types dans le ontexte (dans la mesure où le ontexte reste valide). On aurabesoin de e résultat pour montrer l'auto-rédution de �, ou pour montrer que la orretiond'une règle de rédution passe au ontexte.Lemme 4.29 (subtype_in_env) La règle suivante est admissible :� `M : T (�0) � (�) �0 `�0 `M : TPreuve On peut voir une preuve de e théorème omme une fontion qui transforme unedérivation de � ` M : T en une dérivation de �0 ` M : T . La dérivation a la même formesauf lorsque l'on arrive à la variable dont le type est di�érent entre � et �0. Comme on saitque le type de ette variable dans �0 est plus grand que elui dans �, il su�t de rajouterl'appliation de la règle de onversion. Le as des deux règles de onversion fait appel à�2 Rstable.Ce dernier résultat sert à plusieurs endroits : d'une part pour prouver que la propriétéd'auto-rédution est stable par fermeture ongruente d'une règle de rédution, et d'autrepart pour inférer le type prinipal de l'abstration.Corretion des typesLe lemme de orretion des types exprime que le terme apparaissant à droite dans unjugement dérivable est lui-même bien typé.Lemme 4.30 (type_orretness) Seuls les types bien formés et les sortes sont habités :pour tous �;M; T , � `M : T ) T 2 WT �Preuve Par réurrene sur la dérivation. Seuls les as des variables et de l'appliation nesont pas triviaux.variables : On a �0Æ� ` ave j�j = n. D'après inv_wf_sort, il existe s tel que �0 ` Æ:t : s.Le lemme d'a�aiblissement permet de onlure �0Æ� `"n+1Æ:t : s.appliation : En utilisant l'hypothèse de réurrene sur � ` M : �T: U (notations de la�gure 4.3) et en appliquant le lemme d'inversion, on en déduit qu'il existe une sortes2 telle que � [T ℄ ` U : s2. Comme � ` N : T , le lemme de substitution permet deonlure e as.D'un point de vue logique, ela nous assure que seules les propositions bien forméesseront prouvables. Mais ela a une importane pour la déidabilité du typage. Lors dutypage d'une appliation, il faut véri�er que le type de l'argument est ompatible ave letype de l'argument formel de la fontion. Pour pouvoir faire e test, il faut que es deuxtypes soient bien formés. Si l'on n'avait pas le lemme de orretion, il faudrait retyper letype de l'argument. Cela est d'une part ine�ae, et d'autre part, spéi�é ainsi, ela peutfaire bouler l'algorithme de typage.



106 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSh (* Nom *) (* Spéi�ation *)least_sort: 8�:8M 2 WT �: InfPpal(s 2 Sort j � `M � s; �);least_prod: 8�:8M 2 WT �:InfPpal(A;B j � `M � �A:B ^ �A:B 2 WT �;((A;B); (A0; B0)) 7! � ` �A:B � �A':B');le_type_de: 8�:8A;B 2 WT �:De (� ` A � B) ;infer_axiom: 8s1: InfPpal(s2 j (s1; s2) 2 Axiom; �);infer_rule: 8s1; s2: 9Ppal(s3 j (s1; s2; s3) 2 Rule�; �);topsort: 8�; s1; s; T:� ` s1 � T ^ � ` T : s ) 9s2: (s1; s2) 2 Axiom;le_type_prod: 8�; T; A;B:� [T ℄ ` A � B ) � ` �T:A � �T:B;inv_prod: 8�; A;A0; B;B0:� ` �A:B � �A0: B0) � ` A0 � A ^ � [A0℄ ` B � B0i Fig. 4.5: Conditions assurant la déidabilité du typage (PtsAlgos)Exemple 4.31 Supposons que nous voulions inférer le type de (M N), et que nous ayonsinféré par appels réursifs les jugements � ` M : �A:B et � ` N : A0. Tout e que noussavons de A0 est que 'est un type de N . La spéi�ation n'interdit pas que le type inféré deN soit (�Bf0nNg : "1A0 (M N)) au lieu de A0. Si nous devions retyper le type de N pourpouvoir le omparer ave A, nous aurions à retyper (M N), e qui ferait bouler l'algorithmede typage.Généralement, l'étude métathéorique des systèmes de types se poursuit par la preuve derésultats omme la orretion de la �-rédution (ou d'auto-rédution) et la normalisationforte. Cela n'aurait pas de sens ii, ar nous n'avons pas enore dé�ni e qu'est la �-rédution.D'une manière générale, nous n'avons pas onsidéré la notion de rédution, opération entretermes, mais uniquement elle de sous-typage qui relie des types. En pratique, la relationde sous-typage est souvent onstruite à partir d'une ou plusieurs règles de rédution, e quenous verrons setion 4.4.Cela ne fera évidemment pas disparaître le problème. Cela signi�e que les hypothèses quenous allons faire néessiteront d'avoir préalablement prouvé les résultats d'auto-rédutionet de normalisation forte.4.3.3 Fonteur de onstrution du noyauAve les résultats métathéoriques la setion préédente, nous pouvons onstruire unalgorithme de typage, modulo un ensemble de onditions que nous allons dé�nir.Dé�nition 4.32 (type PTS_algos) La struture regroupant les algorithmes et les proprié-tés est dérite �gure 4.5. Comme pour PtsT, e type de strutures (noté PtsAlgos) peutêtre vu soit omme une interfae de module, soit omme un sous-ensemble de PT S.Cette dé�nition appelle de nombreux ommentaires :



4.3. MÉTATHÉORIE DES PTS AVEC SOUS-TYPAGE 107� les algorithmes least_sort et least_prod servent à faire du �ltrage sur les types, a�nde reonnaître à quelle lasse appartient un type. Lorsque l'on veut typer le destruteurdu produit (i.e. l'appliation), il faut pouvoir véri�er que le type de la fontion est bienun produit.� Noter que least_prod demande de prouver que le produit retourné est bien typé.C'est ii que se ahe le résultat d'auto-rédution. Le résultat de normalisation fortepermet de remplaer les préonditions de bonne formation des types par la onditionde normalisation forte.� La déidabilité du sous-typage (le_type_de) est une ondition néessaire, ar leterme �A: (� "1B: \0 \0) n'est bien typé que si A � B. Cette ondition est en prinipela plus omplexe à prouver, ar elle spéi�e un algorithme en géneral assez évolué.� Pour simpli�er, on se plae dans le as des PTS full, 'est-à-dire que selon infer_rule,pour toute paire de types, on peut former le type produit. L'algorithme employé iis'adapterait très failement au as des PTS semi-full de Pollak (voir [56, 59℄). Dans ledéveloppement du hapitre suivant, on verra une ondition enore plus générale, maisplus omplexe à exprimer. Cependant, il est très faile de prouver qu'elle généralise laondition semi-full.� topsort permet de s'assurer que les hiérarhies de sortes dé�nies par Axiom et �vont dans le même sens, i.e. une sorte non typée ne peut pas être un sous-type d'untype bien formé. Du strit point de vue typage, il su�rait d'un résultat plus simple, àsavoir qu'il est déidable de savoir si une sorte non typée admet un sur-type typablepar une sorte. Cependant, pour que notre système soit ohérent, il faut une ertaineorrelation entre les hiérarhies de sortes que dé�nissent Axiom, Rule et �.� le_type_prod n'est pas exatement la réiproque de inv_prod : le produit doit êtreovariant à droite, mais il n'est pas néessaire qu'il soit ontravariant à gauhe. De son�té inv_prod autorise la ontravariane.À partir de es algorithmes, il est assez faile de onstruire un algorithme de typagegénérique.Théorème 3 (full_type_heker) Tout PTS véri�ant les onditions de la dé�nition pré-édente admet des jugements de typage déidables :PtsAlgos � PtsTCette inlusion s'interprète alulatoirement omme l'existene d'un fonteur FullPtsT telque pour toute struture S implantant PtsAlgos (dé�nition 4.32), FullPtsT(S) implantela signature PtsT (dé�nition 4.22).Preuve On prouve suessivement :� inf_ppal : 8�;M:� ` ) InfPpal(T j � `M : T; �)Preuve par réurrene sur M . Comme nous aurons à faire une preuve similaire, dansun adre plus général dans le prohain hapitre, nous ne détaillerons pas l'algorithmed'inférene de type, qui est assez lassique.� hk_wk : 8�;M; T:� ` ^ T 2 WT � ) De (� `M : T )inférer le type de M et appeler le_type_de pour voir si 'est un sous-type de T .� add_typ : 8�; T:� ` ) De (� [T ℄ `)inférer le type de T , et véri�er que 'est un sous-type d'une sorte grâe à least_sort.� add_def : 8�;M; T:� ` ) De (� [M :T ℄ `)omposer add_typ et hk_wk puisque � [T ℄ ` implique T 2 WT �.



108 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURS� hk_wft : 8�; T:� ` ) De (T 2 WT �)tester si T est une sorte ; sinon, appeler add_typ.� hk_typ : 8�;M; T:� ` ) De (� `M : T )omposer hk_wft et hk_wk.Les deux dernières spéi�ations de PtsT hk_wf et hk_wft ne orrespondent à au-une ommande de notre véri�ateur de preuves. Les spéi�ations hk_wk et hk_typ nedi�èrent que par la préondition suppléementaire dans hk_wk. Celle-i dispense hk_wkde typer l'argument T . Elles sont tout de même exportées ar elles peuvent servir à ériredes tatiques. Il arrive assez souvent que l'on veuille faire une véri�ation de type sahantdéjà que le type proposé est bien formé. Le fait que hk_wk soit utilisé plusieurs fois dansles fontions du noyau montre en soi que 'est une fontion auxiliaire importante. Nousrappellerons tout de même qu'il ne faut pas trop reourrir à e proédé qui trahit un peul'algorithme employé dans le noyau.Nous avons isolé un ensemble de onditions (PtsAlgos) pour que le typage soit dé-idable. Mais il reste des paramètres assez omplexes à prouver omme par exemple ladéidabilité du sous-typage. Il y a peu d'espoir de faire plus préis si on n'a pas plus d'in-formations sur le sous-typage. Il est temps de onsidérer des as partiuliers de sous-typageet dans haque as, reproduire notre méthode pour dégager des onditions simples pourque le sous-typage soit déidable. Le reste de e hapitre se hargera d'étudier le as de laumulativité, ainsi que plusieurs hiérarhies de sortes.Remarques méthodologiques omplémentairesAvant de poursuivre en ra�nant les onditions de PtsAlgos, nous faisons quelquesremarques sur la manière dont est apparue ette struture. Le point de départ est l'algo-rithme de typage du Calul des Construtions prouvé dans un préédent développement [5℄.Il est lair que et algorithme peut s'étendre à �une ertaine lasse de PTS�, sans que nousn'ayons d'idée préise sur e qu'est exatement ette lasse. Nous avons don repris la preuvede déidabilité pour CC et à haque fois qu'il se dégageait une ondition générique, ommepar exemple la déidabilité de l'inférene de Axiom, elle-i était rajoutée à la liste deshypothèses. Un autre ritère pour ajouter une ondition est l'impossibilité de prouver unrésultat du fait des paramètres hoisis : la déidabilité du sous-typage ne peut évidemmentpas se prouver pour une relation abstraite.Une fois la déidabilité du typage prouvée, le travail onsiste à analyser les hypothèsesfaites a�n de déterminer si ertaines ne peuvent pas se déduire à partir des autres. Parexemple, déider si une sorte est typée ou non est une onséquene faile de l'algorithmeinfer_axiom. Jusqu'ii, si l'on est assez rigoureux, on a toujours une ondition néessaireet su�sante pour que notre PTS soit déidable. Parfois, pour avoir une présentation plusdigeste, on a�aiblit les onditions, soit pour les rendre individuellement plus simples à om-prendre, soit pour en �fusionner� plusieurs, en introduisant une propriété dont elles sont laonséquene. Comme exemple, nous iterons infer_rule, qui fusionne une ondition simi-laire à infer_axiom, mais pour Rule, ainsi que la ondition de PTS full. Une fois e travailterminé, on ollete toutes les onditions restantes, et l'on forme la struture PtsAlgos.Ainsi, le réel travail de oneption et de hoix entre di�érentes options ne se fait pasau moment de prouver le théorème qui nous intéresse, mais après. Cette tehnique nous estapparue très produtive : elle permet de généraliser très largement un théorème ave unfaible oût, puisqu'il s'agit plus de hoisir quels seront les paramètres de notre problèmeplut�t que de déouvrir de nouvelles tehniques de preuves.



4.4. RÈGLES DE RÉDUCTION 1094.4 Règles de rédutionPour avoir une idée de omment nous allons instanier le paramètre de sous-typage,voyons omment ette relation serait dé�nie dans ertains systèmes de types.Dans le as des PTS, e serait simplement la fermeture ré�exive, symétrique, transitiveet ongruente de la �-rédution :� ` (�T:M N) �� Mf0nNg � `M �� M� `M �� N� ` N �� M � `M �� N � ` N �� P� `M �� P� `M �� M 0� ` �M:N �� �M 0: N � [N ℄ `M �� M 0� ` �N:M �� �N:M 0� `M1 �� N1� ` (M1 M2) �� (N1 M2) � `M2 �� N2� ` (M1 M2) �� (M1 N2)� `M1 �� N1� ` �M1:M2 �� �N1:M2 � [M1℄ `M2 �� N2� ` �M1:M2 �� �M1: N2Le système de Coq omporte une notion assez limitée de sous-typage : la umulativitéqui onsiste à rajouter des inlusions entre sortes. Il existe une relation � entre les sortestelle que si s1 � s2, alors tout type de sorte s1 est aussi un type de sorte s2. La relation desous-typage est alors la fermeture ré�exive, transitive et ongruente (pour les types) de laréunion de la �-onversion et de la umulativité :� `M �� N� `M ��C N � ` Type(i) ��C Type(i+1) � `M ��C M� `M ��C N � ` N ��C P� `M ��C P � ` A2 ��C A1 � [A2℄ ` B1 ��C B2� ` �A1: B1 ��C �A2: B2Si nous voulions intégrer dans notre système d'autres règles de rédution omme l'ex-pansion des onstantes, la rédution du �ltrage ou des points �xes, il faudrait modi�er esdé�nitions simplement en rajoutant la règle adéquate. Il apparaît que es dé�nitions suiventsouvent le même shéma, et nous allons le traiter de manière générale, pour éviter que ledéveloppement formel ne sou�re de es répétitions.Dans es di�érents tableaux, on peut à haque fois distinguer deux sortes de règles : d'unepart elle qui introduisent de nouvelles fontionalités, omme la �-rédution qui expliqueomment s'e�etuent les appels de fontions, ou la Æ-rédution qui introduit l'expansiondes abbréviations. D'autre part, il y a elles qui permettent simplement de propager lesrédutions dans les di�érents sous-termes, ou de les enhainer. Cette deuxième sorte seretrouve souvent inhangée suivant les règles de base (�, Æ, et.) que l'on inorpore ausystème.Pour traiter es shémas de manière générique, nous allons dé�nir des opérateurs derègles de rédution, i.e. des règles de rédutions paramétrées par une règle de base, et nousmontrerons que es opérateurs préservent toutes les propriétés attendues pour les règles derédution.Une nouvelle notion apparaît dans es exemples : elle de règle de rédution. Une règlede rédution est une égalité que l'on n'utilise que dans un sens, qui généralement simpli�e



110 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURS(Step) � `M !R N� `M .R N(Abs-L) � `M .R M 0� ` �M:N .R �M 0: N(Abs-R) � [N ℄ `M .R M 0� ` �N:M .R �N:M 0(App-L) � `M1 .R N1� ` (M1 M2) .R (N1 M2)(App-R) � `M2 .R N2� ` (M1 M2) .R (M1 N2)(Prod-L) � `M1 .R N1� ` �M1:M2 .R �N1:M2(Prod-R) � [M1℄ `M2 .R N2� ` �M1:M2 .R �M1: N2Fig. 4.6: Fermeture ontextuelle d'une règle de rédutionla formule. La prinipale utilité est que ela permet de mettre des expressions en formenormale. Si la règle de rédution possède la propriété de on�uene, on pourra alors déiderde l'égalité de deux expressions simplement en omparant les formes normales, en supposantque l'on ne ompare que des termes fortement normalisables.Cette setion dé�nira don aussi les propriétés des règles de rédutions utiles, et fournirades outils génériques permettant de prouver les résultats apitaux onernant les règles derédution : on�uene, auto-rédution, déidabilité du sous-typage.Dans la majeure partie de ette setion, nous allons onsidérer un paramètre R, que nousappelerons règle de rédution. Il s'agit d'une relation de domaine Ctx � Term � Term(omme pour les règles de sous-typage). Le jugement � `M !R N se lit : dans le ontexte�, le terme M se réduit vers N selon la règle de rédution R.4.4.1 Dé�nition des opérateursLa fermeture ré�exive transitive R� d'une relation R a déjà été dé�nie setion 4.2.3.Nous introduisons maintenant les autres opérateurs omme la réunion de deux règles, lafermeture ontextuelle, ou la fermeture ré�exive symétrique transitive.Dé�nition 4.33 (txt) L'opérateur de fermeture ontextuelle (ou ongruente) de R per-met d'appliquer une rédution dans n'importe quel sous-terme. Les règles de la �gure 4.6 dé�-nissent [R℄, l'image de R par et opérateur. On notera � `M.RN au lieu de � `M ![R℄ N .Dé�nition 4.34 (reunion) L'opérateur de réunion de deux règles de rédution R1 et R2est : � `M !R1[R2 N def� � `M !R1 N _ � `M !R2 NDé�nition 4.35 (transp) Le symétrique d'une relation R est dé�nie par :� `M !R�1 N def� � ` N !R M



4.4. RÈGLES DE RÉDUCTION 111Dé�nition 4.36 (R_rst, onv) La fermeture ré�exive, symétrique et transitive de R estdé�nie par R= def� (R [ R�1)�:De plus, la fermeture ré�exive, symétrique, transitive et ongruente de R (i.e. [R℄=) seranotée �R.Nous montrons ensuite que es opérateurs préservent toutes les propriétés de stabilitérequises pour former une règle de sous-typage.Lemme 4.37 Les ensembles de règles Rlift, Rsubstwk et Rstable sont los par les opérateursde réunion, de fermeture ré�exive, symétrique, transitive ou ongruente :R 2 Rlift ) R� 2 RliftR 2 Rlift ) R= 2 RliftR 2 Rlift ) [R℄ 2 RliftR1 2 RliftR2 2 Rlift � ) R1 [ R2 2 Rlift R 2 Rsubstwk ) R� 2 RsubstwkR 2 Rsubstwk ) R= 2 RsubstwkR 2 Rsubstwk ) [R℄ 2 RsubstwkR1 2 RsubstwkR2 2 Rsubstwk � ) R1 [ R2 2 RsubstwkR 2 Rstable ) R� 2 RstableR 2 Rstable ) R= 2 RstableR 2 Rstable ) [R℄ 2 RstableR1 2 RstableR2 2 Rstable � ) R1 [ R2 2 RstablePour résumer, on peut dire que si R est invariante (R 2 BR), alors les relations derédution [R℄,R� et R= le sont aussi. De plus, R� et R= sont des règles de sous-typage(R� 2 SubRule) ar elle sont ré�exives et transitives.4.4.2 Propriétés des règles de rédutionL'une des hypothèses de la signature PtsAlgos est la déidabilité du sous-typage. Dansle adre de ette setion, il s'agit d'érire un algorithme générique permettant de déider�R, pour les types bien formés. Comme nous supposerons que notre alul est fortementnormalisable (tout terme bien typé est fortement normalisable), il su�t de savoir déider laonvertibilité sur l'ensemble des termes fortement normalisables.Nous ne traiterons ii que les as simples, où notre rédution est Churh-Rosser et admetun algorithme de mise en forme normale de tête. Lorsque l'on sort de ette grande voie bienbalisée, il serait préférable de se tourner vers des solutions plus élaborées omme elles quel'on peut trouver dans la thèse de Hullot [34℄.Dé�nition 4.38 (prédiat onfluent) La propriété de on�uene forte, que l'on dé�nitsouvent à l'aide d'un simple diagramme de ommutation, s'énone :Confl def� (R ����� 8�; A;B;C: � ` A!R B ^ � ` A!R C) 9D: � ` B !R D ^ � ` C !R D)Formellement, on dé�nit la on�uene forte en termes de ommutation :Confl = �R �� R�1;R � R;R�1	Attention : ette dé�nition orrespond en fait à la on�uene forte. La on�uene faible deR est la on�uene forte de R�.



112 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSDé�nition 4.39 (prédiat hurh_rosser) Une règle de rédution R véri�e la propriétéde Churh-Rosser si pour toute paire de termes onvertibles M et N , il existe un réduitommun T :CR def� fR j 8�;M;N:� `M �R N ) 9T:� `M .�R T ^ � ` N .�R T gCette propriété est très importante ar elle permet de onlure à l'uniité des formesnormales (dans la mesure où elles existent).Lemme 4.40 (onfl_hurh_rosser) Toute relation possédant la propriéte de on�uenevéri�e aussi elle de Churh-Rosser : Confl � CRUn bon nombre de preuves de on�uene peuvent se montrer suivant le même shéma.Nous allons don montrer une version abstraite des preuves de on�uene à la Tait-Martin-Löf :Théorème 4 (TML_Churh_rosser) Soit deux relations R et R0 telles queR � R0 � R� R0 2 ConflAlors R est on�uente : R� 2 Confl, et don elle véri�e la propriété de Churh-Rossergrâe au lemme préédent.Pour montrer la on�uene de la �-rédution, on peut utiliser e théorème ave R = � etR0 la �-rédution parallèle, qui est fortement on�uente.Dé�nition 4.41 (prédiat normal) L'ensemble NFR� des formes normales d'une relationR dans le ontexte � est l'ensemble des termes n'ayant auun radial au sommet :NFR� def� fM 2 Term j 8N:� `M !R N ) ?gEn général, on dit queM est normal pourR s'il ne ontient auun radial, e qui se représentepar la proposition M 2 NF [R℄� . Il faut noter que M 2 NFR� signi�e autre hose, à savoirqu'il n'existe pas de radial au sommet du terme M . Cette distintion est utile pour dé�nirla notion de forme normale de tête de manière générique.Dé�nition 4.42 (prédiat head_normal) Soit R une relation ternaire, et � un ontexte.M est en forme normale de tête (M 2 HNFR� ) si auun radial n'apparaît au sommet d'unréduit de M : HNFR� def� �M 2 Term �� 8N:� `M .�R N ) N 2 NFR� 	Cette propriété signi�e qu'il ne peut y avoir de radiaux que dans les sous-termes de M , etes rédutions ne peuvent pas faire apparaître de radial au sommet du terme. C'est unenotion un peu di�érente de la dé�nition habituelle dans le as de � (où les formes normalesde tête sont soit les abstrations, soit les appliations dont le sous-terme en tête d'appliationest une variable). Par exemple, pour nous, (�T: \0 \0 \0) est en forme normale de tête alorsqu'elle ne l'est pas au sens usuel, puisque la tête de l'appliation est une abstration. Le faitest qu'en général, pour savoir si un terme est en forme normale de tête, il faut le réduirejusqu'à obtenir la forme normale de tête au sens usuel. Notre dé�nition a l'avantage d'êtreindépendante de la relation de rédution hoisie (il faudrait adapter la notion de formenormale de tête si l'on onsidérait la Æ-rédution, en disant qu'en plus la variable de têten'est pas assoiée à une dé�nition).Au vu de ette dé�nition, il est très faile de voir que l'ensemble des formes normales detête est stable par rédution, i.e. pour tout réduit d'un terme en forme normale de tête estaussi en forme normale de tête.



4.4. RÈGLES DE RÉDUCTION 113Dé�nition 4.43 (prédiat sn) L'ensemble des termes fortement normalisables dans leontexte �, vis-à-vis d'une règle de rédution R, est dé�ni à l'aide du prédiat d'aessi-bilité, omme nous l'avons déjà vu : SNR� def� AR�1�Cet ensemble est lui aussi stable par rédution.4.4.3 Préservation de l'auto-rédution par fermeture ontextuelleLa propriété d'auto-rédution a un intérêt en soi : elle prouve que les aluls se produirontsans erreur (par exemple, un objet non fontionnel ne se retrouvera jamais appliqué) ; ellejoue aussi un r�le dans la preuve de ohérene. Mais du point de vue de la déidabilité dutypage, on n'en a besoin que pour montrer que l'on sait déider si un type est onvertibleave un produit bien formé.Dé�nition 4.44 (prédiat rule_sound) L'ensemble des règles véri�ant l'auto-rédutionest noté SR. Sa dé�nition est :SR def� fR j 8�;M;N; T:� `M : T ^ � `M !R N ) � ` N : T gOn prouve que les opérateurs dé�nis dans ette setion préservent la notion d'auto-rédution. C'est évident pour les opérateurs de réunion, de fermeture transitive (éventuelle-ment ré�exive). Le as de la fermeture ontextuelle est plus omplexe, et néessite quelquesonditions annexes.Lemme 4.45 (txt_sound) Soit R une relation ternaire telle queR 2 Rlift [R℄ � ��1Sous es onditions, la propriété d'auto-rédution est préservée par fermeture ontextuelle :R 2 SR ) [R℄ 2 SRLa première hypothèse est diretement héritée du lemme de rédution dans l'environnement(lemme 4.29). La seonde sert à a�aiblir les hypothèses (�)![R℄ (�0) en (�0) � (�) lorsquela rédution se fait dans le sous-terme gauhe d'un produit ou d'une abstration, e quipermet d'utiliser le lemme 4.29 pour montrer que le sous-terme droit reste bien typé dansle nouveau ontexte.4.4.4 Déidabilité de la onvertibilitéLa spéi�ation du test de onvertibilité est la déidabilité de la relation de onversion :8�:8M;N 2 SN [R℄� :De (� `M �R N)Cela signi�e que nous allons onstruire une fontion qui étant donné deux termes Met N , onstruit une dérivation de onversion entre M et N , en n'utilisant que la ré�exi-vité, la transitivité ou l'une des règles de R, ou bien éhoue. Le problème est de hoisir labonne règle à appliquer. En partiulier, la règle de transitivité peut toujours s'appliquer,indépendamment de la forme de M et N . La transitivité pose le problème supplémentaired'introduire une inonnue (le terme intermédiaire ne peut pas se déduire de la forme de Met N).



114 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSNous allons herher un système équivalent à �R pour lequel les onlusions des dif-férentes règles n'ont pas d'intersetion ommune, e qui fait qu'au plus une règle peuts'appliquer, lorsque l'on onnait la forme de M et N . On dit qu'il est dirigé par la syntaxe.Supposer que notre règle de rédution possède la propriété de Churh-Rosser simpli�ebeauoup le problème ar il signi�e que toute dérivation de onversion peut se mettre sousla forme de deux hemins de rédution à partir de M et N aboutissant au même terme (unréduit ommun). Cette fois, nous n'avons plus à déviner de terme puisque la rédution estdéterministe (une fois hoisie la stratégie).Cet algorithme, qui onsiste à omparer les formes normales de M et N , peut êtrera�né. Au lieu de normaliser les termes, on les met en forme normale de tête, on ompareles onstruteurs en tête de terme, et l'on véri�e réursivement la onvertibilité des sous-termes. En as de réussite, et algorithme n'est pas plus e�ae, ar l'on �nit quand mêmepar aluler (impliitement) la forme normale de nos termes de départ2. En revanhe, unehe peut être déteté plus rapidement.Nous ommençons par dé�nir un prédiat d'inversion de �R. Nous montrerons qu'il estéquivalent à la relation d'origine sur les formes normales de tête, et qu'il est dirigé par lasyntaxe. Déider e système est beauoup plus diret.Dé�nition 4.46 (prédiat onv_hn_inv) Le prédiat d'inversion de �R dé�ni par lesrègles i-dessous permet de ne faire des pas de onversion que sous au moins un ons-truteur. � ` s �invR s (s 2 Sort) � ` \n �invR \n� ` A �R A0 � [A0℄ `M �R M 0� ` �A:M �invR �A0:M 0� `M �R M 0 � ` N �R N 0� ` (M N) �invR (M 0 N 0)� ` A �R A0 � [A0℄ ` B �R B0� ` �A:B �invR �A0: B0Attention, e prédiat n'est pas dé�ni réursivement. Les prémisses des règles font appelà la relation de onversion dé�nie préédemment. Il s'agit d'une tehnique de preuve assezourante en Coq et nous nous en servirons à haque fois que nous aurons à prouver ladéidabilité de la fermeture transitive d'une relation.Lemme 4.47 (onv_hn_inv_sym,onv_hn_inv_trans) La relation d'inversion de la on-version est symétrique et transitive :8�;M;N: � `M �invR N ) � ` N �invR M8�;M;N; P: � `M �invR N ^ � ` N �invR P ) � `M �invR PPreuve La preuve de es deux résultat font appel à l'hypothèse R 2 Rstable pour traiterles as de l'abstration et du produit.Lemme 4.48 (inv_onv_onv,inv_onv_hn) Soit R une règle de rédution véri�ant lapropriété de Churh-Rosser. La relation �R est équivalente à �invR sur l'ensemble des termesen forme normale de tête : � `M �invR N ) � `M �R NR 2 CR ^ M;N 2 HNFR� ^ � `M �R N ) � `M �invR N2Dans le as où notre rédution inlut la Æ-rédution, une amélioration onsiste à n'expanser les onstantesque lorsque ela est néessaire.



4.4. RÈGLES DE RÉDUCTION 115Preuve Le premier résultat est évident. Pour le deuxième, on ommene par prouver quesi un terme M en forme normale de tête se réduit vers N , alors on a � ` M �invR N . Lerésultat est alors une onséquene de la propriété de Churh-Rosser.Nous allons maintenant dé�nir les ordres selon lesquels nous ferons des appels réursifsdans les algorithmes de mise en forme normale de tête et de onversion. Il nous faut pouvoirfaire des appels réursifs ave un réduit (lorsque l'on a déteté un radial), mais aussi aveun sous-terme (lorsque nous avons obtenu la forme normale de tête, il faut reommener aveles sous-termes). La réunion de es deux ordres (que nous appelerons ordre de normalisation)est bien fondée sur l'ensemble des termes fortement normalisables.Comme notre règle de rédution peut dépendre du ontexte, et que elui-i varie auours des appels réursifs, notre relation ne portera pas sur des termes, mais sur des ouplesontexte-terme.Dé�nition 4.49 (prédiat subterm) L'ordre de sous-terme �st est dé�ni ainsi :(�;M) �st (�; (M N)) (�; N) �st (�; (M N))(�; A) �st (�; �A:M) (� [A0℄ ;M) �st (�; �A:M)(�; A) �st (�;�A:B) (� [A0℄ ; B) �st (�;�A:B)Noter que dans le as des lieurs, le ontexte peut être étendu ave n'importe quelle valeur.Dé�nition 4.50 (prédiat ord_norm) L'ordre de rédution est la réunion de l'ordre asso-ié à la rédution R ave l'ordre des sous-termes. Il sera noté �R.� `M !R N(�; N) �R (�;M) V1 �st V2V1 �V 2Lemme 4.51 (sn_a_ord_norm1) Tout terme fortement normalisable est aessible pourl'ordre de normalisation : M 2 SNR� ) (�;M) 2 A�RPreuve La relation de sous-terme ommute ave n'importe quelle ongruene d'une relationappartenant à Rstable. Le théorème A.8 de l'annexe permet de onlure.Un algorithme de mise en forme normale de tête est une fontion qui prend en entrée untermeM fortement normalisable et qui retourne un réduit deM qui soit en forme normale detête. La préondition est évidemment néessaire puisque ertains termes non normalisablesn'ont pas de forme normale de tête.Algorithme 4.52 (CR_WHNF_onv_de) Soit R une relation invariante véri�ant la pro-priété de Churh-Rosser ayant un algorithme de mise en forme normale de tête. Alors, larelation �R est déidable sur l'ensemble des termes fortement normalisables.8�:8M;N 2 SN [R℄� :De (� `M �R N)Preuve L'algorithme est simple : soit M et N deux termes fortement normalisables àomparer. On met es deux termes en forme normale de tête (resp. M 0 et N 0). Le lemmepréédent nous dit que M et N seront onvertibles si et seulement si on a � `M 0 �invR N 0.On véri�e don queM 0 et N 0 ont le même onstruteur de tête (e qui néessite que l'égalitésur les sortes soit déidable) et l'on véri�e réursivement que les sous-termes sont deux àdeux onvertibles. Il reste à véri�er que es appels réursifs sont légaux. Ceux-i portent surdes sous-termes d'un réduit du terme ave lequel la fontion a été appelée. Cela orrespond



116 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSà la fermeture transitive de l'ordre de rédution, qui est bien fondé sur l'ensemble des termesfortement normalisables.Si nous voulions dé�nir un PTS ave omme règle de sous-typage�R, nous aurions besoindu résultat d'inversion du produit pour instanier le hamp inv_prod de PtsAlgos.Lemme 4.53 (inv_prod) Soit R une règle de rédution. Si les produits sont des formesnormales pour R (i.e. pas de rédution au sommet du terme), et si R est Churh-Rosser :8�; A;B:�A:B 2 NFR� R 2 CRalors nous avons la propriété d'inversion du produit� ` �A:B �R �A0: B0 ) � ` A0 �R A ^ � [A0℄ ` B �R B0Preuve En utilisant la on�uene, on en déduit qu'il existe M , un réduit ommun de�A:B et �A0: B0. Comme les produits sont des formes normales (au sommet du terme), lesrédutions ne peuvent avoir lieu que dans les sous-termes. Ainsi, es deux produits sont enforme normale de tête. Le lemme 4.48 permet d'en déduire � ` �A:B �invR �A0: B0, d'oùle résultat, par inversion de ette propriété.À e point, nous pourrions onlure en introduisant une signature regroupant les hypo-thèses permettant la déidabilité du typage des PTS sans sous-typage (i.e. muni de �R).Cependant, dans la setion suivante, nous allons dé�nir une lasse plus vaste de systèmes,et dont les onditions à satisfaire sont de omplexité tout à fait similaire. L'étude de ettesetion ne se justi�e que pare qu'elle sera utilisée pour dé�nir les PTS umulatifs.4.5 Les PTS Cumulatifs (CTS)Dans ette setion, on n'étudiera qu'un seul exemple de sous-typage (qui omporteratout de même des paramètres), la umulativité. Cela englobe évidemment le as où il n'ya pas de sous-typage, puisqu'il su�t de onsidérer la relation vide pour l'inlusion entresortes.Le prinipe de la umulativité est d'introduire des inlusions entre sortes à l'aide d'unerelation �. Si l'on a s1 � s2, alors tout type de sorte s1 sera, sans oerion expliite, untype de sorte s2. Le sous-typage que nous allons onsidérer est engendrée par ette relationaiinsi qu'une règle de rédution R.De plus, le sous-typage �passera au produit�, 'est-à-dire que si A0 est un sous-type de Aet B un sous-type de B0, alors �A:B sera un sous-type de �A0: B. Cela fait apparaître lefait que le produit est ovariant à droite (B et B0 sont dans le même odre que les produits),alors qu'il est ontravariant à gauhe (A et A0 sont en sens inverse).La ovariane du produit est utile pour que l'inférene de type se fasse simplement. Ene�et, sans la ovariane, un terme M de type �A:B aura le type �A:B0 s'il est sous formede produit (en appliquant la règle de sous-typage avant elle de l'abstration), mais passi 'est une variable. Ave la ovariane, l'appliation de la règle de sous-typage peut êtreretardée après l'abstration.La ontravariane n'est pas aussi importante. La présentation originale de Luo [38℄ne la onsidérait pas. Elle serait en revanhe néessaire si l'on onsidérait l'�-rédution :�A0: (M \0) a le type �A0: B, même sans la ontravariane, alors que sa forme �-réduiten'aurait que le type �A:B.Les CTS sont don des systèmes de types dont les paramètres sont les mêmes que lesPTS, sauf que la relation de sous-typage est remplaée par les paramètres � et R :



4.5. LES PTS CUMULATIFS (CTS) 117� ` A �R B� ` A ��C B s1 � s2� ` s1 ��C s2� ` A0 ��C A � [A0℄ ` B ��C B0� ` �A:B ��C �A0: B0Fig. 4.7: Dé�nition de la relation de umulativitéDé�nition 4.54 (type CTS_spe) Le type de strutures regroupant les paramètres d'unCTS est : h Axiom : P(Sort� Sort); (* Typage des sortes *)Rule : P(Sort� Sort� Sort); (* Formation des produits *)R : BR; (* Règle de rédution *)�: P(Sort� Sort) (* Inlusion entre sortes *)iOn notera e type CT S.Dans la suite, nous onsidérons C = hAxiom;Rule; R;�i un CTS quelonque. À partirde � et R, nous allons dé�nir la relation de umulativité omme expliqué au début de ettesetion.Dé�nition 4.55 (prédiat umul) La umulativité est dé�nie �gure 4.7.Si l'on onsidère la relation de umulativité vide (�= (s1; s2) 7! ?), nous nous retrouvonsexatement dans le as de la setion préédente ar ��C=�R.Lemme 4.56 (umul_rule) La relation de umulativité est invariante, et don sa ferme-ture ré�exive transitive est une règle de sous-typage :�C2 BR ��C2 SubRuleOn peut don dé�nir un PTS ave ��C omme règle de sous-typage.Dé�nition 4.57 (ts_pts_funtor) Soit C = hAxiom; Rule; R; �i 2 CT S un CTS, ondé�nit alors CtsToPts(C) omme le PTS suivant :CtsToPts(C) def� hAxiom; Rule; ��Ci 2 PT SCtsToPts(C) est une spéi�ation de PTS.Les PTS et les CTS sont formellement des strutures di�érentes. Mais on peut onsidérerque la dé�nition i-dessus injete les CTS dans les PTS. Dans le langage mathématique usuel,on dit que les CTS sont des PTS. (Il existe en Coq un méanisme de oerions impliitesqui rend ompte de ela).4.5.1 Déidabilité de la umulativitéNous suivrons le même shéma de preuve que pour les PTS sans sous-typage. La seuledi�érene est que lorsque l'on ompare deux sortes, il ne faut pas utiliser l'égalité mais larelation de umulativité, et omme le produit est ontravariant à gauhe, il faudra éhangerl'ordre des arguments, e qui ne sera pas sans nous poser des problèmes pour prouver laterminaison.



118 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSDé�nition 4.58 (prédiat umul_hn_inv) Le prédiat d'inversion de la umulativité gé-néralise le prédiat �invR : s1 �� s2� ` s1 �invC s2 � ` \n �invC \n� ` A �R A0 � [A0℄ `M �R M 0� ` �A:M �invC �A0:M 0� `M �R M 0 � ` N �R N 0� ` (M N) �invC (M 0 N 0)� ` A0 ��C A � [A0℄ ` B ��C B0� ` �A:B �invC �A0: B0On remarquera que le sous-typage n'est invoqué que dans les prémisses du as du produit,qui est le seul opérateur dont onnaissons la variane des sous-termes.Lemme 4.59 (inv_umul_trans) La relation �invC est transitive.Preuve Ce résultat n'est pas aussi trivial qu'il paraît. Les as de l'abstration et du produitsont plus ompliqués : il faut que la onversion et la umulativité soient invariants paronversion dans le ontexte, et pas simplement par renforement du ontexte. C'est-à-dire,si on a � ` A ��C B, alors on doit avoir �0 ` A ��C B pour tout �0 tel que (�) ��C (�0) ou(�0) ��C (�) (et pas simplement pour (�0) ��C (�)). C'est e qui a motivé la dé�nition 4.13.En e�et, on a pour l'abstration l'hypothèse suivante : �A:M �C �A0:M 0 �C �A00:M 00,e qui donne par inversion : � ` A �R A0, � [A0℄ ` M �R M 0, � ` A0 �R A00 et � [A00℄ `M 0 �R M 00. Il faut prouver � [A00℄ `M �R M 00, e qui est faile si l'on a � [A00℄ `M �R M 0.Lemme 4.60 (inv_umul_umul,inv_umul_hn) Si la relation R est on�uente et telleque les sortes et les produits sont des formes normales de tête pour R, alors la relation �invCest équivalente à ��C sur l'ensemble de formes normales de tête de R :� `M �invC N ) � `M ��C NM;N 2 HNFR� ^ � `M ��C N ) � `M �invC NNous regroupons maintenant un ensemble de propriétés qui permettront de onstruireun algorithme déidant la relation de umulativité.Dé�nition 4.61 (type subtype_de_CTS) Nous dé�nissons CtsSubDe le sous-ensembledes CTS véri�ant les propriétés suivantes :h (* Nom *) (* Spéi�ation *)sts_r : R 2 CR;sts_hn_sort: Sort � NFR� ;sts_hn_prod: 8A;B:�A:B 2 NFR� ;sts_whnf: 8�:8M 2 SN [R℄� : 9?N:� `M .�R N ^ N 2 HNFR� ;sts_rt_univ_de: 8s1; s2:De (s1 �� s2)i



4.5. LES PTS CUMULATIFS (CTS) 119Les quatre premiers hamps portent exlusivement sur la relation de rédution R, qui doitêtre Churh-Rosser, posséder un algorithme de mise en forme normale de tête, et telle que lessortes et les produits soient des forme normales de tête. On peut alors utiliser l'algorithmede onversion générique CR_WHNF_onv_de. La dernière ondition (sts_rt_univ_de) re-quiert que la fermeture ré�exive transitive de l'inlusion entre sorte (��) soit déidable.Les hamps sts_hn_sort et sts_hn_prod traduisent le fait que les sortes et le produitsont des onstruteurs de types anoniques, et don ne peuvent pas donner lieu à d'autressimpli�ations.Ce qui est remarquable est que l'on a déouplé les hypothèses portant sur les paramètresdérivant la hiérarhie de sortes (Axiom;Rule et �) et la rédution R. Cela signi�e quenous pourrons étudier des hiérarhies de sortes di�érentes sans que ela interfère ave larédution.Pour montrer la terminaison de l'algorithme de onversion sur les termes fortementnormalisables, il nous faut introduire un nouvel ordre. Comme la ontravariane nous faitparfois éhanger les arguments, il nous faut tenir ompte de la déroissane des deux termes.Dé�nition 4.62 (prédiat ord_onv)V �R V 0 W �R W 0(V;W ) -R (V 0;W 0) V �R V 0 W �R W 0(W;V ) -R (V 0;W 0)Le lemme suivant nous garantit que l'algorithme de onversion termine lorsqu'appeléave des termes fortement normalisables.Lemme 4.63 (sn_a_ord_onv) Si M et N sont fortement normalisables, alors la quan-tité ((�;M); (�; N)) est aessible pour l'ordre de normalisation :M;N 2 SN [R℄� ) ((�;M); (�; N)) 2 A-RIl aurait probablement été plus simple de dé�nir diretement l'ordre dont nous avonsbesoin. Pourtant, le dé�nir en utilisant des dé�nitions de la bibliothèque standard nousévite de devoir refaire des preuves de bonne fondation qui sont toujours un peu déliates.Algorithme 4.64 (CR_WHNF_umul_de) Pour tout CTS appartenant à CtsSubDe, la re-lation ��C est déidable sur l'ensemble des termes fortement normalisables.Lemme 4.65 (umul_inv_prod) Pour tout CTS appartenant à CtsSubDe, la relation ��Cpossède la propriété d'inversion du produit.Preuve Comme les produits sont des formes normales de tête, il su�t d'employer le lemmeinv_umul_hn.4.5.2 Déidabilité du typage des CTSLa struture suivante regroupe les hypothèses omplémentaires que nous ferons pourprouver la déidabilité du typage.



120 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSDé�nition 4.66 (norm_sound_CTS)h (* Nom *) (* Spéi�ation *)nts_sr: R 2 SR;nts_typ_sn: WT � � SN [R℄� ;nts_axiom: 8s1: InfPpal(s2 j (s1; s2) 2 Axiom; ��);nts_rule: 8s1; s2: 9Ppal(s3 j 9s01; s02: s1 �� s01 ^ s2 �� s02^ (s01; s02; s3) 2 Rule; ��);nts_hierarhy: 8s1; s2; s01: s01 �� s1 ^ (s1; s2) 2 Axiom ) 9s02: (s01; s02) 2 Axiomi Les onditions nts_axiom et nts_rule viennent du fait que ��C restreint aux sortes et�� se onfondent. Pour éviter les paradoxes, il est préférable que sous-typage et umulativitéaillent dans le même sens (i.e. leur réunion ne doit pas avoir de yles), bien que ela ne soitpas une ondition néessaire (f Système F ylique). La ondition nts_hierarhy (quenous utiliserons pour le typage de l'abstration) se justi�e ainsi.Ii enore, si l'on exlut l'hypothèse de normalisation forte nts_typ_sn, on a déoupléles propriétés portant sur la règle de rédution et la hiérarhie de sortes.Préisons qu'à e point préis du developpement, tous les résultats des setions 4.4 etpréédentes sont aquis. Cela signi�e que nous disposons de résultats métathéoriques ommele lemme de substitution, e qui nous permettrait de prouver le résultat d'auto-rédutiond'une règle de rédution omme �, après avoir prouvé qu'il s'agit bien d'une règle de ré-dution invariante et on�uente. Nous pourrions alors faire la preuve de normalisation forterequise dans la struture que nous venons de dé�nir. Si en revanhe, on souhaite admettrela normalisation forte, en se reposant sur un résultat déjà prouvé dans la littérature, ommela preuve de normalisation forte générique de Melliès et Werner [41℄, il serait intéressant dedérire expliitement une struture regroupant les hypothèses de e théorème.On montre d'abord les algorithmes de test de onvertibilité vers une sorte ou un pro-duit (f hamps least_sort et least_prod de la dé�nition PtsAlgos), puis les autresalgorithmes ne posent auune di�ulté notable.Lemme 4.67 (ts_prim_algos) Tout CTS véri�ant les onditions des dé�nitions 4.61et 4.66 appartient à PtsAlgos :C 2 CtsSubDe \ CtsNormSound ) CtsToPts(C) 2 PtsAlgosThéorème 5 (full_ts_type_heker) Tout CTS véri�ant les onditions du lemme pré-édent admet des jugements de typage déidables.C 2 CtsSubDe \ CtsNormSound ) CtsToPts(C) 2 PtsTPreuve C'est une onséquene immédiate du lemme préédent et du résultat 3.4.6 Les règles de rédution lassiquesLa règle de rédution que l'on onsidèrera sera souvent la réunion d'un ertain nombrede règles plus élémentaires omme � ou Æ (les seules règles que nous formaliserons), mais



4.6. LES RÈGLES DE RÉDUCTION CLASSIQUES 121on peut vouloir aussi ajouter des règles spéi�ques pour ertaines onstantes. Le fait d'avoirisolé un nombre assez faible de onditions à véri�er est bon pour la modularité.Il faut remarquer que bien que nous ayons fait des hypothèses relativement lassiquessur R, ela ne permettrait pas de traiter la �-rédution. En e�et, elle-i n'est pas on�uentesur les termes à la Churh mal typés. La tehnique qui permet de montrer la on�uene surl'ensemble des termes bien typés ne marhe pas ar la on�uene est perdue même sur lestermes bien typés, à ause du sous-typage éventuel. En e�et, �A: (�B:M \0) est bien typélorsque A est un sous-type de B, e qui empêhe dans le as général de refermer la paireritique entre � et �.4.6.1 Dé�nition de � et ÆDé�nition 4.68 (beta, beta_rule) La �-rédution se dé�nit ainsi :� ` (�T:M N)!� Mf0nNg (�)Nous pouvons prouver qu'elle est invariante : � 2 BR.La règle Æ dépend e�etivement du ontexte. Il ne faut pas oublier de reloger la valeur,de la même manière que l'on relogeait le type pour le typage.Dé�nition 4.69 (delta, delta_rule)�(n) = [M :T ℄� ` \n!Æ"n+1M (Æ)Nous pouvons aussi prouver qu'elle est invariante : Æ 2 BR.Dans la suite, on distinguera les propriétés à satisfaire suivant qu'elles peuvent se montrerséparément ou non. Notamment, la on�uene ne peut être montrée séparément, puisque laréunion de deux relations on�uentes ne l'est pas forément. En revanhe, l'auto-rédutionse montre pour haune des omposantes.4.6.2 Formes normales de têteLes sortes et les produits sont des formes normales de tête pour � et Æ. En fait, il s'agitd'une onséquene des hamps nts_hn_sort et nts_hn_prod que nous devons pourvoir.Algorithme 4.70 (beta_delta_whnf) La règle �Æ possède un algorithme de mise en formenormale de tête.Preuve L'algorithme simple utilisé n'est pas très e�ae, ar il Æ-normalise systémati-quement les termes. Il serait préférable de aluler la �-forme normale de tête faible, etn'expanser les onstantes de tête que lorsque ette stratégie éhoue.4.6.3 Con�uenePour montrer la on�uene on utilise la rédution parallèle, dont la fermeture ré�exivetransitive est équivalente à elle de la �Æ-rédution habituelle. Il su�t d'adapter la preuvede Tait Martin-Löf. C'est pour ela que nous avons formalisé une version abstraite de egenre de preuves (théorème 4).Dé�nition 4.71 (prédiat bd_par_red1) On utilise la �Æ-rédution parallèle dé�nie �-gure 4.8.



122 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURS(Step-�) � [T ℄ `M !�Æ== M 0 � ` N !�Æ== N 0� ` (�T:M N)!�Æ== M 0f0nN 0g(Step-Æ) �(n) = [M :T ℄ � `"n+1M !�Æ== M 0� ` \n!�Æ== M 0(Srt) � ` s!�Æ== s (s 2 Sort) (Rel) � ` \n!�Æ== \n(Abs) � `M !�Æ== M 0 � [M 0℄ ` N !�Æ== N 0� ` �M:N !�Æ== �M 0: N 0(App) � `M !�Æ== M 0 � ` N !�Æ== N 0� ` (M N)!�Æ== (M 0 N 0)(Prd) � `M !�Æ== M 0 � [M 0℄ ` N !�Æ== N 0� ` �M:N !�Æ== �M 0: N 0Fig. 4.8: Dé�nition de la �Æ-rédution parallèleOn montre failement que sa fermeture ré�exive transitive est équivalente à �Æ.Lemme 4.72 (bd_par_red1_subst_re) La �Æ-rédution parallèle est préservée par sub-stitution, à gauhe omme à droite.�Æ ` A!�== B � [T ℄ `M !�Æ== N� `Mf0nAg !�Æ== Nf0nBgPreuve Comme d'habitude, il faut généraliser la proposition aux as où la substitution sefait à un niveau quelonque.�Æ ` A!�== B �Æ� `M !�Æ== N A 2 ValOk(Æ)�(� fAg) `Mfj�jnAg !�Æ== Nfj�jnBgLemme 4.73 (onfluene_bd_par_red1) La �Æ-rédution parallèle est fortement on�u-ente.Preuve Il su�t d'énumérer tous les as. La preuve est relativement longue ar elle omportede nombreux as, mais ils sont tous simples, ar il n'y a pas de paires ritiques entre � et Æ.Théorème 6 (hurh_rosser_beta_delta) La règle �Æ est on�uente.Preuve Il su�t d'appliquer le théorème 4, page 112.Lemme 4.74 La règle �Æ est déidable sur les termes fortement normalisables.Lemme 4.75 Nous avons prouvé la on�uene de �Æ, ainsi que l'existene d'un algorithmede mise en forme normale de tête. Le lemme 4.52 permet de onstruire un algorithme deonversion pour �Æ.



4.7. HIÉRARCHIES DE SORTES 1234.6.4 Auto-rédutionNous dissoions le fait qu'une règle soit orrete du fait qu'elle soit inluse dans le sous-typage. Par exemple, l'�-rédution est orrete (au sommet du terme, grâe à la ontra-variane), mais on ne la onsidère pas. Cependant, à partir du moment où on veut que lafermeture ongruente soit orrete, il faut que la rédution soit inluse dans le sous-typage(lemme 4.45).Les résultats suivants sont assez failes à démontrer. Il su�t de faire la preuve pourune rédution au sommet du terme, ar nous pourrons utiliser le théorème qui prouve quel'auto-rédution passe au ontexte.Nous onsidérons un PTS quelonque hAxiom; Rule; �i.Lemme 4.76 (beta_sound) La règle � véri�e la propriété d'auto-rédution si le sous-typage du PTS � onsidéré véri�e la propriété d'inversion des produits.� ` �A:B � �A0: B0 ) � ` A0 � A ^ � [A0℄ ` B � B0Preuve Supposons � ` (�A:M N) : T . En appliquant deux fois les lemmes d'inversion,nous en déduisons qu'il existe une sorte s et trois termes B, A0 et B0 tels que� � ` B0f0nNg � T� � ` N : A0� � ` �A:M : �A0: B0� � ` �A:B � �A0: B0� � [A℄ `M : B� � ` �A:B : sNous dérivons suessivement :� � ` A0 � A et � [A0℄ ` B � B0 par inversion du produit,� � ` N : A par la règle de onversion,� � `Mf0nNg : Bf0nNg par le lemme de substitution,� � ` Mf0nNg : T par la règle de onversion, � ` Bf0nNg � B0f0nNg étant obtenupar la substitutivité du sous-typage.Le shéma des preuves d'auto-rédution est toujours le même : on suppose qu'une ins-tane du membre gauhe de la règle de rédution est typé par T ; on applique le lemmed'inversion sur ette hypothèse, et l'on reonstruit le jugement de typage du membre droit.Lemme 4.77 (delta_sound) La règle Æ véri�e la propriété d'auto-rédution, sans auuneondition.Don la règle �Æ véri�e l'auto-rédution modulo la ondition d'inversion du produit.Or, le lemme inv_prod permet de le prouver à partir du moment où notre relation �Æ eston�uente et telle que les produits sont des formes normales pour �Æ (au sommet du terme),e que nous avons déjà prouvé.4.7 Hiérarhies de sortesIl ne nous reste plus qu'à dé�nir le système de sortes que nous souhaitons employer. Nousen présenterons deux, haun ayant été implanté dans Coq. Le hangement a eu lieu lors dupassage de la version 5 à la version 6, sans que beauoup d'utilisateurs n'en soient gêné. Lamodularité de notre développement est telle qu'elle permet de passer de l'un à l'autre aussifailement que les utilisateurs.



124 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURS4.7.1 Calul des Construtions Étendu, Coq version 5.10La hiérarhie de sortes utilisée dans la version V5.10 de Coq s'inspire de elle du Caluldes Construtions Étendu (ECC) dé�ni par Luo dans sa thèse [38℄. Comme dans le Caluldes Construtions, nous disposons d'une sorte imprédiative Prop. La di�érene est qu'audessus de ette sorte, nous avons désormais une in�nité de sortes Type, indexées par unentier. Ces sortes sont prédiatives, sinon il est possible de oder la paradoxe de Girard-Coquand [12℄, qui est une optimisation du paradoxe de Burali-Forti.La seule di�érene entre les sortes de Coq V5.10 et ECC est que l'on a deux hiérarhiesde sortes : l'une alulatoire et l'autre logique. Ainsi, Prop donne lieu a deux sortes Prop�et Prop+, et Type(i) se sinde en Type(�; i) et Type(+; i).Dé�nition 4.78 (type al, srt_e) Les sortes de la version 5.10 de Coq sont :SortECC := Prop� j Type(�; n)ave � 2 f+;�g et n 2 N.Dé�nition 4.79 (prédiat univ_e) La relation de umulativité ne onerne que lessortes prédiatives : Type(�; i) �ECC Type(�; j)pour i et j tels que i�j.Dé�nition 4.80 (prédiat axiom_e) Les règles de typage des sortes de la version 5.10de Coq sont :(Prop�;Type(�; i)) 2 AxiomECC (Type(�; i);Type(�; j)) 2 AxiomECCpour i et j tels que i<j.Dé�nition 4.81 (prédiat rules_e) Les règles de formation des produits de la version5.10 de Coq sont :(Prop�; s; s) 2 RuleECC (s;Prop�;Prop�) 2 RuleECC(Type(�1; i);Type(�2; j);Type(�2; k)) 2 RuleECCpour i; j et k tels que i � k et j � k.Cette dé�nition montre que les sortes Prop� sont imprédiatives, alors que les Type(�; i)sont prédiatives.Toutes es relations sont déidables et satisfont les onditions requises dans la se-tion 4.5.2.Une dé�nition alternative, que l'on renontre parfois dans la littérature, serait :(Prop�;Type(�; 0)) 2 AxiomECC (Type(�; i);Type(�; i+ 1)) 2 AxiomECC(Prop�; s; s) 2 RuleECC (s;Prop�;Prop�) 2 RuleECC(Type(�1; i);Type(�2; i);Type(�2; i)) 2 RuleECCCompte tenu de la umulativité, es deux dé�nitions donnent lieu aux mêmes jugementsde typage. L'avantage de la première est qu'elle rend expliite toutes les façons de typerles sortes et tous les produits que l'on peut e�etivement former (elle est omplétée par larelation de umulativité, voir page 100).



4.8. CONSTRUCTION DU NOYAU 1254.7.2 Coq version 6.2Dans la version 6.2, Les hiérarhies Type(�; n) et Type(+; n) ont été fusionnées. Ainsi,Prop� et Prop+ ont tous deux le même type Type(0). En�n, la umulativité est étenduepuisque les deux sortes Prop� sont inluses dans Type(0).Dé�nition 4.82 (type srt_v6) Les sortes de la version 6.2 de Coq sont :SortV6 := Prop� j Type(n)ave les mêmes onventions que dans la setion préédente. Pour reprendre les notations deCoq, Prop désignera Prop� et Set sera une abbréviation pour Prop+.Dé�nition 4.83 (prédiat univ_v6) La relation de umulativité de la version 6.2 de Coqest : Prop� �V6 Type(i) Type(i) �V6 Type(j)pour i et j tels que i�j.Dé�nition 4.84 (prédiat axiom_v6) Les règles de typage des sortes de la version 6.2 deCoq sont : (Prop�;Type(i)) 2 AxiomV6 (Type(i);Type(j)) 2 AxiomV6pour i et j tels que i�j.Dé�nition 4.85 (prédiat rules_v6) Les règles de formation des produits de la version6.2 de Coq sont : (Prop�; s; s) 2 RuleV6 (s;Prop�;Prop�) 2 RuleV6(Type(i);Type(j);Type(k)) 2 RuleV6pour i; j et k tels que i � k et j � k.Ce système de sortes véri�e lui aussi toutes les propriétés attendues.4.8 Constrution du noyauIl ne reste plus qu'à assembler les di�érents modules pour former le noyau que l'on peutextraire. Nous allons dérire ette onstrution pas à pas.Dé�nition 4.86 (e, v6) Nous dé�nissons les deux CTS ECC et V6 à l'aide des dé�ni-tions des setions préédentes :ECC def� 
SortECC; AxiomECC; RuleECC; �Æ; �ECC�V6 def� 
SortV6; AxiomV6; RuleV6; �Æ; �V6�Comme tous les CTS s'injetent dans les PTS, nous béné�ions désormais de tous lesrésultats métathéoriques de la setion 4.3.2 (lemmes d'inversion, de substitution, orretiondes types, et.). Dans les setions préédentes, nous avons montré que es CTS remplissaienttoutes les onditions de CtsSubDe, e qui nous permet de onstruire l'algorithme de déi-dabilité du sous-typage. Nous pouvons aussi prouver l'auto-rédution de �Æ, puisque 'estla réunion de deux règles qui ont ette propriété (pour �, il su�t d'utiliser le lemme 4.65).



126 CHAPITRE 4. SYSTÈMES DE TYPES PURSÀ e point, nous aurions assez de résultats métathéoriques pour nous laner dans lapreuve de normalisation forte de nos systèmes de type. La preuve de normalisation forte deECC a été faite par Luo dans sa thèse.On avait fait formellement la preuve pour le Calul des Construtions, mais maintenant,il se peut que nous tombions sous le oup du deuxième théorème d'inomplétude de Gödel,et qu'il soit impossible de faire la preuve de normalisation forte de ECC dans le Calul desConstrutions Indutives. Nous admettrons don es résultats. Nous avons déjà disuté epoint dans l'introdution.Axiome 1 (e_normalise,v6_normalise) Les systèmes de types ECC et V6 (version5.10 et 6.2 de Coq) sont fortement normalisants.Cei nous permet de ompléter la signature CtsNormSound, et il ne reste plus qu'àemployer le théorème 5 pour former le noyau.Théorème 7 (e_algorithms,v6_algorithms) Les systèmes de types ECC et V6 ontdes jugements de typage déidables :ECC 2 PtsT V6 2 PtsTD'après la desription faite, on voit que la onstrution du noyau ne di�ère que dans lehoix initial des ingrédients qui onstituent le CTS. En fait, nous avons aussi produit uneversion de V6 sans la Æ-rédution. Les étapes sont les mêmes, sauf pour montrer l'auto-rédution, où l'on évite simplement de montrer l'auto-rédution de Æ. Les �hiers d'assem-blage des di�érents modules sont ourts (moins de 150 lignes à haque fois). Reonstruireune variante d'un noyau est don très faile. Par exemple, rédiger le �hier d'assemblage dunoyau sans Æ se fait en quelques minutes.4.8.1 ExtrationAvant extration, l'algorithme de typage est en fait une fontion qui, étant donné unterme, retourne en as de suès son type, ainsi qu'une preuve qu'il est bien typé, i.e. ladérivation de typage omplète. Potentiellement, nous pourrions aluler la dérivation, maisnous ne le ferons pas ar ela ruinerait l'e�aité du programme. En e�et, la dérivation de� ` est au moins de taille exponentielle par rapport à la taille de � (la dérivation de � [T ℄ontient au moins autant de dérivations de � ` que T a de feuilles).Heureusement, nous ne souhaitons pas garder les dérivations, mais simplement les termes-preuves. L'extration permet d'enlever tout e qui onerne la onstrution de la dérivation,puisque le prédiat typ a été dé�ni dans Prop.4.8.2 Réalisation d'un système de preuvesIl resterait à inorporer les messages d'erreur (setion 2.4) pour en faire un noyau réel-lement utilisable. Cela a été fait formellement, mais n'a pas été présenté ii pour ne pasalourdir la présentation.Nous avons programmé (sans véri�ation formelle) une petite interfae permettant l'ana-lyse grammatiale de termes, ainsi qu'un interpréteur de ommandes similaire à elui for-malisé dans la setion 2.4.On a pu formaliser le lemme de Newman dans e système. Le système étant très rudi-mentaire, on n'a pas développé la preuve dans e système, mais en Coq ! Une fois la preuvefaite en Coq, il n'y a plus qu'à a�her le ontexte sous une forme que omprend notrevéri�ateur. Comme nous avons hoisi une syntaxe ompatible ave elle de Coq, il su�t



4.8. CONSTRUCTION DU NOYAU 127d'a�her le terme preuve à la �n de haque preuve. Ce sript peut être revéri�é par notresystème.On a fait ette transformation de manière totalement manuelle, mais il est envisageablede le faire automatiquement. Évidemment, le système logique n'étant pas aussi puissant queelui de Coq, prinipalement pare que nous n'avons pas formalisé les types indutifs. Seulsles développements n'utilisant pas les types indutifs seront aeptés.4.8.3 E�aitéLe ode extrait est raisonnablement e�ae. Il s'avère légèrement plus rapide que Coqsur des exemples de taille moyenne, omme la preuve du lemme de Newman (�hier de6Ko). Ce n'est, tout ompte fait, pas étonnant, ar le ode extrait orrespond à e qu'onaurait érit à la main, surtout si l'on utilise la tatique Program. Les di�érenes sont quenous avons dû programmer de manière totalement appliative, e qui n'est en fait pas unhandiap du point de vue e�aité. Aussi, pour e oup d'essai, les algorithmes employéssont vraiment peu ra�nés.En poursuivant l'analyse, on se rend ompte qu'en fait, la Æ-rédution est très mal traitéedans notre système. En partiulier, le test de onversion expanse systématiquement lesdé�nitions, e qui ruine omplètement les performanes. Pire, e handiap peut roître trèsrapidement ave la taille des développements (au moins de manière exponentielle). La gestionde l'expansion des dé�nitions est un problème réurrent dans les systèmes de preuves. Cettesituation est probablement due au fait que la Æ-rédution semble tellement anodine d'unpoint de vue théorique, que peu d'e�ort est fait pour l'étudier sérieusement.Pour évaluer l'e�et de la Æ-rédution, nous avons reonstruit le système muni uniquementde la Æ-rédution, e qui est très simple à faire grâe à la modularité de nos preuves. Pourêtre aeptée, la preuve du lemme de Newman doit être modi�ée (à l'aide de Coq, bien sûr)de manière à rendre expliite dans le terme preuve les expansions de onstantes néessaires.Ave es modi�ations, notre système extrait est quatre fois plus rapide que Coq, e qui metbien en évidene à quel point l'implantation de l'algorithme de onversion est sensible. Ilserait sûrement très béné�que de poursuivre la formalisation du hapitre 3 a�n de l'intégrerà notre système.4.8.4 Autres onlusions et perspetivesLorsque l'on a bien ompris la sémantique de Heyting, il est faile de faire les preuvesqui orrespondent à l'algorithme qu'on a en tête, même sans employer la tatique Program.Réiproquement, nous avons à quelques oasions expliqué ertains résultats logiques (parexemple les lemmes d'inversion du jugement de typage) en termes alulatoires. Il nous estapparu que e genre d'expliations, qui sont à la base de l'isomorphisme de Curry-Howard,étaient suseptibles de nous aider à mieux onevoir les preuves.A posteriori, nous aurions pu regrouper les onditions à satisfaire di�éremment : d'un �téles propriétés portant sur la hiérarhie de sortes et elles portant sur la règle de rédution,la normalisation forte ayant un statut partiulier.Le bilan de e développement est lairement enourageant, et nous donne su�sammentde on�ane pour nous laner dans la formalisation du Calul des Construtions Indutives(il �su�t� pour ela de rajouter les types indutifs), ave omme objetif ultime le bootstrapde e système. Une solution serait de reprendre le développement ave exatement les mêmeidées sauf que l'on dé�nirait des PTS ave types indutifs. Pour briser la monotonie, nouspréférerons une présentation plus générale, en onevant des systèmes de types dans lesquelsnous pouvons rajouter des opérateurs à l'aide d'une signature.
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Chapitre 5PTS ave opérateurs5.1 OpérateursNotre objetif est maintenant de formaliser un système de types ayant une puissaneéquivalente à elui de Coq. La tâhe la plus omplexe qu'il reste à aomplir est la for-malisation des types indutifs. Ceux-i ont la réputation d'être assez omplexes, et leurprésentation est souvent fastidieuse. De plus, l'ajout de ette failité a été inorporée re-lativement réemment à la Théorie des Types et le formalisme même évolue d'année enannée.Reprendre la formalisation de CCI ave la même méthode que elle dérite dans lehapitre préédent, simplement en ajoutant les onstruteurs de termes néessaires feraitreposer un bon nombre de résultats métathéoriques sur une base mouvante.La solution que nous apporterons est d'étudier des systèmes de types dans lesquels letype des termes est en quelque sorte extensible.Une solution serait de rajouter dans la syntaxe des termes un simple onstruteur re-présentant des onstantes que l'on rajoute au alul. Martin-Löf [39℄ a proposé un systèmeouvert dans lequel nous avons la possibilité d'introduire de nouvelles onstantes. Le ompor-tement de es onstantes serait dé�ni dans une signature, spéi�ant notamment le type dela onstante, mais aussi les règles de rédutions assoiées à ette onstante. Cette signaturepourrait être étendue par l'utilisateur, modulo quelques véri�ations pour s'assurer de laohérene de l'extension proposée.Par exemple, pour l'égalité, nous pourrions rajouter trois onstantes eq, re et substdont les types seraient :eq : �A :Set: A! A! Propre : �A :Set:�x :A: (eq A x x)subst : �A :Set:�x :A:�P : (A! Prop): (P x)! �y :A: (eq A x y)! (P y)La onstante subst orrespond à l'égalité de Leibniz, qui permet de remplaer x par y lorsquel'on a prouvé l'égalité de x et de y. En�n, nous introduirions la règle de rédution :(subst A x P H x (re A x))! HLe problème d'une telle approhe est que les onstantes possèdent un bon nombre d'argu-ments que nous aimerions ne pas faire �gurer expliitement dans les preuves. Dans l'exemple129



130 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSi-dessus, le type de A peut en général être inféré1. Cela permettrait à nos onstantes d'êtred'arité respetives 2, 1 et 3 (dans le as de subst, on ne peut se passer du prédiat puisquele �ltrage d'ordre supérieur est indéidable), au lieu de respetivement 3, 2 et 6.Pour éviter ette abondane d'arguments, nous allons onsidérer des onstantes dont letype est trop omplexe pour pouvoir toujours être exprimé par un type du système logique.On assoiera à es onstantes un shéma de type. Il sera possible d'assoier un type dusystème uniquement à la onstante une fois appliquée à un ertain nombre d'arguments,spéi�és par le shéma de type. C'est pourquoi nous les appelerons plut�t opérateurs.Un shéma de type est tout simplement une relation qui assoie aux valeurs et types desarguments appliqués à l'opérateur, le type de l'objet ainsi formé. Évidemment, pour que lesystème ait de bonnes propriétés métathéoriques, il faudra restreindre les shémas autorisésd'une ertaine manière, e que nous verrons plus tard.Pour reprendre l'exemple de l'égalité, nous assoierons à eq le shéma suivant :(M : A; N : A)! Prope qui signi�e que le shéma de type de eq est la relation qui à tout quadruplet qui est �ltrépar le membre gauhe i-dessus assoie le membre droit. Les termes M et N représententles valeurs des arguments de eq (qui sera don d'arité deux), et ils sont aompagnés de leurtype.De même, les autres onstantes auront les shémas suivants :re : (M : A) ! (eq M M)subst : (P : (A! Prop); H : (P x); M : (eq x y)) ! (P y)et la règle de rédution assoiée sera tout simplement :(subst P H (re x))! HOn se rend ompte alors que le typage de l'appliation peut s'exprimer à l'aide de nosshémas de types. On peut onsidérer l'appliation omme un opérateur � non primitif quiprend deux arguments M et N , l'un de type �x :A:B et l'autre de type A, le type de etteinstane de l'opérateur est alors Bf0nNg. Pour ela, on assoie à l'opérateur � le shémade type suivant : � : (M : �x :A:B; N : A)! Bf0nNg :À et opérateur, on assoie la règle de rédution�(�x :A:M; N)!� MfxnNge qui ahève de dé�nir les PTS dans notre adre. Noter que l'on n'a pas besoin de donnerles types A et B dans l'opérateur, ar es types peuvent être inférés2. On voit don que lesopérateurs sont un peu plus ommodes que de simplement o�rir la possibilité de rajouter desonstantes ave un type exprimé uniquement à l'aide des produits du systèmes : � devraitavoir le type �A :s1:�B :A) s2: (�x :A: (B x))! �y :A: (B y)et ela nous oblige à rajouter une telle onstante pour haque (s1; s2; s3) 2 Rule.1La situation est un peu plus omplexe ave les systèmes possédant du sous-typage. On pourra toujoursinférer le type A si l'on dispose d'un algorithme déidant si deux types admettent un sur-type ommun.2D'ailleurs, dans la présentation usuelle de l'appliation omme onstruteur de terme, les types A et Bn'apparaissent pas expliitement.



5.2. SYNTAXE DES TERMES 131Dans la plupart des as, la règle assoiée à un opérateur onsiste à typer les sous-termesde et opérateurs, ave éventuellement des onditions annexes, mais qui ne peuvent invoquerle typage. Les shémas de type apturent bien es as. La règle de l'abstration ne véri�epas ette ondition puisqu'une prémisse demande que le produit soit bien formé. Cei faitque l'abstration est partiulièrement déliate à typer, et nous oblige à onsidérer des sous-lasses de PTS omme les PTS full ou semi-full, qui nous dispensent de typer e�etivementle produit.Le fait que les onstantes soient obligatoirement totalement appliquées n'est pas vraimentun problème, puisqu'il su�t en général d'�-allonger les termes (ela peut éhouer lorsque letype de l'opérateur ne peut être exprimé dans le système de type, mais 'est e que nousvoulions pour ne pas avoir trop d'arguments).5.1.1 MéthodologieOn reprend la même méthodologie que pour les PTS. Ce développement sera enoreplus ourt que elui des PTS, ar il est enore plus général, e qui laissera plus de travailau moment de l'instantiation.Notre but est de produire un noyau de véri�ation de type pour notre lasse de systèmes,et ela aura pour e�et de dégager des onditions sur les paramètres (notamment le sous-typage, mais e qui est nouveau, 'est la signature).Ce développement sera moins modulaire que les autres, mais 'est uniquement parmanque de temps (il pourrait l'être autant). Seule la partie métathéorie simple, orres-pondant à la setion 4.3, sera totalement générique.Un ertain nombre de dé�nitions n'ont pratiquement pas hangé par rapport au PTS.Dans e as, on ne redonnera pas la dé�nition. Beauoup de noms de lemmes et de typesont été réutilisés.5.2 Syntaxe des termesComme d'habitude, la formalisation débute ave la dé�nition des termes. Nous avonsremarqué que l'absene de noms dans les lieurs était partiulièrement gênante lorsque l'onavait à a�her des termes. Pour que l'utilisateur ne soit pas omplètement désorienté, il estimportant de réutiliser les noms donnés par l'utilisateur, ou au moins des noms su�sammentprohes3. Ainsi, nous ontinuons de raisonner ave des indies de de Bruijn, mais haquelieur porte un nom qui sera utilisé omme pré�xe du nom utilisé au moment de l'a�hage.C'est uniquement à l'a�hage que l'on résoudra les risques de apture.Cette fois, les termes sont paramétrés par les types suivants :� omme pour les PTS, un ensemble des sortes Sort, sur lequel l'égalité est déidable ;� un ensemble non vide (nous noterons _ un élément partiulier de et ensemble) denoms de variables Name, dont l'égalité est déidable ;� un ensemble d'opérateurs Oper, dont l'égalité est déidable.La première idée pour représenter le type des termes serait de remplaer la onstruteurd'appliation par elui des opérateurs qui prendraient en argument une liste de termes.Comme pour les PTS, nous retrouverions les sortes, les variables, l'abstration et le produit.3Des renommages peuvent être néessaires pour éviter des ambiguïtés. Par exemple, il serait inorretd'a�her �x :T1: �x :T2: (\0 \1) de manière naïve : �x :T1: �x :T2: (x x). Il faut renommer l'un des x.



132 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSIndutive term : Set :=Srt: sort -> term| Rel: nat -> term| Cst: oper -> (list term) -> term| Prd: name -> term -> term -> term| Lam: name -> term -> term -> term.Hélas, les types indutifs de Coq ne permettent pas d'érire des fontions réursives dont lesappels réursifs se font sur les éléments de la liste argument de Cst. L'astue lassique pourontourner e problème est d'expanser la dé�nition des listes, e qui donnerait lieu au typeindutif suivant :Mutual Indutive term : Set :=Srt: sort -> term| Rel: nat -> term| Cst: oper -> lterm -> term| Prd: name -> term -> term -> term| Lam: name -> term -> term -> termwith lterm : Set :=Lnil: lterm| Lons: term -> lterm -> lterm.L'inonvénient de e hoix est qu'il omplique les raisonnements par réurrene ar il fautfournir un énoné équivalent sur les listes de termes. Il faut aussi dupliquer les jugementsde typage de manière à typer les listes de termes par des listes de types. Il nous a sembléplus simple de onfondre termes et listes de termes, simplement en introduisant la paire(qui orrespond au ons des listes) et les opérateurs d'arité zéro (qui sera utilisé pour lenil des listes). Le produit artésien sert de ons pour les listes de types. Ce qui fait que leshéma de type (M1 : T1; : : : ; Mn : Tn)! U sera noté ((M1; : : : ; Mn); T1 � : : : � Tn)! U .La délaration en Coq du type des termes est don :Indutive term: Set :=Srt: sort -> term| Rel: nat -> term| Cst0: oper -> term| Cst1: oper -> term -> term| Prd: name -> term -> term -> term| Lam: name -> term -> term -> term| Sum: term -> term -> term| Pair: term -> term -> term.Dé�nition 5.1 (type term) Le type des termes est dé�ni selon la grammaire suivante :T1; T2 : Term := s j \n j  j (T1) j �x :T1: T2 j �x :T1: T2 j T1 � T2 j (T1; T2)où s 2 Sort, x 2 Name,  2 Oper, et n 2 N.Notre système ne omporte de manière primitive qu'un lieur et les paires. Tous lesautres opérateurs sont onstruits en utilisant e lieur. Ce lieur sert à typer des termes dansun ontexte di�érent.L'utilité des paires sera essentiellement de permettre de représenter les listes d'argu-ments. Grâe aux paires, il n'est pas néessaire d'avoir des opérateurs d'arité quelonque :il su�t d'avoir des d'opérateurs d'arité zéro et un. Un opérateur d'arité deux (omme l'ap-pliation) prendra omme argument une paire. Le type des paires formées d'un objet de



5.2. SYNTAXE DES TERMES 133type A et d'un autre de type B sera noté A � B, et la paire formée à partir de M et Nsera notée (M; N). Cette manière de proéder est totalement symétrique au as du produitet de l'abstration : on introduit une opération sur les types, ainsi qu'un onstruteur pourhabiter les types de ette espèe. Le ouple formé par le produit et l'abstration introduitla notion de fontion, tout omme le ouple produit artésien et paire introduit une notionrudimentaire de struture, en donnant la possibilité d'agréger des objets. Aussi, les proje-tions, qui permettent d'aéder aux omposantes de la paire, ne sont pas primitives dans lesystème, mais dé�nies par l'intermédiaire des opérateurs, omme pour l'appliation.Dé�nition 5.2 (type del,env) Les délarations sont soit des variables, soit des dé�ni-tions. Les délarations étant des lieurs, elles omportent un nom.Del := [x : T ℄ j [x=M :T ℄Ctx := [ ℄ j �Æave � 2 Ctx, Æ 2 Del, x 2 Name et M;T 2 Term.Pour toute délaration Æ, on note Æ:x le nom qu'elle ontient, et Æ:b son éventuel orps, lanotation Æ:b = ? signi�ant l'absene de orps.Les fontions de reloation et de substitution sont dé�nies omme pour les PTS. Il fautsimplement préiser les liaisons de variable pour les nouvelles onstrutions : un opérateurne lie auune variable dans son argument ; le produit artésien A � B et la paire (M; N)ne lient pas de variables. Autrement dit, on étend les dé�nition de la �gure 4.1 ave leséquations suivantes :Reloation Substitution"nk  =  fknNg = "nk (M) = ("nkM) (M)fknNg = (MfknNg)"nk (A � B) = "nk A� "nk B (A � B)fknNg = AfknNg �BfknNg"nk (A; B) = ("nk A; "nk B) (A; B)fknNg = (AfknNg ; BfknNg)On peut démontrer exatement les mêmes propriétés algébriques onernant les reloa-tions et substitutions. Nous aurons besoin d'un résultat supplémentaire, qui n'est pas uneonséquene direte de es propriétés.Lemme 5.3 (replae0) Si dans un terme M , on rée une variable k+1, et que l'on sub-stitue la variable k par \0 (qui dénote don la variable nouvellement réée), on obtient M .("1k+1M)fkn\0g =MDé�nition 5.4 (prédiat free_db) L'ensemble des variables qui ne sont pas libres dansun terme M est noté V(M). Il s'agit de l'ensemble des entiers qui n'apparaissent pas dans leterme, et qui ne sont liés par auun produit ou abstration. Par abus de langage, on dit que lavariable n apparaît dans M , si n+m apparaît syntaxiquement sous m lieurs. Formellement,e prédiat est dé�ni à la Prolog :n 2 V(s) (s 2 Sort) n 6= kn 2 V(\k) n 2 V() ( 2 Oper) n 2 V(M)n 2 V((M))n 2 V(T ) n+1 2 V(U)n 2 V(�x :T: U) n 2 V(T ) n+1 2 V(M)n 2 V(�x :T:M)n 2 V(A) n 2 V(B)n 2 V(A �B) n 2 V(M) n 2 V(N)n 2 V((M; N))



134 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSDé�nition 5.5 (prédiat losed) La �taille� d'un terme M est l'ensemble des indies dede Bruijn pour lesquelles auune des indies supérieurs n'apparaît dans M :jM j def� fn j 8m � n:m 2 V(M)gLa propriété essentielle de jM j est que 'est l'ensemble des longueurs de ontextes qui lienttoutes les variables de M , ou bien le nombre d'abstration qu'il faut rajouter pour obtenirun terme los.Formellement, on dé�nit jM j de manière similaire à V(M), à la Prolog, en remplaçantla prémisse n 6= k par n > k. L'équivalene ave la dé�nition i-dessus est très faile àprouver. La raison est qu'ave un prédiat dé�ni indutivement, on béné�ie des tatiquesd'inversions qui permettent de prouver automatiquement que n 2 j�x : T:M j impliquen 2 jT j et n+1 2 jM j, propriété qui devrait être énonée expliitement ave la dé�nitioninformelle.Intuitivement, on verrait plut�t jM j omme l'élément minimal de l'ensemble dé�ni i-dessus, mais à auun moment dans le développement il n'a été néessaire d'introduire ex-pliitement ette borne inférieure.Lemme 5.6 (losed_lift_re,losed_subst_re) Les reloations et substitutions à unrang au dela de la plus grande variable libre sont sans e�et :k 2 jM j ) "nkM =Mk 2 jM j ) MfknNg =MOn dé�nit quelques sous-types de l'ensemble des termes, en fontion du nombre devariables libres :Dé�nition 5.7 (types term, del) L'ensemble des termesM tels que n 2 jM j sera notéTermn. En partiulier, Term0 est l'ensemble des los. En�n, Deln sera l'ensemble desdélarations qui ne omportent que des termes dans Termn.Les opérations de reloation et de substitution dans les ontextes (InsInEnv et SubInEnv)se dé�nissent omme pour les PTS, et possèdent les mêmes propriétés, ar leur dé�nitionest indépendante de la struture des termes.5.3 Règles de sous-typageComme pour les PTS, nous allons paramétrer le système par une relation de sous-typage,qui est une relation ternaire véri�ant quelques propriétés vis-à-vis de la reloation et de lasubstitution. Nous retrouvons Rlift sans auun hangement (voir page 96). La substitutivitéest dé�nie sous deux formes. L'une, faible, notée Rsubstwk est identique à elle des PTS.Dé�nition 5.8 (prédiat R_subst_weak) La dé�nition de la stabilité (faible) d'une rela-tion ternaire est dé�nie omme dans le hapitre 4 :Rsubstwk def� �R ���� M 2 ValOk(Æ) ^R(�Æ(�+); A;B)) R�(�(� fMg); Afj�jnMg ; Bfj�jnMg) �Nous introduirons aussi la substitutivité forte, Rsubst, qui a pour onséquene la versionfaible de substitutivité.



5.3. RÈGLES DE SOUS-TYPAGE 135Dé�nition 5.9 (prédiat R_subst) La substitutivité forte ne fait pas appel à la fermetureré�exive transitive :Rsubst def� �R ���� M 2 ValOk(Æ) ^ R(�Æ(�+); A;B)) R(�(� fMg); Afj�jnMg ; Bfj�jnMg) �Ces deux notions de substitutivité se onfondent sur les préordres. En revanhe, lorsque l'ononsidère les règles de rédutions élémentaires, es deux dé�nitions di�èrent. Notamment,la Æ-rédution ne véri�e pas la substitutivité forte.Il existait une troisième propriété requise pour former une règle de sous-typage : l'inva-riane du sous-typage par modi�ations des types �gurant dans le ontexte (Rstable). Nousra�nons ette ondition en la paramétrant par une relation sur les délarations (plus exa-tement, un sous-ensemble de Ctx�Del�Del) permettant de ontr�ler les modi�ationsapportées au ontexte.Dé�nition 5.10 (prédiat R_stable) Soit S une relation d'inlusion entre délarations.L'ensemble RstableS des relations ternaires invariantes par modi�ation du ontexte suivantS est dé�ni par :RstableS def� fR j R(�; A;B) ^ (�0) S (�) ) R(�0; A;B)goù (�0) S (�) signi�e que � et �0 ne di�èrent que pour un ertain ertain rang n pour lequelon a S(�0; �(n); �0(n)), ave �0 le ontexte ommun de �(n) et �0(n).Pour toute relation de sous-typage R, on appelle ty(R) la relation d'inlusion entre lesdélarations qui n'a�ete pas les valeurs.Dé�nition 5.11 (prédiat rel_typ) La relation entre délarations ty(R) permet d'appli-quer R aux types des délarations, sans a�eter les valeurs. Les noms peuvent être modi�és.ty(R)(�; Æ1; Æ2) def� R(�; Æ1:t; Æ2:t) ^ Æ1:b = Æ2:bCela permet au sous-typage de dépendre des types présents dans le ontexte, en toutas, en e qui onerne la métathéorie simple. En revanhe, ela risque fortement de poserdes problème de déision du sous-typage ar l'algorithme qui onsiste à omparer les formesnormales ne onvient plus, omme le montre l'exemple suivant.Exemple 5.12 Supposons que les deux termes à omparer ont omme formes normales�x :T: U et �y :T 0: U 0 dans �, e qui signi�e que U est une forme normale dans � [x : T ℄ etU 0 dans � [y : T 0℄. Ave la ontravariane, on véri�e que T 0 est un sous-type de T , et que Uest un sous-type de U 0 dans � [y : T 0℄. Le problème est que U se retrouve dans un ontexteplus petit que elui dans lequel il a été normalisé. Cela peut autoriser plus de rédutions.L'algorithme de sous-typage onsistant à omparer les formes normales ne fontionne plus.Dé�nition 5.13 (prédiat del_rel) Nous dé�nissons dlsub(R1; R2); une autre rela-tion d'inlusion entre délarations : R1 est une relation indiquant quelles valeurs on identi�e,alors que R2 est une relation d'inlusion entre types, par exemple le sous-typage.dlsub(R1; R2)(�; Æ1; Æ2) def� R2(�; Æ1:t; Æ2:t) ^ (Æ2:b = ? _ R1(�; Æ1:b; Æ2:b))Les règles d'inférenes suivantes dé�nissent le même prédiat de manière plus lisible :R2(�; T1; T2)dlsub(R1; R2)(�; [x=M1 :T1℄ ; [y : T2℄) R1(�;M1;M2) R2(�; T1; T2)dlsub(R1; R2)(�; [x=M1 :T1℄ ; [y=M2 :T2℄)



136 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSIl est évident que ty(R) � dlsub(=; R) pour tout R. Cette propriété (lorsque instaniéepar le sous-typage) assure que le sous-typage dans le ontexte est ontravariant, i.e. plus lestypes dans le ontexte sont petits, plus on a d'informations sur la valeur que peut prendre lavariable, plus on peut faire de rédutions. Cela justi�e le fait que del_rel inlut [x=M :T ℄dans [y : T ℄.Dé�nition 5.14 (prédiat Subtyping_rule) Une règle de sous-typage est un préordre vé-ri�ant la onjontion des trois propriétés i-dessus :SubRule def� �R 2 Rlift \ Rsubst �� R 2 Rstablety(R) ^ R� � R	5.4 Signature d'opérateursLe dernier paramètre, qui aratérise notre lasse de systèmes de types, est la signaturedérivant omment se typent les opérateurs d'arité zéro ou un. Elle est omposée de deuxrelations �0 et �1 :� �0 2 P(Oper � Term) pour les opérateurs d'arité zéro. Si l'on a (; U) 2 �0, elasigni�e que l'opérateur onstant  a pour type U .� �1 2 P(Oper�Ctx�Term3) pour les opérateurs d'arité un. Si (;�;M; T; U) 2 �1,ela signi�e que dans le ontexte �, on peut assoier à l'opérateur  le shéma de type(M;T )! U . La signature �1 dépend du ontexte.En d'autres termes, on pourrait onsidérer typer les opérateurs à l'aide des règles detypages suivantes :� ` (; U) 2 �0� `  : U � `M : T (;�;M; T; U) 2 �1� ` (M) : UPour avoir de bonnes propriétés métathéoriques indépendamment de la signature, nousrenforerons es règles en nous assurant que les types issus de la signature sont bien formés(tout omme nous véri�ons la bonne formation des types dans la régle de onversion) :(Op0) � ` [_ : U ℄ ` (; U) 2 �0� `  : U(Op1) � [_ : T ℄ ` � [_ : U ℄ ` � `M : T (;�;M; T; U) 2 �1� ` (M) : UCette hypothèse de onfort nous permet de dé�nir plus failement la signature, i.e. sanstrop se souier du typage. L'inonvénient est que la déidabilité du typage sera moins direte.En e�et, nous ne pourrons pas faire d'appel réursif pour véri�er le type de U (la fontionde typage fait une réurrene struturelle sur le terme à typer). Pour nous dispenser de ettevéri�ation, nous prouverons un résultat métathéorique assurant que si T est bien formé (eque nous pourrons véri�er grâe au résultat de orretion des types), alors U le sera aussi.En d'autres termes, si les types donnés en �entrée� de la signature sont orrets, alors lestypes en �sortie� de la signature seront orrets.Bien que la véri�ation i-dessus nous donne une plus grande liberté, la signature nepeut pas dépendre arbitrairement de la valeur et du type de ses arguments. Comme pour larelation de sous-typage, il faut quelques onditions de régularité vis-à-vis de la reloation,de la substitution et de la rédution dans le ontexte.



5.5. DÉFINITION DES JUGEMENTS DE TYPAGE 137Dé�nition 5.15 (prédiat signature) Soit � une relation ternaire. Une signature �1est dite invariante par rapport à � si elle véri�e les onditions suivantes :h sig_member_lift : 8�0;�;�0; n; ;M; T; U:InsInEnv(�0; Æ; n;�;�0) ^ (;�;M; T; U) 2 �1) (;�0; "1nM; "1nT; "1nU) 2 �1sig_member_subst : 8�0; Æ;�;�0; n; ;N;M; T; U:SubInEnv(�0; Æ;N; n;�;�0) ^ (;�;M; T; U) 2 �1) (;�0;MfnnNg ; TfnnNg ; UfnnNg) 2 �1sig_member_stable : 8�;�0; ;M; T; U:(�0) ty(�) (�) ^ (;�;M; T; U) 2 �1) (;�0;M; T; U) 2 �1iOn notera SignInv� l'ensemble des signatures �1 véri�ant les trois propriétés i-dessus.5.5 Dé�nition des jugements de typage5.5.1 ParamètresDé�nition 5.16 (type PTSO_spe) La spéi�ation d'un PTS ave sous-typage et opéra-teurs est une struture regroupant six paramètres :h Axiom : P(Sort� Sort); (* Typage des sortes *)Rule : P(Sort� Sort� Sort); (* Formation des produits *)Pair : P(Sort� Sort� Sort); (* Formation des paires *)�: SubRule; (* Relation de sous-typage *)�0 : P(Oper�Term); (* Typage des opérateurs onstants *)�1 : SignInv� (* Typage des opérateurs d'arité un *)iCet ensemble de spéi�ations sera noté PT SO.Nous retrouvons les paramètres Axiom, Rule et � des PTS. Leur signi�ation estinhangée. Parmi les nouveaux paramètres, il y a Pair, qui régit la formation des pairesexatement de la même manière que Rule régissait elle des produits. En�n, �0 et �1sont les relations dé�nissant le typage des opérateurs d'arité zéro ou un introduits dans lasetion 5.4.5.5.2 Règles de typagePar rapport aux PTS, on note peu de hangements essentiels : la règle d'appliationest supprimée. Elle est avantageusement remplaée par elle des opérateurs. Nous avons enoutre la règle d'introdution des paires.Dé�nition 5.17 (prédiat typ, wf) Les règles de typage dé�nissant les jugements de ty-page des termes et de bonne formation des ontextes des PTSO sont présentées �gures 5.2et 5.1.



138 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURS
(WF-[ ℄) [ ℄ ` (WF-var) � ` � ` T : s� [x : T ℄ ` (s 2 Sort)(WF-def) � ` � `M : T � ` T : s� [x=M :T ℄ ` (s 2 Sort)Fig. 5.1: Règles de typage des ontextes

(Srt) � ` (s1; s2) 2 Axiom� ` s1 : s2 (Rel) � ` �(n) = Æ� ` \n : "n+1Æ:t(Op0) � ` [_ : U ℄ ` (; U) 2 �0� `  : U(Op1) � [_ : T ℄ ` � [_ : U ℄ ` � `M : T (;�;M; T; U) 2 �1� ` (M) : U(Prod) � ` T : s1 � [x : T ℄ ` U : s2� ` �x :T: U : s3 (s1; s2; s3 2 Rule)(Lam) � [x : T ℄ `M : U � ` �x :T: U : s� ` �x :T:M : �x :T: U (s 2 Sort)(Sum) � ` A : s1 � ` B : s2� ` A �B : s3 (s1; s2; s3 2 Pair)(Pair) � `M : A � ` N : B � ` A �B : s� ` (M; N) : A �B (s 2 Sort)(Conv) � `M : U � ` V : s U �� V� `M : V (s 2 Sort)(Conv-Srt) � `M : U U �� s� `M : s (s 2 Sort)Fig. 5.2: Règles de typage



5.6. MÉTATHÉORIE DU SYSTÈME AVEC OPÉRATEURS 139Dans le système proposé, ertaines prémisses s'avèrent super�ues : dans haune desrèglesWF-var et WF-def, la première prémisse est inutile puisque nous pourrons prouverque le ontexte de n'importe quel jugement de typage est bien formé. La raison d'une telleredondane est de béné�ier d'un shéma de réurrene (engendré automatiquement parCoq suivant la dé�nition de typ et wf) o�rant plus d'hypothèses de réurrene. Il pourraitêtre intéressant de s'assurer de l'équivalene proposé ave elui n'ayant auune prémissesuper�ue.Les noms apparaissant dans les ontextes n'ont pas à être distints puisque nous utilisonsles indies de de Bruijn. Nous rappelons que les noms ne sont onsidérés que omme desindiations sur le nom à donner à la variable, mais ne servent pas à y faire référene (si en'est dans la syntaxe onrète).5.5.3 Règles dérivéesLa relation Rule�, obtenue en omplétant Rule ave l'inlusion entre sortes, se dé�nitomme pour les PTS. Symétriquement, nous dé�nissons Pair� et montrons sa règle dérivéeassoiée.Dé�nition 5.18 (prédiat pr_sat) Les règles de formation des paires peuvent être om-plétées par le sous-typage, omme les règles de formation des produits :(s1; s2; s3) 2 Pair� def� 9s01; s02: s1 � s01 ^ s2 � s02 ^ (s01; s02; s3) 2 PairLemme 5.19 (typ_sum) La règle suivante est dérivable :� ` T : s1 � ` U : s2� ` T � U : s3 (s1; s2; s3 2 Pair�)Comme pour les règles de formation des produits pour les PTS, étant donné une signature�1, nous pouvons dé�nir une signature qui rend inutile l'appliation de la règle de sous-typage en �n de dérivation du jugement de typage de l'argument de l'opérateur.Dé�nition 5.20 (prédiat in_sign_sat) Pour toute signature �1, on dé�nit ��1 , la si-gnature omplétée par la relation de sous-typage :(;�;M; T; U) 2 ��1 def� 9T 0: 8>>><>>>:� ` T � T 0(;�;M; T 0; U) 2 �1� [_ : T 0℄ `� [_ : U ℄ `Ii enore, ette dé�nition donne lieu à une règle dérivée permettant de l'utiliser :Lemme 5.21 (typ_st1_sat) La règle suivante est dérivable :� `M : T (;�;M; T; U) 2 ��1� ` (M) : U5.6 Métathéorie du système ave opérateursLes règles de typage ont été renforées de manière à ne pas avoir à faire de réurrenesur la taille des dérivations, mais uniquement des réurrenes struturelles.Un bon nombre des résultats i-dessous sont formulés de manière identique au as desPTS. Parfois, les preuves di�èrent légèrement. Nous nous ontenterons de relever les di�é-renes.



140 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSLemmes d'inversionLemme 5.22 (typ_wf) Le ontexte de tout jugement de typage dérivable est bien formé.La règle suivante est admissible : � `M : T� `Lemme 5.23 (inversion_lemma) Les lemmes d'inversion du jugement de typage se dé-duisent systématiquement de la dé�nition du jugment de typage. La �gure 5.3 réapitule lesénonés.Lemme des variables libresLemme 5.24 (typ_los) Toutes les variables libres d'un terme bien typé sont liées dansle ontexte : � `M : T ) j�j 2 jM jPreuve Par réurrene sur � ` M : T , sans auune di�ulté. Les as de base sontélémentaires. Les autres as se resolvent simplement grâe aux hypothèses de réurrene.Lemme d'a�aiblissementLe lemme d'a�aiblissement (ainsi que le lemme de substitution) di�ère légèrement duas des PTS.Lemme 5.25 (typ_weak) Le typage est préservé par ajout d'une délaration dans le on-texte, dans la mesure où elui-i reste bien formé. La règle�� `M : T �Æ `�Æ(�+) `"1j�jM : "1j�jT (s 2 Sort)est admissible.Preuve Nous ne pouvons plus utiliser la même astue que dans le as des PTS, à ausedu as des opérateurs d'arité un. Pour avoir les hypothèses de réurrene manquantes, nousprouvons le lemme d'a�aiblissement par réurrene mutuelle. Nous introduisons d'abordl'hypothèse �Æ `, puis nous prouvons simultanément :�� `M : T�Æ(�+) `"1j�jM : "1j�jT �� `�Æ(�+) `La preuve ne présente alors auune di�ulté notable.Lemme de substitutionLemme 5.26 (typ_sub) Le typage est préservé par toute substitution d'une variable parun terme dont le type est elui délaré pour la variable. La règle�Æ� `M : T � ` N : Æ:t N 2 ValOk(Æ)�(� fNg) `Mfj�jnNg : Tfj�jnNgest admissible.Preuve Comme pour le lemme d'a�aiblissement, après avoir introduit les hypothèses an-nexes (ii � ` N : Æ:t et N 2 ValOk(Æ)), nous prouvons par réurrene mutuelle les énonés :�Æ� `M : T�(� fNg) `Mfj�jnNg : Tfj�jnNg �Æ� `�(� fNg) `



5.6. MÉTATHÉORIE DU SYSTÈME AVEC OPÉRATEURS 141
� ` s1 : T ) 9s2 2 Sort: ((s1; s2) 2 Axiom� ` s2 � T� ` \n : T ) 9Æ 2 Del: (�(n) = Æ� `"n+1Æ:t � T� `  : T ) 9U 2 Term: 8><>:(; U) 2 �0[_ : U ℄ `� ` U � T� ` (M) : T ) 9A;B 2 Term: 8>>>>>><>>>>>>:(;�;M;A;B) 2 �1� [_ : A℄ `� [_ : B℄ `� `M : A� ` B � T� ` �x :A:M : T ) 9B 2 Term: 9s 2 Sort: 8><>:� [x : A℄ `M : B� ` �x :A:B : s� ` �x :A:B � T� ` �x :A:B : T ) 9(s1; s2; s3) 2 Rule: 8><>:� ` A : s1� [x : A℄ ` B : s2� ` s3 � T� ` (M; N) : T ) 9A;B 2 Term: 9s 2 Sort: 8>>><>>>:� `M : A� ` N : B� ` A �B : s� ` A �B � T� ` A �B : T ) 9(s1; s2; s3) 2 Pair: 8><>:� ` A : s1� ` B : s2� ` s3 � TFig. 5.3: Lemmes d'inversion du jugement de typage



142 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSCorretion des typesLemme 5.27 (type_orretness) Seuls les types bien formés et les sortes sont habités :pour tout environnement � et tout terme M;T ,� `M : T ) T 2 WT �Renforement du ontexteLes résultats de rédution dans l'environnement sont plus �ns :Lemme 5.28 (redution_env_re) Soit S une relation entre délarations véri�ant lestrois propriétés suivantes (pour tout �;�0; Æ; Æ0; ;M; T; U) :� S(�; Æ; Æ0) ) � ` Æ:t � Æ0:t� �2 RstableS� (�0) S (�) ^ (;�;M; T; U) 2 �1 ) (;�0;M; T; U) 2 �1Alors, la règle suivante est admissible :� `M : T (�0) S (�) �0 `�0 `M : TL'énoné de e lemme est relativement omplexe, et souvent nous n'utiliserons qu'unas partiulier de e lemme. Le orollaire suivant sera par exemple utilisé pour prouverl'auto-rédution de �.Corollaire 5.29 (subtype_env) Si l'on remplae le ontexte � d'un jugement de typagepar un ontexte �0 bien formé et plus fort (i.e. omportant des types plus petits au sens de�), alors on obtient enore un jugement dérivable.� `M : T �0 ` (�0) ty(�) (�)�0 `M : TPreuve Il su�t d'instanier la relation S du lemme préédent ave ty(�).5.7 Déidabilité du typageComme nous avons un ertain nombre de onstruteurs de termes, la preuve de déi-dabilité du typage devient assez longue. Ce qui n'est pas très pratique puisque ela rendles sripts de preuves Coq fragiles, i.e. une modi�ations anodine peut avoir d'importantesonséquenes sur le sript. Noter que la même hose se produit ave l'implantation : si nostermes omportaient beauoup de onstrutions, l'algorithme risquerait d'être ompliqué,et l'on érirait plut�t une fontion auxiliaire pour haque onstrution.Nous allons don rendre la preuve plus modulaire en la déoupant en moreaux, haquemoreau étant responsable de faire les véri�ations néessaires pour une des onstrutionsdu langage. Ces fontions jouent alors un r�le équivalent aux règles élémentaires de LCF.Nous dé�nirons onrètement la notion de jugement. Jusqu'ii, la dérivabilité d'un jugementn'était qu'une propriété logique. Nous allons introduire le type des jugement dérivables.Après extration, e type sera isomorphe au type des jugements, 'est-à-dire un ouple determes (le ontexte restant impliite).Tout d'abord, nous dérivons l'ensemble des hypothèses qui permettront de déider lesjugements de typage.
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h (* Nom *) (* Spéi�ation *)infer_axiom: 8s1: InfPpal(s2 j (s1; s2) 2 Axiom; �);infer_sign0: 8: InfPpal(U j (; U) 2 �0 ^ [_ : U ℄ `; =);infer_sign1: 8;�;M; T:� `M : T ) InfPpal(U j (;�;M; T; U) 2 ��1 ; �);least_sort: 8�:8M 2 WT �: InfPpal(s 2 Sort j � `M � s; �);infer_rule: 8s1; s2: InfPpal(s3 j (s1; s2; s3) 2 Rule�; �);weak_rule: 8�; s1; B:� [_ : B℄ ` ) InfPpal(B0 j B0 2 LeastRange(Rule�;�; s1; B); �);sub_prod: 8�; x; A;B;B0:� [x : A℄ ` B � B0 ) � ` �x :A:B � �x :A:B0;infer_prod: 8s1; s2: 9Ppal(s3 j (s1; s2; s3) 2 Pair�; �);sub_sum: 8�; A;A0; B;B0:� ` A � A0 ^ � ` B � B0 ) � ` A �B � A0 �B0;topsort: 8�; T; s1; s:� ` s1 � T ^ � ` T : s ) 9s2: (s1; s2) 2 Axiom;sub_de: 8�:8A;B 2 WT �:De (� ` A � B)i Fig. 5.4: Conditions assurant la déidabilité du typage (PtsOpAlgos)



144 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURS5.7.1 Propriétés requisesParmi les algorithmes que nous devrons fournir, il faudra être apable de aluler lesur-type appartenant à la plus petite sorte. Il sera utilisé pour le typage de l'abstration.Dé�nition 5.30 (weak_to_least_sort) La spéi�ation de la fontion (pouvant éhouer)alulant le plus petit sur-type T de B tel que T habite une sorte ave lequel on puisse formerun produit ave un type de la sorte s1.LeastRange(R;�; s1; B) def�fT j � ` B � T ^ 9s2; s3 2 Sort: (� ` T : s2 ^ R(s1; s2; s3))gDé�nition 5.31 (type PTSO_algos) La struture de donnée regroupant les algorithmes etpropriétés assurant la déidabilité du typage est dé�nie �gure 5.4.Cette struture est la ontrepartie de PtsAlgos pour nos systèmes de types. Elle om-porte plus de hamps ar d'une part nous avons plus de onstrutions élémentaires (leproduit artésien), et d'autre part ar nous sommes plus généraux en ne nous limitant pasaux PTS full.Comme d'habitude, la première ondition sert à inférer le type des sortes. Les deuxsuivantes pour le typage des opérateurs. Notamment, �0 doit être injetive. Le hampleast_sort sert à véri�er qu'un terme est un type bien formé (typable par une sorte).Ensuite, infer_rule et weak_rule sont les propriétés de déidabilité requises sur Rule.L'énoné de weak_rule est un peu omplexe, mais il généralise failement les hypothèsessimpli�atries que l'on fait généralement pour avoir un typage déidable (absene de sortenon typée, PTS full ou semi-full). Nous pouvons même prouver qu'il s'agit d'une onditionnéessaire pour l'existene d'un programme alulant le type prinipal d'un terme.Dans le développement, nous supposerons que toutes les paires peuvent être formées, ausens où pour toutes les sortes s1 et s2, il esiste au moins une sorte s3, telle que (s1; s2; s3) 2Pair. Pour supprimer ette restrition, il faudrait que l'on puisse reonstruire la sorte den'importe quel type que l'on sait bien formé, ou alors annoter les paires ave les types desdeux omposantes.Le hamp topsort assure qu'une sorte non typée n'a pas de sur-type qui soit typable parune sorte. Ainsi, si le orps d'une abstration est typé par une sorte non typée, le produit nepeut être formé même en utilisant le sous-typage. Cela suit l'idée que le typage des sortes etl'inlusion entre sortes doivent aller dans le même sens, sous peine d'introduire le paradoxede Girard.5.7.2 Jugements, hypothèses et dé�nitionsNous n'allons pas onstruire diretement la fontion de typage omme pour les PTS. Onva proéder un peu à la manière de LCF, ave un type de donnée pour les jugements. Maisil n'est pas abstrait. En revanhe, on fait les preuves qui assurent que les jugement forméssont orrets.Type prinipalOn va herher à inférer le type prinipal. Il est important de pouvoir aluler le typeprinipal, ar il permet de montrer la non-typabilité d'un terme.Par exemple, Type(0) a le type Type(2), et �x :Type(1): x a le type Type(1)! Type(1).Bien que Type(2) ne puisse se oerer vers Type(1), le terme (�x :Type(1): x Type(0)) estbien typé.



5.7. DÉCIDABILITÉ DU TYPAGE 145Dé�nition 5.32 (type ppal_judge) Un jugement prinipal dans le ontexte � est un ou-ple de termes (v; t) tel que t est le type prinipal de v, i.e. t est un type de v, et tout autretype U de v est plus grand que t :Jdge� def� fhv : Term; t : Termi j � ` v : t ^ 8U: � ` v : U ) � ` t � U gLorsque l'on ompose les jugements, on ne veut pas avoir à omparer les environnementsdans lesquels ils sont exprimés, ar e serait une opération très oûteuse. On se sert destypes dépendants pour di�érenier les jugements en fontion de l'environnement. Les typesdépendants permettent d'assurer que deux jugements sont exprimés dans le même ontextesans avoir à expliitement omparer les deux ontextes.Dé�nition 5.33 (type infer_typ_ppal) La spéi�ation de l'inférene de type est l'exis-tene (onstrutive) d'un jugement prinipal dont le terme est M dans le ontexte � ou lanon-typabilité de M :InfJdge(�; M) def� (9?J 2 Jdge�: J:v =M) + (8T::� `M : T )Dans le hapitre sur les PTS, les fontions de typage ne retournaient que le type. Ii, nousretournons un jugement, 'est-à-dire un ouple terme-type, ave la ontrainte que le termeest M .Sorte prinipalePar ailleurs, plusieurs règles demandent qu'un sous-terme soit typé par une sorte. Onfatorise es véri�ations en introduisant une autre struture de donnée similaire aux ju-gements, mais pour les jugements dont le type est une sorte. De la même manière, on vatoujours herher à aluler la plus petite sorte, pour pouvoir montrer la non-typabilité, parexemple lorsque l'on forme un produit.Dé�nition 5.34 (type assum) Une hypothèse est une struture regroupant un nom, untype et la sorte prinipale de e type.Hyp� def� fhx : Name; t : Term; k : Sorti j � ` t : k ^ 8s 2 Sort: � ` t : s ) k � sgAttention : il ne faut pas onfondre sorte prinipal et type prinipal qui est une sorte. Ilest vrai que si le type prinipal d'un terme est une sorte, alors 'est aussi la sorte prinipalede e terme. En revanhe, un terme peut avoir un type prinipal et une sorte prinipale quisoient di�érents. Cela arrive lorsque l'on a du sous-typage qui permet de oerer des typesqui ne sont pas des sortes vers une sorte.Par exemple, on peut imaginer avoir une oerion des booléens vers les propositions.Dans e as, le type prinipal de true serait bool, mais il aurait omme sorte prinipaleProp.Dé�nition 5.35 (push_assum) Ajout d'une hypothèse H 2 Hyp� dans son ontexte � :�H def� � [H:x : H:t℄La ohérene entre le ontexte dans lequel est exprimé l'hypothèse et le ontexte dans lequelelle est ajoutée se fait grâe aux types dépendants.



146 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSNous introduisons d'autres notations pour les lieurs (abstration et produit). pour A 2Hyp� : �H:M def� �H:x :H:t: B�H:B def� �H:x :H:t: BLemme 5.36 (push_wf) Une hypothèse est une struture qui ontient su�samment d'in-formations pour pouvoir être ajoutée à l'environnement sans autre véri�ation :8H 2 Hyp�: �H `Dé�nition 5.37 (type infer_sort_ppal) La spéi�ation de la onstrution (pouvant é-houer) d'une hypothèse de type T et de nom x dans le ontexte � est la suivante :InfHyp(�; x; T ) def� (9?H 2 Hyp�: H:x = x ^H:t = T ) + (8s 2 Sort::� [x : T ℄ `)Algorithme 5.38 (infer_assum) Ave les hypothèse faites, il déidable de savoir si unjugement peut être transformé en une hypothèse.8x:8J 2 Jdge�: InfHyp(�; x; J:v)Preuve Il su�t de véri�er que le type du jugement peut s'a�aiblir vers une sorte aveleast_sort.Dé�nitionsOn fait de même ave les termes dont le type est typé par une sorte. Cette dernièrestruture assure que le terme pourra être introduit dans le ontexte sous forme de dé�nition.Dé�nition 5.39 (type onst) Une dé�nition est une struutre regroupant un nom, unjugement prinipal, et une preuve que le type de jugement est typable par une sorte.Cste� def� fhx : Name; j : Jdge�i j 9s 2 Sort:� ` j:t : sgL'ajout d'une onstante dans le ontexte se note ainsi :�K = � [K:x=K:v :K:t℄Une onstante ne ontient pas expliitement la sorte, mais simplement la preuve (nonalulatoire) qu'il existe une sorte qui type le type de la dé�nition.Lemme 5.40 (push_onst_wf) Une onstante peut être poussée dans le ontexte (en ajou-tant une dé�nition) sans autre ondition :8K 2 Cste�: �K `Lemme 5.41 (infer_def) Étant donné un jugement, il est déidable de savoir s'il peutêtre transformé en une onstante.8x:8J 2 Jdge�: (9?K 2 Cste�:K:j = J ^ K:x = x) + :(� [x=J:v :J:t℄ `)Preuve D'après le lemme de orretion des types, soit le type du jugement est typé parune sorte, et 'est gagné, soit 'est une sorte. Il su�t alors de véri�er que e n'est pas unesorte non typée.Nous avons �ni la dé�nition des fontions auxiliaires de typage. Nous allons maintenantonstruire les fontions élémentaires de typage qui omposent les jugements.



5.7. DÉCIDABILITÉ DU TYPAGE 1475.7.3 Opérations élémentaires de typagePour haque onstrution, on érit deux fontions de typage élémentaires qui omposentdes jugements passés en argument. D'une part, une fontion qui onstruit le jugement àpartir des jugements des sous-termes, ave omme préondition que le jugement résultat estliite. Ensuite, on érit une fontion qui prend en argument les jugements des sous-termes,fait les véri�ations néessaires pour que la onstrution du jugement soit orrete. Danstous les algorithmes de ette setion, nous supposerons que le ontexte � est bien formé.SortesPour les sortes et les variables, 'est un peu partiulier : nous montrons d'abord lafontion qui peut éhouer dans la onstrution du jugement, puis elle qui ne peut éhouer.Algorithme 5.42 (infer_sort) La onstrution d'un jugement dont le sujet est une sorteest déidable : 8s 2 Sort: InfJdge(�; s)Preuve Conséquene direte de infer_axiom.Algorithme 5.43 (mk_sort) S'il existe une sorte s0 telle que (s; s0) 2 Axiom, alors laonstrution du jugement n'éhoue pas :8s 2 Sort: (9s0: (s; s0) 2 Axiom) ) 9?J 2 Jdge�: J:v = sRemarque : l'existentielle n'étant pas alulatoire, il faut quand même faire appel àinfer_axiom pour retrouver la sorte prinipale de s.VariablesComme pour les sortes, il est plus simple de montrer en premier la fontion de onstru-tion pouvant éhouer.Algorithme 5.44 (infer_rel) Le typage des indies de de Bruijn est déidable :8n 2 N: InfJdge(�; \n)Algorithme 5.45 (mk_rel) Pour que \n soit typable, il su�t que n soit inférieur à lalongueur du ontexte : 8n 2 N: n < j�j ) 9?J 2 Jdge�: J:v = \nOpérateursAlgorithme 5.46 (mk_st0)8; U: [_ : U ℄ ` ^ (; U) 2 �0 ) 9?J 2 Jdge�: J:v = Algorithme 5.47 (infer_st0) L'inférene dy type des opérateurs d'arité zéro est déi-dable : 8 2 Oper: InfJdge(�; )Algorithme 5.48 (mk_st1)8:8K 2 Cste�: (9Ppal(U j (;�;K:v;K:t; U) 2 ��1 ; �)) ) 9?J 2 Jdge�: J:v = (K:v)Algorithme 5.49 (infer_st1) L'inférene du type des opérateurs d'arité un est déi-dable : 8 2 Oper:8J1 2 Jdge�: InfJdge(�; (J1:v))



148 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSProduit et abstrationAlgorithme 5.50 (mk_prd)8H 2 Hyp�:8B 2 Hyp�H : (9?s3: (H:k; B:k; s3) 2 Rule�)) 9?J 2 Jdge�: J:v = �H:(B:t)Algorithme 5.51 (infer_prd) L'inférene du type d'une abstration est déidable lorsqueson sous-terme gauhe est une hypothèse et son sous-terme droit un terme bien typé :8H 2 Hyp�:8J 2 Jdge�H : InfJdge(�; �H:(J:v))Noter que dans le as présent, il faut que le sous-terme gauhe soit une hypothèse, etnon pas simplement un jugement. En e�et, l'algorithme de typage ne pourra être appeléqu'ave un ontexte bien formé. Don, pour former le jugement J , il faut avoir prouvé quele ontexte étendu est bien formé, ela revient à dire que l'on a déjà formé l'hypothèse pourle sous-terme gauhe.Algorithme 5.52 (mk_lam)8H 2 Hyp�:8J 2 Jdge�H : (9Ppal(U j LeastRange(Rule�;�H;H:k; J:t); �))) 9?J 2 Jdge�: J:v = �H:(J:v)Algorithme 5.53 (infer_lam) L'inférene du type d'une abstration est déidable :8H 2 Hyp�:8J1 2 Jdge�H : InfJdge(�; �H:(J1:v))Type somme et paireNous avons supposé que l'on pouvait former toutes les paires, 'est-à-dire qu'étant donnédeux sortes s1 et s2, il existe une sorte s3 telle que (s1; s2; s3) 2 Pair. La formation du typesomme ne requiert pas de ondition partiulière.Algorithme 5.54 (mk_sum) Pour toute paire d'hypothèses (H1; H2), on peut former le typesomme H1:t �H2:t :8H1; H2 2 Hyp�: 9?J 2 Jdge�: J:v = H1:t �H2:tAlgorithme 5.55 (infer_sum) Étant donné deux jugements J1 et J2, la onstrution dujugement somme est déidable :8J1; J2 2 Jdge�: InfJdge(�; J1:v � J2:v)Preuve À partir du moment où les jugements peuvent être onvertis en hypothèses (aveinfer_assum), le jugement somme peut être onstruit ave mk_sum.Algorithme 5.56 (mk_pair)8K1;K2 2 Cste�: 9Ppal(T j � ` (K1:v; K2:v) : T; �)Algorithme 5.57 (infer_pair) L'inférene du type d'une paire est déidable :8J1; J2 2 Jdge�: InfJdge(�; (J1:v; J2:v))



5.7. DÉCIDABILITÉ DU TYPAGE 1495.7.4 Constrution du noyauIl est faile de onstruire l'algorithme qui type entièrement un terme : il su�t d'appelerla règle de typage orrespondant à haun des onstruteurs apparaissant dans le terme.Algorithme 5.58 (typehek) L'inférene du type prinipal dans un ontexte bien forméest déidable : 8�;M: � ` ) InfJdge(�; M)Preuve Pour la plupart des as, il su�t de typer les sous-termes réursivement, puis appelerla règle appropriée de la deuxième série (elle sans préonditions). Il y a un peu de travailave l'abstration et le produit ar il faut former une hypothèse ave le sous-terme gauheavant de pouvoir typer le sous-terme droit.Il est possible de dé�nir des maro-tatiques qui font une bonne partie du travail. Ainsi,pour le typage de l'abstration le sript de tatique re�ète parfaitement l'algorithme em-ployé :1. on type le sous-terme gauhe, e qui produit un jugement ;2. on transforme e jugement en hypothèse, grâe à infer_assum ;3. on type le sous-terme droit, e qui produit un deuxième jugment ;4. on appelle la fontion élémentaire de typage de l'abstration (infer_lam).Après es quatre tatiques, il ne reste plus qu'à prouver que si le premier jugement ne setransforme pas en hypothèse, alors l'abstration est mal typée (en fait 'est la ontraposéequi est automatiquement engendrée, et le lemme d'inversion est appliqué). Deux tatiquesahèvent le typage de l'abstration.La spéi�ation i-dessus permet de onstruire un jugement à partir d'un terme M .Nous pourrions prendre en argument un autre genre d'objet. Une relation entre e typed'objet et les termes permettrait de spéi�er le terme du jugement à onstruire en fontionde l'entrée. En partiulier, l'entrée pourrait être un AST (arbre de syntaxe abstraite). CesAST pourraient omporter des �maros� qui seraient expansées par la fontion de typage.Par exemple, supposons que le système onsidéré possède l'appliation. Nous dé�nirionsune onstrution syntaxique let x = M : T in N, équivalente au radial (�x : T:N M).Pour typer notre onstrution, il su�rait, après avoir typé réursivement les sous-termes,d'appeler suessivement infer_lam et infer_st1 (ave omme opérateur �).Cela n'est pas très avantageux en soi, puisque l'on pourrait faire un première passe onsis-tant à expanser les maros, puis une deuxième passe ferait le typage. Mais nous pouvonsfaire mieux, sahant que le type T peut être inféré. Ainsi, la maro s'érirait let x = Min N, s'expansant en (�x : T:N M) pour un ertain type T (non unique). L'avantage estdouble : d'une part l'utilisateur n'a pas a donner le type T ; le type serait synthétisé parla fontion de typage. D'autre part, la fontion de typage n'a pas a véri�er, omme e quiserait fait dans le paragraphe préédent, que le type prinipal de M est bien un sous-typede T . La séquene d'appels pour notre onstrution serait :1. typer les sous-termes, e qui permet de déduire T ,2. appeler infer_lam pour s'assurer que l'abstration est orrete,3. en�n, appeler mk_st1 (ave �) pour onstruire l'appliation, sahant que elle-i serabien typée.Cet exemple met en évidene l'utilité de la première série de fontions de typage élémentaires.La onstrution d'un jugement à partir d'un AST peut être plus e�ae que de partir d'unterme.



150 CHAPITRE 5. PTS AVEC OPÉRATEURSCe genre de tehniques peut se généraliser à la résolution d'arguments impliites : avele produit dépendant, le type d'un argument peut parfois déterminer la valeur d'un desarguments préédents. Prenons l'exemple des listes, dont le onstruteur ons est de type�A :Set: A! (List A)! (List A). Le type A peut être inféré à partir du type des deuxièmeet troisième arguments.Dé�nition 5.59 (prédiat PTSO_TC) L'interfae PtsOpT est à peu près la même quePtsT, sauf que l'on onstruit des jugements au lieu de simplement inférer des types.h t_inf_ppal_type: 8�;M: � ` ) InfJdge(�; M);t_inf_ppal_sort: 8�; x; T: � ` ) InfHyp(�; x; T );t_hk_typ: 8�;M; T: � ` ) De (� `M : T ) ;t_hk_del: 8�; Æ: � ` ) De (�Æ `) ;t_hk_wk: 8�; T: � ` ) De (T 2 WT �) ;t_hk_wft: 8�;M; T: � ` ^ T 2 WT � ) De (� `M : T )iThéorème 8 (type_heker) Ensuite, on dérive les autres fontions du noyau ommepour les PTS. PtsOpAlgos � PtsOpTCorollaire 5.60 (deide_wf,deide_type) Les jugements de typage sont déidables.5.8 Règles de onversionCette setion orrespond à la setion 4.4 du développement sur les PTS. Nous dé�nissonsles mêmes opérateurs de règles de rédution : fermetures ré�exives, symétriques, transitivesou ontextuelles. Nous montrons que es opérateurs préservent les propriétés des règles desous-typage. La seule di�érene notable est le hangement dans la dé�nition de Rstable, maisela n'a�ete pas les résultats.De même, nous dé�nissons l'ensemble des termes en forme normale ainsi que les formesnormales de tête. Les propriétés de on�uene et de Churh-Rosser sont inhangées et bé-né�ient des mêmes propriétés.Pour montrer la préservation du résultat d'auto-rédution par fermeture ontextuelle,nous avons dé�ni un nouvel opérateur : la fermeture ontextuelle parallèle, qui permet defaire des rédutions dans plusieurs sous termes en même temps.Dé�nition 5.61 (prédiat par_txt) L'opérateur de fermeture ontextuelle parallèle estdé�ni �gure 5.5.Dé�nition 5.62 (txt_sound) Soit R une relation ternaire remplissant les onditions sui-vantes :� R � � \ ��1� (;�;M; T; U) 2 �1 ^ � `M !R== M 0 ) 9T 0; U 0: 8><>:� ` T !R== T 0� ` U !R== U 0(;�;M 0; T 0; U 0) 2 �1Alors R 2 SR ) [R℄ 2 SR.



5.9. CONCLUSION 151(Step) R(�;M;N)� `M !R== N (Refl) � `M !R== M(Op1) � `M !R== M 0� ` (M)!R== (M 0)(Abs) � `M !R== M 0 x [� :M ℄ ` N !R== N 0� ` �x :M:N !R== �x :M 0: N 0(Prd) � `M !R== M 0 x [� :M ℄ ` N !R== N 0� ` �x :M:N !R== �x :M 0: N 0(Sum) � `M !R== M 0 � ` N !R== N 0� `M �N !R== M 0 �N 0(Pair) � `M !R== M 0 � ` N !R== N 0� ` (M; N)!R== (M 0; N 0)Fig. 5.5: Fermeture ontextuelle parallèle d'une règle de rédutionOn montre d'abord le résultat pour [R℄==.En�n, nous utiliserons le même ordre de normalisation. La suite logique serait de dé�nirl'ordre de normalisation, que nous devons adapter du fait du hangement dans la formulationde Rstable. Cei nous permettrait de montrer la orretion de l'algorithme de onversiongénérique dans le as des relations on�uentes et ayant un algorithme de mise en formenormale de tête. Toutefois, nous ne présenterons pas la preuve ar elle ne sera pas utiliséedans la suite.5.9 ConlusionLa formalisation des hypothèses et des jugements, ainsi que le fait d'avoir une fontionde typage par onstruteur, que l'on assemble en une seule fontion est une idée que l'onretrouve dans beauoup d'implantations de systèmes de preuves (LCF, Coq).Cela rend le ode et les preuves très modulaires. L'ajout d'un opérateur primitif dansle système en est grandement failité. Même s'il reste néessaire de reparourir tout ledéveloppement, ela rend les sripts assez robustes.Dans la prohaine partie nous allons étudier le Calul des Construtions Indutives (lesystème de types de Coq) dans e adre.
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Troisième partieUne présentation du Calul desConstrutions Indutives
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Chapitre 6Le Calul des ConstrutionsIndutivesDans ette partie, nous ommençons la formalisation du Calul des Construtions In-dutives. Nous allons évidemment utiliser les résultats du hapitre préédent en instaniantles paramètres de nos PTSO (la struture PT SO pour dé�nir le système, et PtsOpAlgospour assurer la déidabilité du typage). Don on se retrouve à peu près au niveau de lasetion 4.5 dans le développement des PTS.Ce hapitre est onsaré à la dé�nition des di�érentes omposantes de CCI en tant quePTSO, e qui néessitera de faire quelques preuves. Les théorèmes plus onséquents et lesrésultats métathéoriques spéi�ques à CCI, feront l'objet du hapitre suivant.Nous devons tout d'abord instanier les types paramètrant les termes : les variables lessortes et les opérateurs. Les variables seront implantées par les haînes de aratères de ML.Pour ela nous axiomatisons en Coq un type ml_string et nous indiquons à l'extrateurqu'il doit orrespondre au type string d'Objetive Caml. Il onvient d'être prudent lors deette étape ar Coq n'a auun moyen de véri�er la orretion de ette axiomatisation.6.1 Hiérarhie de sortesNous reprenons la même hiérarhie de sortes que dans la setion 4.7. Rappelons sim-plement que nous disposons de deux sortes imprédiatives Prop et Set, et une hiérarhied'univers prédiatifs Type(i). Nous ajouterons quand même une oerion entre Prop et Set.La raison est tehnique, mais on pourrait faire autrement.Dé�nition 6.1 (prédiat univ_v6) La relation de umulativité de la version 6.2 de Coqest : Prop �V6 s Prop� �V6 Type(i) Type(i) �V6 Type(j)pour i et j tels que i�j.Les règles de typage des sortes AxiomV6 et de formation des produits RuleV6 sontinhangées. Nous avons simplement à donner les règles de formation des paires.Dé�nition 6.2 (prédiat pairs_v6) Les règles de formation du produit artésien sont les155



156 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVESsuivantes (i � k et j � k) :(Set;Prop�; Set) 2 PairV6 (Prop�; Set; Set) 2 PairV6(Prop;Prop;Prop) 2 PairV6 (Type(i);Prop�;Type(k)) 2 PairV6(Prop�;Type(i);Type(k)) 2 PairV6 (Type(i);Type(j);Type(k)) 2 PairV6Nous voyons qu'à haque fois, le produit artésien vit dans la sorte de ses omposantela plus �haute�. Le produit artésien est don toujours prédiatif. Cela nous est imposé arnous pouvons toujours former les projetions. Si nous avions un produit artésien dans unesorte plus basse qu'une de ses omposantes, nous pourrions dé�nir une injetion de la sortela plus haute vers la plus basse, e qui permettrait d'enoder la paradoxe de Girard.D'une ertaine manière, nous onsidérons que Set se situe plus haut que Prop dans lahiérarhie des sortes, bien que jusqu'ii, elles paraissaient tout à fait semblables. Cela est dûau fait que nous souhaitons utiliser es sortes de manière di�érente : dans Set, nous mettronsles types alulatoires, omme les entiers, pour lesquels nous souhaitons pouvoir prouver quezéro est di�érent de un. En revanhe, dans Prop, nous aimerions pouvoir poser le tiers exlu�P : Prop: P _ :P en axiome. Or, Barbanera et Berardi [3℄ ont prouvé que dans le Caluldes Construtions, le tiers exlu et l'axiome du hoix impliquaient la non-pertinene despreuves, i.e. toutes les preuves d'une même proposition sont égales. Cei nous empêhe deonfondre Prop et Set. Il est ependant possible de onsidérer une injetion de Prop versSet.6.2 Les opérateurs de CCINous ommençons la dé�nition formelle de notre système par l'ensemble des opérateursdu Calul des Construtions Indutives.Dé�nition 6.3 (type i_op) L'ensemble des opérateurs du Calul des Construtions In-dutivesest le suivant : : Oper := �1 j �2 j � j CstfCgj IndfI; ng j ConstrfCg j Casef~pg j Fixj � j ? j::j M j M�j Reordf~xg j Strutf~xg j Fieldfxgoù n 2 N, I; C; x 2 Name et ~p; ~x 2 Name�.6.2.1 Opérateurs simplesLes trois premiers opérateurs sont les destruteurs des onstruteurs de types primitifs :�1 et �2 sont respetivement les première et deuxième projetion, et � est l'appliation. Lesprojetions servent à extraire l'une des omposantes d'un ouple donné en argument ommele montreront les règles de rédution assoiées à es opérateurs.Pour améliorer la lisibilité, nous emploierons les notations suivantes :�((M;N)) ! (M N)�_ :A:B ! A! BLe développement formel utillise ertaines de es notations, grâe au système de grammairesextensibles.



6.2. LES OPÉRATEURS DE CCI 157Le quatrième opérateur CstfCg sert à référener les dé�nitions ou axiomes globaux denom C, par opposition aux indies de de Bruijn qui servent à réprésenter les variables liées.6.2.2 Types indutifsEnsuite, nous trouvons les opérateurs implantant les types indutifs : type indutif, ons-truteurs, �ltrage et point �xe. L'expression IndfI; ng(P;A;L) représente le type indutifde nom I , étant appliqué au paramètre P et argument A. Les arguments n et L servent à a-ratériser les marques assoiées au types indutif. Lorsque le type indutif n'est pas marqué(i.e. de la forme IndfI; 0g(p; a;?)), nous érirons Ind(I; p; a). Le terme ConstrfCg (P;A)représente le onstruteur de nom C appliqué au paramètre P et argument A.Les types indutifs et les onstruteurs sont toujours totalement appliqués. Le oûtd'une telle restrition est de parfois avoir à �-allonger les termes, mais les avantages sontimportants. Les règles de rédution (surtout elle du �ltrage) seront plus simples ar il n'ya pas un nombre arbitraire de onstruteurs d'appliation qui peuvent s'interaler entrele onstruteur et le Case. Ensuite, ela permet de mieux marquer la distintion entreparamètres et arguments.Comme dans le système Coq atuel, l'opérateur de réursion primitive (omme dans lesystème T de Gödel) est séparé en un opérateur de �ltrage et un opérateur de point �xe.Cela permet des appels réursifs ave des sous-termes indirets (e qui permet par exempled'érire la division par deux sans aluler le reste). Les setions 6.5 et 6.6.1 donneront plusde détails onernant les opérateurs de point �xe et de �ltrage.Le Case est assez prohe du Cases de Coq : il y a des motifs de �ltrage. Même si lesmotifs introduits dans ette thèse sont assez peu évolués (ils sont réduits à des noms deonstruteurs) et ne permettent pas des dé�nitions aussi élégantes que Cases (thèse deCornes [14℄), il s'agit d'un premier pas. Notamment, le motif �attrappe-tout� devrait pou-voir s'ajouter failement. L'expression Casef~pg (M; (Q;B)), e que nous préfererons noterhQiCases M of ~p) B end représente le �ltrage du terme M . Les branhes sont odées parla liste de motifs ~p et la liste des orps de branhes B (sous forme de n-uplet). Le odagesera expliqué plus loin par les règles de typage. Q est le prédiat indiquant le type des objetsonstruits par �ltrage.La terminaison des expressions de point �xe sera assurée par un système de marques, quenous dérirons dans es mêmes setions. Les inq opérateurs suivants servent à représenterles marques et les listes de marques. Tous es opérateurs sont d'arité zéro à l'exeption de:: qui est binaire.6.2.3 EnregistrementsEn�n, les trois derniers opérateurs servent à implanter les �-types, ou enregistrements.Ils permettent de faire des veteurs dépendants de termes, i.e. le type d'un hamp peutdépendre des valeurs des hamps préédents. Ainsi on pourra obliger les types indutifs etles onstruteurs à n'avoir qu'un seul argument. Nous avons enore le même shéma que pourles produits (fontionnel et artésien) et les types indutifs : un opérateur sert à représenterles expressions de type (Reordf~xg), un opérateur pour introduire des objets de e type(Strutf~xg), et un opérateur pour déstruturer es objets (Fieldfxg).L'aès aux hamps de es enregistrements se fait par nom. Les noms �gurant danses trois opérateurs ne sont évidemment pas suseptibles d'être renommés. L'opérateurReordf~xg représente le type des enregistrements dont les noms de hamps sont ~x. Le typede es hamps est aratérisé par l'argument de l'opérateur. Nous verrons ela plus tard.L'opérateur de onstrution Strutf~xg possède lui aussi les noms des hamps qu'il possède.



158 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVESEn�n, l'opérateur Fieldfxg est la projetion qui permet d'extraire le hamp dont le nom estx de l'enregistrement argument.Un avantage d'avoir des �-types de premier ordre (i.e. pas omme un type indutif par-tiulier) est que du point de vue logique, la quanti�ation existentielle se trouve aussi primi-tive que la quanti�ation universelle. En Coq, la manipulation de formules ayant beaoup deonneteurs existentiels est rendue pénible par le fait qu'il faut destruturer es onneteursun par un. La quanti�ation universelle (le produit dépendant) n'a pas et inonvénient, equi fait qu'il est plus ommode d'utiliser le odage imprédiatif : une formule 9x1 :T1; : : : ; xn :Tn: P (x1; : : : ; xn) sera odée par 8Q :Prop: (8x1 :T1; : : : ; xn :Tn: P (x1; : : : ; xn) ! Q)! Q.Cet enodage est moins lisible, mais il permet de déstruturer d'un seul oup toutes lesexistentielles.6.3 Signature de CCI6.3.1 Dé�nition de la signature de CCIOn a vu que la signature abstraite était aratérisée par ses relations d'appartenane �0et �1 (setion 5.4). Dans CCI, il y a des opérateurs qui sont dé�nis de manière permanente,omme l'appliation, les projetions, et. Mais il y a aussi des opérateurs qui peuvent êtreintroduits par l'utilisateur, omme par exemple de nouvelles dé�nitions, eventuellementindutives.Conrètement, la signature est en quelque sorte l'historique des délarations d'axiomes,de onstantes et de types faites par l'utilisateur. À partir d'une signature onrète (ouenvironnement, on dé�nit la signature abstraite, aratérisée par ses deux relations d'appar-tenane. À titre d'exemple, les opérateurs appliation ou projetion sont dé�nis indépen-demment de l'environnement, alors qu'un onstruteur C n'est typable que s'il existe dansl'environnement une délaration indutive omprenant un onstruteur nommé C.Dé�nition 6.4 (types one_ind,ind_pak,onstant_obj,sig_item) Une délaration glo-bale � est soit une délaration de onstante � (axiome ou dé�nition), soit une délarationde types mutuellement indutifs 	, qui sont des listes de délarations indutives.� : CstObj := hp : Term0; d : Del1i� : Constr := hx : Name; a : Term1; i : Term2i� : OneInd := hx : Name; p : Term0; a : Term1; s : Sort; k : Sort [ : Constr�℄i	 :MutInd := OneInd�� : SigItem := � j 	Nous rappelons que Termn désigne l'ensemble des termes n'ayant pas de variables libresau delà de n (voir page 134).Les délarations de onstantes sont formées du type des paramètres, et d'une délarationindiquant le nom, le type et éventuellement la valeur de la onstante.Une délaration de types mutuellement indutifs est une liste de desripteurs de typesindutifs.Pour haque type indutif, x est le nom du type, p le type du paramètre, a le type desarguments, s la sorte du type indutif, k la sorte dans laquelle vivent les arguments desonstruteurs et eventuellement  la liste des desripteurs de onstruteurs assoiés. Ainsi,haque type indutif a ses propres paramètres.



6.3. SIGNATURE DE CCI 159Le hamp  (la liste des onstruteurs) des délarations indutives est optionnel. Lorsqu'iln'est pas présent, on a e qu'on appelle un type indutif abstrait. Sa prinipale utilité estde permettre de typer les types des onstruteurs (qui peuvent lui faire référene dans leas des types e�etivement réursifs). Ainsi, la véri�ation d'une délaration indutive sefait en deux temps : d'abord, on véri�e que la délaration est orrete sans tenir omptedes onstruteurs. Ensuite, dans le ontexte étendu ave les délarations abstraites que nousvenons de véri�er, on type les onstruteurs. Une fois es deux étapes faites, la délarationindutive peut être ajoutée dans la signature.Dé�nition 6.5 (abstrat_ind) On note 	 la délaration 	 dans laquelle on a enlevé lesonstruteurs.Si le type indutif est abstrait (i.e. le hamp  n'est pas présent), on ne s'autorise pas àérire �:. De même, le fait d'érire �: suppose que le hamp  est présent.Il ne faut surtout pas onfondre un type indutif abstrait ave un type indutif ave zéroonstruteurs : dans le premier as, on ne peut pas faire d'élimination ar on ne onnait pasenore les onstruteurs (le Case ne se type que lorsque le hamp onstruteur est présent).Dans le deuxième, on peut faire une élimination (Case ave zéro branhes).Le hamp k des délarations indutives indique la sorte des arguments des onstru-teurs. Cela est néessaire pour savoir si le type indutif est prédiatif ou non, 'est-à-diresi les arguments des onstruteurs sont dans des univers �plus petits� que elui du typeindutif. Si e n'est pas le as, il faudra restreindre les éliminations, sous peine d'introduireun paradoxe. Nous en reparlerons lorsque nous dérirons l'opérateur de �ltrage.Pour haque onstruteur �, le hamp x désigne le nom du onstruteur, a le typedes arguments, et i l'instane (la valeur des arguments du type indutif) introduite par leonstruteur.Exemple 6.6 Le prédiat �être pair� que l'on dé�nirait par deux lauses :0 2 2N n 2 2Nn+2 2 2Nqui se oderait tout naturellement en Coq ave un prédiat indutif de la manière suivante :Indutive pair: nat->Prop :=pair_O: (pair O)| pair_SS: (n:nat)(pair n)->(pair (S (S n))).sera représenté dans le système objet (CCI) par la délaration :� = h x = pair; p = 1; a = nat; s = Prop; k = Set = [ hx = pairO; a = 1; i = O i;hx = pairSS; a = �n :nat: Ind(pair; (); n) ; i = (S (S n)) i ℄ ioù 1 est le type ne ontenant que l'élément (), et �n : nat: Ind(pair; (); n), le type desouples formé d'un entier n et d'une preuve de Ind(pair; (); n). Il s'agit d'un �-type, quenous oderons à l'aide d'un enregistrement à deux hamps.Dé�nition 6.7 (type sigma) La signature est une liste de délarations globales.� : Sign := SigItem�



160 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVES6.3.2 Reherhe dans la signatureDé�nition 6.8 (type global_spe) Le type des résultats de reherhe dans l'environne-ment est dé�ni par : G : Glob := Cst(�) j Ind(�;�) j Constr(�; �)ave � 2 CstObj, � 2 ~Name, � 2 OneInd et � 2 Constr.Dé�nition 6.9 (prédiat sign_glob_spe) On dé�nit un prédiat qui à haque nom dé-�ni par l'environnement, assoie un desripteur.� 2 ��:x�� Cst(�) 	 2 � � 2 	�:x�� Ind(FV (	);�)	 2 � � 2 	 � 2 �:�:x�� Constr(�; �)Dé�nition 6.10 On appelle domaine de � l'ensemble des noms auxquels on peut assoierun desripteur : Dom(�) def� fx j 9G: x�� Gg.Lemme 6.11 (searh_global) La reherhe d'un nom global dans la signature est déi-dable. 8�; x:DeFind (G j x�� G )Cette spéi�ation ne peut être utile que si l'on utilise des noms di�érents pour lesindutifs, les onstruteurs et les onstantes. Sinon, plusieurs résultats sont possibles. Celavient du fait que l'on voudrait avoir un espae de nom unique pour tous les objets globaux,pour ne pas avoir de syntaxe partiulière suivant que le genre d'objet global que l'on désigne.Il est surprenant de onstater qu'une onsidération totalement implémentatoire in�ue surla formalisation.Dans la suite, on raisonnera dans un environnement � quelonque �xé, et nous omettronsparfois de mentionner � omme paramètre.6.4 EnregistrementsComme nous l'avons vu dans l'exemple du prédiat �pair�, le produit artésien n'est passu�sant pour exprimer ertaines dé�nitions indutives, lorsque nous sommes en présenede types dépendants. L'idée est d'introduire un nouvel opérateur de type qui transforme unn-uplet de valeurs de façon à abstraire la valeur de ertains hamps dans le type des hampssuivants.6.4.1 De�nition des arités d'enregistrementDé�nition 6.12 (type rspe) Le type d'un enregistrement (ou arité) est aratérisé parune liste de ouples nom-type, assoiant un type à haque hamp. Comme nous avons des�-types, le type de haque hamp se omprend dans le ontexte dans lequel on a rajouté lesdélarations orrespondants aux hamps préédents.� : Rspe def� (Name �Term)�



6.4. ENREGISTREMENTS 161On notera �:1 la liste des noms d'une arité.Les opérations de reloation et de substitution s'étendent à ette struture, mettant enévidene le fait que haque type de hamp est dans un ontexte omprenant les hampspréédents :Dé�nition 6.13 (lift_rsign,subst_rsign) Pour � une arité d'enregistrement, nous dé-�nissons : "nk [ ℄ = [ ℄"nk ((x :T )�) = (x :"nk T ) "nk+1�[ ℄fknMg = [ ℄((x :T )�)fknMg = (x :TfknMg) (�fk + 1nMg)Comme nous l'avions fait pour les termes, nous prouvons des résultats de ommutationdes reloations et substitutions. Nous ne les détaillerons pas.Dé�nition 6.14 (type mspe) Un enregistrement est une arité pour laquelle nous asso-ions aussi une valeur à haque hamp� : Mspe def� (Name �Term �Term)�Contrairement aux types, les valeurs de haun des hamps se trouvent dans le même on-texte.La liste des valeurs d'un enregistrement se notera �:3. Nous onsidérons Mspe omme unsous-type de Rspe : il su�t d'oublier le hamp orrespondant aux valeurs.La reloation et la substitution de ette struture est plus déliate puisque nous avonsd'une part des types dont le ontexte hange d'un hamp à l'autre et d'autre part des valeurs,toutes dans le même ontexte. Ces opérations possèdent don plus de paramètresDé�nition 6.15 (lift_mspe,subst_mspe)"nk;k0 [ ℄ = [ ℄"nk;k0 ((x :T :=M)�) = (x :"nk T :="nk0M) "nk+1;k0�[ ℄fk; k0nNg = [ ℄((x :T :=M)�)fk; k0nNg = (x :TfknNg :=Mfk0nNg) (�fk+1; k0nNg)6.4.2 Représentation des n-upletsComme les enregistrements sont un moyen de transformer des n-uplets en �-types, nousintroduisons maintenant des notations pour représenter es n-uplets, ainsi que les produitsartésiens de n types.Par soui d'uniformité, le produit artésien de n types ne sera pas T1 � : : : � Tn, maisT1� : : :�Tn�M�. Cela nous évite d'avoir à traiter de manière partiulière le as où le n-upletest de taille un. Aessoirement, ela permet d'avoir des n-uplets de taille zéro.Dé�nition 6.16 (mkvet) Soit ~T , une liste de termes (on note j~T j le nombre d'élémentqu'elle omporte). Le produit des n premiers éléments de ~T est notéi<n�0�i Ti def� T0 � : : : � Tn�1 �M�Pour former le produit de tous les type de ~T , on érira �~T , dont la dé�nition est :�~T def� i<j~T j�0�i ~T



162 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVESOn utiliseM� pour terminer le veteur a�n d'éviter d'introduire trop d'opérateurs.Symétriquement, nous dé�nissons le n-uplet formé à partir d'une liste de termes.Dé�nition 6.17 (mktuple) Le n-uplet assoié à la liste de termes M1 : : :Mn est(M1; (M2; : : : ; (Mn;?) : : : );e que nous érirons (M1; : : : ;Mn).6.4.3 Typage des enregistrementsLe typage des enregistrements est assez omplexe. La raison est qu'à un même n-uplet devaleurs, nous pouvons assoier di�érents types. Par exemple, si nous avons 0 : N et � : P (0),nous pouvons onsidérer l'enregistrement ayant un hamp x valant 0 et un hamp p valant� � soit omme un ouple non dépendant, en lui assoiant l'arité �1 = (x :N)(p :P (0)),� ou bien omme une paire dépendante dont la première omposante est un entier x etla deuxième une preuve de P (x) (et enregistrement ode la proposition 9x :N: P (x)),en lui assoiant l'arité �2 = (x :N)(p :P (x)).Ces deux types ne sont pas omparables. Si nous voulons que notre système de typeadmette un type prinipal, il nous faut lever l'ambiguïté i-dessus au moment où l'on formeun enregistrement. C'est pourquoi l'argument de l'opérateur Strutf~xg n'est pas simplementles n valeurs de hamps, mais y �gure aussi l'arité de l'enregistrement.Dé�nition 6.18 (prod_arity,strut_of) L'arité des types enregistrement est enodée àl'aide du type suivant : ProdArity([ ℄) = M�ProdArity((x :T )�) = �x :T:ProdArity(�)Cette dé�nition permet de dé�nir le terme assoié à un enregistrement � :Strutf�g def� Strutf�:1g (ProdArity(�); �:3)Cei explique pourquoi nous avons onsidéré des enregistements à n-hamps plut�t quesimplement les �-types binaires. Les �-types binaires doivent eux aussi être annotés aveun type indiquant omment abstraire la valeur de la première omposante. Si l'on ode unn-uplet à l'aide de n �-types emboîtés, la représentation devient exessivement redondante :un enregistrement de longueur trois (x1 :T1 :=M1)(x2 :T2 :=M2)(x3 :T3 :=M3) devrait êtrereprésenté par le �-type suivant :h�x1 :T1:�x2 :T2: T3;M1; h�x2 : (T2f0nM1g): (T3f1nM1g);M2;M3iiOn voit qu'à haque niveau, on rappelle le type de tous les hamps suivants instaniés aveles valeurs des hamps préédents. La taille de la struture roit de manière quadratiqueave le nombre de hamps, e qui est rapidement intolérable.L'argument de l'opérateur Reordf~xg est lui aussi un terme aratérisant l'arité de l'en-registrement. Mais nous avons un problème pour déterminer dans quelle sorte vit l'enregis-trement. Pour préserver la ohérene, et puisque nous voulons toujours pouvoir dé�nir lesprojetions, il est néessaire que l'enregistrement soit dans un univers plus élevé que haunede ses omposantes. Or, le odage ProdArity(�) est toujours dans la sorte Prop arM� esttypé par Prop, qui est imprédiative. Nous introduisons une autre façon de représenter unearité �.



6.4. ENREGISTREMENTS 163Dé�nition 6.19 (reord_arity,reord_of) Le deuxième odage d'une arité est le sui-vant : ReordArity([ ℄) = M�ReordArity((x :T )�) = T ��x :T:ReordArity(�)Ainsi, pour une arité �, nous assoions tout naturellement le type enregistrement suivant :Reordf�g def� Reordf�:1g (ReordArity(�))Nous utilisons le fait que �x :T: U se trouve toujours dans un univers plus grand que eluide U pour montrer que ReordArity(�) est dans un univers plus grand que haun des typesde hamp. Ainsi, la règle de typage des enregistrements sera la suivante :(Reord) � ` ReordArity(�) : s AllDi�(�:1)� ` Reordf�g : sNous nous assurons aussi que tous les hamps ont des noms di�érents a�n que la proje-tion ne soit pas ambiguë. Il n'est pas possible d'imposer la onvention que Fieldf~xg (M)représente le premier hamp de nom x. En e�et, il ne serait plus possible de représenter laprojetion orrespondant aux éventuels autres hamps nommés x, e qui empêhe d'exprimerle type des omposantes dépendant de e hamp ahé.Dé�nition 6.20 (fields_type) Pour un enregistrement (un élément de Mspe), nous dé-�nissons le type de ses omposantes (ette fois les types sont tous dans le même ontexte,puisque nous substituons les valeurs des hamps préédents).FldTypk([ ℄) = M�FldTypk((x :T :=M)�) = T � ((FldTypk+1(�))�0n "kM	)Il s'agit en fait du type formé du n-uplet formé à partir des valeurs de haque hamp. Cettefontion sera utile pour dé�nir le type assoié à un hamp. Mais elle nous permet déjàd'érire la règle de typage des enregistrements :(Strut) � ` ProdArity(�) : s � ` �:3 : FldTyp0(�)� ` Strutf�g : Reordf�gDé�nition 6.21 (expand_sign) L'instantiation d'une arité � par un terme M (déno-tant un enregistrement dont l'arité est �) onsiste à dé�nir haque hamp x de � parFieldfxg (M). Nous noterons et enregistrement �+M .����!(xi :Ti) +M def� �����������������!(xi :Ti :=Fieldfxig (M))Nous utilisons la fontion mettant �à plat� les types d'une arité d'enregistrement ensubsituant dans les type les valeurs des hamps préédents. Comme nous ne disposons qued'une arité � (les valeurs des hamps sont gardées abstraites), il nous faut l'instanier àl'aide des projetions de M . Ainsi, FldTyp0(� +M) est le veteur de types des hamps deM . Le règle de typage des projetions est don :(Field) � `M : Reordf�g �:1 = ~xi FldTyp0(� +M) = �~Ti� ` Fieldfxkg (M) : Tk



164 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVES(Step) <(�;M;N)� `M [<℄T N (Refl) � ` T [<℄T T(Prod) � ` A0 [<℄T A � [x : A0℄ ` B [<℄T B0� ` �x :A:B [<℄T �x :A0: B0(Sum) � ` A [<℄T A0 � ` B [<℄T B0� ` A �B [<℄T A0 �B0(Reord) � ` � [<℄T �0� ` Reordf�g [<℄T Reordf�0g(ReArNil) � ` [ ℄ [<℄T [ ℄(ReArCons) � ` A [<℄T A0 � [x : A℄ ` � [<℄T �0� ` (x :A)� [<℄T (x :A0)�0Fig. 6.1: Fermeture ontextuelle d'une règle de sous-typage <6.4.4 Fermeture ontextuelle de typesNous nous trouvons dans un système ave les opérateurs de types suivants : produitartésien, produit fontionnel, enregistrements et types indutifs. Nous allons établir lesopérateurs qui sont monotones. Le sous-terme gauhe du produit est ontravariant (ommepour les PTS). Les deux arguments du produit artésien sont ovariants. L'appliation n'apas de variane �xée : sahant que A � A0, on ne peut a priori rien dire entre (T A) et(T A0) ar ela dépend de T . La variane hange si T vaut, par exemple �A : Prop: A ou�A :Prop: A! ?.Dé�nition 6.22 (prédiat los_le,los_reord) Soit < une relation ternaire. Nous dé-�nissons [<℄T , la fermeture ontextuelle de types, �gure 6.1. Noter que les deux dernièresrègles portent sur des arités d'enregistrement. Formellement, nous dé�nissons deux prédiatsmutuellement indutifs.Intuitivement, et opérateur joue le même r�le que l'opérateur de fermeture ontextuelle[R℄, sauf qu'ii, on ne peut appliquer le sous-typage à tous les sous-termes. La rédutionservait à identi�er des objets, alors que le sous-typage dérit le fait qu'un type est inlusdans un autre, e qui n'est pas une relation ongruente.6.5 Dé�nitions réursives6.5.1 Expliations informellesSuivant la disussion setion 2.2.4, nous n'autorisons que les expressions de points dé�nispar réurrene struturelle sur un objet indutif.Il y a plusieurs façons de véri�er la bonne formation d'un point �xe : on peut avoir uneondition syntaxique qui permet de véri�er que les appels réursifs sont orrets, ou bienfaire ette véri�ation par typage. C'est la première solution qui est implantée en Coq, et la



6.5. DÉFINITIONS RÉCURSIVES 165règle de typage du point �xe ressemble à :� [f : T ℄ `M : T Guardedf (M)� ` Fix(f:M) : TLa dé�nition de Guarded est assez ompliquée, et ne sera pas présentée ii (voir [23℄).Cette méthode a montré plusieurs inonvénients, dont la plupart ont déjà été remarquéspar Gimenez :� La dé�nition est omplexe et pourtant, beauoup de as intéressants éhappent à etteondition. La raison est qu'il est très di�ile de suivre le �ot de données syntaxique-ment.� La véri�ation est peu e�ae. Une règle de la ondition de garde est qu'on aepteles orps de point �xes qui se réduisent vers un terme bien gardé. Mais pour pouvoirréduire le orps du point �xe, il faut l'avoir typé, pour être sûr qu'il admet une formenormale. Si le terme omporte un grand nombre de points �xes emboîtés, il fautalternativement typer et véri�er la ondition de garde.� La règle mentionnée i-dessus donne lieu à des termes non fortement normalisables,omme remarqué par Luther et Streker. En e�et, il se peut qu'un orps de point �xesoit bien typé, se réduise vers un terme bien gardé, mais omportant un appel réursifinorret. Nous donnons un exemple en ML :let re f x =let _ = f x inif x=0 then 0 else f (x-1)� Cela s'aorde mal ave la onstrution interative de termes, ar elle-i onstruit lestermes par la raine. Ainsi, un raisonnement par réurrene onsiste à un introduireun point �xe dont le orps est une métavariable (représentant la preuve du sous-butà résoudre). Le problème est de déterminer si un terme omportant des métavariablesest bien gardé, puisque ela dépend des instantiations ultérieures.� Un problème lié à elui i-dessus, est que les tatiques automatiques tendent à ons-truire des termes mal gardés : lorsque l'on fait un raisonnement par réurrene, onintroduit dans le ontexte une hypothèse ayant exatement le même type que le but.Les tatiques automatiques, qui par simpliité ne tiennent pas ompte de la onditionde garde, résolvent alors le but de façon triviale, en faisant un appel réursif inorret.Une solution serait de véri�er la ondition de garde après haque appliation de ta-tique, mais ela est lairement ine�ae. Cette remarque, bien qu'uniquement d'ordreimplémentatoire, est probablement l'aspet le plus gênant de la ondition de garde.Une solution évitant d'avoir une ondition annexe dans la règle de typage a été proposéepar Gimenez [25℄. Il semble que ela répare la plupart des problèmes évoqués i-dessus. Leoût est que l'on aura à ompliquer un peu le typage des types indutifs, en introduisant dusous-typage. Ce qui est formalisé ii est en fait une variante de [25℄.Le prinipe du marquage est que pour haque type indutif I , on introduit deux nouveauxtypes I+ et I�. Lorsque l'on type un point �xe, au lieu d'assoier au paramètre réursif letype I , on lui donne le type I+, et on introduit la fontion permettant de faire les appelsréursifs ave un type dont le domaine est I�. Le typage du �ltrage serait tel que les sous-expressions d'un terme de type I+ auraient le type I�. Évidemment, à tout moment, noussouhaitons pouvoir utiliser l'argument réursif ou ses sous-termes omme des objets de typeI , 'est pourquoi nous introduisons les règles de sous-typage I+ � I et I� � I . La règle de



166 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVEStypage serait : � [f : I� ! T ℄ `M : I+ ! T� ` Fix(f:M) : I ! TNous rajoutons la règle de sous-typage I� � I+ pour permettre de faire des appelsréursifs ave une profondeur supérieure à un, omme dans l'exemple de la division pardeux i-dessous :Fix(div2. [n:nat+℄Case m ofO => O| S => [k:nat-℄Case k ofO => O| S => [k':nat-℄(S (div2 k')))Le terme k de type nat� et d'abord oeré vers le type nat+, pour pouvoir être destruturéen k'.Mais il y a un problème si on emboîte les points �xes :Fix(f. [n:nat+℄(Fix (g. [m:nat+℄Case m ofO => O| S => [k:nat-℄(f k (S k)))))Ce programme orrespond au programme ML suivant :let re f n =let re g m =math m withO -> O| (S k) -> f k (S k)in g;;La fontion f a deux arguments n et m dont il ne faut pas onfondre les tailles. Ce termeserait bien typé puisque k a le type nat�. Mais (f O (S O)) boule. Il faut don une marquequi di�érenie les di�érents points �xes.À haque point �xe est introduit une variable d'un type partiulier (le type des marques,que nous notons M), qui sert à identi�er par rapport à quel point �xe la marque + ou� s'applique. Le type des marques est un type omme les autres, e qui nous évitera, aumoment de dérire les règles de rédution du point �xe, d'introduire un nouveau méanismepour reloger et substituer les marques.Pour une marque m, on utilisera les notations I+m et I�m. Dans le orps du point �xeon a non seulement introduit une variable pour faire les appels réursifs, mais aussi unevariable pour identi�er le point �xe. Lors de l'expansion la variable f sera remplaée par lepoint �xe, et la marque sera remplaée par la marque vide, puisque les marques n'ont desens qu'à l'intérieur du point �xe.De plus, si un argument réursif est appliqué à un point �xe, il faut que dans e deuxièmepoint �xe, on puisse toujours appeler le premier, puisque l'on sait que ette variable dénoteratoujours un sous-terme (au sens large) de notre argument réursif. L'exemple suivant illustrele fait qu'un type indutif peut avoir à être annoté ave plusieurs marques simultanément.Fix(f. [x:nat+f℄Case x ofO => true



6.5. DÉFINITIONS RÉCURSIVES 167| S => [y:nat-f℄(Fix(g. [y:nat+g-f℄(andb (Case y ofO => false| S => [m:nat-g-f℄(g m))(f y)))k))Dans et exemple, on utilise le nom du point �xe pour représenter la marque assoiée à epoint �xe. La variable y donne lieu à un appel réursif ave f. Il faut don qu'elle portela marque -f. Quant à m, elle porte les marques -f et -g, ar nous savons que 'est unsous-terme strit des arguments réursifs des deux points �xes.Pour réapituler les remarques faites jusqu'ii, les types indutifs doivent être annotéspar des listes de marques, haque marque pouvant être étiquetée ave + ou -.Ensuite, nous devons tenir ompte des types dépendants : le type sur lequel on faitla réurrene peut dépendre d'arguments qui varient au ours des appels réursifs. Ainsi,l'argument réursif d'un point �xe ne sera pas le premier, mais le deuxième argument (dansle as où l'on a plusieurs arguments, il est toujours possible d'utiliser un enregistrement).Nous aboutissons à la règle suivante :� [m :M℄ �f : �x :P:�y :I�m;�L: T � `M : �x :P:�y :I+m;L: T� ` Fix(f:M) : �x :P:�y :IL: TEn�n, omme nous pouvons dé�nir des types mutuellement indutifs, nous souhaitonspouvoir dé�nir des points �xes mutuels. Nous employons l'astue habituelle onsistant à dé-�nir une liste de fontions réursivement. Toutes es dé�nitions utiliseront la même marque.Pour ne pas alourdir ette présentation informelle, nous donnons simplement l'exemplede deux fontions mutuellement réursives, sans type dépendants. La dé�nition formelleomplète se trouve dans la setion suivante.� [m :M℄ hf : (I�m;�L11 ! T1)�(I�m;�L22 ! T2)i `M : (I+m;L11 ! T1)�(I+m;L22 ! T2)� ` Fix(m:f:M) : (IL11 ! T1) � (IL22 ! T2)Sémantiquement, on peut onsidérer qu'une marque est une indiation sur la hauteurde l'objet indutif. Si m est une marque, I+m représente l'ensemble des objets de type Ide hauteur inférieure ou égale à m, alors que I�m représente eux de taille stritementinférieure à m. On pourrait avoir un entier plut�t qu'un simple signe pour indiquer la taillerelativement à elle d'une marque.6.5.2 Sous-typage des marquesPour résumer e que nous avons vu dans la setion préédente, le sous-typage des marquesa prinipalement trois règles : on peut oublier une marque, transférer des marques de L�vers L+ (a�aiblissement permettant les appels réursifs à une profondeur supérieure à un),ou rajouter des marques vides (�). Les autres règles servent à faire la fermeture ré�exivetransitive, et à faire es opérations à n'importe quelle position dans la liste.Nous emploierons la notation M :: N pour désigner :: ((M;N)).Dé�nition 6.23 (prédiat inl_mark,ind_marks) La règle de sous-typage des marquesest la suivante : (L+ j L�) ��M (L0+ j L0�)� ` IndfI; jL+jg(P;A;L+L�) �M Ind�I; jL0+j	(P;A;L0+L0�)



168 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVES(L+ j L�) �M (? j ?) (? j L+L�) �M (L+ j L�)(m :: L+ j L�) �M (L+ j L�) (? j m :: L�) �M (? j L�)(L+ j L�) �M (� :: L+ j L�) (? j L�) �M (? j � :: L�)(L+ j L�) �M (L0+ j L0�)(m :: L+ j L�) �M (m :: L0+ j L�) (? j L�) �M (? j L0�)(? j m :: L�) �M (? j m :: L0�)Fig. 6.2: Sous-typage des marquesAu lieu de munir la type indutif de deux listes de marques, nous avons préféré n'avoirqu'une seule liste, ainsi qu'un entier (plaé sur l'opérateur), indiquant à quelle profondeur sesitue la séparation entre L+ et L�. Ce odage, qui n'est pas partiulièrement élégant, permetde dérire simplement le passage d'une marque de L+ vers L� par simple dérémentationde et entier.Nous prouvons quelques résultats élémentaires sur les marques. Ces résultats serventd'interfae, e qui permettra d'avoir des preuves plus robustes fae aux hangements dereprésentation des marques.Lemme 6.24 (inl_str_marks)� ` IndfI; 0g(P;A;m :: L) �M IndfI; ng(P;A;L)Lemme 6.25 (inl_add_mt_mark)� ` IndfI; ng(P;A;L) �M IndfI; n+1g(P;A; � :: L)Lemme 6.26 (inl_mt_highest) Les marques plus grandes que (?;?) ne ontiennent quedes marques vides. Nous avons don le résultat suivant :� ` IndfI; 0g(P;A;?) �M IndfI; ng(P;A;L)) � ` IndfI 0; 0g(P 0; A0;?) �M IndfI 0; 0g(P 0; A0; L)6.5.3 Typage des points �xesDans ette setion, nous dé�nissons formellement les notions aratéristiques des points�xes : omment ils se typent, omment ils se réduisent.Comme nous l'avons vu dans la règle de typage informelle, les points �xes ont une formepartiulière (le domaine est un type indutif, et.), et se retrouve sous trois formes voisines,suivant le marquage. Nous dé�nissons un enregistrement regroupant toutes les omposantesd'un type de point �xe, omme nous l'avons fait pour les enregistrements :Dé�nition 6.27 (type fix_info) Un desripteur de type de point �xe est une struture



6.5. DÉFINITIONS RÉCURSIVES 169dont les hamps ont les types et les desriptions suivantes :h x : Name; (* nom du paramètre *)P : Term; (* type du paramètre *)y : Name; (* nom de l'argument réursif *)I : Name; (* nom du type indutif *)n : N; (* nombre de marques positives *)p : Term; (* paramètre du type indutif *)a : Term; (* argument du type indutif *)l : Term; (* marques du type indutif *)T : Term (* type du résultat *)iCette struture se omprend mieux grâe à la dé�nition de FT Y i-dessous.Dé�nition 6.28 (lift_finfo,subst_finfo) Les opérations de reloation et de substitu-tion s'étendent aux desripteurs de point �xes :"nk hx;P ; y; I ;n; p; a; l;T i def� 
x; "nk P ; y; I ;n; "nk+1 p; "nk+1a; "nk+1 l; "nk+2T �hx;P ; y; I ;n; p; a; l;T ifknNg def�hx;PfknNg ; y; I ;n; pfk+1nNg ; afk+1nNg ; lfk+1nNg ;Tfk+2nNgiPar rapport au hamp P , il y a une variable liée supplémentaire dans p, a et l, et deux dansT . Les trois dé�nitions suivantes onstruisent les di�érentes variations des types de point�xes.Dé�nition 6.29 (fix_ty,fix_sheme) Soit F = hx;P ; y; I ;n; p; a; l;T i un desripteur depoint �xe. Le type du point �xe vu de l'extérieur est dé�ni par :FT Y(F ) def� �x :P:�y : IndfI; ng(p; a; l): TPour e même point �xe, les appels réursifs se font à l'aide d'une fontion dont le type est :FT Y�(F ) def� �x :"1P:�y : IndfI; 0g("11 p; "11a; \1 ::"11 l): "12TEn�n, le orps de e point �xe doit avoir le type :FT Y+(F ) def� �x :"1P:�y : IndfI; n+1g("11 p; "11a; \1 ::"11 l): "12TNoter que FT Y�(F ) et FT Y+(F ) omportent des reloations d'amplitude 1 ar es termessont plaés dans un ontexte où l'on a rajouté la marque aratéristique du point �xe (quiapparaît sous la forme \1 dans les listes de marques).Dans le as où il n'y a qu'une seule fontion dé�nie réursivement, si le orps du point�xe a le type �m :M:FT Y�(F )!"1FT Y+(F ) alors le type du point �xe sera FT Y(F ).Si maintenant on onsidère plusieurs fontions dé�nies simultanément par réurrene, leorps du point �xe sera une fontion qui prend en argument une marque et un veteur defontions ave lesquelles se feront les appels réursifs, et retourne le veteur des orps depoints �xes.



170 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVESDé�nition 6.30 (fix_bodies,fix_types) Soit (Fi)0�i<n une liste de desripteurs depoint �xe. Le type de l'ensemble des orps de points �xes mutuels est :FBD(m; ~F ) def� �m :M: i<n�0�i FT Y�(Fi)! "1i<n�0�i FT Y+(Fi)Et le type de l'ensemble des points �xes est :FT YS(~F ) def� i<n�0�iFT Y(Fi)Ainsi, le orps d'un ensemble de points �xes mutuels doit être une fontion prenant enargument une marque et un veteur de fontions ave lesquels on fera les appels réursifs,et retournant le veteur de fontions orrespondant à une itération supplémentaire.Lemme 6.31 Toutes es dé�nitions sont stables vis-à-vis des indies de de Bruijn (stabilitépar reloation et substitution).Ave es dé�nitions, on peut dores et déjà exprimer la règle de typage du point �xe (ellesera rappelée �gure 6.4).(Fix) � ` FT YS(~F ) : s � ` B : FBD(~F )� ` Fix(FT YS(~F ); B) : FT YS(~F )Pour permettre la déidabilité du typage dans de bonnes onditions, le point �xe doitêtre annoté par les types des fontions dé�nies.Pour en terminer ave les points �xes, nous montrons deux propriétés des dé�nitions i-dessus qui garantissent que la règle de rédution des points �xes est orrete. Nous dé�nissonsla rédution de point �xe non gardée ar elle est plus simple, et possède la plupart desbonnes propriétés attendues, et 'est un sur-ensemble de la rédution gardée. Cette règle derédution n'est pas intégrée dans le système telle quelle, puisqu'elle briserait la normalisationforte du alul.Dé�nition 6.32 (prédiat fix_free) L'expansion de point �xe non gardée par un ons-truteur est dé�nie par :� ` Fix(T; f)! (f � Fix(T; f)) (�-FixFree)Pour assurer la orretion de ette règle, il faut véri�er deux hoses. D'une part, le point�xe, une fois expansé, doit avoir un type inlus dans elui du point �xe initial :Lemme 6.33 (fix_body_inl_types) Le type du orps du point �xe (dans lequel on ae�aé la marque) est plus petit que le type du point �xe vu de l'extérieur.� ` i<n�0�i FT Y+(Fi)f0n�g [�M ℄T FT YS(~F )D'autre part, le type du deuxième argument du orps de point �xe (la marque étant unefois enore instaniée par la marque vide) doit être plus grand que le type du point �xe :Lemme 6.34 (fix_exp_inl) Le type du point �xe est plus petit que le type de l'argumentdu orps de point �xe. � ` FT YS(~F ) [�M ℄T i<n�0�i FT Y�(Fi)f0n�g



6.6. FILTRAGE 171Il est don orret d'appliquer le point �xe à son orps dans lequel la marque est instaniéepar la marque vide.En�n, pour tout termeM , il est déidable d'inférer s'il existe un F tel queM = FT Y(F ),e qui permet de déider de la ondition annexe (i.e. la première) de la règle de typage dupoint �xe.Lemme 6.35 (is_fix_types_de)8M:DeFind�~F ��� M = FT YS(~F )�6.6 FiltrageLe typage du �ltrage est fortement lié a elui du point �xe, ar 'est le �ltrage qui assureque l'on fait des appels réursifs ave un terme plus petit, en annotant les sous-termes d'unobjet indutif de type I+m ave la marque �m.Le point �xe introduit une marque sur la variable représentant l'argument réursif. En-suite, le �ltrage doit propager les marques de façon à e que les sous-termes ave lesquels ona le droit de faire des appels réursifs soient marqués. En�n, la fontion ave laquelle on faitl'appel réursif est marquée de façon à n'aepter que les termes qui sont des sous-termesstrits de l'argument réursif initial.On annote le ase ave le prédiat indiquant le type du résultat. Cette information nepeut évidemment pas être inférée à partir du type des branhes puisque dans le as où l'ondestruture un type indutif ave zéro onstruteurs, il y aura zéro branhes. Même dans lesas plus ourants où il y a des branhes, il faudrait faire du �ltrage d'ordre supérieur pourla retrouver (ave l'élimination dépendante, les di�érentes branhes peuvent ne pas avoir lemême type). Ce n'est pas déidable, et la solution pourrait ne pas être unique, e qui nousempêhe d'inférer un type prinipal.Dans le système Coq, l'opérateur de �ltrage est assez rudimentaire : il faut fournir unebranhe pour haque onstruteur, et il faut érire les branhes en respetant l'ordre desonstruteurs dans la délaration du type indutif. Les sous-termes de haque onstruteurétant introduits par abstration. Il est beauoup plus lisible d'avoir, omme en ML, un�ltrage ave des motifs, en ayant toute liberté quand à l'ordre dans lequel on présente lesbranhes.6.6.1 Typage de l'opérateur de �ltrageTypage du prédiatNous avons qu'en présene de types dépendants, les branhes d'un �ltrage pouvaientavoir des types di�érents. En e�et, le fait qu'une ertain branhe a été hoisie nous donneune information sur la forme de l'objet destruturé.Le type des objets produits par �ltrage n'est pas simplement un type, mais plut�t unprédiat dont le type a une forme partiulière :Dé�nition 6.36 (ase_prediate_form) Pour toute spéi�ation de type indutif �, letype du prédiat de �ltrage vers la sorte se est :Cpf(�; se) def� �_ : (�:a): Ind(�:x; \1; \0)! seRemarque : on ne onsidère que des éliminations dépendantes. Pour une élimination nondépendante, il su�t que le prédiat ignore son deuxième argument :Cpf(�; se) def� �:a! se



172 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVESNous devons restreindre les lasses de types des objets onstruits par �ltrage (aratériséepar la sorte se). Cela peut être utile pour éviter des paradoxes. Par exemple, dans Coq, dansle as des indutifs imprédiatifs (lorsque l'univers des arguments des onstruteurs est plushaut que elui de l'indutif), il faut restreindre l'élimination à Prop. Cela peut servir aussià garantir la possibilité d'extraire le ontenu alulatoire (distintion Set/Prop de Coq).Dé�nition 6.37 (prédiat elim_sort) Les règles d'élimination autorisées sont (i � j) :(s;Prop;Prop) 2 ElimSort (Prop�; Set; s) 2 ElimSort(Type(i); Set;Prop�) 2 ElimSort(Prop�;Type(i); s) 2 ElimSort (Type(i);Type(j); s) 2 ElimSortLe premier argument est la sorte dans laquelle vivent les types de onstruteurs, le deuxièmeest la sorte du type indutif, et le troisième la sorte du type des objets que l'on souhaiteonstruire par �ltrage. Ainsi, pour une dé�nition indutive �, les éliminations autoriséesseront les sortes se telles que (�:k;�:s; se) 2 ElimSort.Noter que Prop permet moins d'éliminations que Set, ar on souhaiterait que le prinipede non-pertinene des preuves (proof-irrelevane) soit ohérent (e qui permet d'avoir letiers-exlu dans Prop). Aussi, les types indutifs dans Prop ne peuvent pas être éliminésvers Set ar on voudrait l'élimination forte dans Set, et une élimimnation vers Set feraitque le tiers exlu dans Prop se propagerait dans Set. Or la non-pertinene des preuves etl'élimination forte se ontredisent de manière évidente.Typage des branhesOn onsidère une liste de noms � : il s'agit de la liste des noms de types indutifs dé�nismutuellement. En e�et, la propagation des marques s'étend à tous les objets indutifs dé�nissimultanément.Les prohaines dé�nitions vont permettre de typer les branhes assoiées à haun desmotifs.Pour simpli�er, pour un prédiat d'élimination Q, et une branhe orrespondant à unonstruteur C dont le type des arguments est A, le type de la branhe sera �x :A: (Q C(x)).Il faut tenir ompte du fait que le prédiat prend omme premier argument la valeur desarguments de type indutif orrespondant à son deuxième argument, et le fait que l'onmarque les sous-termes struturellement plus petits que l'objet destruturé (pour permettreles appels réursifs). Cela donnerait le type �x : A�: (Q �:i C(x)). C'est e que fera ladé�nition de BT Y i-dessous.Nous allons déomposer ette dé�nition, en ommençant par l'opération de marquagedu type des arguments de onstruteurs.Dé�nition 6.38 (prédiat str_substp,mark_reord) Le marquage des types indutifs �ave la liste de marques L dans le terme M est M 0, e qui sera noté M �;L�M 0, est dé�ni



6.6. FILTRAGE 173par les règles suivantes :M �;L�M I 2 �Ind(I; P;A) �;L� IndfI; 0g(P;A;L)U �;"1L� U 0�x :T: U �;L� �x :T: U 0 T �;L� T 0 U �;L� U 0T � U �;L� T 0 � U 0� �;L� �0Reordf�g �;L� Reordf�0g [ ℄ �;L� [ ℄ A �;L� A0 � �;"1L� �0(x;A)� �;L�(x;A0)�0Comme pour la dé�nition de le fermeture ontextuelle de type, nous dé�nissons deux pré-diats mutuellements indutifs pour tenir ompte des types enregistrement.Cette dé�nition donne le type des arguments des branhes du ase. C'est ii qu'on hoisità quels arguments se propagent les marques. On ne marque que les ourrenes stritementpositives.A�n d'éviter que le point �xe ne boule, n'importe quel argument de onstruteur ne peuthériter de la marque. Cei est dû à l'imprédiativité (voir l'exemple de Coquand dans [12℄).Il y a une notion d'argument de onstruteur réursif. Dans la présentation atuelle, il s'agitde ne marquer que les arguments appartenant à l'un des types dé�nis simultanément avele type indutif déstruturé.Par omodité, le marquage n'est pas fontionnel (un même terme peut se marquer dedi�érentes manières), pour ne pas avoir à énumérer tous les as où la marque ne se propagepas. Mais le seul marquage qui nous intéresse est elui qui rajoute les marques dans leplus grand nombre d'arguments, puisqu'il sera toujours possible d'e�aer les marques parsous-typage, omme le montre le résultat suivant.Lemme 6.39 (str_sub_smaller) Un type de branhe marqué est un sous-type du type debranhe non marqué : A �;L� B ) � ` B [�M ℄T ACe résultat tient ar nous ne propageons les marques que dans des sous-termes ovariants(voir la dé�nition 6.22).Lemme 6.40 (inl_arg_str_branh) Le résultat-lé qui permettra de prouver l'auto-ré-dution du �ltrage est :A �;"1L� B ^ � ` Ind(I; p; a) [�M ℄T IndfI 0; ng(p0; a0; L) ) � [x : T ℄ ` A [�M ℄T BPreuve Remarquons que L ne peut être qu'une liste de marques vides. Il s'ensuit trèsfailement que A est inlus dans B, ar il su�t de rajouter dans A des marques vides.Le type proprement dit d'une branhe de �ltrage est dé�ni par la fontion suivante (ensupposant que A est le type des arguments du onstruteur dans lequel on a déjà fait lemarquage des arguments réursifs).Dé�nition 6.41 (branh_ty) Type des branhes pour un onstruteur � dont les argu-ments réursifs sont marqués dans A et pour un prédiat Q :BT Y(�;A;Q) def� �_ :A: ("2Q �:i Constrf�:xg (\1; \0))



174 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVESSi � est un onstruteur de �, Q doit être typé par Cpf(�; se) pour une sorte se. Et ommeA doit être un sous-type de �:a, le terme i-dessus sera bien typé.On généralise ela au veteur de motifs. Pour haque motif, on va herher dans la liste~� des onstruteurs le onstruteur orrespondant au motif, puis on marque le type desarguments ave L, et en�n on applique BT Y :Dé�nition 6.42 (prédiat ase_branh) Correspondane entre motif et type de branhe :à haque motif mi, il doit orrespondre un onstruteur � (�:x = mi), dont le type desarguments est marqué ave L en A. Bi doit être égal au type de branhe orrespondant auprédiat Q.CaseBranh(�;�; Q; L; ~m; ~B) def�j~mj = j ~Bj ^ 8i: 9� 2 (�:): 9A: �:x = mi ^ �:a �;L� A ^ Bi = BT Y(�;A;Q)Cette relation garantit que haque branhe orrespond bien à un onstruteur du typeindutif.Exaustivité des motifsIl reste à véri�er qu'il y a un motif pour haun des onstruteurs, i.e. le motif de �ltrageest exaustif. Cette ondition assure que pour tout terme anonique du type indutif (donave un onstruteur en tête du terme), il est possible de réduire le �ltrage.Un �ltrage non exaustif reviendrait à avoir une fontion partielle (dé�nie uniquementpour les valeurs orrespondant aux motifs présents), et nous avons montré omment ons-truire un paradoxe à partir d'une fontion partielle.Dé�nition 6.43 (prédiat full_patt) Soit � un desripteur de type indutif et ~p uneliste de motifs de �ltrage. Celle-i est dite exaustive pour le type indutif � si pour toutonstruteur de �, il existe un motif de ~p qui le �ltre :Full(�; ~p) def� 9~� = �::8i: �i:x 2 ~pTypage du �ltrageHabituellement, dans les ompilateurs ML, il y a une véri�ation pour s'assurer quetoutes les branhes d'un �ltrage sont utiles, e qui signi�e qu'il existe une valeur pourlaquelle la rédution du �ltrage se fera en utilisant ette branhe. L'existene d'une branheinutilisée est la plupart du temps le signe que l'utilisateur a ommis une erreur.Ave les types dépendants, il est omplexe de déterminer si une branhe est utile ou pas.Considérons le type des veteurs (listes dont le type est annoté ave la longueur) :Coq < Indutive vet [A :Set℄ : nat->Set :=Coq < Vnil : (vet A O)Coq < | Vons : (n :nat)A->(vet A n)->(vet A (S n)).Seul le veteur nul Vnil est de longueur 0. Il ne devrait pas être néessaire de fournir unebranhe pour le as Vons lorsque l'on �ltre un objet de type (Vet A O).Nous ne ferons don auune véri�ation. En partiulier, deux branhes peuvent orres-pondre au même motif. Dans e as, 'est la règle du premier motif qui s'applique.



6.7. DÉFINITION DU SOUS-TYPAGE 175On peut maintenant érire la règle de typage du �ltrage :(Case) � `M : IndfI; ng(P;A;L) I �� Ind(�;�)� ` Q : Cpf(�; se)f0nPg ElimSort(�:k;�:s; se) Full(�; ~m)� ` B : (�~V )f0nPg CaseBranh(�;�; Q; L; ~m; ~V )� ` hQiCases M of ~m) B end : (Q A M)Important : le ase ne peut se typer que si le type indutif n'est pas abstrait ar on faitappel à �: (La ondition Full nous l'assure).6.6.2 Extensions possibles des motifs de �ltrageOn peut imaginer un bon nombre d'améliorations : le motif attrape-tout �_� qui per-mettra de fatoriser des as. C'est un vrai progrès : non seulement 'est plus ommode àérire, mais la représentation interne aussi est plus onise. Dans e as, l'élimination nepeut pas être dépendante. Ce qui ne veut pas dire que le autres branhes ne seront pasdépendantes. En reprenant les notations de la règle de typage i-dessus, la branhe assoiéeau motif attrape-tout devrait avoir le type (Q A M).Comme autre extension, on peut ontinuer les fatorisations en autorisant les disjontionsde motifs (omme le m1 j m2 de Objetive Caml). Ii enore, on ne peut plus faire d'élimi-nation dépendante, puisque la forme exate du terme déstruturé M n'est pas onnue.Nous pourrions autoriser plus de souplesse dans la onversion des branhes de �ltrage.Deux �ltrages dont les branhes ne sont pas dans le même ordre ne sont pas onvertibles.Par exemple, Les deux termes suivants ne sont pas des termes onvertibles :hQiCases M of O) fO j S) �k :nat: fS endhQiCases M of S) �k :nat: fS j O) fO endNous relativiserons et inonvénient en disant qu'il est toujours possible de faire ommeave le Case de Coq en respetant toujours le même ordre pour les onstruteurs. D'autrepart, dans la grande majorité des as, lorsque deux �ltrages sont onvertibles, 'est qu'ilsont une origine ommune, et les branhes seront dans le même ordre.En dernier ressort, il est possible de prouver que les deux termes i-dessus sont égaux enfaisant un raisonnement par as sur M .6.7 Dé�nition du sous-typage6.7.1 Règles de rédutionLes rédutions onsidérées sont les suivantes : projetions, �-rédution, Æ-rédution et�-rédution ; ette dernière se ompose de la rédution du �ltrage, ainsi que l'expansion dupoint �xe.Dé�nition 6.44 (prédiat redn_term) La règle de rédution de CCI est la réunion deshuit règles de la �gure 6.3. La règle d'expansion des points �xes est gardée par un onstru-teur.Bien que les règles de typages des enregistrements que nous avons présenté n'autorisaientpas d'enregistrements ayant plusieurs hamps ave le même nom, nous véri�ons tout demême que l'on hoisi le premier hamp portant le nom de la projetion pour assurer lerésultat de on�uene sur les termes non typés.



176 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVES� ` (�x :T:M N)!CCIMf0nNg (�)� ` �1(M; N)!CCIM � ` �2(M; N)!CCIN (�)y = xn 8k<n: y 6= xk� ` Fieldfyg (Strutf~xg (T; M))!CCI �2(�n1 (M)) (�R)�(n) = [x=M :T ℄� ` \n!CCI "n+1M (Æ) x�� Cst hT ; [x=M :U ℄i� ` Cstfxg(N)!CCIMf0nNg (Æ-G)mn = C 8i < n:mi 6= C� ` hQiCases ConstrfCg (P;A) of ~m) B end!CCI(�1(�n2 (B)) A) (�-Case) = ConstrfCg (p; a)� ` (�1(�n2 (Fix(T; f))) m )!CCI(�1(�n2 ((f � Fix(T; f)))) m ) (�-Fix)Fig. 6.3: Règles de rédution de CCINous dé�nissons un prédiat d'inversion de la rédution. Il permet de montrer la orre-tion de l'algorithme de onversion à partir de elle de l'algorithme de mise en forme normalede tête.Dé�nition 6.45 (prédiat redn_term_hn_inv) Prédiat d'inversion de la rédution :� ` s!invCCI s (s 2 Sort) � ` \n!invCCI \n� ` !invCCI  ( 2 Oper) � `M .�CCI M 0� ` (M)!invCCI (M 0)� ` A .�CCI A0 � [x : A℄ ` B .�CCI B0� ` �x :A:B!invCCI �x :A0: B0� ` A .�CCI A0 � [x : A0℄ `M .�CCI M 0� ` �x :A:M!invCCI �x :A0:M 0� ` A .�CCI A0 � ` B .�CCI B0� ` A �B!invCCI A0 �B0 � `M .�CCI M 0 � ` N .�CCI N 0� ` (M; N)!invCCI(M 0; N 0)Lemme 6.46 (onfluent_redn) Nous admettons la on�uene (faible) de le règle de ré-dution !CCI.Ce résultat ne tient que dans le as où la signature � ne dé�nit pas plusieurs fois uneonstante C ave des valeurs di�érentes. Nous verrons plus loin la ondition exate.Algorithme 6.47 (whnf_i) Nous admettons aussi qu'il existe un algorithme de mise enforme normale de tête des termes fortement normalisables.6.7.2 ConversionLa onversion n'est pas simplement la fermeture ré�exive symétrique transitive et on-gruente de la rédution : on veut tenir ompte de l'�-onversion. Celle-i ne peut pas être



6.7. DÉFINITION DU SOUS-TYPAGE 177inluse dans la rédution sous sa forme habituelle, ar ela donnerait lieu à une rédutionqui ne serait pas normalisante. C'est le même genre de problème que l'on renontre avela symétrie dans les systèmes de réériture assoiatifs et ommutatifs (on peut se référerà [34℄).Dé�nition 6.48 (prédiat alpha) L'�-onversion s'applique aux produits et aux abstra-tions. � ` �x :T: U !� �y :T: U � ` �x :T:M !� �y :T:ML'�-rédution est symétrique.Dé�nition 6.49 (prédiat eq_term) La onvertibilité sur les termes de CCI est la fer-meture ré�exive, symétrique, transitive et ongruente de la règle de rédution !CCI, et del'�-onversion. La onvertibilité entre M et N dans le ontexte � se note � `M �CCIN .�CCI def� [!CCI[ !�℄=Lemme 6.50 (eq_subtyping_rule) La relation de onversion est une règle de sous-typage.�CCI 2 SubRuleNous pouvons même prouver un résultat de stabilité plus général que elui requis pourformer une règle de sous-typage (notamment la stabilité par hangement de noms dans leontexte).Dé�nition 6.51 (R_stable_eq_speial)8R: �CCI 2 Rstabledlsub(=;R)Nous dé�nissons le prédiat d'inversion de la onversion sur le même modèle que pour larédution, et on montre qu'il est équivalent à �CCI sur l'ensemble des formes normales detête. La di�ulté supplémentaire est qu'il faut tenir ompte de l'�-onversion qui n'apparaîtpas dans la rédution, mais uniquement dans la onversion.Nous faisons l'hypothèse supplémentaire que la rédution ommute ave l'�-rédution,e qui permet de déduire le résultat de on�uene, et don la propriété de Churh-Rosser :Lemme 6.52 (CR) Si M est onvertible ave N , alors il existe deux réduits M 0 et N 0 égauxmodulo �-onversion :� `M �CCIN ) 9M 0; N 0: 8><>:� `M .�CCI M 0� ` N .�CCI N 0� `M 0 .�� N 0Ce résultat possède de nombreux orollaires : propriété de Churh-Rosser, inversion dela onversion des paires :Lemme 6.53 (inv_pair_l,inv_pair_r)� ` (M; N) �CCI(M 0; N 0) ) � `M �CCIM 0 ^ � ` N �CCIN 0En�n, nous pouvons montrer la déidabilité de la onversion sur les termes fortementnormalisables.



178 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVESAlgorithme 6.54 (onvert) La onvertibilité de deux termes fortement normalisables estdéidable : 8M;N 2 SN!CCI� : De�� `M �CCIN�Preuve Nous ommençons par prouver la déidabilité du prédiat d'inversion de la on-version, disposant d'un algorithme de onversion pour les sous-termes.Puis, sahant que e prédiat est équivalent à la onvertibilité sur l'ensemble des formesnormales de têtes, nous en déduisons un algorithme de onversion, si nous disposons d'unalgorithme de onversion pour les sous-termes d'un réduit.En�n, il su�t de onstruire le point �xe de l'algorithme i-dessus. La terminaison de epoint �xe est assurée par la bonne fondation de l'ordre de normalisation (que nous dé�nissonsde manière similaire au as des PTS).6.7.3 Règles de sous-typageSous-typage de CCILe sous-typage omporte deux notions : la umulativité et l'a�aiblissement des marquesdes types indutifs. Le sous-typage des marques a été dé�ni dans la setion sur les points�xes.Dé�nition 6.55 (prédiat i_step)s1 �V6 s2� ` s1 <CCI s2 � `M �M N� `M <CCI NEn�n, la relation �CCI est la fermeture ré�exive transitive de la réunion de l'égalité surles termes et de la fermeture aux ontextes de types de la relation vue i-dessus.Dé�nition 6.56 (prédiat i_subtype) La relation de sous-typage de CCI est dé�niepar : �CCI def� ([<CCI℄T )�Lemme 6.57 (i_subtyping_rule) La relation de sous-typage de CCI véri�e bien lespropriétés attendues pour une règle de sous-typage.�CCI2 SubRuleComme pour la onvertibilité, nous avons un résultat de stabilité plus fort que elui desrègles de sous-typage.Lemme 6.58 (subtype_stable_speial) La relation de sous-typage ne dépend ni destypes, ni des noms �gurant dans le ontexte.8R: �CCI2 Rstabledlsub(=;R)Dé�nition 6.59 (prédiat sub_hn_inv) Le prédiat d'inversion du sous-typage : failitela démonstration de la déidabilité du sous-typage.Résultat d'inversion du produit (et sa ontrepartie pour le produit artésien : � ` A �B �CCI A0 �B0 implique � ` A �CCI A0 et � ` B �CCI B0, et.).Et en�n, on prouve la déidabilité du sous-typage sur les termes fortement normalisables.Algorithme 6.60 (subtype_de)8�:8A;B 2 SN!CCI� : De �� ` A �CCI B�Ce résultat est admis (rien de vraiment omplexe une fois établi l'équivalenve entre le sous-typage et son prédiat d'inversion sur les formes normales de têtes).



6.8. TYPAGE DES OPÉRATEURS 1796.8 Typage des opérateursDé�nition 6.61 (prédiats mem_sign0,mem_sign) Les règles de typage sont présentées�gure 6.4. Formellement, on dé�nit deux relations �CCI0 et �CCI1 . La �gure 6.5 montre lesdé�nitions formelles orrespondant aux deux premiers tableaux de la �gure 6.4.En fait, �CCI1 ne dépend pas du ontexte �.Les règles du premier adre dé�nissent le typage des onstrutions élémentaires : fon-tions, paires et dé�nition globales. Le deuxième orrespond au système de marques. Quantau troisième, il introduit les types indutifs et les points �xes. En�n, le quatrième tableauprésente les règles de bonne formation, d'introdution et d'élimination des enregistrements.Conernant le typage de la signature : dans ette setion on établira quelques propriétésque doit véri�er un environnement bien formé. Puis, dans le hapitre suivant, on dé�nira unsystème d'inférene qui impliquera es propriétés.Lemme 6.62 (is_signature1) La signature véri�e toutes les onditions de stabilité re-quise pour pouvoir former le PTS. �CCI1 2 SignInv�CCIOn peut don onstruire le PTS ave tous les opérateurs de CCI :Dé�nition 6.63 (i_pts) On peut former un PTS ave le sous-typage et la signaturedé�nis i-dessus.CCI(�) = 
Axiom;Rule;Pair; �CCI0 ; �CCI1 ;�CCI� 2 PT SOÀ e point, nous avons montré que la dé�nition de CCI de e hapitre rentrait bien dansle adre des PTS ave opérateurs dé�ni dans le hapitre 5. Nous allons maintenant montrerles résultats métathéoriques spéi�ques de CCI, qui permettront de prouver que e PTSadmet des jugments de typage déidables.



180 CHAPITRE 6. LE CALCUL DES CONSTRUCTIONS INDUCTIVES
(Proj1) � `M : A �B� ` �1(M) : A (Proj2) � `M : A �B� ` �2(M) : B(App) � `M : �x :A:B � ` N : A� ` (M N) : Bf0nNg(Cst) C �� Cst hT ; Æi � `M : T� ` CstfCg(M) : Æ:tf0nMg(Mark) � `� ` M : Prop (Lmark) � `� ` M� : Prop (Mt) � `� ` � : M(Nil) � `� ` ? : M� (Cons) � `M : M � ` N : M�� `M :: N : M�

(Ind) I �� Ind(�;�) � ` P : �:p � ` A : �:af0nPg � ` L : M�� ` IndfI; ng(P;A;L) : �:s(Constr) x�� Constr(�; �) � ` P : �:p � ` A : �:af0nPg� ` Constrfxg (P;A) : Ind(�:x; P; �:if1nPgf0nAg)(Case) � `M : IndfI; ng(P;A;L) I �� Ind(�;�)� ` Q : Cpf(�; se)f0nPg ElimSort(�:k;�:s; se) Full(�; ~m)� ` B : (�~V )f0nPg CaseBranh(�;�; Q; L; ~m; ~V )� ` hQiCases M of ~m) B end : (Q A M)(Fix) � ` FT YS(~F ) : s � ` B : FBD(~F )� ` Fix(FT YS(~F ); B) : FT YS(~F )
(Reord) � ` ReordArity(�) : s AllDi�(�:1)� ` Reordf�g : s(Strut) � ` ProdArity(�) : s � ` �:3 : FldTyp0(�)� ` Strutf�g : Reordf�g(Field) � `M : Reordf�g �:1 = ~xi FldTyp0(� +M) = �~Ti� ` Fieldfxkg (M) : TkFig. 6.4: Règles de typage des opérateurs de CCI
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(M; Prop) 2 �CCI0 (M�; Prop) 2 �CCI0(�;M) 2 �CCI0 (?;M�) 2 �CCI0(::; M;M�M�;M�) 2 �CCI1(�1; M; A �B; A) 2 �CCI1(�2; M; A �B; B) 2 �CCI1(�; (M; N); (�x :A:B) �A; Bf0nNg) 2 �CCI1C �� Cst hT ; Æi(CstfCg ; M; T; Æ:tf0nMg) 2 �CCI1Fig. 6.5: Dé�nition partielle de la signature de CCI
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Chapitre 7Métathéorie de CCIPuisque nous avons montré que CCI(�) était un PTS ave opérateur, nous avons auto-matiquement les résultats métathéoriques simples (setion 4.3.2) omme le lemme d'a�ai-blissement, de substitution, la orretion des types, et.Pour atteindre notre objetif (un noyau pour CCI), il su�t don d'instanier la strutureregroupant les algorithmes élémentaires (voir dé�nition 5.31). La partie la plus omplexeest la déidabilité de l'appartenane à la signature. La omplexité venant du fait qu'il fautgarantir la bonne formation des types provenant de ette signature. Pour ela, nous auronsnotamment besoin des résultats d'auto-rédution que nous montrerons dans e hapitre.7.1 Signature bien forméeOn fait quelques hypothèses sur la signature. La raison pour ela est que la règle de typagedes opérateurs exige que les types issus de la signature soient bien typés. Or, l'algorithmede typage sera simple (surtout la preuve de terminaison) et e�ae si l'on ne fait des appelsréursifs que pour typer les sous-termes. Nous introduisons un prédiat de bonne formationde la signature. Tout d'abord nous introduisons une version simpliste (j= i-dessous) dont ladéidabilité n'est pas garantie, puis nous verrons (setion 7.6) une ondition plus restritiveque nous saurons déider.Dé�nition 7.1 (prédiat sign_ok) Une signature est dite bien formée (noté j= �) si ellevéri�e les onditions suivantes :h ok_gs_inj: 8x;G;G0: x�� G ^ x�� G0 ) G = G0;ok_st: 8x; T; Æ: x�� Cst hT ; Æi ) [_ : T ℄ Æ `;ok_ind: 8I; �;�: I �� Ind(�;�) ) [_ : �:p℄ [_ : �:a℄ [_ : �:s℄ `;ok_onstr: 8;�; �: �� Constr(�; �) ) [_ : �:p℄ [_ : �:a℄ ` �:i : "1�:a;ok_normalize: 8�:WT � � SN!CCI�iLa première de es onditions exige que la signature soit injetive, 'est-à-dire qu'elledé�nit de manière unique haque nom. On n'interdit pas a priori de dé�nir plusieurs fois lemême nom si les dé�nitions sont les mêmes, mais ela n'a pas grande importane.183



184 CHAPITRE 7. MÉTATHÉORIE DE CCILes trois onditions suivantes assurent que les types des objets dé�nis par la signature ontdes types bien formés. En�n, nous supposons que tous les termes bien typés sont fortementnormalisables. Nous verrons que ette ondition n'est pas véri�ée pour toutes les délarationsde types indutifs, et nous devrons introduire la notion de strite positivité.7.2 Règles dérivées et lemmes d'inversionLe lemme d'inversion est un peu insu�sant dans le as des opérateurs ar il dit sim-plement qu'il existe un quintuplet dans la dé�nition de la signature qui met en relationl'opérateur ave la valeur et le type des arguments de et opérateur. Nous souhaiterionsavoir des résultats plus préis. Par exemple, si CstfCg(M) est de type U , alors il existe unedélaration de onstante � dans la signature onrète, telle que, entre autre, C��Cst(�). Cesrègles servent à gommer l'indiretion (ou l'enodage) introduite par la notion d'opérateur.Nous onsidérons une signature �, et nous supposons qu'elle véri�e j= �. Nous garderonsette hypothèses jusqu'à la setion 7.6.7.2.1 Règles dérivéesLemme 7.2 (projl_vet) La k-ième projetion d'un terme M de type B1 � : : : � Bn a letype Bk � `M : i<n�0�i Bi� ` �1(�k2 (M)) : BkReamrque : le preuve de e lemme n'utilise pas le fait que la signature est bien formée (j= �),puisque le typage des paires est indépendant de la signature.Lemme 7.3 (typ_indu0) La règle de typage dérivée suivante permet de montrer la bonneformation d'un type indutif en exhibant une délaration dans � qui le dé�nisse, et enmontrant que ses arguments ont le type attendu :I �� Ind(�;�) � ` P : �:p � ` A : �:af0nPg � ` L : M�� ` IndfI; ng(P;A;L) : �:sNous montrons ensuite un résultat similaire pour les onstruteurs de types indutifs :Lemme 7.4 (typ_onstrutor)C �� Constr(�; �) � ` P : �:p � ` A : �:af0nPg� ` ConstrfCg (P;A) : Ind(�:x; P; �:if1nPgf0nAg)7.2.2 Règles d'inversionLemme 7.5 (inv_projn)� ` �k2 (M) : U ) 9V: 8<:� `M : V8 ~A:� ` i<n�0�i Ai �CCI V ) � ` i<n�k�iAi �CCI ULa preuve de e lemme n'utilise pas l'hypothèse j= �.Les trois lemmes suivants sont utilisés pour montrer l'auto-rédution. Ils permettentd'inverser les jugements de typage pour lesquels le type est un opérateur de type anonique



7.3. CORRECTION DE LA SIGNATURE 185(resp. produit, produit artésien ou type indutif) et le terme sous forme du onstruteurorrespondant (resp. abstration, paire ou onstruteur). Les deux premiers lemmes n'uti-lisent pas l'hypothèse j= �.Lemme 7.6 (inv_pair_sum)� ` (M; N) : A �B ) (� `M : A� ` N : BNous disposons d'un lemma similaire à inv_pair_sum pour le type produit :Lemme 7.7 (inv_typ_lam_prod)� ` �x :A:M : �y :B:U ) 9(s1; s2; s3) 2 Rule: 8>>><>>>:� ` B �CCI A� ` B : s1� [y : B℄ `M : U� [y : B℄ ` U : s2Et de même pour les types indutifs :Lemme 7.8 (inv_typ_onstr_ind)� ` ConstrfCg (P;A) : IndfI; ng(P 0; A0; L) )
9�;�; �; L0: 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

I �� Ind(�;�)C �� Constr(�; �)� ` P : �:p� ` A : �:af0nP 0g� ` P �CCI P 0� ` �:if1nP 0gf0nAg�CCI A0� ` L�CCI L0� ` Ind(I; P 0; A0) [�M ℄T IndfI; ng(P 0; A0; L0)7.3 Corretion de la signatureCe sont des résultats qui vont nous dispenser de véri�er e�etivement que le type retournépar la signature est lui-même bien typé, e qui permettra de montrer la déidabilité del'appartenane à la signature d'opérateurs.Lemme 7.9 (typ_fix_orretness)� h_ : FT YS(~F )i `� h_ : FBD(~F )i `Nous avons des résultats similaires pour l'opérateur de �ltrage :Lemme 7.10 (wf_ase_prediate)I �� Ind(�;�) IndfI; ng(P;A;L) 2 WT � (se; s) 2 Axiom� [_ : Cpf(�; se)f0nPg℄ `



186 CHAPITRE 7. MÉTATHÉORIE DE CCIRemarque : la ondition IndfI; ng(P;A;L) 2 WT � pourrait être remplaé par � ` P : �:p.Lemme 7.11 (str_substp_ok) Le marquage preserve le typage.� `M : s M �;L�M 0 � ` L : M�� `M 0 : sLemme 7.12 (wf_branh) Typage d'une branhe de ase :m�� Ind(�; �) �:a �;"1L� A� ` L : M� � ` P : �:p � ` Q : Cpf(�; se)f0nPg� [_ : BT Y(�;A;Q)f0nPg℄ `Une onséquene immédiate est que le veteur des types de branhes est bien formé :Lemme 7.13 (wf_branh_vet)I �� Ind(�;�) � [_ : IndfI; ng(P;A;L)℄ `� ` Q : Cpf(�; se)f0nPg CaseBranh(�;�; Q; L; ~m; ~B)� h_ : (� ~B)i `Nous montrons des résultats onernant les enregistrements :Lemme 7.14 (reord_arity_ok,prod_arity_ok)8�: (� [_ : ProdArity(�)℄ `) , (� [_ : ReordArity(�)℄ `)Lemme 7.15 (wf_fields)� `M : Reordf�:1g (ReordArity(�))� [_ : FldTyp0(� +M)℄ `Preuve La omplexité de e lemme est que pour pouvoir typer le type de la n-ièmeprojetion, il faut avoir véri�er non seulement que les types des n�1-ièmes projetions sontbien formés, mais en plus que les n� 1-ièmes projetions de M ont le bon type.7.4 Résultats d'auto-rédutionOn montre séparément l'auto-rédution pour haune des omposantes de la rédution (yompris �). Le shéma de preuve est toujours le même : on applique les lemmes d'inversionsur le jugement onernant le radial, puis on applique les règles de typage pour formerle jugement du réduit. Il se peut que l'on ait besoin de quelques onditions annexes sur lesous-typage ou la signature.Lemme 7.16 (sr_beta) La �-rédution est orrete. La ondition-lé est l'inversion dusous-typage du produit.Preuve La preuve est similaire à elle que nous avions fait pour les autres développemnts.Lemme 7.17 (sr_delta) La Æ-rédution (de onstantes loales ou globales) est orrete.



7.5. DÉCIDABILITÉ DU TYPAGE 187Preuve La enore, en e qui onerne la Æ-rédution de variable de de Bruijn, nous reprenonsla preuve faite pour les PTS. L'autre Æ-rédution n'est guère plus omplexe. Il su�t d'utiliserle lemme de substitution pour s'assurer que la substitution de l'argument dans le orps dela onstante est bien typée.Lemme 7.18 (sr_alpha) L'�-rédution est orrete.Preuve Ce résultat est partiulièrement faile étant donné que le typage est indépendantdes noms de variables présents dans l'environnement de de Bruijn.Lemme 7.19 (sr_proj1,sr_proj2) Les règles de rédution des projetions des paires (�)est orrete.Lemme 7.20 (sr_fix_free,sr_iota_fix) La rédution de point �xe véri�e la propriéted'auto-rédution.Preuve Nous ommençons par prouver la orretion de l'expansion de point �xe nongardée.Le résultat suivant est le plus di�ile :Lemme 7.21 (sr_iota_ase) La rédution du �ltrage véri�e l'auto-rédution.Lemme 7.22 (sr_projr) La rédution des projetions d'enregistrements véri�e la pro-priété d'auto-rédution.Nous avons don prouvé l'auto-rédution de la rédution au sommet du terme (!CCI 2SR). Le lemme txt_sound permet d'en déduire le résultat usuel d'auto-rédution, lorsquela rédution peut se faire dans n'importe quel sous-terme. Ce lemme possède quelques pré-misses qu'il nous reste à montrer :Lemme 7.23 (mem_sign_stable_val) La signature est stable par rédution de la valeurde l'argument :(;�;M; T; U) 2 �CCI1 ^ � `M !!CCI== M 0 ) 9T 0; U 0: 8><>:� ` T !!CCI== T 0� ` U !!CCI== U 0(;�;M 0; T 0; U 0) 2 �CCI1Les sous-preuves de e lemme onernant les enregistrements sont admises.Lemme 7.24 (subjet_redution) La relation de rédution de CCI véri�e la propriétéd'auto-rédution [!CCI℄ 2 SR7.5 Déidabilité du typageEnsuite, on montre que la signature est déidable, e qui nous permettra de onstruireles fontions de typage.Algorithme 7.25 (inf_sign0_de) La signature des opérateurs onstants �CCI0 est déi-dable et injetive. 8: InfPpal(U j (; U) 2 �CCI0 ^ [_ : U ℄ `; =)On suppose que le système est fortement normalisant, que le sous-typage est déidableet qu'il existe un algorithme de forme normale de tête.



188 CHAPITRE 7. MÉTATHÉORIE DE CCI7.5.1 Filtrage sur les typesOn peut alors déider si un type peut se oerer vers l'un des quatres onstruteurs detypes que sont les sortes, les paires, les produits et les types indutifs.On pro�te du fait que déider si un type se oere vers un des quatre onstruteurs detype est équivalent à tester s'il se réduit vers l'un de es quatres onstruteurs. Ce ne seraitpas le as si on avait du sous-typage par oerions, ar une variable de type pourrait seoerer vers un onstruteur de type sans qu'il ne se réduise.Algorithme 7.26 (red_to_sort_de) Il est déidable de savoir si un type bien formé estplus petit qu'une sorte. Et on peut inférer la plus sorte sorte si elle existe.T 2 WT � ) (9?s 2 Sort:� ` T .�CCI s) + 8s 2 Sort::(� ` T �CCI s)Cet algorithme est utilisé pour transformer un jugement en hypothèse.Algorithme 7.27 (red_to_sum_de) Il est déidable de savoir si un type bien formé estplus petit qu'un type somme.T 2 WT � ) (9?A;B:� ` T .�CCI A �B) + 8A;B::(� ` T �CCI A �B)Algorithme 7.28 (red_to_prd_de) Il est déidable de savoir si un type bien formé estplus petit qu'un type produit.T 2 WT � ) (9?x;A;B:� ` T .�CCI �x :A:B) + 8x;A;B::(� ` T �CCI �x :A:B)Algorithme 7.29 (red_to_ind_de) Il est déidable de savoir si un type bien formé estplus petit qu'un type indutif.T 2 WT � ) (9?I; n; P;A; L:� ` T .�CCI IndfI; ng(P;A;L))+ 8I; n; P;A; L::(� ` T �CCI IndfI; ng(P;A;L))Ces quatre spéi�ations se prouvent en �ltrant le type en forme normal de tête. Dans leas du type indutif, on utilise le fait que T est bien typé pour en déduire qui si le termeest en forme normale de tête, alors l'argument de l'opérateur indutif est sous la forme d'untriplet.7.5.2 Typage des onstrutions élémentairesAlgorithme 7.30 (sign_de_onst) L'inférene du type prinipal d'une onstante est dé-idable.Preuve On appelle searh_global, et on ompare le type de l'argument ave le type duparamètre de la onstante.Algorithme 7.31 (sign_de_pi1,sign_de_pi2) L'inférene du type prinipal des pro-jetions est déidable.Preuve Il su�t de véri�er que le type de l'argument de l'opérateur se réduit vers unesomme à l'aide du programme red_to_sum_de i-dessus. Le type de la première (resp.deuxième) projetion est alors le sous-terme gauhe (resp. droit) de ette somme.Algorithme 7.32 (sign_de_app) L'inférene du type prinipal de l'appliation est déi-dable.Preuve Il faut véri�er que le type de l'argument est la somme d'un produit et d'un typequi est un sous-type du sous-terme gauhe de e produit.



7.5. DÉCIDABILITÉ DU TYPAGE 189Algorithme 7.33 (sign_de_ons) L'inférene du type prinipal de la onaténation demarques est déidable.Preuve Il su�t de véri�er que le type de l'argument est un sous-type deM�M�.Voilà pour les onstrutions élémentaires du alul. Maintenant, on va prouver la mêmehose pour les opérateurs des types indutifs, e qui néessitera des lemmes intermédiaires.7.5.3 Types indutifsAlgorithme 7.34 (sign_de_fixp) L'inférene du type prinipal des points �xes est dé-idable.Ce résultat est faile puisque le point �xe est annoté ave tous les types. On pourrait peut-être se passer de ette annotation.Algorithme 7.35 (sign_de_indt) L'inférene du type prinipal des types indutifs estdéidable.Pas de di�ulté partiulière.Algorithme 7.36 (sign_de_str) L'inférene du type prinipal des onstruteurs est dé-idable.Pas de di�ulté partiulière.Algorithme 7.37 (sign_de_ase) L'inférene du type prinipal de l'opérateur de �ltrageest déidable.Ce dernier résultat est de loin le plus omplexe.7.5.4 EnregistrementsAlgorithme 7.38 (sign_de_reord) L'inférene du type prinipal des types enregistre-ment est déidable.Preuve Pas de di�ulté partiulière. Il su�t de véri�er que les noms des hamps sontdistints, que l'argument est sous la forme ReordArity(�) pour un ertain �, et de trouverla plus petite sorte vers laquelle se oere le type de ette arité (textttred_to_sort_de).Algorithme 7.39 (sign_de_strut) L'inférene du type prinipal des enregistrement estdéidable.Preuve Cet algorithme requiert beauoup de soin. Les véri�ations préliminaires portentsur la forme de l'argument de l'opérateur (Strutf~xg) doit être appliqué à une paire (T; M)telle que T soit une suession de produit, e qui nous permet de reonstruire l'arité �permettant de typer notre eregistrement. Cela ne pose pas de problème. Il nous reste àassurer que le type enregistrement Reordf~xg (ReordArity(�)) est bien typé, e qui, grâeau résultat reord_arity_ok se fait simplement en véri�ant que les noms de ~x sont tousdistint.En�n, il faut véri�er que les types des hamps peuvent se oerer vers les types deshamps de notre enregistrement, à savoir FldTyp0(� +M). Il serait erroné de simplementappeler l'algorithme de déidabilité du sous-typage ave le type deM ave FldTyp0(�+M).En e�et, nous devons véri�er ette inlusion de types dans un ordre bien préis pour éviterde réduire un terme dont nous ne pouvons prouver qu'il est bien typé. Or, nous ne sauronsque FldTyp0(�+M) est bien formé que lorsque nous saurons que les projetions de M sonttypées orretement, e que nous sommes justement en train de véri�er. Pour que tout se



190 CHAPITRE 7. MÉTATHÉORIE DE CCIpasse bien, il faut ommener par vérifer que le type deM est un produit dont le sous-termegauhe est un sous-type du premier type de �. Ce type est bien formé puisque ProdArity(�)est bien typé. Si e test réussit, il permet de typer la première projetion e qui assure quele type de la deuxième omposante de � instanié par la première projetion de M est bienformé, et ainsi de suite.Algorithme 7.40 (sign_de_field) L'inférene du type prinipal des aès aux hampsd'un enregistrement est déidable.Preuve Nous ommençons par véri�er que le type de l'argument se réduit vers un typeenregistrement, dont on alule l'arité. Il su�t alors de parourir ette arité jusqu'à trouverun hamp ayant le bon nom, en aumulant les substitutions par les valeurs des hampspréédents. Le lemme wf_fields nous assure que le type retourné est orret.7.5.5 Fonteur de onstrution du noyauEn regroupant tous les résultats de la setion préédente, nous obtenons une preuve de ladéidabilité de l'appartenane à la signature, qui est la lause infer_sign1 de la struturePtsOpAlgos.Lemme 7.41 (i_algos) On peut instanier la struture qui assure la déidabilité dutypage. CCI(�) 2 PtsOpAlgosEn utilisant le résultat sur les PTS ave opérateurs (théorème 8), on en déduit la dé-idabilité du typage, ainsi que les fontions de typage du véri�ateur de preuves. Il fautependant se rappeler que nous avions fait quelques suppositions sur �.Théorème 9 (i_type_heker) Sous l'hypothèse j= �, le système de type CCI(�) estdéidable, 'est-à-dire qu'il existe une implantation de l'interfae PtsOpT :CCI(�) 2 PtsTIl reste maintenant à onstruire un algorithme qui permet d'assurer que la préonditionde e théorème est véri�ée. Notamment, il faut trouver une ondition pour que le système soitfortement normalisant. Dans la prohaine setion, nous dé�nissons un jugement déidablequi impliquera la normalisation forte, ainsi que les quatre autres modalités de j= �.7.6 Typage de la signatureDepuis le début du hapitre préédent, nous raisonnions à signature �xée, sur laquellenous faisions ertaines hypothèses, regroupée dans la dé�nition de j= �. Dans ette setion,nous dé�nissons et étudions les véri�ations à faire pour maintenir et invariant, lorsquel'on étend la signature.C'est ii que nous dé�nirons e que 'est qu'une signature bien formée, i.e. omposéede délaration orretes. Pour les types indutifs, il y a un bon nombre de véri�ations àfaire : positivité des onstruteurs, restrition des sortes vers lesquelles on peut faire deséliminations en fontion de la prédiativité ou non de la délaration.Nous allons mettre en évidene un système de règles d'inférene déidable dont on pourraprouver qu'il a pour onséquene j= �, et don que le typage dans ette signature estdéidable.



7.6. TYPAGE DE LA SIGNATURE 191Nous aurions pu dé�nir e jugement dès le début, à la plae de j= �. Mais ela auraitété plus pénible formellement ar e jugement ne travaille pas sur un unique PTSO, e quinous aurait empêhé de raisonner à signature �xée sans avoir à l'expliiter. Une meilleureraison est que j= � énone des onditions relativement indépendantes de l'implantation dela signature onrète. Si l'on avait hoisi, au lieu d'une simple liste, un graphe ayliquedirigé (e qui permet d'établir des dépendanes plus �nes entre les onstantes), ela auraitde lourdes onséquenes sur les preuves des résultats métathéoriques. Ii, il su�t de montrerque le typage de la signature (� `) implique j= �.7.6.1 Typage des onstantesPour les onstantes, 'est très simple : nous véri�ons simplement que la délaration estorrete, et que le nom n'est pas déjà utilisé.Dé�nition 7.42 (prédiat wf_st) Une délaration de onstante � est bien formée dansla signature � si le ontexte formé par le paramètre �:p et la délaration �:d est valide, et sile nom n'est pas déjà dé�ni dans � :� `WfCst(�) def� (� j [_ : �:p℄ �:d `�:d:x 62 Dom(�)7.6.2 Typage des indutifsArités de types indutifsOn a déjà vu que la véri�ation d'une délaration indutive se faisait en deux temps.Dans un premier temps, on s'assure que les arités assoiées aux types indutifs sont bienformées. Cela permet d'ajouter dans la signature une délaration de type indutif abstrait.Cela est néessaire pour pouvoir typer les types des onstruteurs, qui font référene au typeindutif que nous sommes en train de dé�nir.Dé�nition 7.43 (prédiat wf_arity) Un type indutif abstrait est bien formé s'il véri�eles onditions suivantes :� `WfArity(	) def� 8><>:8� 2 	: (� j [_ : �:p℄ [_ : �:a℄ [_ : �:s℄ `�:x 62 Dom(�)AllDi�(FV (	))Positivité stritePour que ela soit ohérent, il faut imposer des restritions sur la forme des types deonstruteurs : il doivent être positifs pour que le point �xe onverge.Il est lair qu'autoriser une dé�nition indutive I ave un onstruteur C dont le typeserait C : (I ! ?)! Iserait inohérent, puisqu'il introduirait l'équivalene des propositions I et :I .Mais nous avons enore une inohérene ave le onstruteur suivant (qui est positif ausens large, ar I apparaît à gauhe de deux �èhes dans l'argument du onstruteur) :C : ((I ! Prop)! Prop)! I



192 CHAPITRE 7. MÉTATHÉORIE DE CCIEn e�et, il permettrait de onstruire une bijetion entre I et les parties des parties de I ,e qui permet d'enoder le paradoxe de Russel (ei a été formalisé par Paulin dans [49℄).Nous nous restreindront aux onstruteurs stritement positifs, 'est-à-dire n'apparais-sant dans auun sous-terme gauhe de produit.Dans la dé�nition suivante FV (T ) représente l'ensemble des noms de types indutifs quiapparaissent dans T . Comme es noms ne sont pas liés, la dé�nition est évidente.Dé�nition 7.44 L'ensemble des types de onstruteurs stritement positifs Posk(�), est :� 62 FV (T )T 2 Posk(�) I 2 � � 62 FV (A)Ind(I; \k; A) 2 Posk(�)T 2 Posk(�) U 2 Posk(�)T � U 2 Posk(�) � 62 FV (T ) U 2 Posk+1(�)�x :T: U 2 Posk(�)� 2 Posk(�)Reordf�g 2 Posk(�) [ ℄ 2 Posk(�) T 2 Posk(�) � 2 Posk+1(�)(x; T )� 2 Posk(�)La liste de noms � omporte les noms des types indutifs mutuellement dé�nis, et k repré-sente l'indie de de Bruijn qui représente les paramètres du type indutifs.Ii enore, nous dé�nissons e prédiat de manière mutuellement réursive ave sonéquivalent sur les arités d'enregistrement.Le paramètre k sert à s'assurer que les arguments réursifs se font toujours ave lesmêmes valeurs de paramètre.On peut remarquer que ette dé�nition de la positivité n'autorise à faire apparaître lestypes indutifs de � uniquement à des sous-termes sur lesquels se propagent les marques(voir la dé�nition de str_substp, dé�nition 6.38). Cela signi�e que sous la ondition depositivité, la fontion qui e�etue le marquage des branhes de Case n'aurait pas à sesouier des positions auxquelles les types indutifs de � apparaissent.Types de onstruteursDé�nition 7.45 (prédiat onstr_pos) L'ensemble des types de onstruteur positifs estdé�ni de la manière suivante :�:a 2 Pos0(�) � 62 FV (�:i)� 2 Construtor(�)Cette dé�nition n'est pas enore dé�nie formellement.Lemme 7.46 (onstr_pos_de) L'ensemble des types de onstruteurs positifs est déi-dable. 8�; T:De (T 2 Construtor�)Dé�nition 7.47 (prédiat wf_onstrutor,wf_onstr) Construteurs adaptés à un typeindutif abstrait :� `WfConstr(	) def� 8>>>>>><>>>>>>:8� 2 	:8� 2 �::
8>>><>>>:� j [_ : �:p℄ ` �:a : �:k� j [_ : �:p℄ [_ : �:a℄ ` �:i : "1�:a� 2 Construtor(FV (	))�:x 62 Dom(�)AllDi�(FV (	))



7.6. TYPAGE DE LA SIGNATURE 193[ ℄ ` � ` � `WfCst(�)�; � `� ` � `WfArity(	) �;	 `WfConstr(	)�;	 `Fig. 7.1: Règles de typage de la signatureEn plus des véri�ations déjà mentionnées dans la setion préédente, nous véri�ons queles types des arguments des onstruteurs sont bien typés par la sorte �:k. Si ette sorteest plus basse que �:s, ela signi�e qu'il n'y a pas de �gros� onstruteur et que nous n'avonspas à restreindre les sortes vers lesquelles nous pouvons faire des éliminations. Dans le asontraire, seule l'élimination vers la sorte laplus basse Prop est autorisée, omme le dé�nitla relation ElimSort.7.6.3 Signature bien forméeDé�nition 7.48 (wf_sign) Nous regroupons les dé�nitions de la setion préédente pourformer un jugement véri�ant la bonne formation de toutes les délarations qu'elle ontient.Les règles sont présentées �gure 7.1.Cette ondition est à rapproher de la dé�nition Aeptable de Paulin dans [49℄.7.6.4 Déidabilité du typageIl reste une dernière ondition à remplir, e que nous ne pourrons faire puisqu'il s'agitde la normalisation forte. Nous admettons don e résultat, qui sera formulé ainsi :Axiome 2 � ` � j � `M : TM 2 SN!CCI�;�On devra admettre la normalisation forte du système (ar ette fois, nous formalisons unsystème de puissane équivalente, bien que e ne soit pas exatement le même, et don leseond théorème de Gödel s'applique très vraisemblablement), e qui n'est pas une hypothèsetout à fait évidente. On n'est pas ertain que le système proposé soit ohérent, mais on fait lepari que s'il s'avère inohérent, il n'y aurait pas beauoup de travail pour le rendre ohérent.On pourrait faire la preuve de normalisation forte à et endroit si l'on était dans unsystème su�samment puissant.Ave ette ondition, on peut prouver toutes les hypothèses faites dans la setion préé-dente.Lemme 7.49 (wf_sign_ok) � ` ) j= �Preuve Par réurrene sur �. Ce résultat est faile ar les onditions de j= � sont inlusesdans les diverses onditions des setion préédentes, sauf la normalisation forte qui estadmise.Cela a pour onséquene le résultat-lé suivant :



194 CHAPITRE 7. MÉTATHÉORIE DE CCIThéorème 10 Le typage de CCI restreint aux signatures bien formées est déidable.8�: � ` ) CCI(�) 2 PtsT8�;�;M; T: � ` ) De (� j � `M : T )Algorithme 7.50 (wf_def_de) La bonne formation d'une dé�nition globale dans � estdéidable. 8� 2 CstObj:De (� `WfCst(�))Preuve C'est la onjontion de deux propositions déidables. La première l'est ar la signa-ture est supposée bien formée (j= �), et la deuxième se déide en appelant searh_global,(lemme 6.11).Lemme 7.51 (wf_arity_de) La véri�ation de l'arité des types indutifs est déidable.Preuve Il su�t de suivre la dé�nition de WfArity, qui ne fait appel qu'à des prédiatsdéidables. Le typage est déidable puisque nous sommes dans une signature bien formée.Lemme 7.52 (wf_onstr_de) La bone formation des onstruteurs d'une délaration in-dutive est déidable. Pour éviter de refaire des véri�ations, nous pourrons supposer queles arités sont bien typées.Algorithme 7.53 (wf_sign_ext) L'extension bien formée d'une signature bien formée estdéidable. 8�; �: � ` ) De (�;� `)Preuve Il su�t d'employer les trois algorithmes préedents en fontion de �.Et don la bonne formation d'une signature est déidable.Algorithme 7.54 (wf_sign_de) 8�:De (� `)Remarque : ela n'implique pas néessairement que le typage est déidable puisque l'onpeut dériver des jugements dans une signature mal formée, à partir du moment où onn'utilise pas les éléments mal formés. Plus grave, il peut y avoir plusieurs dé�nitions pourun seul nom. Le jugement n'est probablement pas déidable. On se onsole en se disant queles signature pas bien formées n'ont auun intérêt.7.6.5 Constrution du noyauNotre jugement de typage est maintenant � j � ` M : T , e qui fait que nous avonsdeux sortes d'environnements : l'un global (�), et l'autre loal (�). Cela est redondant,puisque toutes les dé�nitions que nous pouvons faire dans � peuvent être faites dans � parl'intermédiaire de l'opérateur CstfCg. Nous aherons don � dans le noyau et nous feronsomme si � était le seul environnement. Pour marquer e fait, nous noterons � `M : T aulieu de � j [ ℄ `M : T , et nous ferons de même pour tous les autres jugments.Nous devons maintenant redé�nir l'interfae du noyau de façon à substituer � à � et lejugement � ` à � `. Comme de plus, nous ne onsidérerons que des signatures bien formées,nous introduisons e sous-ensemble pour représenter l'etat de notre système de preuves.



7.6. TYPAGE DE LA SIGNATURE 195Dé�nition 7.55 (type genv) L'état de notre véri�ateur de types sera une paire forméd'un environnement global � bien formé :Genv def� f� j � `gDé�nition 7.56 (type CCI_TC) L'interfae du noyau de notre système de preuves est :h inf_ppal_type: 8G 2 Genv:8M: InfJdge(G; M);inf_ppal_sort: 8G 2 Genv:8x;M: InfHyp(G; x; M);hk_typ: 8G 2 Genv:8M;T: De (G `M : T ) ;hk_del: 8G 2 Genv:8�: (9?G0 2 Genv: G0 = G;�) + :(G;� `);hk_wk: 8G 2 Genv:8M;T: T 2 WT G ) De (G `M : T ) ;hk_wft: 8G 2 Genv:8M: De (M 2 WT G)iThéorème 11 (i_kernel) La signature préédente est instantiable.La onstrution de l'interfae autour de e noyau de fait exatement de la même manièreque dans le développement des PTS, sauf que nous n'avons plus à rajouter la liste des nomsassoiées aux objets globaux puisque � ontient des noms uniques.7.6.6 Utilisation du noyauMalgré les deux axiomes alulatoires (algorithme de mise en forme normale de tête etdéidabilité du sous-typage), nous avons extrait le noyau du véri�ateur de preuves orres-pondant. Pour ela nous avons érit (au sein de Coq) deux programmes non véri�és pourinstanier es axiomes.Le système résultant est utilisable, bien que peu d'e�ort ait été fait pour le rendreagréable à utiliser. Nous avons ommené à érire un �hier de prélude regroupant les dé�-nitions de srtutures de données élémentaires (booléens, entiers, onneteurs logiques, et.).Cette étape est indispensable, et nous fait parfois déouvrir ertaines faiblesses du for-malisme et il faut revenir modi�er les preuves. La première faiblesse que nous avons trouvéeétant l'impossibilité de dé�nir le type des entiers à l'aide de la délaration suivante (rappe-lons que les types indutifs ont toujours exatement un paramètre et un argument, et quenous utilisonsM� omme argument fant�me) :� = h x = nat; p =M�; a = tyone; s = Set; k = Set = [ hx = O; a =M�; i = ? i;hx = S; a = nat; i = ? i ℄ iCela est dû au fait que M� vit dans la sorte Prop qui ne peut être oerée vers la sortedes onstruteurs (Set), ar nous n'avions initialement pas inlus dans Set. Comme solutiontemporaire, nous avons hoisi de rajouter ette inlusion1.Une meilleure solution serait d'assouplir un peu la formalisation des types indutifs demanière à autoriser les indutifs et les onstruteurs à n'avoir auun argument.Mis à part es quelques inonvénients, le système extrait montre des performanes toutà fait aeptables, même si nous n'avons toujours pas résolu le problème mis à jour ave lesPTS, à savoir que l'algorithme de onversion ne devrait pas expanser systèmatiquement lesdé�nitions.1elle-i n'est pas dans le système Coq atuel, mais la question se pose.



196 CHAPITRE 7. MÉTATHÉORIE DE CCI7.7 Autres extensions envisageablesNous avons déjà proposé quelques extensions permettant d'améliorer sensiblement leonfort d'ériture de fontions par �ltrage, en introduisant un motif attrape-tout et la pos-sibilité de �ltrer plusieurs ave la même branhe. Nous avions aussi suggéré d'étendre laonversion de manière à pouvoir permuter deux branhes dont les motifs ne se reouvrentpas (a�n de préserver la on�uene). Nous abordons maintenant des extensions plus pro-fondes du système de types.7.7.1 Types indutifs imbriquésLa version atuelle de Coq permet de dé�nir le type des arbres de la manière suivante :Coq < Indutive T : Set := node : (list T)->T.Cette dé�nition n'est pas aeptée par la ondition de positivité dérite dans ette thèse,ar le type T apparaît omme argument du type list. C'est e qu'on appelle une ourreneimbriquée.Le système reonnaît que si l'on expansait la dé�nition des listes, nous obtiendrions unedé�nition positive, don ela n'introduit pas d'inohérene. Le fait que le système aepteette dé�nition n'implique pas pour autant que nous pourrons dé�nir toutes les dé�nitionsréursives que l'on souhaiterait : Coq n'autorise pas les appels réursifs sur un élémentarbitraire de la liste des �ls. La dé�nition suivante n'est pas aeptée :Coq < Fixpoint size [t :T℄ : nat :=Coq < Cases t ofCoq < (node l) => (S (sizel l))Coq < endCoq < with sizel [l :(list T)℄ : nat :=Coq < Cases l ofCoq < nil => OCoq < | (ons t l') => (plus (size t) (sizel l'))Coq < end.Error during interpretation of ommand :Fixpoint size [t :T℄ : nat :=Cases t of(node l) => (S (sizel l))endwith sizel [l :(list T)℄ : nat :=Cases l ofnil => O| (ons t l') => (plus (size t) (sizel l'))end.Error : Reursive all applied to an illegal termThe 2-th reursive definition[l :(list T)℄Cases l ofnil => O| (ons t l') => (plus (size t) (sizel l'))end is not well-formedCependant, la dé�nition suivante, alulant la hauteur de la branhe la plus à gauheest orrete :Coq < Fixpoint height [t :T℄ : nat :=Coq < Cases t ofCoq < (node (ons t _)) => (S (height t))



7.7. AUTRES EXTENSIONS ENVISAGEABLES 197Coq < | (node nil) => OCoq < end.height is reursively definedCei illustre bien la possible di�érene entre les ourrenes positives (prédiatPos) et lesourrenes marquées (relation �;L�). S'il est inutile de permettre le marquage d'ourrenesnon autorisées (puisque l'on ne marque que des types qui ont passé la ondition de positivité),il est possible de ne pas marquer des ourrenes reonnues omme positives. Le systèmesemblera toutefois plus uniforme si es deux dé�nitions ne di�èrent pas.Nous allons montrer que l'introdution des types indutifs imbriqués a de lourdes onsé-quenes sur le système. En premier lieu, ela nous obligerait à étendre la relation de sous-typage, de manière à reonnaître omme ovariante les ourrenes imbriquées autorisée parla ondition de positivité étendue. Ave la dé�nition des arbres i-dessus, pour pouvoir fairedes appels réursifs ave n'importe quel �ls, il faut marquer le type argument de list : siun arbre t possède la marque +m, la liste de ses �ls devra être une liste d'arbres ayant lamarque �m. Cela nous permettrait d'érire la fontion alulant la taille d'un arbre ommeei2 :Fixpoint size [t:T℄: nat :=Cases t ofnode => [l:(list (T+m))℄(fold_right plus (map size l) O)Mais nous voulons pouvoir oublier la marque pour utiliser l omme une liste d'arbres quel-onque. Il faut don étendre le sous-typage de façon à reonnaître la ovariane du ons-truteur de types list par rapport à son paramètre (si A � A0, alors (list A) � (list A0)).En l'état atuel, ela brise la résultat d'auto-rédution du �ltrage. L'exemple suivant(omportant un motif non exaustif pour ne pas introduire trop de variables inutiles dansl'exemple) met en évidene le problème :hQiCases (nil A) : (list A0) of nil) t end : (Q (nil A))Nous �ltrons la liste vide d'éléments de type A, que l'on voit omme une liste d'elémentsde type A0 (dans la mesure où A est un sous-type de A0). La branhe t orrespondandà nil doit don être de type (Q (nil A0)). Or, le �ltrage du terme (nil A) aura le type(Q (nil A)). Comme le Case i-dessus se réduit vers t, le résultat d'auto-rédution seravéri�é si (Q (nil A0)) est un sous-type de (Q (nil A)), e que nous ne pouvons prouverdans le as général.Cela suggèrerait d'étendre l'égalité sur les onstruteurs de manière à faire en sorte queles termes (nil A0) et (nil A) soient onvertibles, en ne tenant pas ompte des paramètresdes onstruteurs. Cela ne devrait pas perturber la preuve de normalisation forte dans lamesure où les paramètres des onstruteurs n'interviennent pas dans la rédution du �ltrage.Ce problème semble similaire à elui de onsidérer �x :A:M et �x :B:M onvertibles.Mais si l'on identi�e es deux abstrations, on ne peut plus faire dépendre la rédution destypes dans l'environnement.Ce problème a été mis à jour grâe à la formalisation assez rapidement. La déouverted'un tel ontre-exemple n'a pas porté à onséquene ar on raisonnait à l'envers : au lieude se rendre ompte après oup que le système n'avait pas de bonnes propriétés, on a puse rendre ompte du problème et envisager des solutions, omme par exemple la onversionsans les paramètres.2Noter que l'on n'est pas obligé d'érire une fontion mutuellement réursive, mais nous pouvons réutiliserles fontions standard sur les listes. Déteter que map n'applique la fontion passée en argument qu'auxéléments de la liste est assez di�ile à faire syntaxiquement. Cela illustre bien l'avantage du système demarques sur la ondition de garde syntaxique.



198 CHAPITRE 7. MÉTATHÉORIE DE CCI7.7.2 Types o-indutifsNous n'avons pas du tout traité le as des types o-indutifs3. Ceux-i permettent dedé�nir des strutures de données sans imposer que la relation de sous-struture soit bienfondée. Notamment, il est possible de dé�nir les �ux, qui sont des listes potentiellementin�nies.Si l'aspet indutif (la possibilité de faire du �ltrage) est préservé ave les types o-indutifs, il est bien évidemment exlu de faire des raisonnement par réurrene struturelle,puisque omme nous l'avons dit, es strutures peuvent être de �hauteur� in�ne. Cela nousempêhe don d'érire des fontions par point �xe dont l'argument réursif serait un objeto-indutif. Nous disposons en revanhe d'un o-point �xe pour onstruire des objets detaille éventuellement in�nie. Ce o-point �xe se omporte alulatoirement omme l'autrepoint �xe, mais l'expansion est gardée di�éremment : un o-point �xe ne s'expanse ques'il est en argument d'un Case, puisqu'à e moment, nous avons besoin de �dégeler� l'objeto-indutif pour observer quel est son onstruteur de tête. La terminaison est assurée parle fait qu'un étape d'expansion du o-point �xe fait appraître au moins un onstruteur.Cette nouvelle ondition de garde peut elle aussi se véri�er syntaxiquement (omme dansla version atuelle de Coq), ou à l'aide du systèmes de marques omme dans [25℄. Pour suivree qui est proposé dans et artile, il faut modi�er le typage des onstruteurs de façon àe qu'ils propagent les marques : si un onstruteur est appliqué uniquement à des objetsportant une marque �m (en ne tenant ompte que des arguments marquables, f �;L�), alorsle onstruteur pourra porter la marque +m : si tous les sous-termes d'un onstruteur sontde taille stritement inférieur àm, alors le onstruteur est de taille inférieure au sens large àm. Pour un o-point �xe onstruisant un objet de type I , nous introduisons dans le ontexteune variable f ave le type I�m (permettant de faire des appels réursifs), et nous véri�onsque le orps du o-point �xe est de type I+m, e qui assure qu'il ajoute un onstruteur audessus de f .Nous pouvons dé�nir la liste in�nie formée de zéros (stream étant dé�ni omme un typeoindutif ayant un onstruteur ons identique à elui des listes) :(zeros: stream) = CoFix([m:Mark; zeros: stream-m℄(ons O zeros):stream+m).Pour permettre au o-point �xe d'ajouter plus d'un niveau de onstruteur par expansion,il su�t d'ajouter la règle de sous-typage I+m � I�m pour tout type o-indutif I . Cetteinlusion est l'inverse de elle des types indutif.Un ra�nement supplémentaire onsisterait à ne pas distinguer seulement �+� ou �-�, maisavoir un entier (relatif) qui ompte le nombre de onstruteurs destruturés ou rajoutés.Pour les types indutif +m serait noté (k;m) ave k�0 et �m serait (k;m) ave k<0. Enrevanhe pour les oindutifs, +m orrespondrait à k>0 et �m à k�0.Cela permettrait de tenir ompte des as où l'on destruture, puis reonstruit des objetsoindutifs, sahant que l'on fait au moins une onstrution de plus que de destruturations.
3Nous ne onsidérons pas les types oindutifs omme une fontionalité mineure de Coq, introduits dansCoq par Gimenez [24℄. Ceux-i sont partiulièrement utiles pour formaliser les systèmes réatifs. La seuleraison du hoix de ne pas les formaliser est que la preuve présentée dans ette thèse ne les utilise pas, etdon on peut se diriger vers une version bootstrappée de Coq sans types o-indutifs.



Chapitre 8ConlusionIl est maintenant temps de faire un bilan du travail aompli lors de ette thèse, etd'esquisser quelle suite lui donner. Nous distinguons plusieurs registres de remarques :� onernant l'utilisabilité de Coq. Cette preuve, qui est assez volumineuse, nous permetd'appréier les fontionalités importantes, elles qui manquent, ainsi que les défautsd'arhiteture du système.� faire un bilan du formalisme de Coq : évaluer l'éart entre les présentations informelleset formelles.� ritique du système de type proposé. Nous avons déjà formulé quelques propositionsd'extensions du formalisme dans le hapitre préédent, nous ne reviendrons pas sur epoint.Globalement, le bilan est positif sur la plupart des points i-dessus : nous avons quasimentatteint notre objetif de produire un noyau de système de preuve erti�é et utilisable, basésur un formalisme puissant. Les preuves non menées à termes l'ont été plus par manque detemps que du fait d'une réelle di�ulté à les produire.En tout as, ela montre que les systèmes de preuves modernes permettent le dévelop-pement de preuves de programmes de taille et de omplexité onsidérables.8.1 Développement en CoqLa spéi�ation d'un système de type omme elui de Coq se fait de manière relativementnaturelle. Cela est dû au fait que nous disposons d'une logique d'ordre supérieure. Lestypes indutifs apportent un onfort d'utilisation réellement onsidérable, tant pour dé�nirles strutures de données manipulées par les programmes à erti�er, que pour dé�nir desprédiats à la Prolog.Les preuves nous ont permis de trouver de manière indirete des inomplétudes dansle ode de Coq : en formalisant la théorie, ertains points posaient quelques problèmes.La onfrontation ave la solution adoptée dans le ode a permis de déouvrir quelquesinomplétudes, i.e. ertaines preuves orretes pourrait être refusées. Ainsi, le simple faitde formaliser permet de trouver des problèmes, même sans e�etivement se servir du odeextrait.Contrairement à une idée fortement répandue, il n'est pas absolument néessaire que lapreuve soit déjà prouvée sur papier avant de la passer en Coq. Une idée relativement préisede omment faire la preuve est souvent su�sante. Evidemment, avoir la preuve faite sur199



200 CHAPITRE 8. CONCLUSIONpapier peut servir à ne pas s'éarter du shéma de preuve que l'on a en tête. Cette thèse entémoigne puisqu'un bon nombre de résultats sont inédits. Il est est en revanhe préférabled'avoir une forte onvition : Coq ne sert pas à savoir si un théorème est vrai ou non. Unautre point pour lequel le système est bien adapté est le renforement de théorèmes déjàprouvés (i.e. déterminer des hypothèses plus simples à prouver).Nous avons expérimenté un ertain nombre de tehniques de preuves. Nous avons vuqu'un développement modulaire, où l'on pose temporairement des axiomes que l'on réapi-tule à l'aide de strutures, permettait d'avoir un style de preuve inversé, e qui est parfoisplus ommode que le style diret.Certaines tehniques de preuve se sont montrées très pratiques, omme par exemplel'utilisation d'axiomes temporaires.Il est souvent pratique de travailler dans des ontextes où l'on a des axiomes, voiredes hypothèses inohérentes. Cela n'est pas très dangereux dans la mesure où il y a peud'automatisation et l'utilisateur ne perd pas le ontr�le. Tant que le système ne se rendpas ompte de l'inohérene, tout va bien. Dès qu'il s'en rend ompte tout devient trivialà prouver, et il faut réajuster les hypothèses (sauf si l'on s'est mis volontairement dans unontexte inohérent pour réfuter une des hypothèses faites).Nous retiendrons quelques prinipes d'utilisation de Coq. La liste mériterait d'être al-longée a�n d'aider les nouveaux utilisateurs à se familiariser plus failement au style dusystème.� les sripts les plus ourts sont généralement les plus robustes (et ils nous obligent à fairedes étapes de raisonnement plus petites, e qui nous rapprohe du style délaratif).� ne jamais tolérer qu'un sript de preuve d'un théorème simple soit très long. Si lesript du premier jet est trop long, repasser le sript, voir où il y a des redondanes,des sous-parties qui pourraient être prouvées séparément. Cela peut néessiter ausside nouvelles astues de preuve. Même si ela peut paraître fastidieux, voir releverde la maniaquerie, nous avons noté que ela permettait vraiment de omprendre lesthéorèmes de la manière la plus épurée possible, e qui rend une expliation informellede e qu'il se passe beauoup plus simple.L'un des plus gros reprohes que l'on peut faire, 'est que les sripts de preuve sontpeu modulaires, et sont relativement instables vis-à-vis de hangements mineurs, sauf si l'onprend un ertain nombre de préautions, e qui s'aquiert ave l'expériene. En revanhe,on peut mettre en évidene des énonés de théorèmes qui seront très peu sensibles auxhangements du formalisme. Cela suggère fortement qu'il est préférable d'avoir un langagede tatiques plut�t délaratif.Le méanisme de setion est une forme de modularité qui s'avère insu�sant lorsquel'on a des paramètres que l'on onserve longtemps. En e�et, une setion ne peut s'étendresur plusieurs �hiers que l'on ompilerait de manière séparée. Pour ela, un système demodules ave fonteurs aurait été d'un grand seours. Une autre inonvénient des setionsest qu'après le déhargement des hypothèses loales à la setion, les preuves sont quanti�éesuniversellement de manière individuelle, e qui oblige à faire de très nombreux passagesd'arguments supplémentaires entre les onstantes de la setion.8.2 Sur les formalismes déritsNous espérons que ette présentation aidera à mieux omprendre le système de Coq,en partiulier la partie sur les types indutifs, qui ont toujours eu la réputation d'êtreassez volumineux. La présentation faite ii reste tout de même assez tehnique, mais nous



8.3. BOOTSTRAP 201espérons que les expliations informelles préédant les théorèmes formels su�ront déjà àfaire omprendre les grandes lignes du formalisme. Nous avons porté un soin partiulier àne pas trop nous éloigner de es grandes lignes.Les algorithmes prouvés ne sont pas tous très e�aes, mais le développement est suf-�samment modulaire pour permettre de réparer loalement les soures d'ine�aité. Enrevanhe, l'arhiteture semble tout à fait raisonnable. Un intérêt onséquent de e travailest de fournir un modèle de preuves que l'on peut réutiliser.8.3 BootstrapIl y a une grande similitude entre le langage mathématique employé dans ette thèse(et dérit en introdution) et le système logique de Coq (présenté informellement dans lepremier hapitre). Cette similitude est évidemment volontaire a�n d'aboutir au bootstrap.Nous espérons avoir pris su�samment de préautions pour que es di�érents niveaux où lesmêmes onepts apparaissent ne se télésopent pas dans l'esprit du leteur.En prinipe, il devrait être possible de traduire les développements de ette thèse dans leformalisme dérit dans les hapitres 6 et 7 sans avoir à faire de modi�ations trop omplexes.Essentiellement, il s'agirait d'�-allonger les onstruteurs et les types indutifs, et de rajouterles marques dans les orps des points �xes. La tradution d'un terme bien gardé (suivant laondition syntaxique omme elle est dé�nie dans le système Coq atuel) en un terme annotéave des marques doit pouvoir se faire automatiquement.L'extration devrait être formalisée a�n que le système formalisé soit omplètementassimilable à elui de Coq. Il serait alors possible de faire le bootstrap, 'est à dire lagénération par notre système du ode soure erti�é de sa propre implantation.Nous envisageons réellement le bootstrap omme un objetif à atteindre. Il permettraitde développer les modi�ations apportées au noyau de façon sûre. Ainsi la programmationde Coq ne se ferait plus en Objetive Caml, mais en Coq. Autrement dit, le soure de Coqne serait plus un ensemble de �hiers Objetive Caml, mais un développement Coq. Ob-jetive Caml jouerait le r�le du langage mahine, omme environnement d'exéution d'unprogramme exprimé dans un langage de haut niveau.Pour que ela soit réalisable, il faudrait améliorer l'ergonomie du système formalisé enreollant les di�érentes parties de ette thèse : intégrer les messages d'erreur aux fontionsde typage, formaliser des fontions de rédution e�aes, avoir un méanisme de setion oude modules, érire des tatiques aidant à la onstrution des preuves. Cette dernière tâheétant la plus faile, puisqu'il n'est pas néessaire de faire de preuves de orretions, grâe àl'arhiteture basée sur un noyau.
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Annexe ARelations et ordres bien fondésSoit un type X et une relation R sur e type.Dé�nition A.1 (A) L'ensemble des éléments de X aessibles pour la relation R est leplus petit ensemble Y véri�ant la ondition :8x: (8y: y R x ) y 2 Y ) ) x 2 YCet ensemble sera noté AR. L'ordre R sera dit bien fondé si tous les éléments de X sontaessibles.Dé�nition A.2 (prédiat Lexi) Ordre lexiographique au niveau i (f; g 2 XN) :f �Ri g def� 9j<i: 8><>:8k<j: f(k) R� g(k)f(j) R g(j)8k>j: f(k) 2 ARThéorème A.3 (Lexi_a) Si toutes les images par f des entiers stritement inférieursà un entier i sont aessibles pour R, alors f est aessible pour �Ri :(8k<i: f(k) 2 AR) ) f 2 A�RiCe résultat a omme orollaire immédiat :Théorème A.4 (Lexi_wf) Si R est bien fondé, alors pour tout i, �i est bien fondé.Evidemment, Si2N �Ri n'est pas neéssairement bien fondé. Par exemple, la suite defontions fj(k) = (0 si k<j1 sinonest une suite in�nie déroissante pour la réunion des �<i , alors que pour tout j et k, fj(k)est aessible pour <.Dé�nition A.5 La séquene de deux ordres R1 et R2 :x (R1;R2) z def� 9y: x R1 y ^ y R2 zDé�nition A.6 On dira que R1 ommute ave R2 si R2;R1 � R1;R2.203



204 ANNEXE A. RELATIONS ET ORDRES BIEN FONDÉSDé�nition A.7 (union) L'union de deux ordres R1 et R2 :x (R1 [ R2) y def� x R1 y _ x R2 yThéorème A.8 Si :� R2;R1 � R�1;R+2� R1 bien fondé� x 2 AR2alors x 2 AR1[R2 .



Annexe BFontions de rédutionB.1 Termes purs(* Les lambda-termes purs *)type lambda =| Rel of int| Lam of lambda| App of lambda * lambdaB.2 Substitutions(* Les fontion de reloation et de substitution *)let re shift_re n k = funtion| Rel i -> if i<k then Rel i else Rel (i+n)| Lam t -> Lam (shift_re n (k+1) t)| App(a,b) -> App(shift_re n k a, shift_re n k b)let shift n k t = if n = 0 then t else shift_re n k tlet re subst_re n k = funtion| Rel i -> if i<k then Rel ielse if i=k then (shift k 0 n)else Rel (i-1)| Lam t -> Lam (subst_re n (k+1) t)| App(a,b) -> App(subst_re n k a, subst_re n k b)let subst n t = subst_re n 0 tlet re hnf = funtion| App(a,b) -> (math (hnf a) with| Lam f -> hnf (subst b f)| a' -> App(a',b))| t -> t 205



206 ANNEXE B. FONCTIONS DE RÉDUCTIONlet re strong f t =math (f t) with| Rel i -> Rel i| Lam u -> Lam (strong f u)| App(a,b) -> App(strong f a, strong f b)let norm = strong hnfB.3 Mahine KN réursive terminaletype los = Clos of env * lambdaand env = los listlet re los_rel e i =math (e,i) with| ((::_), 0) -> | ((_::e), n) -> los_rel e (n-1)| ([℄, n) -> Clos([℄, Rel n)(* Optimisation: ne jamais enfermer une variable seule *)let mk_los e = funtion| Rel i -> los_rel e i| b -> Clos(e,b)(* Le type des ontextes de termes *)type stk =| Ztop| Zappl of los * stk| Zappr of lambda * stk| Zlam of stk(* Mahine KN *)let re kn_tr k env t stk =math (t,stk) with| (App(a,b),_) -> kn_tr k env a (Zappl (mk_los env b, stk))| (Lam f, Zappl(arg,s)) -> kn_tr k (arg::env) f s| (Lam f, s) ->let nk = k+1 inlet nvar = Clos([℄, Rel (-nk)) inkn_tr nk (nvar::env) f (Zlam s)| (Rel i, _) -> kn_tr_rel k env i stk(* Cas partiulier des variables *)and kn_tr_rel k env i stk =math (i,env) with| (0, (Clos(e,t)::_)) -> kn_tr k e t stk| (_, (_::e)) -> kn_tr_rel k e (i-1) stk| (_, [℄) -> zip_tr k (Rel (i+k)) stk



207(* Reonstrution du terme *)and zip_tr k t stk =math stk with| Ztop -> t| Zappl(Clos(e,u), s) -> kn_tr k e u (Zappr(t,s))| Zappr(a,s) -> zip_tr k (App(a,t)) s| Zlam s -> zip_tr (k-1) (Lam t) slet norm_kn_tr t = kn_tr 0 [℄ t ZtopB.4 Reloations et substitutionsIl est intéressant de noter que dans la suite, on manipulera les reloations et les substitu-tions de manière totalement abstraite : on dispose de quelques onstruteurs, orrespondantaux modi�ations subies lorsque l'on parours un terme, et d'un destruteur, qui e�etuel'opération de reloation ou de substitution sur les variables.type ('a,'b) sum = Inl of 'a | Inr of 'b(* Reloations *)type elift = Lid | Llift of int * elift | Lshift of elift * int(* Les onstruteurs *)let lid = Lidlet llift el =math el with| Lid -> Lid| Llift (k,e) -> Llift(k+1, e)| _ -> Llift(1,el)let lshift k el =math (k,el) with| (0,_) -> el| (_,Lshift(e,n)) -> Lshift(e,n+k)| _ -> Lshift(el,k)(* Le destruteur *)let re relo_db a el n =math el with| Lid -> n+a| Llift(k,e) -> if n >= k then relo_db (a+k) e (n-k) else n| Lshift(e,k) -> relo_db a e (n+k)let relo_rel el n = relo_db 0 el n(* Substitutions polymorphes *)type 'a subs =| Sid| Slift of int * 'a subs



208 ANNEXE B. FONCTIONS DE RÉDUCTION| Sshift of int * 'a subs| Sons of 'a subs * 'a(* Les onstruteurs *)let subs_id = Sidlet subs_lift = funtion| Sid -> Sid| Slift(n,s) -> Slift(n+1,s)| s -> Slift(1,s)let subs_shift_ons = funtion| (0, s, t) -> Sons(s,t)| (k, Sshift(n,s1), t) -> Sons(Sshift(k+n, s1), t)| (k, s, t) -> Sons(Sshift(k, s), t)(* Le destruteur *)let re exp_rel lams s n =math s with| Sid -> Inr (lams+n)| Sons(st,t) ->if n=0 then Inl (lams,t) else exp_rel lams st (n-1)| Slift(k,e) ->if n >= k then exp_rel (lams+k) e (n-k) else Inr (lams+n)| Sshift(k,e) -> exp_rel (lams+k) e nlet expand_rel s n = exp_rel 0 s nL'interfae est la suivante :type ('a, 'b) sum = | Inl of 'a | Inr of 'btype eliftval lid : eliftval llift : elift -> eliftval lshift : int -> elift -> eliftval relo_rel : elift -> int -> inttype 'a subsval subs_id : 'a subsval subs_lift : 'a subs -> 'a subsval subs_shift_ons : int * 'a subs * 'a -> 'a subsval expand_rel : 'a subs -> int -> (int * 'a, int) sumB.5 Termes ave e�ets de bordtype red_state = Norm | Redtype mterm = { mutable norm: red_state; mutable term: fterm }



209and fterm =| Frel| Fapp of mterm * mterm| Flam of mterm * mterm subs * lambda| Fshift of int * mterm| Flos of mterm subs * lambdalet is_norm v = v.norm = Normlet set_norm v = v.norm <- Normlet new_los t = { norm = Red; term = t }let frel = { norm = Norm; term = Frel }let re lift_fterm n ft =math (n,ft.term) with| (0, _) -> ft| (_, Fshift(k,m)) -> lift_fterm (n+k) m| _ -> { norm = ft.norm; term = Fshift(n,ft) }let los_rel e i =math expand_rel e i with| Inl(n,mt) -> lift_fterm n mt| Inr n -> lift_fterm n frel(* Optimisation: ne jamais enfermer une variable seule *)let mk_los e t =math t with| Rel i -> los_rel e i| t -> new_los (Flos(e,t))type ('a, 'b) stk =| Ztop| Zappl of 'a * ('a, 'b) stk| Zappr of 'b * ('a, 'b) stk| Zlam of mterm subs * lambda * ('a, 'b) stk| Zshift of int * ('a, 'b) stk| Zupdate of mterm * ('a, 'b) stklet zshift n s =math (n,s) with| (0,_) -> s| (_,Zshift(k,s)) -> Zshift(k+n,s)| _ -> Zshift(n,s)let zupdate (m,stk) =Zupdate(m,stk)(* Attention: les mises a jour sur v2 ne profiteront plus a v1 *)let update v1 v2 =v1.norm <- v2.norm;v1.term <- v2.term;



210 ANNEXE B. FONCTIONS DE RÉDUCTIONv1B.5.1 VariantesE�ets de bordSans e�et de bord (en fait la dé�nition de zupdate fait qu'auune marque de mise à journ'est réée, et don la fontion update n'est jamais appelée) :let set_norm v = ()let zupdate (m,stk) = stklet update v1 v2 = v2Booléen indiquant si un terme est en forme normaleSans les raouris (le fait de supprimer les e�ets de bords supprime les raouris nontriviaux, i.e. les variables) :let is_norm v = falseGC des référenes non partagéesAve les weak pointers :type fterm =...| Zupdate of mterm Weak.t * ('a, 'b) stklet zupdate (m,stk) =let wp = Weak.reate 1 inlet _ = Weak.set wp 0 (Some m) inZupdate(wp,stk)let update wp v2 =math Weak.get wp 0 withSome v1 ->v1.norm <- v2.norm;v1.term <- v2.term;v1| None -> v2Sur de petits exemples, 'est en fait moins e�ae, ar les strutures sont plus grosses (il y aune indiretion supplémentaire), mais sur de très gros exemples, on y gagne (en mémoire).B.6 Mahine lazylet simpl_stk h stk =let re stk_re depth = funtion| Zshift(k,s) -> stk_re (k+depth) s| Zupdate(m,s) ->let _ = update m (lift_fterm depth h) instk_re depth s| s -> (depth, s) instk_re 0 stk



211let re klnt e t stk =math t with| Rel i -> kln (los_rel e i) stk| App(a,b) -> klnt e a (Zappl (mk_los e b, stk))| Lam f -> kln (new_los (Flam(mk_los (subs_lift e) f, e, f))) stkand kln m stk =math m.term with| Flos(e,f) -> klnt e f (zupdate(m,stk))| Fshift(k,a) -> kln a (zshift k stk)| Frel -> zip frel stk| Fapp(a,b) ->if is_norm m then zip m stk (* raouri *)else kln a (Zappl (b, zupdate(m,stk)))| Flam (bd,e,f) ->(math simpl_stk m stk with| (depth, Zappl(arg,s)) -> klnt (subs_shift_ons(depth,e,arg)) f s| (depth, s) ->let stk' = zshift depth s inif is_norm bdthen (set_norm m; zip m stk') (* petit raouri *)else kln bd (Zlam (e, f, stk')))(* Preondition: m.norm=Norm, don m est en forme normale *)and zip m stk =math stk with| Ztop -> m (* Arret de la mahine *)| Zappr(a,s) -> zip {norm=Norm; term=Fapp(a,m)} s| Zlam (e,f,s) -> zip {norm=Norm; term=Flam(m,e,f)} s| Zshift(k,s) -> zip (lift_fterm k m) s| Zupdate(m',s) -> zip (update m' m) s| Zappl(a,s) ->let s' = Zappr(m,s) inif is_norm a then zip a s' (* petit raouri *)else kln a s'let to_lambda t =let re lbda_re lfts m stk =math m.term with| Frel -> zip_lbda (Rel (relo_rel lfts 0)) stk| Fapp(a,b) -> lbda_re lfts a (Zappl ((lfts,b), stk))| Flam(u,e,f) -> lbda_re (llift lfts) u (Zlam (e,f,stk))| Fshift(k,m) -> lbda_re (lshift k lfts) m stk| Flos _ -> failwith "to_lambda: found a losure"and zip_lbda t = funtion| Ztop -> t| Zappr(u,s) -> zip_lbda (App(u,t)) s| Zlam(_,_,s) -> zip_lbda (Lam t) s



212 ANNEXE B. FONCTIONS DE RÉDUCTION| Zappl((lfts,b),s) -> lbda_re lfts b (Zappr(t,s))| Zshift _ | Zupdate _ -> assert falsein lbda_re lid t Ztoplet norm_kl t =to_lambda (klnt subs_id t Ztop)
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Résumé :Les systèmes de preuves sont des programmes permettant de véri�er automatiquement lavalidité de preuves mathématiques exprimées dans un ertain formalisme logique. Une desappliations prinipales de es systèmes est la erti�ation de logiiels. Comme pour tousles programmes, on peut se poser la question de la orretion de l'implantation du systèmede preuves lui-même, puisqu'il est ensé garantir la orretion d'autres programmes.Dans ette thèse, nous formalisons et véri�ons les algorithmes mis en ÷uvre dans l'im-plantation d'un système de preuves omme Coq. Tout d'abord ela permet d'aroître laon�ane en e système, en éliminant pratiquement tout risque d'une implantation non �dèleau formalisme logique que Coq est ensé implanter, le Calul des Construtions Indutives.D'autre part, le hoix de faire ette véri�ation à l'aide de Coq nous permet de onstaterla pratiabilité de la méthode de développement de programmes erti�és en Coq à grandeéhelle.De par le formalisme onstrutif de Coq, il est possible d'engendrer automatiquement(par extration) le soure en ML des algorithmes erti�és, réduisant enore les risques d'er-reurs lors de la transription des algorithmes dans le système de preuves. Nous avons proédéà l'extration du ode d'un véri�ateur de preuves, en ayant toutefois admis la orretion dequelques algorithmes. Cela donne lieu à une implantation d'e�aité tout à fait satisfaisante.Mots lés :Logique, Véri�ation de Programmes, Théorie des Types, Calul des Construtions Indu-tives, Extration, Bootstrap, Mahines Abstraites de Rédution.����Abstrat :Proof systems are programs that allow the automati heking of the orretness of ma-thematial proofs, expressed in a given logial formalism. One of the main appliation ofthese systems is software veri�ation. As with any program, we may be onerned aboutthe existene of errors in the implementation of the system itself, partiularly sine it issupposed to guarantee the orretness of other programs.In this thesis, we formalise and verify the algorithms involved in the implementation ofa proof system suh as Coq. Firstly, this inreases the reliability of the system, by virtuallybanning any hane of a disagreement between the implementation and the intended logialformalism, the Calulus of Indutive Construtions. Seondly, the hoie of doing so usingCoq allows us to test the feasibility of software veri�ation in the large using this tool.Thanks to the onstrutive formalism of Coq, it is possible to automatially generate(by extration) the ML soure of the veri�ed algorithms, further reduing the hane oferror during the transription of the atual algorithms in the proof system. We performedthe extration of the ode for a proof-heker, while assuming the soundness of severalalgorithms. This resulted in an implementation with very satisfying e�ieny.Keywords :Logi, Software Veri�ation, Type Theory, Calulus of Indutive Construtions, Extration,Bootstrap, Redution Abstrat Mahines.


