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Résumé

Nous montrons que la classe des polyndomes de Fym[Z], qui sont les polynomes
localisateurs des mots de plus petit poids du code BCH primitif binaire de
longueur 2™ —1 et distance minimale 2" ~? —1, est en bijection avec I’ensemble
des Fy-sous-espaces de dimension m — 2 de Fym.

ON A CLASS OF Fym[Z] POLYNOMIALS WHICH SPLIT IN Fiym
ABSTRACT

We prove that the class of polynomials of Fym[Z], which are the locator
polynomials of the minimum weight codewords of the binary primitive BCH-
code of length 2™ — 1 and minimal distance 2"72 — 1, is in a one-to-one
correspondance with the set of the m — 2 dimensional Fy-subspaces of Fym.
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1 Introduction

Nous notons B(m, 6) le code de Bose-Chaudhury-Hocquenghem (code BCH)
binaire de longueur n = 2™ — 1 et distance construite 6; le symbole a désigne
une racine primitive du corps Fym. Nous considérons ici des codes BCH au
sens strict (the narrow-sense BCH-codes [3,ch.9]): le code B(m, ) est I’idéal
de I'algebre quotient F3[X]/(X"™—1), composé des polynomes qui s’annulent
sur I’ensemble

{o/, jell,6-1]};

son polynéme générateur est donc le ppem des polyndémes minimaux des o/,
J €[1,6 — 1]. Les mots de B(m, ) ont un poids supérieur ou égal a 6. En
général, on ne sait pas décrire I’ensemble des mots de B(m, ) de poids 6.

Chaque mot de code z € B(m, ), de poids w, peut étre identifié & un sous-
ensemble de F.., soit L, = {X1,..., X, }, et donc a un polynéme de Fym|[Z]:

w

o(2)=TI(1 ~ XiZ)

=1

L, est 'ensemble des localisateurs de © et 0,(7Z) est le polynome localisateur
du mot de code z.
Inversement, on sait caractériser les polyndémes localisateurs des mots de

B(m,6):

Proposition 1 [3,p. 260] Soit un polynome Q(Z) = Y%, ¢:;Z* de Fym[Z],
w > 6. Alors Q(Z) est le polynome localisateur d’un mot de code de B(m,¢)
st et seulement si les conditions (i) et (it) sont vérifiées:

(i) i€[l,6—1] et i impair = ¢ =0.

(i) Q(Z) est scindé ! dans F}. et ses racines sont distinctes.

Le résultat présenté ici met en évidence une propriété des polynomes
scindés de degré 272 — 1 de I'algebre Fym[Z]; on en déduit I'ensemble des
mots de poids minimum des codes B(m,¢) pour § = 2™~ — 1.

li.e. chacun de ses facteurs est de degré 1



2 Une propriété des polynomes scindés de
Fym[Z]
On désigne par .J le sous-ensemble de [1, n]:
J={2m"?2 -2 |jec0o,m—-2]} .

Théoréme 1 Soit le polynome de degré § = 2™ % — 1:

5
QUZ)=>_aqZ" , q € Fam .
=0
Si Q(Z) vérifie (i) et (ii), alors il vérifie:
? € J = ¢=0. (1)

Preuve: Nous supposons que go = 1. Soit 'Y = {V;,...,Ys} [Densemble
des racines de Q(Z); soit X; = Y;™' . Du fait que Q(Z) vérifie (i) et (ii),
on sait que le cardinal de Y est exactement égal a 6. Nous définissons les
fonctions-puissances des X;:

&
Av =YX |, kelln]
=1

Alors les g; et les Ay, vérifient les Identités de NEWTON sur Fym[2,p.245]:

r—1
r<é ., L A + > A_iq + r¢,=0, (2)
1=1
s
r>o , IriAr-l-ZAr—i%’:O- (3)
=1

D’aprés (i) et (2), il est clair que: A, = 0 pour r < 6. On démontre par
récurrence que )(Z) vérifie (1), le principe d’induction étant:

kE[l,é—l] ,Hkikgj = A§+k:0 et quO.

Pour cela, on montre d’abord que I'identité I5, se réduit a: Asyr+ Asqr = 0.
On prouve ensuite Hy en étudiant:



- Iidentité Iys,3; lorsque k < 2m73,

- I'identité I5(s44) lorsque &k > 2m=3. 0

EXEMPLE: m = 6, 6 = 15, Q(Z) = 1 + S, 2 2% + q15Z'°. Le Théoreme
montre que quelles que soient les valeurs données aux ¢; dans Fym, ¢15 # 0,
le polynome Q(Z), s’il est scindé, a la forme suivante:

Q(Z)=1 + s 7% + q12aZ" + quZ' + @ 7" .

3 Mots de poids minimum des codes BCH
de distance construite 2F — 1

Définition 1 [2,p.108] Un 2-polynome sur Fym est un polynome de la forme:

k .
L(Z)=Y"1Z" | I; € Fym
1=0

Soit W, la classe des polynomes localisateurs des mots de B(m,¢) dont
le poids est 6.
Lorsque ¢ =2F — 1, k € [2,m — 1], on connait un sous-ensemble de W; il
est constitué des polynomes o(Z) construits ainsi:

1) Soit V un Fy-sous-espace de dimension k de Fym et soit le polynéme

L(Z) = Tyev(Z — v). Alors L(Z) est un 2-polynome [2].

2) 1l est clair que le polynoéme
o(Z)=2"L(Z") =Y 02"
i=0

vérifie les conditions (i) et (ii).

On peut donc identifier un sous-ensemble de Wy avec I’ensemble des sous-
espaces V de Fym de dimension k. Le Théoreme 1 prouve que, lorsque k =
m — 2, tout polynéme appartenant a Ws a la forme ci-dessus. Nous obtenons
donc, dans ce cas, la description complete de 'ensemble W:

Corollaire 1 [’ensemble des mots de poids 2™ *—1 du code B(m,2™ ?—1)
s’identifie avee l'ensemble des Fy-sous-espaces de dimension m — 2 de Fom.
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Le code engendré par 1’ensemble des mots de poids 2772 — 1 définis dans
le Corollaire 1, est le code de Reed et Muller raccourci d’ordre 2. Lorsque
m > 5, ce code est strictement contenu dans B(m,2™~% — 1); son groupe
d’automorphismes est le groupe linéaire G L(m,2) [3,p.398]. Donc le résultat
présenté dans le Théoreme 1 induit, de facon immeédiate, deux propriétés du

code B(m,2™~% —1):

Corollaire 2

1. Lorque m > 5, le code B(m,2™% — 1) n’est pas engendré par ses mots de
plus petit poids.

2. Le groupe d’automorphismes du code B(m,2™% — 1) est contenu dans le
groupe G L(m,2).
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