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Abstract. L’objet de ce stage sera l’étude combinatoire et algorithmique d’une cer-
taine classe de propriétés caractérisant la notion de planarité des graphes: ces propriétés
(connues sous le nom de forêts de Schnyder) ont eu dans les trois dernières décennies
des fortes répercussions et ont conduit à de nombreuses applications dans plusieurs do-
maines, notamment le dessin et le codage de graphes. Dans ce stage il s’agira d’étudier
ces propriétés structurelles du point de vue combinatoire et algorithmique: en particulier
on s’intéressera au cas de graphes de genre g ≥ 2, pour lesquels de nombreuses questions
restent ouvertes.
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Forêts de Schnyder

Les forêts de Schnyder fournissent des jolies structures combinatoires permettant de
comprendre de manière fine et profonde la notion de planarité d’un graphe. L’une des
premières applications conduit à des algorithmes de dessin, très simples et élégants [6, 3, 5],
permettant de dessiner un graphe planaire à n sommets sur une grille de taille O(n)×O(n)
en temps linéaire.

Une forêt de Schnyder est définie par une orientation et partition des arêtes en trois
ensembles (rouge, bleu et noir): tout sommet a exactement trois arêtes sortantes (une
pour chaque couleur), qui s’alternent de manière à satisfaire une certaine condition locale.

Dans le cas des triangulations planaires une telle définition locale conduit à une carac-
térisation globale pouvant s’exprimer de la manière suivante: les arêtes internes d’une telle
triangulation peuvent se partitionner en 3 arbres couvrants de l’ensemble des sommets,
chacun ayant comme racine l’un des trois sommets incidents à la face externe.

Objectifs du stage: graphes de genre supérieur

Ce stage aura pour but l’étude des généralisations des propriétés mentionnées ci-dessus
au cas des graphes de genre supérieur 1. On s’interessera à des travaux récents [1, 4, 2]
où l’on propose des généralisations des forêts de Schnyder de triangulations toriques et de
genre supérieur (la Figure 2 illustre les propriétés des forêts de Schnyder toriques).

Nous allons étudier l’existence et le calcul des forêts de Schnyder pour des graphes
graphes de genre g ≥ 2. Dans ce cas, la condition locale de Schnyder peut se généraliser
assez facilement, en demandant que pour chaque sommet le nombre d’arêtes sortantes soir
un multiple (non négatif) de 3. A titre d’exemple, pour le cas d’un double tore g = 2, la
relation d’Euler nous dit qu’il doit y avoir une sommet de degrée sortant 9 ou bien deux
sommets ayant degré sortant 6.

Il restent de nombreuses questions ouvertes à étudier: notamment, il serait intéressant
de prouver que toute triangulation simple admet une forêt de Schnyder satisfaisant la
condition mentionnée ci-dessus (pour l’instant il n’y a que des résultats partiels et plutôt

1Le genre d’un graphe est le plus petit entier g tel que le graphe peut se dessiner sans croisements sur
une surface de genre g (les graphes planaires ont genre 0 car il peuvent se dessiner sur la sphère).
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Figure 1. Une triangulation de genre 1 munie de trois forêts de Schnyder
toriques (3-orientation et coloration des arêtes internes: chaque sommet a
degrée sortant trois).

restraint, qui garantissent l’existence lorsque la edge-width de la triangulation est au moins
40(2g − 1), ce qui constistue une limitation assez forte).

La résolution de ces problèmes nous conduira ainsi à explorer des questions très pro-
fondes et intéressantes faisant intervenir des propriétés topoligiques, combinatoires et al-
gorithmique des graphes plongés sur des surfaces.
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Figure 2. Une triangulation de genre 2 munie de deux forêts de Schnyder
(le dessin est obtenu en coupant le long d’un schéma polygonal). .
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