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������ ��� ����������� ������������� �� ����	 !����� ���� �� ��������� "������
����� �� ����� �� ������ ������������ ����� ������� ����� ������	 ��� �������
�� ��������� �����#�$����� ���� ���������� �� ��������� ������ ��� ���������
� ����� ���� �� ���������� �� ���������� ��� ���� �� �������� ���� ��	����	
�	 ����
���� ���������� ���� ������ ����� ����� �� ��� �����������#��������� ��!�� �����
!���� ���������� �$����� ��"��������� ����������	 ��� ���� ������� �� "������
������� �� ������ %&' (' )' *' +,' +-.�

/��"���� !��0 ������� �� �������� ����� ��������������� !���� ������� �$#
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��
� 7������������� �� ��#���� 8����� =2>

�� � "����1 %&' (' +-.� ��!�"��	 �� ���� ������������	 ���� ��������"��� �������#
���� �� ���������� !��� ������ �� ��� ����� �� "������� �� ��� �����	 ��� ��� �����
��2����� �� ������ ����� ������ ��������� ��� ����� ���� �� ������ ��� ������#
��"��� �����������	 �"�� !��� ��� �������� �� ��� ������ �� ���������� %++.� 3��
�1�����	 !��� ������� ������ ��� ���������� !��� ���������� ���� �� ����� ���
��1���� �����������	 ���� ���� ��� "����1 ��� ��2����� �� ������ ����� ������
���� �� ������ ��� ����� ������� 4� ������� ���� ������� �� ��������� ��������
��������������� �� ���
�
� 	����	 !���� ������ ���� �������� [σ] � ��� ����������
!��� ����� �� "�������� 5���� ��������������� �$������� ������� �����#����� ���#
�����"��� 2������	 ���� �� ������"��� ��� ��������� ���������� !��� � ��"�� ������
6�� ������� ��� ����� ��� !��� 7�� ����� !��� !��� ��8� Θ(lg n) �������

4� ��"�������� ����� ��������� ������� �� ������9 ������ ��������������	 ������
������ ��� k#���� ������� /����� ������	 �� ���������� ������ ��������������	
���������� �� ��� ��������"��� ����������� ���������� ������� ������� 5�������
������ ��� ��� �� ��� ���� ����������� ��������������� ��� ��������� �� ����9 ��
������������� �������� ���� ��� ��� ������� !�� �� ��������� ������� ������	
��� �� �������� �������� ��������� ��� ��� ����� ��������� �������"� %��� �$�����
���������.� k#���� ������ ��"� ������������ �� ��"���� �����	 ���� �� ������� !���
�������� ����0� %+).	 �����#�������� ��������� ������ %+&. ��� :
;� %<.�

� ���
�
���
�

��� ������	 
��

�������� %+,. =��� �������� �� ��������� ��������� ������ ����������� ��� ��#
������ �� ����� �� ��� ������� �� ���� 
��
���� %-.� � k���
 
��
���� �� �
����������� ��������� �� � ����� !��� ��� "������� ����� ��� ����� ��� �����
����������� ������ k �����	 ���� �� !���� �� �� ����������� ������ 5�� �������
������ �� �����	 k	 ��� � ���������� ����� ��� ���� ������ ��� ��
����
	 ��
���� ������
��� �������� ���!�� ��! �� ��������� � k#���� ����� ����� O(kn)
���� �� ������� �� ������ ����� �� O(lg n) ��� ������	 ��� ������� ��� ���������
�� � "����1 �� O(d lg n + k) ��� ������	 !���� d �� ��� "����1 �������

����� ��� 7���� %+-. �����"�� ��� ������� ����� ��� !��� 7�� ����� ��
���!��� ��! �� ��������� � ����� ����� 2kn + 2m + o(kn + m) ���� �� �������
�� ������ ����� ��� ��� ����������� �� ��� ������ �� � "����1 �� O(k) ����	
��� ��� ������� �� ��� ��� ��������� �� � ��"�� "����1 �� O(d + k) ����� ��"�����
��� ������� %+>. �������� � ��?����� ������?� 5��� �������� �� �������� ��
2(m+i) lg k+4(m+i)+o(km) ����	 !���� i �� ��� ������ �� �������� "�������	 ��
������� ��� �� ������ ���� �� O(k) ����� �� ��� ������ ����� ��� �� ��������
�� �� ���� 4 ����� %+*.	 ����� ������� ��� �� ������� �������� �� ������ �������
�� ����������	 � ������ ����� ��� �� ����������� ����� 8n + 2m + o(n) ���� ��

� �� ��� [σ] �� ������ ��� ��� {1, 2, . . . , σ} �� �������
�� �� ��#������ ��#���� �� ������
��� �����#�� �� ��#���)

� �� ��� log2 x �� ������ ��� ��&������
 #��� 2 ��� lg x �� ������ �log2 x�) +

�����(
���� ���� ������)



=2? @) $��#�� �� ��)

������� �� ������ ����� ��� ��� ����������� �� ��� ������ �� � "����1 �� O(1)
����	 ��� ��� ������� �� ��� ��� ��������� �� � ��"�� "����1 �� O(d) ���� %+-.�

� ��?����� ���� �� �������� �� ����� �� ��� ��������� �������� �� ������ �������
����� 
� ��� %*. �������� � �������� �������������� �� ������ ������ �� n "�������
��� m ����� �� 2m+(5+ε)n+o(m+n) ����	 ��� ��� �������� ε > 0	 �� ������� ���
���������� �� ������ ������ �� �������������� ��� ���� ������ �� ���� �� ���
�������� ��������� �� ��� ���"���� ���������� ����� 
� ��� %). ������� �������
��� ����� ���� �� 2m+3n+ o(m+n) ����� 4��� � ������ ����� �� ������������	
����� 
� ��� %*. ���!�� ��! �� ��������� �� ����� 2m + 2n + o(m + n) �����

����� �� � ��������� ���������	 ������� ������� 
� ��� %&. �������� � ���#
����� �������������� �� ������ �������������� !��� � ��������� 5���� ����
��������� ���� 2.175 ���� ��� �������� �� ������� "������ ���������� �$��������
������� ������� 
� ��� %(. ������� �1������ ���� �������� �� ������ �������� ���#
������������ �� 3#��������� ������ ������ ��� �������������� ����� 2 ���� ���
���� ��� 1.62 ���� ��� �������� ��������"���	 !���� �������������� ����� ���
��������"� ������� �� ����� �!� ����� �� �������

��� �������� �����������

����� 
� ��� %*. �������� �������� �������������� �� �������
 ��	
���
�
�	
� ������ �� O(1) ����� ���� ��� �� ����������� 5��� � �������� �����#
������ ��2����� �� p ����� �� ����������� �� � ��2����� �"�� ��� ��������
{′(′1,′ (′2, ...,′ (′p,′ )′1,′ )′2, ...,′ )′p}� 4� ���� ′(′i ��� ′)′i ���
�i ��
��� ��	
���
��� ���
���
�i ������ ��	
���
���	 ��������"���� 5�� ���������� ���������� ���9
� m@rank(S, i, α)9 ��� ������ �� ����������� α �� S[1..i]'
� m@select(S, i, α)9 ��� �������� �� ��� i,- ����������� α'
� m@firstα(S, i) %m@lastα(S, i).9 ��� �������� �� ��� =��� %����. �����������

α ����� %������. S[i]'
� m@match(S, i)9 ��� �������� �� ��� ����������� �������� S[i]'
� m@enclosek(S, i1, i2)9 ��� �������� �� ��� ������� �������� ����������� ����

�� ���� k !���� �������� S[i1] ��� S[i2]�

����� 
� ��� %*. ���!�� ��! �� ��������� � o(|S|)#��� ��1������ ���� ���������	
��� � ������ S �� O(1) ����� �� ����������� ������ �1��������	 �� ������� ��� ���"�
���������� �� �������� ����� 4� ���! ��! �� �����"� ���� ������ �� �������� +	
��� ������� �� �������� ��� ��� ���� !��� ��� ������ �� ����� �� �����������
�� ���#�������� �� 5������ A�

��� �������� ��	���� ��� ������ ���������

������ 
� ��� %,. ���!�� ��! �� �����"� ���� ����������� �� �������� ���� �����#
����� �� ��������� �������� ���
�
�� ��"�� �� �������� ���� ���� %�B5. �� ��#
���� ��� ��"�� ����	 ��� ���� �� �� ������ ��1������ ���� ���������� %���� ��������
����1��. ���� ������ �������������� ���� ����� ���� ��� �����������#���������
��!�� ����� �� ��� ����� ��2����� �� ������ ��� ��"�� ����	 ��� ������� ��
�1������ ��� �� ���������� ����� ��� ����� ��������� ��=��� �� ��� �B5�
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�� �� . �����&������ ������ &���� �� 12 �����
�� *��� ��� 
�����
�� �������& ���� T 0

��� ��� ���� ) +� ��� ��&��� �� ���*� ��� �����&������� ����
�� *��� � �����B��� �� *���
�� ��� ��
�� 
��������)

5��� ���������� ��2������ �� n �� ���� !���� ���� �� ��� ��� �� ����������
!��� � ������ �� ������ ���� [σ]	 ���� ����������� ����� ��=��� �� � ������ ��������
�� t ����� ���� [n]×[σ]� 5�� ���������� �������9 object@access(x, i)	 ��� i,-

����� ���������� !��� x �� ��1���������� �����' label@rank(α, x)	 ��� ������ ��
�� ���� ������� α �� �� %��� ���������. x' label@select(α, r)	 ��� �������� ��
��� r,- �� ��� ������� α' ��� label@access(x, α)	 !������ �� ��� x �� ����������
!��� ����� α� 5��� ��=��� ��� �B5 ������� object@access ��� �������� �
�������� ����1 �� t · o(lg σ) ���� �� ������� ����� ��������� �$��������

��� ����� ��� ��	 ������ !����"��������

� 0�� ������ �� ���� ����� �� ���� �� �����8��� �� ������ �������������� %��� 3��#
��� + ��� �� �1�����.�

#�$������ � %�����	�� %�&''� � �������� �� � �����	 �	���������� T �� �
��	������ �� ��
 �
� �� ��
 ���
	��� 
�
� ���� ��	

 �
�� T0� T1 ��� T2 �� ��	
��
�

�
�� ���� ���� ��	 
��� ���
	��� �
	�
� v ��
 �������� ���������� �����
� v ��� 
������ ��
 ������ 
�
 �� 
��� �� ��
 ��	

 �
�� T0� T1 ��� T2�
� ����� ��	
����	� ��
 
�
� �����
�� �� v �� ��� �	�
	 �	
� ��
 ������ 
�

�� T0� �
	� �	 ��	
 ������� 
�
� �� T2� ��
 ������ 
�
 �� T1� �
	� �	
��	
 ������� 
�
� �� T0� ��
 ������ 
�
 �� T2� ��� ������ �
	� �	 ��	

������� 
�
� �� T1�

� ����������� �������� �� �����8��� ���� !� ��� �1�����"��� �� ;������ A ��9

(�))� � %�����	�� %�&''�  �����
	 � �����	 �	���������� T �� n �
	�
���
�� ���� 
��
	��	 ���
 (v0, v1, vn−1)� !�
� T ������ ������ � 	
����
	 R =
(T0, T1, T2) ��� 
��� �
� �� 
�
� �� Ti �� � ������� �	

 �� ��� ���
	��� �
	���
��
"�	
 �	
���
��� T0� T1 ��� T2 �	
 ������� �	

� �� T \{v1, vn−1}� T \{v0, vn−1}
��� T \ {v0, v1}� 	
��
����
���



=C3 @) $��#�� �� ��)

� ���� ����� ������ ��
�������
���

��� !���� *�+ !��,����� -�	��� �� � ������ !����"�������

� 0�� ������ �� ��� ��"�������� �� ��� ������� �� ���� �� ����� ��! ���"�����
������ �� ������ �������������� ����� �� �����8���� 
�� T �� � ������ �������������
�� n "������� ��� m �����	 !��� �1������ ���� (v0, v1, vn−1)� 4� ������ ��� �����8��
�� (T0, T1, T2) �����!��� 
���� +� �� 
���� +	 T0	 T1 ��� T2 ��� ����� ��������
����� �� ��� �������� ����� �� T 	 ������ �� v0	 v1 ��� vn−1	 ��������"���� 4�
��� ��� ����� (v0, v1) ��� (v0, vn−1) �� T0	 ��� ���� ��� ��������� ����	 T 0	 ���
��������� ������� �	

 �� T %*.� �� ���� �������	 !� ������ ���� "����1 �� ���
������ �� ��������� �	�
	��	 !���� �� ��� ��! �������� ������ �� T 0�

#�$������ �� �� ������ ��
�� π0 �� �
��
� �� ��� ��
 �
	���
� �� T ��� ��
������ ��
� �� ��
 �	
�	�
	 �	��
	��� �� T0 ���	��� �� v0 �� ������� ����0!���
����� #��� �	�
	$�

�� ���� ��
�� π1 �� �
��
� �� ��
 �
	���
� �� T \ v0 ��� ��		
������ ��
� �	��
	��� �� ��
 
�
� �� T1 �� �������� %
	��	� � �	
�	�
	 �	��
	��� �� ��

������	 �� T0 �� � ��� ����
	� &�	�� ���� �	��
	���� ��
� ������� � �
	�
� v�
�
 
���
	��
 ����
�����
�� ��� �����
�� 
�
� (v, u1), . . . , (v, ui) �� T1� ��
	
 v
���
�	� �
��	
 ui �� π0� !�
 �	��
	��� �� ��
 
�
� �� T1 ����	���� �����
� ��
�	�
	 �� ��
 ���
� �� T1� 
��� ���
 #��'
	
�� �	�� v1$ �� ���(�
�� ��������
�
���� ��� ��	
�� 
�
 �� T1�

�� ����	
 ��
�� π2 �� �
��
� �� ��
 �
	���
� �� T \ {v0, v1} ��� ���
�
 ������
� �� � ������	 ����
	 �� �
	��	��� � �	
�	�
	 �	��
	��� �� T0 ��
����0!��� ����� #�� �	�
	$� )�
� ������� �� �� �	�
	 ��
 ������	 �� T0� ��


�
� �� T2 �����
�� �� � ���
 v �	
 ����
� ����
�����
�� �� �����
 �� �	�
	 ��
��
 �
	���
� �� T2�

C��� ���� ��� ������ π1 ��� π2 �� ��� ���������� �� ���"������ ������� ���"�����
������ �� ��� ����� T1 ��� T2	 �� ���� ��� ��������� �� T0 ������� π0 %���
3����� ,.� 5�� �����!��� ����� �� ������� %!� ���� ��� �����.9

(�))� �� *�	 ��� ���
 x� ��� �����	
� �� T1 #�	 T2$� ����
� �� ��� �	�
	 #�	 ��
�	�
	$� ���
 ����
�����
 ����
	� �� π1 #�	 π2$� +� ��
 ���
 �� T0� ��
 �����	
� ��
x �	
 ����
� ����
�����
�� �� � DFUDS #�	 B���� 3���� D���� B����� ;�2����� #,$$
�	��
	��� �� T0�

��� �����������" ������ !����"��������

4� �������� ��� �����!��� ���������� �� ��������� ������ ��������������9
� adjacency(x, y)	 !������ "������� x ��� y ��� �� �����'
� degree(x)	 ��� ������ �� "����1 x'
� select@neighbor@ccw(x, y, r)	 ��� r,- �������� �� "����1 x �������� ����

"����1 y �� ��! ����� �� x ��� y ��� �� �����	 ��� ∞ �����!���'
� rank@neighbor@ccw(x, y, z)	 ��� ������ �� ��������� �� "����1 x ���!���

%��� ���������. ��� "������� y ��� z �� ��! ����� �� y ��� z ��� ���� ���������
�� x	 ��� ∞ �����!����
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�� �� -�� ������� ����������� �����& ��
����& �� ��� �����&������� �� ��&��� C

� Πj(i)	 ��"�� ��� ������ �� � ���� vi �� π0 �� ������� ��� ������ �� vi �� πj '
� Π−1

j (i)	 ��"�� ��� ������ �� � ���� vi �� πj �� ������� ��� ���0 �� π0�

5� ��������� � ������ ������������� T 	 !� ������� � �����8�� (T0, T1, T2) �� T
�����!��� 
���� +� 4� ���� ������ ��� ����� ����� T0	 T1 ��� T2 ����� � ��������
����������� ��2����� S �� ������ 2m ���������� �� ����� ����� �� ������������ S
�� �������� �� ���������� � �������� ���"����� �� ��� ��������� �������� ����
T 0 = T0∪(v0, v1)∪(v0, vn−1) ��� ����� ��?����� ����� �� ����������� �� ��������
��� ����� �� T 0	 T1 ��� T2� 4� ��� ����������� �� ��� =��� ����	 ������ ′(′ ���
′)′	 �� ������ ��� ���� T 0	 ��� ����� ����� �� �����������	 ′[′	 ′]′	 ′{′	 ′}′	 �� ������
��� ����� �� T1 ��� T2� 4� ��� S0	 S1 ��� S2 �� ������ ��� �����2������ �� S
���� ������� ��� ��� =���	 ������	 ��� ��� ����� ����� �� �����������	 ��������"����
4� ��������� S �� �����!� %��� 3����� A ��� �� �1�����.�


�� v0, . . . , vn−1 �� ��� ��! �������� �� ��� "������� �� T 0� 5��� ��� ������
S0 �� ������ ��� �������� ����������� �������� �� ��� ���� T 0 %+-.9 S0 ��� ��
�������� �� ���������� � ��! �������� ���"����� �� ��� ������� �� T 0	 !������
��!� �� ������� ����������� !��� �� ���� �� T 0 �� ���"����� ��� ��� =��� ����	
��� � ������� ����������� !��� �� �� "������ ��� ��� ������ ����� B����� ���
���"����� �� T 0	 !� ������ �� S � ���� �� ����������� ′[′ ��� ′]′ ��� ���� ���� �� T1	
��� � ���� �� ����������� ′{′ ��� ′}′ ��� ���� ���� �� T2� ���� ���������	 !���
"������� �� ��! ����� ��� ����� �������� �� � "����1 vi	 !� ������9
� � ′[′ ��� ���� ���� (vi, vj) �� T1	 !���� i < j	 ������ ��� ����������� ′)′

������������� �� vi'



=CC @) $��#�� �� ��)

� � ′]′ ��� ���� ���� (vi, vj) �� T1	 !���� i < j	 ����� ��� ����������� ′(′

������������� �� vj '
� � ′}′ ��� ���� ���� (vi, vj) �� T2	 !���� i > j	 ����� ��� ����������� ′(′

������������� �� vi'
� � ′{′ ��� ���� ���� (vi, vj) �� T2	 !���� i > j	 ������ ��� ����������� ′)′

������������� �� vj �

5��� S �� �� ������ 2m	 ���������� �� ����� ����� �� ������������ �� �� ���� ��
�����"� ���� ��� �����2������ S1 ��� S2 ��� �������� ����������� ��2������ ��
������ 2(n − 1) ��� 2(n − 2)	 ��������"����

4� =��� �����"� ���� ����� ���������� �� ��� ������ S� 7����� ���� � ����
vi ��� �� �������� �� �� ��� �������� ������ �� T0	 ��� �� ��� �������� �� ���
�������� ����������� ���� (i ��� )i %��� pi ��� qi ������ ����� ��������� �� S.�

�� �� pf %�� ql. �� ��� �������� �� ��� ������� %�� �������. ����������� �� S
������������� �� ��� =��� %�� ����. ����� �� ���� vi �� T0�

%	��
	�� -� 5�� �����!��� ����� ����� ����9
� 5!� ����� vi ��� vj ��� �� ����� �� ��� ���� �� ����� �� ��� ������ ��������

���� (vi, vj) �� �1����� ��� �� ��� ����� T0	 T1 �� T2'
� pi < pf < ql < qi'
� 5�� ������ �� ����� �������� �� vi ��� ��� ��������� �� ��� ���� T0 ��

(pf − pi − 1) + (qi − ql − 1)'
� �� vi �� ��� � ���� �� T0	 ���!��� ��� ����������� �� ��� ′(′ ���� ���������� ��

��� "������� vi ��� vi+1 %���� ���� ��� ′(′ ������������� �� vi+1 �� �� ��������
pf .	 ����� �� �1����� ��� ′]′� ;��������	 ����� �� �1����� ��� ′{′ ���!��� ��� ′)′

���� ���������� �� ��� "������� vi ��� ��� ′)′ �� �������� ql�

6����"� ���� S0 �� ��� �������� ����������� �������� �� ��� ���� T0 %+-.	 ��
���� �� !� ����� S0 ��� ��������� ��� ��1������ ���� ���������� ��� S0 �� �� %+-.	
!� ��� ������� � ��� �� ��"��������� ��������� �� T0� S ��� �� �����������
����� ��� �������� �� ����� 
� ��� %*. %��� ;������ ,�,. �� 2m lg 6 + o(m) =
2m�log2 6� + o(m) = 6m + o(m) ����� ��!�"��	 ���� �������� ���� ��� �������
��� ����������� �� �� ��������� !��� �� S0	 �� ���� !� ������ ��"����� �� ���
���� T0 !������ ������� S0 �1��������	 !���� !��� ���� ����������� 2 ���������� ����
��� ����� 5� ������ ���� ����� ����������	 ��� �� �������� ��� ���� 2m�log2 6�
�� 2m log2 6 + o(m)	 !� ��"� ��� �����!��� ����� %!� ���� ��� �����.9

(�))� �� !�
 ��	�� S ��� �
 ���	
� �� 2m log2 6 + o(m) ���� �� �����	� ��

��
	���	� ����
� �� .
����� /�/ �� �������� ���
� �� �
�� �� ��
 ����������� ��
�� �	���	�	� ��	�� �	 Θ(n) ���� �� ��
 ������
� ��	
���
��� �
(�
��
 �� T0�

5�� ���� �������� ��� �� �������� ������� �� � ��2����� �� O(1) ����� �� �����#
������9
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	 � �������
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��
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�� ��
	
 p = O(1)� M ��� �
 ���	
� ���� 2n log(2p)+ o(n) ���� �� �����	�
�� O(1) ���
 ��
 ��
	���	� ����
� �� .
����� /�/� �� �
�� �� ��
 �����������
�� �� �	���	�	� ��	�� �	 Θ(n) ���� �� ��
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��
� 7������������� �� ��#���� 8����� =C=

5�� �����!��� ������� ���!� ��! �� ������� ��� ��"��������� ���������� ��
��������������� 4���� ��� ����� ���� ���� �� � ������ ���� ���� ���� �� %).	 ���
�1������ ��� �� ��� ����� ����������� ��2������ ����� ������� �� �1�������� ���
�����8��� �� ���"��� �� �$����� �������������� ���������� Πj(i) ��� Π−1

j (i)�

!�����) �� � �����	 �	���������� T �� n �
	���
� ��� m 
�
� ���
�
 	
�	
�
��
� ���� 2m log2 6 + o(m) ���� �� �����	� adjacency� degree�
select0neighbor0ccw� rank0neighbor0ccw �� �
�� �� ��
 Πj(i) ��� Π−1

j (i)
��
	���	� #��	 j ∈ {1, 2}$ �� O(1) ���
�

%	���� 4� ��������� ��� ������ S ��� T �� ���!� �� ���� �������	 ��� ����� �� �����
2m log2 6 + o(m) ���� �� 
���� A� 7����� ���� S0 �� ��� �������� �����������
�������� �� T0	 ��� ���� !� ��� ������� �� ��������� !��� �� S0 ���� S�
5��� !� ��� ��������� ���������� ��1������ ���������� ����� o(n) = o(m) ����
%+A' +-. �� ������� ��� ��"��������� ���������� �� T0� �� ���� "����1 �� �������
�� ��� ������ �� ��������� ��������	 "����1 x ����������� �� ��� x,- �������
����������� �� S0� 4� ��! ���! ���� ����� ���������� ��� ��$������

5� ������� adjacency(x, y)	 ������ ���� x ��� y ��� �� ����� �? ��� �� ���
������ �� ��� ����� �� ��� �� ��� ����� T0	 T1 ��� T2� �� S0 ������� ��� ��������
����������� ��2����� �� T0	 !� ��� ���"����� ����0 !������ x %�� y. �� ��� ������
�� y %�� x. ����� �1������ ���������� �� S0 %+-.� 5� ���� �� ������ �� T1	 !�
������ ���� x �� ��� ������ �� y �? ��� %����. �������� ���� �� y	 ������� �� � ′]′	
�� �� �������� ���� �� x	 ������� �� � ′[′� �� ���� ��$��� �� ������"� ��� =��� ′]′

����� ��� y,- ′(′ �� S	 ��"�� �� m@first′[′(S, m@select(S, y,′ (′))	 ��� �������

��� ����1	 i	 �� ��� �������� ������� �����������	 ′[′	 �� S� 4� ���� ����0 !������
��� ������� ���������� ������� ����������� ′)′ �� ��� ′[′ ������"��	 ������� �����
m@first′)′(S, i)	 ������� ��� x,- ������� ����������� ′(′ �� S� �� �� ����	 ���� x
�� ��� ������ �� y �� T1� 4� ��� � ������� �������� �� ���� ��� �� ������ �� T2�

5� ������� degree(x)	 ��� d0	 d1 ��� d2 �� ��� ������� �� x �� ��� ����� T0	
T1 ��� T2 %!� ������ ��� ������ �� � ���� �� � ���� �� ��� ������ �� �����
�� ����� �� ��.	 ��������"���	 �� ���� ��� ��� �� ����� ����� "����� �� ��� ���!���
5� ������� d0	 !� ��� S0 ��� ��� ��������� �� ������� ��� ������ �� � ����
�� �� ������� ���� ����� ��� �������� ����������� �������������� �� ����� 
�
��� %*.� 5� ������� d1 + d2	 �� x ��� �������� �� T0	 !� =��� ������� ��� �������	
i1 ��� i2	 �� ��� x,- ��� ��� x + 1,- ′(′ �� S	 ��� ��� �������	 j1 ��� j2	 �� ���
(n − x),- ��� ��� (n − x + 1),- ′)′ �� S �� �������� ����� �� ��� ����� ���� ��
/������� +	 !� ��"� ��� �������� d1 + d2 = (i2 − i1 − 1)+ (j2 − j1 − 1)� 5�� ����
!��� x �� � ���� �� T0 ��� �� ������� ����������

5� ������� select@neighbor@ccw ��� rank@neighbor@ccw	 !� ��0� ���
�� ��� ����� ��������� �� �����8��� �� B�=������ +� 5�� ����� ��������� ����� �� ����	
��"�� � "����1 x	 ��� ���������	 !��� ������ �� ��! �����	 ���� ��� �����!��� ��1
����� �� "�������9 xE� ������ �� T0	 xE� �������� �� T2	 xE� ������ �� T1	 xE� ��������
�� T0	 xE� ������ �� T2	 ��� xE� �������� �� T1� 5�� i,- ����� �� x �� ��! �����
�� T0 ��� �� �������� �� �������� ����	 ��� ��� ������ �� �������� ������
� ��"�� ����� �� x �� ��! ����� ��� ���� �� �������� �� �������� ���� �����
��� ���������� �� 
� ��� F�� %+A.� 5�� �������� �� x �� T1 ����������� �� ���



=C5 @) $��#�� �� ��)

����������� ′[′ ���!��� ��� (n − x),- ��� ��� (n − x + 1),- ′)′ �� S	 ��� �������
�� ��� ������������ �� S	 �� u ��� v ��� ���� �������� �� x	 ��� u ������ ������
v �� π1	 ���� u �� ���� ������ v �� ��! ����� ����� xE� ��������� 5�� �������� ��
x �� T2 ��"� � ������� ��������� 5��� ��� ��������� ��������� �� S ����! �� ��
������� ���0G������ �� xE� �������� �� T1 ��� T2 �� ��! ������ �� !� ��� ����
������� ��� ������ �� ���� ���� �� ��������� �� x �� �������� ����	 ���� ����!�
�� �� ������� select@neighbor@ccw ��� rank@neighbor@ccw �� O(1) �����

5� ������� Π1(i)	 !� =��� ������ ��� ��������	 j	 �� ��� i,- ′(′ �� S	 !���� ��
m@select(S, i,′ (′)� 4� ���� ������ ��� ��������	 k	 �� ��� =��� ′]′ ����� ��������
j	 !���� �� m@first′]′(S, j)� ����� ����	 !� ������ ��� �������� ����������� ��

S[j] ����� m@match(S, j) %p ������� ��� ������.� S[p] �� ��� ����������� ′[′ ����
����������� �� ��� ���� ���!��� ui ��� ��� ������ �� T1	 ��� �� ��� ������������
��������� �� S	 ��� ���0 �� S[p] �� ��� ���!��	 !���� �� m@rank(S, p,′ [′)� 5��
����������� �� Π−1

1 �� �1����� ��� ��"���� �� ��� ���"� �������� Π2 ��� Π−1
2

��� �� ��������� ���������� ��

��� /����� (�0���	 ������ !����"��������

�� �������� �� ��������� ���������	 !� ������� � ��� �� ��������� ���� ����! �$#
����� ��"������� �� � ������� ����� %����� ��� ������� �1�������� �� ��"���������
��������� �� ������� �����.9
� lab@degree(α, x)	 ��� ������ �� ��� ��������� �� "����1 x �� G ������� α'
� lab@select@ccw(α, x, y, r)	 ��� r,- "����1 ������� α ����� ��������� ��

"����1 x ����� "����1 y �� ��! �����	 �� y �� � �������� �� x	 ��� ∞ �����!���'
� lab@rank@ccw(α, x, y, z)	 ��� ������ �� ��� ��������� �� "����1 x ������� α

���!��� y ��� z �� ��! ����� �� y ��� z ��� ��������� �� x	 ��� ∞ �����!����

4� ��=�� ��� ��������� �� ��� �B5 �� ������� ������ �������������� �������
node@label(v, i)	 !���� ������� ��� i,- ����� ���������� �� "����1 v %���� ��� v,-

"����1 �� ��������� ��������.�
7����� ���� 
���� A ������� ��� ������ S ����������� �� ;������ A�, �� ���#

���� ��� ����������� �� �� ��������� !��� �� S0	 !���� �� ��� �������� �����#
������ ��2����� �� ��� ���� T0� �� ���� �������	 !� �������� ��� DFUDS ��2�����
�� T0� 4� ��"� ��� �����!��� ����� %!� ���� ��� �����.�

(�))� �� !�
 ��	�� S ��� �
 ���	
� �� (2 log2 6 + ε)m + o(m) ����� ��	 ��� ε
���� ���� 0 < ε < 1� �� �����	� �� O(1) ���
 ��
 ��
	���	� ����
� �� .
����� /�/�
�� �
�� �� ��
 ����������� �� �� �	���	�	� ��	�� �	 Θ(n) ���� �� ��
 ������
�
��	
���
��� �
(�
��
� ��� �� ��
 DFUDS �
(�
��
 �� T0�

�� ������ 
� ��� %,. ��� ��� �����#������� �����	 !� ��! ��������� �������� ��#
��1�� ��� "����1 ������� ������ ��������������� 5�� ���� ���� �� �� ������� ���
�������� �������������� �� ������ �������������� !��� ����� ��������� �� ��� ���#
����� ����1�� ��� ������� ������ ���������9

!�����) ��  �����
	 � ���������
�
� �����	 �	���������� T �� n �
	���
�� ���
������
� ���� σ ���
�� �� t ���	� #t ≥ n$� 1��
� ��
 �����	� �� node0label ��



	�

��
� 7������������� �� ��#���� 8����� =CD

f(n, σ, t) ���
 �� ��
 �
	���
� �� T � ��
	
 �� � �������� ���
� ���� t · o(lg σ)
���� ����� �����	�� lab0degree� lab0select0ccw ��� lab0rank0ccw ��
O((lg lg lg σ)2(f(n, σ, t) + lg lg σ)) ���
�

5� ������ � �������� �������������� �� �����#������� ������ ����� ��� ���"� ���#
����	 !� ��� ��� �������� �� ������ 
� ��� %+. �� ������ R0 ����� t lg σ + O(t)
���� �� ������� object@access �� �������� ����	 !���� �������� ��������
node@label �� O(1) ����� 5���9

.�������� �� � ���������
�
� �����	 �	���������� T �� n �
	���
�� ��������
�
���� σ ���
�� �� t ���	� #t ≥ n$ ��� �
 	
�	
�
��
� ���� t lg σ + t · o(lg σ) ����
�� �����	� node0label �� O(1) ���
� ��� lab0degree� lab0select0ccw ���
lab0rank0ccw �� O((lg lg lg σ)2 lg lg σ) ���
�

� ��� ����� ������ �
�� �������� k

��� �������� �����������

4� ��! �������� ��� �������� �������������� �� �������� ����������� ��2������ ��
p ����� �� �����������	 !���� p �� ��� � ��������� 4� �������� ��� �����!��� ��#
�������� �� � �������� ����������� ��2����� S[1..2n] �� �������� �� ����� ��=���
�� ;������ ,�,9 m@rank′(S, i)	 ��� ���0 �� ��� ����������� �� �������� i �����
����������� �� ��� ���� ���� �� S' m@findopen(S, i) %m@findclose(S, i).	 ���
�������� ������� %�������. ����������� �� ��� ���� ���� ��� ��� ������� %����#
���. ����������� �� �������� i �� S� C��� ���� m@findopen ��� m@findclose
��� ��������� �� ��� �������� m@match� 4� ��=�� ���� ���� ��� ��� ����������
�� ��� ������ �� ��� �������� �� ���� �������� 4� ��"� ��� �����!��� ������� %!�
���� ��� ��� ������ �� ���� ������� ������� �� ����� ����������.9

!�����) �� � �������
 ��	
���
��� �
(�
��
 �� 2n ��	
���
�
� �� p ���
�� ��
����� ��
 ��	
���
�
� �� ��� ��
� ���
 �	
 ������
�� ��� �
 	
�	
�
��
� ���
�� 2n lg p + o(n lg p) ���� �� �����	� m0access� m0rank′� m0findopen ���
m0findclose �� O(lg lg p) ���
� ��� m0select �� O(1) ���
� ���
	�����
���
(2 + ε)n lg p + o(n lg p) ���� �	
 ��2��
�� �� �����	� ��
�
 ��
	������ �� O(1)
���
� ��	 ��� �������� ε ���� ���� 0 < ε < 1�

��� 1����� +��� ��"���)0�� k ��� (��"� k

�� ���� �������	 �� ��������� ������ !��� ���� ������ k	 !� �������� ���
��������� adjacency ��� degree ��=��� �� ;������ A�,	 ��� ��� ��������
neighbors(x)	 ��������� ��� ��������� �� x�

/��"���� ������� �� ���������� ������������ k#���� ������ %+>' +-. �������
adjacency �� O(k) ����� 5�� ��!��#����� ���� �� ��� ����� ���� �� ��� ������ ��
��"����� ��� ������� %+>. �� o(km)	 !���� �� �������� !��� k �� ������ 5���
���"���� ������� ������ ���� !��� ��� ���� !��� k �� ������ 4� �������� ����� k�
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!�����) �� � k���
 	��� �� n �
	���
� ��� m 
�
� ��� �
 	
�	
�
��
� ����
n + 2m lg k + o(m lg k) ���� �� �����	� adjacency �� O(lg k lg lg k) ���
� degree
�� O(1) ���
� ��� neighbors(x) �� O(d(x) lg lg k) ���
 ��
	
 d(x) �� ��
 �
	


�� x� ���
	�����
��� �� ��� �
 	
�	
�
��
� �� n + (2 + ε)m lg k + o(m lg k) ���� ��
�����	� adjacency �� O(lg k) ���
� degree �� O(1) ���
� ��� neighbors(x) ��
O(d(x)) ���
� ��	 ��� �������� ε ���� ���� 0 < ε < 1�

��� 2	"� (�0���	 1����� +��� ��"���)0�� k

4� �������� ��� �����!��� ���������� �� ���� ������� ������9
� lab@adjacency(α, x, y)	 !������ ����� �� �� ���� ������� α ���!��� "�������

x ��� y'
� lab@degree@edge(α, x)	 ��� ������ �� ����� �������� �� "����1 x ���� ���

������� α'
� lab@edges(α, x)	 ��� ����� �������� �� "����1 x ���� ��� ������� α�

4� =��� ������ �������� �������������� �� ���� ������� ������ !��� ��� ����9

(�))� 3� �� ���
	�����	 	��� �� n �
	���
� ��� m 
�
� �� �����
��
 
�
� �	
 ��������
� ���� σ ���
�� �� t ���	� #t ≥ n$ ��� �
 	
��
	
�
��
� ���� n + t(lg σ + o(lg σ)) ���� �� �����	� lab0adjacency ���
lab0degree0edge �� O(lg lg σ(lg lg lg σ)2) ���
� ��� lab0edges(α, x) ��
O(lab0degree0edge(α, x) lg lg σ lg lg lg σ) ���
�

5� ������� �� ���� ������� ����� !��� k �����	 !� ��� ��� 
���� & �� ���#
������ ���� ���� ��� ������� ��� ��� ����� �� ������� ��"��������� �����������
���������"���	 !� ��� ��� 5������ - ��� � ������� �������� �� 
���� & ��
�����"� � ��?����� ������? �� �����"� ��� ���� �$������ ��� ����� k�

!�����) 3� � k���
 	��� �� n �
	���
� ��� m 
�
� �� ����� ��


�
� �	
 ��������
� ���� σ ���
�� �� t ���	� #t ≥ n$ ��� �
 	
�	
�
�
��
� ���� kn + t(lg σ + o(lg σ) ���� �� �����	� lab0adjacency ���
lab0degree0edge �� O(k lg lg σ(lg lg lg σ)2) ���
� ��� lab0edges(α, x)
�� O(lab0degree0edge(α, x) lg lg σ lg lg lg σ + k) ���
� ���
	�����
��� ��
��� �
 	
�	
�
��
� ���� n + (2m + ε) lg k + o(m lg k) + m(lg σ +
o(lg σ)) ���� �� �����	� lab0adjacency �� O(lg k lg lg σ(lg lg lg σ)2) ���
�
lab0degree0edge �� O(lg lg σ(lg lg lg σ)2) ���
� ��� lab0edges(α, x) ��
O(lab0degree0edge(α, x) lg lg σ lg lg lg σ) ���
� ��	 ��� �������� ε ���� ����
0 < ε < 1�

.�������� �� �� 
�
����
�
� �����	 	��� �� n �
	���
� ��� m 
�
� ��
����� ��
 
�
� �	
 ��������
� ���� σ ���
�� �� t ���	� #t ≥ n$ ��� �
 	
��
	
�
��
� ���� 4n + t(lg σ + o(lg σ)) ���� �� �����	� lab0adjacency ���
lab0degree0edge �� O(lg lg σ(lg lg lg σ)2) ���
� ��� lab0edges(α, x) ��
O(lab0degree0edge(α, x) lg lg σ lg lg lg σ) ���
�
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�  ��	���
�� !���"�

�� ���� �����	 !� ������� � �����!��0 �� ���������� ������������ ��� ����������
�� ������ �� ��� ���� �� ������� 4� �1���� ���� ��� �������� ��� �� �1������ ��
������� ����� ����� �� ������ ������	 !���� �� �� ���� �������� ������ �������
���� ������� �� �� ��������� "����1 ������� k#���� ������ �����������

6�� =��� ������� �� ���� ������� 5������ , ���"���� � �������� ����1 ���
"����1 ������� ������ ��������������	 !� ��� �� ���� ����� ��� ������ �� ����������
���� �� ������ 
� ��� %,. ��"� ���� �� �������� �������	 ������ ��������� ���
�����#������� �����	 !���� ����� ���������� ��� ���� ����������� 5��� ���� �������
�� 5������ &	 !���� !� ����� �������� ����1�� ��� ������ ����������

!#��	�

F2G $��#��� @)� 8�����/�� .)� 9����� @)�)� 7��� 	)	)H .������� ����
���& �� ��

��
���
��
���� #����� ��������� ��� ����(����
����� ��
�����) ��H ��*�������� 9)� :�(
������� 8) ����) ��9 C33E) �6�	� ���) 533A� ��) C5I=D) 	����&��� J�����#��&
�C33E 

FCG $��#��� @)� J�� 9)� 9����� @)�)� 7��� 	)	)H 	�

��
� ����%�� ��� �����&�� #�����
��������� ��� ����(��#���� �����) ��H ���
�����&� �� ��� 2?�� .����� .�9(	�.9
	������ �� !��
���� .�&������� ��) E?3IE?A) .�9 ������ 6�* K��/ �C33> 

F=G $������ !)� !������ �)!)� 9����� @)�)� 7���� 7)� 7���� :)� 7��� 	)	)H 7��(
��������& ����� �� ��&��� ��&���) .�&������
� 5=�5 � C>DICAC �C33D 

F5G $�������� �)� L������ �)�)H -�� #��/ ���
/���� �� � &����) @������ �� ��#���(
������ -������ 	����� $ C>�= � =C3I==2 �2A>A 

FDG ��������(.������� �)� !��������� +)� 	
���M��� 8)H 	�

��
� �������������� �� ���(
��&�������� *��� � #�������) ��H !����� �)� �N��B(+���B� .)� 	�
/� @)(7) ����) 
�.!	 C33D) �6�	� ���) =E3?� ��) 2=5I25D) 	����&��� J�����#��& �C33D 

FEG ��������(.������� �)� !��������� +)� 	
���M��� 8)H +����� ��

��
� ���������������
�� ������ ���) ��H ���
�����&� �� ��� CC�� .�9 .����� 	������ �� ��(
���������� 8������� ��) =3AI=2? �C33E 

F>G �����&� K)(-)� ���� �)(�)� ��� J)(�)H +������ �������& ����� *��� �����
������ ��
&���� ��
����& ��� &���� ���*��&) ��H ���
�����&� �� ��� 2C�� .����� .�9(
	�.9 ������� �� !��
���� ��&������� ��) D3EID2D �C332 

F?G �����&� 7)�)(6)� 8��&� .)� J�� �)� L��� 9)(K)� ��� J)(�)H ����
� ��
����&� ��
������ &����� ��� 
�����
�� �������&� ��� ������� �����������) ��H ���
�����&�
�� ��� CD�� ������������� ��������� �� .������� ���&��&�� ��� ���&����&�
��) 22?I2CA �2AA? 

FAG ����&� �)7)L)� ���&����� �)-)� 7����#��&� .)�)H �#�����& &����� �� #��/�H
� ������ ���#�� *��� �����
������ �� :�	� ����&�) 	�.9 @) .�&�#�) !��
����
9������ ?�2 � ==ID? �2A?> 

F23G 8�������� �)� J������� 6)H +� 
���
� ��
����& �� ��&���#�� / &�����) !��
����
9�������
� O -�������
�� ������� 	
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� ��� ������� C33> 

F22G ����#��&� 9)� 	������/� @)H ��
� 0%��H ���������& ����&�� ����� *��� ������(
����) ��H ���
�����&� �� 	�887.�J C333� ��) CE=IC>3 �C333 

F2CG @�
�#���� 8)H 	��
�(�,
���� �����
 ����� ��� &�����) ��H ���
�����&� �� ��� =3��
.����� 	������ �� ����������� �� ������� 	
���
�� ��) D5AIDD5 �2A?A 

F2=G ��� J)(�)� K��� �)(�)H $����
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