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ontr�le 
ontinuDeuxième 
ontr�le de 
onnaissan
es.Durée deux heures. Les do
uments et les 
al
ulatri
es sont interdits.Bon 
ourage.Exer
i
e 1. Vrai ou Faux ?Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Au
une justi�
ation n'est demandée, par 
ontre, une réponsefausse en annule une juste.1. Soit (E, <, >) un espa
e eu
lidien, (le <, > désignant le produit s
alaire). Alors,
∀x, y ∈ E, | < x, y > | ≤ ‖x‖ ‖y‖2. Toute matri
e de Mn(R) est trigonalisable dans R.3. Soit E un R-espa
e ve
toriel de dimension n et F un sous-espa
e ve
toriel de E de dimension k, ave
 k < n.Alors l'annulateur de F , F ◦ ⊂ E∗ est de dimension n − k.4. Une forme quadratique sur R3 peut être de rang 2 et avoir pour signature (1, 2).Exer
i
e 2. Etude d'une forme quadratique 
omplexe.Soit q la forme quadratique sur C4, dé�nie par,

q :

{

C4 −→ C

(x, y, z, t) 7−→ (12 − 16i)xy − 100zt1. Donner la matri
e de q dans la base 
anonique.2. Appliquer la pro
édé de rédu
tion de Gauss à q, en déduire son rang.3. Cal
uler une base orthogonale pour q, et exprimer la matri
e de q dans 
ette base.4. Cal
uler une base de Sylvester pour q et exprimer la matri
e de q dans 
ette base.Exer
i
e 3. Trigonalisation sans 
al
ulSoit A ∈ M6(R), dont le polyn�me 
ara
téristique est égal à,
PA = (2 − x)3(1 − x)2(−x)1. Montrer que A est trigonalisable dans R.2. On suppose de plus que tous les sous-espa
es propres de A sont de dimension 1. Soit BT une base de trigonalisationpar blo
s de A. Et soit P la matri
e de passage de la base 
anonique à la base BT . Donner l'allure de la matri
e

P−1AP . (Indiquer les 
oe�
ients nuls, 
eux dont on peut 
onnaitre la valeur sans faire de 
al
uls et mettre des�?� pour 
eux que l'on ne peut pas déterminer sans faire de 
al
ul).
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Exer
i
e 4. Trigonalisation, ave
 des 
al
uls 
ette fois 
i.On note Bc, la base 
anonique de R3. Soit f un endomorphisme de R3, et A la matri
e représentant f dans la base
anonique.
A = MatBc

(f) =





2 1 −1
−1 4 −3
−2 2 −1



1. Cal
uler le polyn�me 
ara
téristique de f . En déduire les valeurs propres de f .2. Cal
uler les sous-espa
es propres de f .3. L'endomorphisme f est-il diagonalisable dans R ? est-il trigonalisable ?4. Cal
uler une base BT = (v1, v2, v3) telle que,
T = MatBT

(f) =





1 1 0
0 1 0
0 0 3



5. Si P est la matri
e de passage de Bc à BT , quelle relation lie A, P et T ?6. Soient D et N les matri
es,
D =





1 0 0
0 1 0
0 0 3



 et N =





0 1 0
0 0 0
0 0 0



7. Montrer que N2 = 0 et que DN = ND.8. Soit n ∈ N∗. Cal
uler T n en fon
tion de n, D et N .9. Sans faire de 
al
ul, expliquer 
omment en déduire la matri
e An.Questions bonus (Hors Barème).10. Soit g un endomorphisme de R3 qui 
ommute ave
 f , 
'est à dire que f ◦ g = g ◦ f . Montrer que(a) g(v3) ∈ Ve
t{v3}Indi
ation : On pourra essayer de montrer que si g(v3) est non nul, alors 
'est un ve
teur propre pour fasso
ié à 3.(b) g(v1) ∈ Ve
t{v1}(
) g(v2) ∈ Ve
t{v1, v2}Indi
ation : on pourra 
ommen
er par é
rire g(v2) 
omme une 
ombinaison linéaire de v1, v2 et v3 et 
onsi-dérer f(g(v2)).11. En déduire que, MatBT
(g) est de la forme,MatBT

(g) =





a b 0
0 c 0
0 0 d



Ave
 (

a b

0 c

) (

1 1
0 1

)

=

(

1 1
0 1

) (

a b

0 c

)12. Cal
uler la dimension du 
ommutant de f 
'est à dire du sous-espa
e de L(R3) des endomorphismes g véri�ant
f ◦ g = g ◦ f .
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