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Introduction
°

Contexte

Les systemes informatiques rythment notre vie :

et nécessitent une analyse poussée.
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But de I'analyse statique de programmes :

Extraire automatiquement des propriétés (invariants) sur les programmes sans

les exécuter.

. int x;

Iint x; nt y:

int y; 7

x=5: x—5z

y=1,; y:i'l,

while (y<=x){ thlzl(;_(l)f>0){
Ifxi);j_g)_ while (y<=x){
else Xi:ir;

x=x—1; ) 0= '

) }
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But de I'analyse statique de programmes :
Extraire automatiquement des propriétés (invariants) sur les programmes sans

les exécuter.

. int x;

Int x; Nty

int y; o

x=5; X75f

y=1; y:}’

while (y<=x){ th'zl(;_(l)f>0){
Ifxﬁij—(]).)' while (y<=x){
else Xixi—;

x=x—1; } y=x—¢i

) }

N

Les deux propriétés a extraire sont numériques :

on parle d’invariants numériques
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Probleme de |'analyse statique

lci :

Trouver des bornes (les meilleures) sur les valeurs prises par les variables d'un
programme a certains points de contrdle (~ instructions).
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Trouver des bornes (les meilleures) sur les valeurs prises par les variables d'un
programme a certains points de contrdle (~ instructions).

Ce probleme est indecidable !
Une solution : I'interprétation abstraite (Cousot & Cousot 77)

L'interprétation abstraite consiste a donner une sur-approximation calculable
slire des bornes.
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oce

Probleme de |'analyse statique

lci :

Trouver des bornes (les meilleures) sur les valeurs prises par les variables d'un
programme a certains points de contrdle (~ instructions).

Ce probleme est indecidable !
Une solution : I'interprétation abstraite (Cousot & Cousot 77)

L'interprétation abstraite consiste a donner une sur-approximation calculable
slire des bornes.

Inconvénients : fausses alarmes (perte de précision).
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Principe de I'interprétation abstraite

-
Un simple programme C

int x,

x=0 //1

while(x<=99){ //2
x=1+x; //3

} //4

Pb : Trouver la plus petite sur-approximation des valeurs de la variable x a
chaque point de contrdle.
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°

Principe de I'interprétation abstraite

' Un simple programme C (a gauche) et les équations sémantiques
abstraites associées (a droite)

X int x, X
L xe0 /A = {0y |
! while (x<=99){ //2 Xo= (x1 U x3)N] — 00, 99] :
; x=tex; /)3 o L+ ;
X } /14 Xa= (x1 U x3) N [100, 4o0[ X

Trouver la plus petite sur-approximation des valeurs de la variable x a chaque
point de contrdle.

—— Trouver le plus petit vecteur d'intervalles x qui satisfait |'équation de point
fixe.
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Résolution du probleme de point fixe

Algorithme classique en analyse statique :
Itérations de Kleene :
Jim F*(L1) = Ifp(F)
—+oo

avec L = () (au sens des intervalles) et pour x = (x1,x2, X3, X4) :

[0,0]

(x1 U x3)N] — 00, 99]
1+ x

(x1 U x3) N [100, +o0[

F(x) =
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®0000000

Résolution du probleme de point fixe

Algorithme classique en analyse statique :
Itérations de Kleene :
Jim F*(L1) = Ifp(F)
—+oo

avec L = () (au sens des intervalles) et pour x = (x1,x2, X3, X4) :

[0,0]

(x1 U x3)N] — 00, 99]
1+ x

(x1 U x3) N [100, +o0[

F(x) =

Finalement :
[0,0]

wE) = [ Doy | =AW

[100, 100]
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Inconvénient de Kleene

Probleme : Algorithme de Kleene méthode lente...nécessite des techniques
d’accélération qui dégrade la précision de |'invariant.
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Inconvénient de Kleene

Probleme : Algorithme de Kleene méthode lente...nécessite des techniques
d’accélération qui dégrade la précision de |'invariant.
Idée :

X1 = {0}

Xp = (X1 U X3)m] = ’)C,99]
X3 = 1+ x
x2 = (x1Ux3)N[100, +oo]

En écrivant un intervalle / = [—i~, /"] et aprés réductions :
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Inconvénient de Kleene

Probleme : Algorithme de Kleene méthode lente...nécessite des techniques
d’accélération qui dégrade la précision de I'invariant.
Idée :

X1 = {0}

Xp = (X1 U X3)ﬂ] = 00,99]
X3 = 1+ x
x2 = (x1Ux3)N[100, +oo]

En écrivant un intervalle / = [—i~, /"] et aprés réductions :

-
' Equation de point fixe non linéaire

(3 )= (oinommanto.ce 210 )
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Interprétation jeux

Un jeu répété simple avec option d'arrét :

Le jeu sur un coup (date k) :

1. (Min) peut décider d'arréter et payer 99 (le jeu s'arréte) ou laisse joueur

2. (Max) peut arréter le jeu et gagner 0 (le jeu s'arréte) ou continue a jouer

(Max) ;
et gagne 1.
| G+1] 0
G= 99 99

V=0
vk = min(max(v*~! +1,0),99)

v® =99 (99 Itérations sur les valeurs (Kleene)!)
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Correspondances entre théorie des jeux et interprétation abstraite

Jeux stochastiques ‘ Interprétation abstraite
Processus markovien | Programme
Opérateur de Shapley | Fonction sémantique abstraite
Probleme en horizon n | n pas logiques
Valeur limite a horizon n | Invariant optimal
Algorithme de Shapley | Itération de Kleene

Probleme :
En jeux le point fixe de I'opérateur est souvent unique (cas escompté), pas en
interprétation abstraite !
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Approche contrdle/jeux

Une alternative a l'itération sur les valeurs : Itérations sur les politiques (IP)...
e Howard (60) (contrdle stochastique) ;
o Hoffman et Karp (66) (jeux stochastiques).

La méthode est rapide en pratique (mais exponentielle dans certains cas
(Friedmann 09)).

Etendu par Costan, Gaubert, Goubault, Martel and Putot (CAV'05) pour le
calcul de point fixe en analyse statique.
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Brefs rappels de IP en jeux
f:RY—RY,

fi= inf sup ria’b—l—Mf’b,
a€A(i) beB(i,a)
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Brefs rappels de IP en jeux
f:RY— R,

fi= inf sup r?"4+ M
a€A(i) beB(i,a)

Une stratégie (politique) 7 est une application qui associe a chaque état i une
action : w(i) € A(i).
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0O0000e00
Brefs rappels de IP en jeux
f:RY— R,

fi= inf sup r?"4+ M
a€A(i) beB(i,a)

Une stratégie (politique) 7 est une application qui associe a chaque état i une
action : w(i) € A(i).

On considére le jeu a un joueur :

fF= sup r"ﬂ'(i),b + Miﬂ(i)’b'
beB(i,n(i))
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Brefs rappels de IP en jeux

f:RY— RY,
fi= inf sup r,-a’b 4= Mf’b,
a€A(i) beB(i,a)

Une stratégie (politique) 7 est une application qui associe a chaque état i une
action : w(i) € A(i).
On considére le jeu a un joueur :

fF= sup rff(")ab_|_ Miﬂ(i)’b'

I

beB(i,(i))

L'ensemble {f™ | 7 stratégie } a la propriété de sélection inférieure :
V x € R, 3 7 telle que f(x) = f™(x).
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Brefs rappels de IP en jeux

f:RY— RY,
fi= inf sup r,-a’b 4= Mf’b,
a€A(i) beB(i,a)

Une stratégie (politique) 7 est une application qui associe a chaque état i une
action : w(i) € A(i).

On considére le jeu a un joueur :

m(i),b o pgr(i)ib

I

ff= sup r
beB(i,n(i))

L'ensemble {f™ | 7 stratégie } a la propriété de sélection inférieure :
V x € R, 3 7 telle que f(x) = f™(x).
Idée : Pour résoudre f(x) = x, nous résolvons une suite de probléme a un

joueur ™ (x) = x.
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En analyse statique : retour a I'exemple 1

int x,

x=0 //1

while(x<=99){ //2
x=1+x; //3

} //4

F< )X;; ) = ( min(r;;,xr$127><(()(()zj(;;1£1))) >

Nous commencons par :

(5)-(mg )

Le plus petit point fixe est (0,99) (Programmation linéaire...).
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En analyse statique : retour a I'exemple 1

int x,

x=0 //1

while(x<=99){ //2
x=1+x; //3

} //4

F< 2; ) = ( min(r;;,xr$127>f{§j(;;121))) >

Nous commencons par :

(5)-(mg )

Le plus petit point fixe est (0,99) (Programmation linéaire...).

Ce point est aussi un point fixe de f donc IP s’arréte. (0 iteration)
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Exemple 2 (x = 14x ~» x = 1—x)

int x,

x=0 //1

while(x<=99){ //2
x=1-x; //3

} //4

L'équation de point fixe devient :

(5 ) = (g .

Nous commencons par :
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Exemple 2 (x = 14x ~» x = 1—x)
int x,

x=0 //1

while(x<=99){ //2

x=1-x; //3

} //4

L'équation de point fixe devient :

(5 ) = (g .

Nous commengons par :
(5 )= (0L M)
f ar = ’
X5 99

IP retourne (98,99) c.a.d. x2 = [—98,99],
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Exemple 2 (x = 14x ~» x = 1—x)
int x,

x=0 //1

while(x<=99){ //2

x=1-x; //3

} //4

L'équation de point fixe devient :

(5 ) = (g .

Nous commengons par :
(5 )= (0L M)
f ar = ’
X5 99

IP retourne (98,99) c.a.d. x2 = [—98,99],

Mais (0, 1) est le plus petit point fixe c.a.d. x2 = [0, 1].
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Domaines classiques en interprétation abstraite

Dans I'exemple : Invariants numériques générés=intervalles.
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Domaines classiques en interprétation abstraite

Dans I'exemple : Invariants numériques générés=intervalles.

En général, domaines numériques abstraits sont des treillis complets.
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Domaines classiques en interprétation abstraite

Dans I'exemple : Invariants numériques générés=intervalles.
En général, domaines numériques abstraits sont des treillis complets.

Domaines numériques classiques :
e Intervalles;

Optimisation Jeux et applications 3 'interprétation abstraite — Assalé ADIE — 14/57



Introduction
000

Domaines classiques en interprétation abstraite

Dans I'exemple : Invariants numériques générés=intervalles.
En général, domaines numériques abstraits sont des treillis complets.
Domaines numériques classiques :

e Intervalles;
e Zones (Miné 2001)
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Domaines classiques en interprétation abstraite

Dans I'exemple : Invariants numériques générés=intervalles.
En général, domaines numériques abstraits sont des treillis complets.

Domaines numériques classiques :
e Intervalles;

e Zones (Miné 2001)

e Polyedres (Cousot &
Halbwachs 78) (pas treillis
complet et colit de calcul
exponentiel) ;
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Inconvénient des domaines polyedriques

Considérons un simple oscillateur harmonique X + cx + x = 0.

F1G.: L'implémentation du schéma d'Euler associé a I'oscillateur harmonique

E x = [0,1]; E
1 v = [0,1]; 1
. |h=0.01; I
v e =1; :
v | while (true) { [2] X
X ov = v, X
' v = v#(l—hxc)—hxx; I
E x = x+thxov; [3] } E
e o o e e p
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Inconvénient des domaines polyedriques

Considérons un simple oscillateur harmonique X + cx + x = 0.

= [0,1];

= [0,1];

= 0.01;

= il¢

ile (true) { [2]
ov = v;

v = vx(l—hxc)—hxx;
x = xthxov; [3] }

Trajectoires du systeme discret
(schéma d’Euler)

En:‘<><
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Inconvénient des domaines polyedriques

Considérons un simple oscillateur harmonique X + cx + x = 0.

F1G.: L'implémentation du schéma d'Euler associé a I'oscillateur harmonique

E x = [0,1]; E
: v = [0,1]; :
! h = 0.01; Analyse dans le domaine !
voje =1 des poly&dres : '
" |while (true) { [2] e T e T :
: oY = h=001, c=1 :
: v = v#(l—hxc)—hxx; :
. x = x+hxov; [3] } .
b o e e e e e e .
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Contenu : Optimisation, Jeux et interprétation abstraite

But de cette these :
o Raffiner IP pour obtenir le plus petit point fixe;

o Construire un domaine permettant de calculer des invariants non-linéaires.
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Contenu : Optimisation, Jeux et interprétation abstraite

But de cette these :
o Raffiner IP pour obtenir le plus petit point fixe;

o Construire un domaine permettant de calculer des invariants non-linéaires.

@ A la recherche du plus petit point fixe
@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires

© Conclusion & perspectives
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Plus petit point fixe
®00000

Contenu

@ A la recherche du plus petit point fixe
Techniques de Perron-Frobenius non linéaires

@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires

© Conclusion & perspectives
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Point de vue optimisation

] Probleme du plus petit point fixe ‘

1

| Probléme de minimisation ‘

1

l Caractérisation du premier ordre ‘

Les applications ne sont ni C* ni convexes --» une notion plus faible de
différentielle : la semidifférentielle.
Caractérisation implémentable --» rayon spectral non linéaire.
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Plus petit point fixe
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La semidifférentielle

L el 1
1
1

Definition (Semidifférentielle voir Rockafellar et Wets (98))

1
' La semidifférentielle f, de f en u est la fonction homogene continue t.q :

5 Fu+ h) = F(u) + F(h) + o(1All) -
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Plus petit point fixe
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Exemple de calcul semidifférentiel

f(x) = min(max(x + 3,0),4),. Aux points x = —3 et x = 1, f pas dérivable.

F(—3 + t) = £(—3) + max(t,0) + 0 et £(1+t) = F(1) + min(t,0) + 0

£4(t) (1)
s aun
t
t — max(t,0) t — min(t, 0)
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Le rayon spectral

L e 1
' Definition (Rayon spectral) !
' Le rayon spectral pc(g) d'une application homogeéne continue g sur un céne !
' convexe pointé C est le nombre positif : !
: pc(g) = sup{A = 0] 3 x € C\{0}, g(x) = Ax} :
1 1
b o o o e e e e e e e e e e e e e e M R e R e e e R e R R R e e e e e e e e e e o4
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Exemple rayon spectral

C={(x,y) €RY | x <2y, y<2x}et:

- min(2x,y) + x — (1/3)y
fx,y) = ( (2/3) (min(y, (1/2)x) + y) >

{ x+(2/3)y = Ax
(1/3)x + (2/3)y = Ay

Dot A =4/3 ou A =1/3 mais A = 1/3 pas de solution dans C.
Finalement, pc(f) = 4/3.
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Contenu

@ A la recherche du plus petit point fixe

Minimalité locale

@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires

® Conclusion & perspectives
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Une caractérisation de minimalité locale

Un point fixe u est localement minimal s'il existe un voisinage qui ne contient
pas de point fixe plus petit que u.

'Theoreme (Caractérisation d'un point fixe localement minimal)

Soit u € Fix(f). Soit les assertions suivantes :
1. u est un point fixe localement minimal.
2. Fixga (f;) = {0}.

3. pga (fy) < 1.

'Alors3 = 2 = 1.

Idée de la preuve : 2 == 1, y, := ||hn|| b,
1nll ~*F (e [[nllyn) = F(u)] = £ (yn) — O

= yo—fu(yn) =0 = y="F(y), |yl =1 et y est negatif.
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f de R? dans R? définie par :

_( f(x,y) \ _ [ max(min(x,y),0)+ 2max(min(x + 1,0), —2)
sl = ( f(x.y) ) = ( b ) 0) 2 ey 2 1,0, —2) )

(-4,0) (-2.0) (0,0)
(-4,-2) (-2,-2) (0,-2)

(-4,-4) (-2,-4) (0,-4)
Fi1c¢.: Ensemble des points fixes de f

Autour de uz = (0,0), f : (x,y) — (max(min(x, y),0), max(max(x, y),0)), et
fuy = (1, h2) — (max(min(hy, h2),0), max(max(hy, h2),0)).
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Plus petit point fixe
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Contenu

@ A la recherche du plus petit point fixe

Caractérisation du plus petit point : hypotheses restrictives

@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires

© Conclusion & perspectives
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Contraction au sens large : local au (global) plus petit

f est (norme-sup) contractante au sens large si : |[f(x) — f(y)|l, < [Ix — ¥l
x,y € RY.

ITheoreme (Local est le plus petit)

! SI f est une application monotone contractante au sens large alors u est
localement minimal <= u est le plus petit point fixe.

' Lemme (Retract de RY)

! Il existe une application monotone et contractante au sens large P t.q
. P(Rd) = Fix(f) et Fix(P) = Fix(f).
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Exemple caractérisation plus petit point fixe

min(max(x, 0), max(y, 0))
Flaoy) = ( max{max(x. 0). max(y. 0) )
(0,0)

F1¢.: Ensemble des points fixes de f

(u,v) t.g. v>0et u=0.

fuvy + b (max(hy,0), h2), £, ,,(0,-1) = (0,-1) .
(u, v) pas le plus petit point fixe de f.

Or fig,0) : h = (min(max(h1,0), max(hz,0)), max(max(hi,0), max(h2,0))).
Sur RZ, f0)=0.

donc (0,0) est le plus petit point fixe de f.
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Applications affines par morceaux
see C.D. Aliprantis and R. Tourby (07)
f : RY — RY est affine par morceaux ssi

fi = minmax g, »
acA; beB;

ol g, est affine, A; et B, sont des ensembles finis.

+ Proposition (Semidifférentielle d'une application affine par morceaux)
' Une application affine par morceaux f est semidifférentiable pour tout

! d

ueR et:

1 -

' e Soit Aj ={a € Aj| fj(u) = maxscs, ga,n(u)} et
! B, = {b € B, | g,5(u) = maxpes, gx,5(u)}, alors
1

1

1

1

/ .
(f,); = min max Vg, »-
aeAj beB,

o Pour h petit, f(u+ h) = f(u) + f,(h).

...Donc si f est affine par morceaux alors u est localement minimal ssi
Filei(fu’) = {0}.
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Plus petit point fixe

0000e0

Exemple de calcul semidifférentiel affine par morceaux

f(x) = min(max(x + 3,0),4),. Aux points x = —3 et x = 1, f pas dérivable.

F(—3 + t) = £(—3) + max(t,0) + 0 et £(1+t) = F(1) + min(t,0) + 0

£4(t) (1)
s aun
t
t — max(t,0) t — min(t, 0)
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Plus petit point fixe
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Caractérisation du plus petit point fixe

'Theoreme (Caractérisation du plus petit point fixe)

: Soit f : R? — RY une application monotone affine par morceaux et
| contractante au sens large. Les assertions sont équivalentes :

i 1. u est le plus petit point fixe de f.

. 2. Fixpa (f7) = {0}.

' ¢

1 3. pre (f)) < 1.

1
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Plus petit point fixe
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Contenu

@ A la recherche du plus petit point fixe

Raffinement de IP
@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires

® Conclusion & perspectives
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Plus petit point fixe
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Calcul du plus petit point fixe par IP

fi= min max r>" 4+ M>° (O)
acA(i) beB(i,a)

ol A(i) et B(i,a) sont finis et M>® sont des vecteurs sous-stochastiques
(coordonnées positives et somme des coordonnées < 1).

o Calculer un point fixe ux de f par itération sur les politiques.
o Amélioration de la politique (13) : Calculer o := pga (fl).
o Si ay < 1, retourner uk.
e Si ay =1, choisir h € RY\{0} t.q f’, (h) = h.
Choisir 7<+1(j) qui atteint le min dere (f1,)i(h) = min, 3 (£]) x (h) o
A()) = {a | fa(u¥) = f(uh)}.

" P . k+1
Initialiser une nouvelle itération sur les politiques avec f™

Cet algorithme s'arréte.
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Plus petit point fixe

[e]e] le]e}

Méthodes des puissances
Autres définitions de rayon spectral :
Rayon spectral de Bonsall :

Rayon spectral relatif a un cone :

A . 1/k
pe(g) = suplimsup g“(x)|["/
xe€C k—oo

et Nussbaum (86) :

— &i(x)
pcle) = xlgiit 12:‘agxd Xi

Mallet-Parret et Nussbaum (02) C = R? :

pc(g) = pc(g) = pcg) -

o T T T T T T T T T T T T T TS T ST ST S S EEEEEEmEm |
1
1

Dans le raffinement

:pR‘i(fu/) < 1 peut étre Vvérifié par un algorithme de type puissance...
Algorithme des puissances ne terminant pas si de_(fu’) =1.
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Fonction min-max homogenes

Pour calculer le rayon spectral...une extension des fonctions min-max (Olsder
(91), Gunawardena (94)) :

Une fonction min-max homogene de variables hy, ..., hy est un terme :
X — min(X, X), max(X, X), h1,--- , hg,0.

E.g, f(h1, h2, hs) = min(max(0, h2), hs).

' Proposition (Rayon spectral d'une application min-max homogene)

1 1
B 0 o . \ d _—

! Soit g une application min-max homogene sur R, e = —1, alors :

* pre (g) € {0,1}. I

° pre (8) =0 = limy_ 00 g%(e) = 0. :

o Cette derniére limite est atteinte en au plus d pas.
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Plus petit point fixe
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Retour a I'exemple 2

(% )2 max(0, (" — 1)) .
X min(99, max(0, (x, + 1)))
Nous avions trouvé (98,99), la semidifférentielle en (98,99) :
fil98,99)(h17 hz) = (h27 min(07 hl))
PR2. (f(l98,99)) =1let f(/98,99)(e) =e .
Ce point fixe conduit a une nouvelle politique :

™ (x5, x5 ) = (max(0, (x5 — 1)), max(0, (x5~ +1))) .

IP retourne (0,1) : fig 1y(h1, h2) = (max(0, h2), h1).
pr2 (f(o.1)) = 0 donc (0, 1) est le plus point fixe de F.
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Invariants quadratiques
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Contenu

@ A la recherche du plus petit point fixe

@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires
Généralisation des gabarits linéaires

© Conclusion & perspectives
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Invariants quadratiques

oeo

Gabarits linéaires
Domaine des polyedres :

Probléme : Nombre des points extrémes et des faces explosent au cours de
|'exécution !

Approches : Manna, Sankaranarayanan, and Sipma (VMCAI05).

Polyedres avec des faces prescrites donc pas d’explosion.

L'utilisateur fournit les gabarits linéaires :

pi(x,y) = 3x —y, pax,y) =y — 3x, pa(x,yz =y—3x
pa(x,y) =y + x et ps(x,y) = —y — 3x

pi(x,y) < 1
pAx,y) < 5
(y) | ps(xy) < 2
pa(x,y) <2
p5(X7y) S <)

F1G.: A gauche, la concrétisation géometrique de I'ensemble abstrait de droite
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Invariants quadratiques
[e] 1]

Gabarits linéaires
Domaine des polyedres :

Probleme : Nombre des points extrémes et des faces explosent au cours de
|'exécution !

Approches : Manna, Sankaranarayanan, and Sipma (VMCAIO05).

Polyedres avec des faces prescrites donc pas d’explosion.

L'utilisateur fournit les gabarits linéaires :

pi(x,y) = 3x —y, pax,y) =y — 3x, ps(xyyz =y —ix,
pa(x,y) =y + x et ps(x,y) = —y — 3x

pi(x,y) < 2
p(x,y) < 10
y) | ps(x,y) <03
pa(x,y) <3
p5(X,y) S 2

F1G.: A gauche, la concrétisation géometrique de I'ensemble abstrait de droite
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Invariants quadratiques
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Gabarits non linéaires

Prenons pi(x,v) = x2, pa(x, v) = v? et p3(x, v) = 2x> + 3v? + 2xv.

pi(x,y) < 35
(5 y)| pAx,y) < 2.333
ps(x,y) < 7

F'1G.: A gauche, la concrétisation géometrique de I'ensemble abstrait de droite
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Invariants quadratiques
ooe

Gabarits non linéaires

Prenons pi(x,v) = x%, pa(x, v) = v* et p3(x,v) = 2x* + 3v? + 2xv.

pi(x,y) < 3.5
(5 y)| pAx,y) < 2.333
p(x,y) < 7

F1G.: A gauche, la concrétisation géometrique de I'ensemble abstrait de droite

Une fonction de Lyapunov du systéme discret induit par le schéma d'Euler pour
|"oscillateur harmonique.
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Contenu

@ A la recherche du plus petit point fixe
@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires

Concrétisation et abstraction

© Conclusion & perspectives
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Invariants quadratiques
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[P-sous niveaux (Fonction de concrétisation)
PP un ensemble de fonctions de RY dans R, et R]P les fonctions de P dans R.

—Pp - .
Pour w € R, nous definissons le P-sous niveaux :

| w*={xeR?|p(x) < w(p), Vp P} |
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Invariants quadratiques
0®00

[P-sous niveaux (Fonction de concrétisation)
PP un ensemble de fonctions de RY dans R, et R]P les fonctions de P dans R.

—Pp - .
Pour w € R, nous definissons le P-sous niveaux :

| w*={xeR?|p(x) < w(p), Vp P} |

(p) =2

- === ==~
L _ - - > =
\
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Invariants quadratiques
0®00

[P-sous niveaux (Fonction de concrétisation)
PP un ensemble de fonctions de RY dans R, et R les fonctions de P dans R.

—P . .
Pour w € R, nous definissons le P-sous niveaux :

| w* = {(x €R’ | p(x) < w(p), VP E P} |

p(x) = x*
\ /
\ /
:\ /‘u w(p1) =2
w(p2) =1 E E
Now®
/ \
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Invariants quadratiques

0@00

[P-sous niveaux (Fonction de concrétisation)

P un ensemble de fonctions de RY dans R, et EP les fonctions de P dans R.

—p - .
Pour w € R, nous definissons le P-sous niveaux :

| w*={x € R?| p(x) < w(p), Vp € P}

‘Exemple i
P = {p1,pa, b3} o pi(x, v) = 5, pal,v) = vV et ;
|p3(x v) = 2x2 + 3v? + 2xv. '
v w(p1) = 3.5, w(p2) = 2.3333 et w(ps) = 7. :
: wS = :
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Invariants quadratiques
00@0

[P-fonction support (Fonction d'abstraction)
Pour C C RY, nous definissons la fonction d’abstraction :

c°: P - R
p — sup{p(x)|x€ C}

"Exemple T i
'C={(x,y) eR’ | X +y* <1} et :
P ={pi(x,y) = x, p2x,y) = y,p3(x,y) = y — x}. :
: (x,y) € C maximum — :
e _— e
s i
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Invariants quadratiques

[e]e] ]o]

[P-fonction support (Fonction d’abstraction)

Pour C C RY, nous definissons la fonction d'abstraction :

c°: P —- R
p +— sup{p(x)|x € C}
Exemple T i
L C={(x,y) ER? | P +y2 <1} et
:IP:{pl(x7y):X7p2(X7y):y7p3(Xay):y_X}‘ :
5 C7(p2) = 1 5
: C7(ps) = V2 C7(pr) =1 :
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Invariants quadratiques
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Une correspondance de Galois

Nous rappelons que w € RP,

w® = {x e R’ | p(x) < w(p), Vp € P}
et pour C C RY,
c°: P — R
p +— sup{p(x)|xe C}
Nous concluons que :
-
: Proposition

: (-7, -5) definit une correspondance de Galois entre R et P(RY).
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Contenu

@ A la recherche du plus petit point fixe

@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires

Invariants quadratiques et Shor

© Conclusion & perspectives
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Invariants quadratiques
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Gabarits quadratiques

P est un ensemble fini de fonctions :

T T T T T T T T T T T T T T T T T TS EEEE - 1
1

Gabarits quadratiques

p— x' Apx+x" b,

;o A, sont d x d matrices symétriques, b, sont des vecteurs de R?.
b o e e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 4

Par exemple :

P = {p1, p2, p3} avec pi(x, v) = X2, pa(x,v) = 2 et
p3(x, v) = 2x* + 3v? 4 2xv sont des gabarits quadratiques.
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Invariants quadratiques
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Calculer les bornes par interprétation abstraite

En interprétation abstraite, on résout : F¥(w) = F(w%)” = w.

Donc,

[F*(w)I(p) = sup{p(y) | y = F(x), x € w®}

Pour une affectation linéaire y := Mx, supposons g(x) < w(q), Vg € P. Avec

les gabarits quadratiques nous avons :

sup x'MTA,Mx +x"MTb,

s.t xTAgx +x"by < w(q)
VqgeP

[FH(w)](p) =

Peut étre résolu en temps polynomial quand chaque gabarit p sont a la fois

convexes et concaves c-a-d linéaires.
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Invariants quadratiques

00@000

Calculer les bornes par interprétation abstraite

En interprétation abstraite, on résout : F#(w) = F(w®)” = w.
Donc,

[F*(w)](p) = sup{p(y) | ¥ = F(x), x € w’}

Pour une affectation linéaire y := Mx, supposons g(x) < w(q), Vq € P. Avec
les gabarits quadratiques nous avons :

[F*(w)](p) = sup x"MTA,Mx+x"MTb,
s.t xTAgx +x" by < w(q)
Vg eP

En général, le probléme est NP-dur (Vavasis 90)!
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Invariants quadratiques

[o]e] lele]e]
Calculer les bornes par interprétation abstraite
S)U

En interprétation abstraite, on résout : F#(w) = F(w
Donc,

[F*(W)I(p) = sup{p(y) | y = F(x), x € w®}

Pour une affectation linéaire y := Mx, supposons g(x) < w(q), Vg € P. Avec
les gabarits quadratiques nous avons :

[F*(w)](p) = sup x"MTA,Mx+x"MTb,
s.t xTAgx +x"by < w(q)
VqgeP

Cependant nous proposons de calculer une sur-approximation grace a la
relaxation de Shor.
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Concept de dualité lagrangienne (1)

g,81,- .., 8 sont des fonctions de R? dans R.
Un probleme d'optimisation sous-contraintes :

sp g(x)
st gi(x) <0
gn(x) <0

On écrit : L(\, x) = g(x) — Z)\;g;(x) et on remarque :

i=1

inf L()\,x) = { gx) sivig(x)=<0
AeRi

—oo  sinon

Les coordonnées de A € R’ sont appelées multiplicateurs de Lagrange.
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Invariants quadratiques
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Concepts de la dualité lagrangienne (2)

g concave, gi,...,g8n convexes et s'il existe x t.q. gi(x) < 0 (théoréme de
dualité forte) :

inf sup L(x,\) =sup{g(x) | gi(x) <0 Vi}
)\GRﬂr xERI

Pour les gabarits quadratiques, pour appliquer ce théoreme, p doit étre linéaire!
Cependant :

En général, nous avons juste une sur-approximation (Théoreme de dualité
faible) :

inf sup (g(X) - Z ,\,-g,-(x)> > sup{g(x) | gi(x) <0 Vi}

AeRi x€Rd

Dans notre cas : F* = inf F* avec F* = sup (g(x) - ZA,—g,-(x)).
i=1

x€ER
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Relaxation de Shor

Pour les gabarits quadratiques : [F™(w)](p) peut &tre réécrit comme (Shor87) :

Minimiser une fonction linéaire

sous - une combinaison linéaire de matrices est S™

contraintes - les coefficients sont
des multiplicateurs de Lagrange

(5~ = Matrices semi-definie negative c-a-d. toutes les valeurs propres sont

negatives ou nulles.)
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Invariants quadratiques

O0000e

Relaxation de Shor

Pour les gabarits quadratiques : [F™(w)](p) peut &tre réécrit comme (Shor87) :

Minimiser 7

sous  N(poM)+nR(~1)+ 3 Ma)R(w(q)) — N(q)] est S~

qeP
contraintes A(q) >0,Vqge€ P
neR
0 1ipJ
Ou N(p) = |, 2°P |, et pour y € R, Ri1(y) =y et O sinon.
1by A
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Contenu

@ A la recherche du plus petit point fixe

@ Gabarits quadratiques et invariants non linéaires

Calcul d'invariants quadratiques

© Conclusion & perspectives
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Invariants quadratiques
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Calcul de point fixe

Notre sémantique, pour :

o Affectation linéaire et intersection (tests) : on calcule une

sur-approximation de la fonction sémantique abstraite par la relaxation de
Shor.

e Union : interprétée comme un sup (pas de relaxation).
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Invariants quadratiques

O@0000

Calcul de point fixe

Notre sémantique, pour :

o Affectation linéaire et intersection (tests) : on calcule une
sur-approximation de la fonction sémantique abstraite par la relaxation de
Shor.

e Union : interprétée comme un sup (pas de relaxation).

On rappelle :

x(x,v) = x%, v(x,v) = V%, E(x,v) =2x®> +3v? + 2xv et P = {x, v, E}.
Pour I'oscillateur harmonique, |'équation sémantique abstraite donnée par la
correspondance de Galois :

FEwm)l(p) = {x(x,v) <1, v(x,v) <1, E(x,v) <T7}°
[Fi(w)l(p) = sup{wi(p), ws(p)}

[F5(w)](p) sup  p(M(x,v))
(om)elma)*

1 h\ (1 o001
Ve l_h 1-hc) = \—001 0.99
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Invariants quadratiques

O@0000

Calcul de point fixe

Notre sémantique, pour :

o Affectation linéaire et intersection (tests) : on calcule une
sur-approximation de la fonction sémantique abstraite par la relaxation de
Shor.

e Union : interprétée comme un sup (pas de relaxation).

On rappelle :
x(x,v) = x%, v(x,v) = v?, E(x,v) =2x®> +3v? + 2xv et P = {x, v, E}.
L'équation sémantique relachée :

[FEWI(p) = {x(x,v) <1, ¥(x,v) <1, E(x,v) <T7}°
[FX(w)l(p) = sup{wi(p), ws(p)}
[F(w)](p) Alenﬂi a > @) (wa(q) — g(x))

qeP

Pour calculer le plus petit point fixe de F®, on peut utiliser I'itération de
Kleene classique. Avec accélération, I'itération de Kleene donne :
{x? <6, v’ <4, 2x*> +3v? + 2xv < 10}.
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Invariants quadratiques

[o]e] lelele]
[tération sur les politiques

On peut aussi utiliser I'itération sur les politiques qui fournit a chaque pas une
sur-approximation du point fixe.

Nous remarquons que :
[Fs*(w)](p) = iofs [F3'(w)](p) avec

[F3}(w)](p) = (SUPZ/\(q) wa(q) — q(x))

q€EeP

Les vecteurs de multiplicateurs A sont appelés politiques.
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Invariants quadratiques

[o]e] lelele]
[tération sur les politiques

On peut aussi utiliser I'itération sur les politiques qui fournit a chaque pas une
sur-approximation du point fixe.

Nous remarquons que :
[Fs*(w)](p) = iofs [F3'(w)](p) avec
[F3(w)](p —wa:Am)mm - q(x))

Les vecteurs de multiplicateurs A sont appelés politiques.

o Premiérement, IP consiste a fixer un minimum c-a-d. nous fixons une
politique \.
Par exemple, p = E, nous pouvons choisir A(x) = A(v) =0 et A(E) =
Nous obtenons [F3*(w)](p) = wa(E) + SUp(x,v) P(M(x, v)) — E(x, v).

o Puis, nous calculons le plus petit point fixe de F* en résolvant un
programme lineaire.

o Finalement, on teste si le plus petit point fixe de F» est aussi un point fixe
de F®.
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Invariants quadratiques
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Etape 1

Pour tout p, nous prenons A(x) = A(v) = 0 et A(E) = 1 comme politique
initiale.

On calcule le plus petit point fixe de cette " politique* :

[Fr(wW)(p) = {x(x,v) <1, v(x,v) <1, E(x,v) <T7}°
[F(W)](p) = sup{wi(p), ws(p)}
[F(W)(p) = wa(E)+ sup,.,) pP(Mx) — E(x,v)

Etape 2

Nous résolvons le programme linéaire :

Minimiser Z?Zl > per Wilp)
[F(w)]< wy

[F3'(w)]< we
[F3(w)]< ws
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Invariants quadratiques
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Par exemple, aprés une opération de cloture, a la troisitme composante :

Etape 3

Nous évaluons F™(w) grace a la relaxation de Shor.

Nous trouvons F™(w) # w mais la relaxation de Shor fournit

le vecteur de multiplicateurs de Lagrange optimal = nouvelle politique.
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Invariants quadratiques
00000@

A chaque p € P, la politique w%(p) est un vecteur de multiplicateurs de
Lagrange : (A(x), A(v), A(E)).

Par exemple : 73(x) = (0,0,0.596)

Retourner a |'étape 2.

Finalement, aprés 5 itérations, I'invariant de boucle c-a-d. w¥ au point de
controle 2 est :

{x* <35, v’ <2333, 2x> 4+ 3v* + 2xv < 7}.
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Conclusion & perspectives

Conclusion & perspectives sur le probleme du plus petit point fixe

Fe==== __ ———————————————————————————————————————————— 1
' Conclusion :
1 1
, ® Méthode calculatoire pour calculer le plus petit fixe d’une application X
X monotone affine par morceaux et contractante. X
. o Prototype en C. '
1 1
1o Méthode rapide. 1
1 1
ke e e e e e e e .. . ... .. .. .- - .- - === EEEEEEEEE=====--=- B
F====== ST TTTTTTTTTTTTTTTTTmESssssssEEEEEEEE s EmmmE T hl
1 Perspectives '
1 1
1 1
. Problémes des gros “sauts“(I'application n'est plus contractante); :
1 . . 1
1o Amélioration du calcul du rayon spectral et du point fixe negatif; I
1 1
! e Jeux stochastiques a paiements positifs. :
b o o o e e e e e e e e e e e e e e M R e R e e e R e R R R e e e e e e e e e e o4
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Conclusion & perspectives

Conclusion & perspectives sur les domaines des sous-niveaux

* Nouveau domaine pour |'interprétation abstraite.

bornes plus précises, nous utilisons des gabarits non-linéaires.

1

1

1

1

1

1 g 9 0
i e Generalisation du travail de Sankaranarayanan et al : Pour trouver des
1

1

1

1

1

o |tération sur les politiques.

ke e e e e e e e .. . ... .. .. .- - .- - === EEEEEEEEE=====--=- B
Fe====== ST TTTTTTTTTToTESSTSSTESSESEsESSEESEEE s E s m T hl
1 Perspectives '
1 1
1 1
. e Adapter la méthode sur un modele avec nombres flottants ; :
1 1
1 e Considérer des programmes écrits en arithmétique polynomiale et utiliser
U 74 . 7 7 . 1
' les sommes de carrés ou la programmation géométrique ; '
1 1
' e Gabarits infinis, approche par la programmation semi-infinie. !
b o o o e e e e e e e e e e e e e e M R e R e e e R e R R R e e e e e e e e e e o4
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