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@ But de l'analyse statique de programme par interprétation abstraite :
[CC77], [CCI2]
e Trouver des propriétés vraies pour toutes entrées du programme appelées
invariants du programme.

@ lci:

e Recherche d’'une surapproximation des valeurs prises par les variables du
programme.

o Les invariants sont assimilés a des points fixes de la fonctionnelle déduite

des équations sémantiques du programme.

@ Outils :

e La méthode classique : ltération de Kleene
@ Garantit la minimalité du point fixe en théorie.
@ Algorithme nécessitant, dans certains cas, des techniques d’accélération.
@ Ces accélérations ne garantissent plus la minimalité du point fixe.

o Nouvelle méthode : Itération Sur Les Politiques.
@ Rapide avec programmation linéaire (la complexité reste inconnue) [GGTZ07].
@ La minimalité n’est pas garantie : un seul théoréme concernant la minimalité

[CGG™'05].



Methode d’iteration sur les politiques

Definition

Soit G une famille d’applications sur un treillis (X, <). On pose
f=inf{g | g € G}. f ala propriété de sélection inférieure ssi

VvV x e X, 3g € g telle que f(x) = g(x).

Les applications g sont appelées politiques.

F1G.: Algorithme ltération sur les Politiques

k — 1; g1 «— politique initiale(G)
while true do
X — (g )
if xx = f(Xk) then
return xx
else
find g such that f(xx) = g(xk)
k—k+1;gk<g
end if
end while



Methode d’iteration sur les politiques

Soient deux intervalles de Z, | = [a; b] et J = [c; d].
@ [a; b+ [c;d]=[a+c b+ d]
@ [a;b] x[c;d]=[e,floue=min{axc,axd,bxc,bxd} et
f=max{axc,axd,bxc,bxd}.
e /uJ =[inf{a,c},sup{b,d}]
e Inde{llir,rl rr} ou:

I, J)y=la,b], rr(1,J) =[c,d], Ir(l,J) = [a,d], rl(l,J) = [c, b]

Dans le treillis des intervalles, N = inf{rr, /I, Ir, rl}.
Les politiques pour N rr, Il Ir, rl.
La politique initiale est choisie a partir de I'heuristique classique.

Lheuristique classique
(1) | On privilégiera une borne finie a une borne infinie.
(2) | On privilégiera une borne constante a une borne variable.
(3) | On privilégiera une borne variable a une borne infinie.

FiG.:



Minimalité de points finis via les rayons spectraux et la semidifférentielle

Definition

Soit C un céne de R, pour une fonction g de C dans C, homogéne et
continue, on définit le rayon spectral pc(g) de g de la maniére suivante :

pc(9) = sup{A = 0] 3 x € C\{0}, g(x) = Ax}




Minimalité de points finis via les rayons spectraux et la semidifférentielle

Soit C un cdne de RY, pour une fonction g de C dans C, homogéne et
continue, on définit le rayon spectral pc(g) de g de la maniére suivante :

pc(9) = sup{A = 0] 3 x € C\{0}, g(x) = Ax}

Definition

| \

Soit f : RY — RY. Soit u € RY, f est dite semidifférentiable au point u il
existe un voisinage V de 0 et une fonction g homogene continue tels que
pourtout he vV :

f(u + h) = f(u) + g(h) + o(||All)
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Soit C un cdne de RY, pour une fonction g de C dans C, homogéne et
continue, on définit le rayon spectral pc(g) de g de la maniére suivante :

pc(9) = sup{A = 0] 3 x € C\{0}, g(x) = Ax}

Definition

| \

Soit f : RY — RY. Soit u € RY, f est dite semidifférentiable au point u il
existe un voisinage V de 0 et une fonction g homogene continue tels que
pourtout he vV :

f(u + h) = f(u) + g(h) + o(||All)

Exemple: f(x) = sup(x + 3,0). Au point x = —3, f n'est pas dérivable.
Mais :
f(=3+1t)=f(—3) +sup(t,0) + 0

La fonction t — sup(t, 0) est homogéne et continue, f est semidifférentiable
en —3 et la semidifférentielle de f en —3 est, par conséquent, t — sup(t,0).



Definition

h:RY — RY est affine par morceaux ssi elle est continue pour tout j € [1, d],
il existe un ensemble fini A, une famille d’ensembles finis {Ba}aca et une
famille de fonctions affines {gab }aca,bes, VErifiant :

h; = min max
)= T P Gab
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h:RY — RY est affine par morceaux ssi elle est continue pour tout j € [1, d],
il existe un ensemble fini A, une famille d’ensembles finis {Ba}aca et une
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A

Lemme (Direction de descente)

Soit f : RY — RY une fonction affine par morceaux. Soit u € R9. Il existe un
voisinage V de u tel que pour toutu+ h eV,

f(u+ h) = f(u) + f,(h)
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Definition

h:R? — R est affine par morceaux ssi elle est continue pour tout j € [1, d],
il existe un ensemble fini A, une famille d’ensembles finis {Ba}aca et une
famille de fonctions affines {ga, }aca bes, Verifiant :

h; = min max
y acA beB, Gab

A

Lemme (Direction de descente)

Soit f : R? — R? une fonction affine par morceaux. Soit u € R9. Il existe un
voisinage V de u tel que pour toutu+ h eV,

f(u+ h) = f(u) + f,(h)

Proposition (Semidifférentielle d’'une fonction affine par morceaux)

Si f est affine par morceaux alors, f est semidifférentiable pour tout u € RC.
De plus, on a pour tout j € [1,d]

(f2); = minmax ma
acA beB;

ouA={ac A|f(u) =maxpes, gap} €t Ba = {b € Ba | fi(u) = MiNaca gap} )
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Minimalité de points fixes : Theoreme Fondamental

Definition

Soit f : RY — RY, f est dite contractante au sens large si pour tout x, y € RY,
1(x) = I < [Ix = yI-




Minimalité de points fixes : Theoreme Fondamental

Soit f : RY — RY, f est dite contractante au sens large si pour tout x, y € RY,
1(x) = I < [Ix = yI-

Théoréme (Théoreme Fondamental)
Soit f : RY — RY, croissante, affine par morceaux et contractante. Soit
u € F(f). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ u est globalement minimal ;

@ £/ n’a pas de point fixe non nul dans R? ;

Q ppo () <1.

N




Application a l'interprétation abstraite

int x,int vy,
x=[0,2];y=[10,15] /N

while (x<=y) { /12
x=x+1; /13

while (5<=y){ //4
y=y-1; /5

} /16

} "
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Pour le point de contrdle 2, on a le systéme (P») :

X, = X; VX5
XX = (G VX)AW VE)
Yo = (X VX )N VYe)

Vs ¥ivys



Application a l'interprétation abstraite

int x,int vy,
x=[0,2];y=[10,15] /N

while (x<=y) { /12
x=x+1; /13

while (5<=y){ //4
y=y-1; //5

} 16

} Va4

Pour le point de contrdle 2, on a le systéme (P») :

X, = X; VX5
X = (4 VX )AL V)
Yo = (X VX )Ny VYe)
o= BV

Au point de contréle 4, le systéeme (Pa)

Yo = (V3 V¥s)A=5
Yi = yivys



Ona, x4=xs, s=Xxe+letxy=x=X.X3=X+1 = —X; =—x;, +1
etxy =x; +1.
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Ona, x4=xs, s=Xxe+letxy=x=X.X3=X+1 = —X; =—x;, +1
et x; = x; + 1. Au point de contréle 6, le systéme (Ps)

Yo = Ya Vs
Yo = (YaVys)A4
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Ona, x4=xs, s=Xxe+letxy=x=X.X3=X+1 = —X; =—x;, +1
et x; = x; + 1. Au point de contréle 6, le systéme (Ps)

Yo = Yz Vs

Yo = (5 Vys)A4

Ona,ys=ys—1 = —y; =—y, —letys =y, —1.
Et enfin, au point de contréle 7, le systeme (P7)

X7 = (X VX )N VY )—1)
X7 = (4 V)
oo o= W VYs)
vio= V) Aq vxd) 1)



Application a l'interprétation abstraite

Donc (P.) donne :

X, = 0V(xg —1)=0
x5 = 15v4=15
Yo = 0v-1=0

i = 15v4=15
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Application a l'interprétation abstraite

Donc (P.) donne :

X, = 0vV(xg —1)=0

X, = 15v4=15

Yo = 0v-1=0

y, = 15v4=15
(Ps) donne :

Yoo = =5

yi = 15v(y —1)=15
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Application a l'interprétation abstraite

Donc (P.) donne :

X, = 0vV(xg —1)=0

X, = 15v4=15

Yo = 0v-1=0

y, = 15v4=15
(Ps) donne :

Yoo = 5

yi = 15v(y —1)=15
(Ps) donne :

Yo = 0v—4=0
Yo = 4
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Application a l'interprétation abstraite

Donc (P.) donne :

X, = 0vV(xg —1)=0
X, = 15v4=15
Yo = 0v-1=0
y, = 15v4=15
(Ps) donne :
Yoo = 5
yi = 15v(yi —1)=15
(Ps) donne :
Y¢ = 0v—-4=0
Yo = 4
Enfin (P7) donne :
x5 = (=10v0)—1=—1
x5 = 2v16=16
y; = —-10v0=0

i = (2v16)—1=15
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Application a l'interprétation abstraite

On note :

()_(’}_/) = ()_(2_7)_(;7)_(7_’)_(;7}_/2_7‘?;7.?;’.}_/17.}_/6_7}_/;7}_/7_7y;)T
(0,15,-1,16,0,15,5,15,0,4,0,15)"
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Application a l'interprétation abstraite

On note :
()_(’}_/) = ()_(2_7)_(;7)_(7_’;(;»7;/2_7y;7y;’yj7yg7yg7y;7y;)T
(0,15,—-1,16,0,15,—-5,15,0,4,0,15)T
On pose :
Xy 0 \Y (x5 —1)
X 2V (g +1) A 15V ys
Xs ov(x; =1) A (10Vvy;)—1
x5 0 v (x5 +1)
Vs OV(xy —=1) A 10V ys
F<X>:F }’{ _ 15 Y Ve
y 2 Yo V¥, +1) A -5
2 Y2 v yi —1
Ve Vs \% Y, +1
Ve vV =1) A 4
)22 -10 \Y 5
ye 15V ys A2V (xF+1)) -1
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Application a l'interprétation abstraite

F est clairement affine par morceaux, croissante et contractante. Le point
(X,y) est un point fixe de F.

0 v (X —1)
2V (XS +1) A 15Vvys
ov(X, —1) A (—10Vy)—1

0 % (x5 +1)
ov(x; —1) A —-10VYys

F<x)7 15 v Vo
y) | 2Vl +1) A =5

.oV W

Vs v Vi +1
yvys =1 A 4

—-10 Vv 7

15V ys ARV (xS 1) -1
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Application a l'interprétation abstraite

0Xy 0

5%y 0

0%, X, A 0V

X by

Yy 0 A ¥
, % 5yy | _ 0
FW)((W):F 6yj’ B 0

78 A

7S 7y

Vs 0

Uz Y5

Sy; 0 A X
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Application a l'interprétation abstraite

Fx.3 admet un point fixe non nul dans R'?, h = (0,0,t,0,1,0,0,0,1,0,t,0)T
out<O.
D’apres,lemme Direction de descente, il existe t < 0 tel que, (X, ) + h est

un point fixe de F.
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Application a l'interprétation abstraite

Fx.3 admet un point fixe non nul dans R'?, h = (0,0,t,0,1,0,0,0,1,0,t,0)T
out<O.
D’apres,lemme Direction de descente, il existe t < 0 tel que, (X, ) + h est

un point fixe de F. Calculons F((x,¥) + h).

0 0
15 15
ot 0 A (=10viH)—1
16 16
t 0 A —10vt
- 15 15
F((x.y) +h) =F 5 =l tv-a & 5
15 15
t t v 4
4 4
t 10 v t
15 15
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Application a l'interprétation abstraite

La contrainte sur t la plus forte est t > —4 pour que (X, ¥) + h; reste un point
fixe entier de F. On prend t = —4.

(%,¥) =(0,15,-5,16,—4,15,-5,15, -4 4 —5 15)T est un point fixe.

La semidifférentielle en ce point est :
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Application a l'interprétation abstraite

La contrainte sur t la plus forte est t > —4 pour que (X, ¥) + h; reste un point
fixe entier de F. On prend t = —4.

(%,¥) =(0,15,-5,16,—4,15,-5,15, -4 4 —5 15)T est un point fixe.

La semidifférentielle en ce point est :

0Xy 0
5% 0
oX; ¥
5% 0%
o w0
, x ¥
FW)(&;"/):F 5;/5* - 0
7 %5
7 7N 7%
o5 0
Oz 7
5y 0 A 0%

Pour que (éX, dy) soit un point fixe a coordonnées négatives de F(/;,y)’ il faut
que dy; =dy, VO mais oy, < O0doncdy, = 0.Le seul point fixe négatif de
F(x.3 est le vecteur nul de R'.
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@ Points forts :

e Méthode efficace.
o Calcul de la semidifférentielle facile.

@ Points faibles :

o Difficilement implémentable.
o Classe de programme limitée.

@ Travaux futurs :

e Utilisation du rayon spectral, plus facilement implémentable.
e Trouver d’autres outils pour le cas points fixes infinis.
o Affaiblir les hypotheses sur les fonctions.

16/16
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