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Dans cetle séance on s’intéressera i Papplication de la méthode du simplexe aux problémes de
premiére espice. L'objectif de la premiére partie est d’appliquer cette méthode A des problémes
simples ’optimisation lindaire. On utilisera & cet effet de manibre extensive la transformation de
Gauss-Jordan. Dans une seconde partie, on examinera des situations pour lesquelles 'algorithime du
simplexe ne parvient pas nécessairement A résoudre de manidre satisfaisante le probléme initial. On
verra en particulier que la modification des critéres de sélection du pivot est susceptible d’améliorer,
dans certains ces, la convergence de la méthode. Enfin le phénomeéne de cyclage est illustré qui
pose également probleme dans Poptique d'une implémentation générigue de la méthode.

1 La méthode du simplexe dans des cas simpies

Dans 'exercie suivant, il n'est pas encore question de la méthode du simplexe. Lors du TT"2 on
appliquait la sransformation de Gauss-Jordan & une matrice intégrant uniquement les contraintes.
Lorsqu'on ajoute & celte matrice une ligne associée & la fonction de coit, on obtient & chaque
itération Vexpression de celle-ci en fonction des variables hors-base. Il est dés lors possible d'iden-
tifler simplement le(s) sommet(s) du convexe des contraintes correspondant au maximurn.

Exercice 1 Identification du maximum.

On s’intéresse au probléme de programmation linéaire de Pexercice 3 du TP2, dont la forme initiale
est la suivante :

maximiser Zy{z,y) = 2z 4y,

sous les contraintes

( « -+ 2y < 8
e+ oy <08 1
9z 4 4y < 36 (i)
ny =z 0

1. Reformulation du probléme
- Mettre ce probléme sous sa forme matricielle standard AX = d en intreduisant les variables
d’écart ey, eq, 3.
- En déduire une solution de base. Est-elle réalisable?
2. Construction sous scilab de la matrice intégrant contrainies et fonction de colt.
— Définir le vecteur v = {2,1,0,0,0) € R®.
- Construirve la matrice M & My ¢(R) définie par bloc de la maniére suivante

v 0
M = (A ci) :

La matrice M ainsi définie contient. done dans les lignes dindices 2 < 4 < 4 Ia décompasition
des vecteurs (Vi, Va, ¢1,€2,¢3) dans la base canonique de 3 et dans la premidre ligne
les coiits associés aux variables hors-base.

3. Recherche ’oplinunm & {atons.



1 LA METHODE DU SIMPLEXE DANS DES CAS SIMPLES 2

- En utilisant la fonction PIVOTGS, définie dans le TP2, appliquer & la matrice M les transfor-
mations de Gauss Jordan qui donnent la décomposition des vecteurs Vi, Vo, €1, 62,63 dans
les basges successives

{V21 €3, '33} 3 {V25 €1, 53} 3 {VZ, €1, 62} Pl {ma €1, 5‘2} ] {Vh £1, E3} ]
{V11f52:63} v{‘/’is %163} 1{%51[2162}1{‘/]}‘7'2:6]} -

11 suffira d’identifier 'indice du pivot M, correspondant & cette transformation. Pour la
détermination de §, prendre garde au foit que lon a ajoutd une ligne.

— Apreés chaque transformation, denner une solution de base, préciser si elle est réalisable ou
non, donner la valeur de Z associée.

- Comparer avec les résultats de Yexercice 3 du TP2,

— La maniére de procéder vous semble-t-elle optimale 7

Ainsi, lorsgu’on parcourt au hasard les solutions de base, on finit par tomber {sauf cas particn-
lier) sur optimum correspondant & un sommet du convexe des contraintes. Mais ce choix aléatoire
du pivot n'est pas satisfaisant. La méthode du simplexe repose sur deux critéres de sélection. Le
premier critére (ID1) permet de choisir la colonne du pivot & partir des colits marginaux des
variables hors-base. Le second critére (1D2) permet de choisix la ligne du pivot en tenant compte
des contrainies de positivité,

Exercice 2 Méthode du simplexe : premiéres applications.
On s'intéresse an probléme de programmation lindaire dont la forme initiale est la suivante.

maximiser Z{xy, 29, %3) = 20z + 1872 4 1523,

sous les contraintes

2oy & 2mg &3 < 6000
1 + 2x9 -+ 2x3 < 7000 @)
z1 4+ @+ @3 <4000

L1,T2,T3 2 0.

1. Prensitre itération

— Définir la matrice M suivant le méme prineipe que dans Pexercice 1.

— A Taide des eriteres (D1) et (D2) de Dantzig, déterminer les indices j et m du pivot
préconisés par la méthode du simplexe, correspondant respectivement & la lipne ot & la
colonne du pivot.

— Appliquer la fonction PIVOTGT 4 la matrice M pour les indices j et m. En déduire une
solution de base. Correspond-elle an maxinmam de Z7 Pourquoi?

2. ltérations suivantes

- Appliquer Ia fonction PIVOTE] jusqu'd ce que le critére d’arrét soit satisfait.

- Donner la valear du maximum, Pour quelle(s) valeur(s) des variables @1,z 23 est-il at-
teint 7 Combien d’itération la procédure a-t-elle néeessité ?

3. Appliguer la méthode du simplexe an probléme d’optimisation linéaire de premitre espéce
suivant :
Maximiser Z{u,2q, 23) = 82y -+ by + a3,

T1 + ) S 30
2 -} e < 40

2ay 4+ 3wp - £y < 140 (3)
T -+ g - 2'133 < 60
r1,%3,Ts > 0.

Combien d’itérations sont nécessaires pour atteindre le maxinoum 7 Commentaires.
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2  Variante et probléemes de la méthode du simplexe

2.1  Critére de sélection alternatif

Le probléme d’optimisation linéaire (3) montre que les critéres (D1) et (D2) peuvent impliquer
un nombre relativement dlevé d'itérations avant Patteinte du maximmm. Cela tient au fait que Pon
examine séparément Uinfluence du cofit marginal de la variable entrante et les contraintes de
positivité associées. Il esé possible de choisir simultanément la colonne m et la ligne j du pivot. On

note (D1) le eritdére associé, dont la définition est la suivante :
- Pour chague variable hors-base z; associée & un colit marginal positif ¢, > 0, on définit

Ay = Min {51

1<i<p

— On choisit de faire entrer dans la bage le Vecteur Vi, tel que

Le pivot est alors le coefficient a;,,

Gis

emDp = Max {c, Ay}

Ko

Exercice 3 Utilisation du critére (D1).

DO > O} et §; = argmin {A,}.

I. On considére & nouvean le probléme de programmation linéaire (3} défini dans 'exercice 2.
~ Résoudre le probléme A Paide de scilab en utilisant le critére {D1) pour sélectionner A

chaque itération le pivot de Gauss-Jordan.

~ Combien d'itérations ont é4é ndcessaires? Comparer ce nombre avec celud obtenu dans

I'exercice 2 (question 3}. Conclusion.

2. On considere le probléme de programmation linéaive

Maximiser Z{x;, Ty, €a, £4) = 2021 4 1722 4 B 4 624,

1+
259] 4 g
3y 4+ 232
4z + 3

+
+
+
+

T3 -+
xry  +
23‘,‘3 +

T1, T2, 23, T4

1
3%

2.’,!,'4

T4

IA AN IA

- o

0.

(4)

~ Résoudre le probléme 4 Paide de scilab en utilisant les eritéres de Dantzig (D1) et (D2).
- Résoudre le probléme en utilisant le critére (D1).
- Comparer les nombres d’itérations nécessaires pour atteindre le maximumm, pour chacune

des deux méthodes,

‘omparer en terme de coiit caleul le critdre (D1) anx critéres (D1) ot (D2).

Remarqgue 2.1 Les eremples traitds dans Uexercice précédent sont choisis pour idlustrer lo non-
optimalité des critéres (D1} et (D2) dens cerinines situations. Mais atlention! Le eritére (D1)
n'esi pas meilleur dans Uabsolu. Il existe des situations ot i conduit a un plus grand nombre

dPitérations que les eritéres standards.

2.2 Exemples de problémes liés 4 1a méthode du simplexe (I)

Exercice 4 Premier exemple de cyclage.

On constdére le probléme de programmation linéaire

Maximiser Z(xy, 19, 23} = 110w + 110a; - 11023,

| +
4.’L‘1 o}
1-]-1]'71 -+
23‘?1 -+

ry

)
5.’62

2y

&3
2.1,‘3
8.’1?3
4.’L‘3

L1,L9,23

VA IAIAIA

10
24
60
24
0.



2 VARIANTE ET PROBLEMES DE LA METHODE DU SIMPLEXE 4

1. Ttérations classiques

- Pourquoi ce probléme posséde-t-il au moins une solution?

— Tiffectuer sous scilab trois itérations standards de Palgorithme du simplexe.

A Tissu de celles-ci, on constate que les cofits marginaux associés aux variables hors-base

T3, 22 sont nuls, Suivant le eritére (D1) on peut done faire entrer indifféremment V3 ou e

dans la base, On convient désormais que, lorsqu’une telle situation se présente, on choisit

systématiquernent de faire entrer dans la base le vecteur d'indice plus petit.
2. Cyclage

- Poursuivre, en appliquant le principe précédent, Palgorithme du simplexe. Qu'observe-t-
on?

- Pour éviter ce phénomeéne, on décide de s’affranchir du principe précédent {en choisissant
par exemple le deuxitme vecteur hors base rencontré comme vecteur entrant). Faire une
ou deux itérations supplémentaires de la méthode du pivot.

- Conclure.



Programmation linéaire et convexité
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1 La méthode du simplexe dans des cas simples

Exercice 1 Identification du maximum.

1. La mise sous forme matriciclle standard est classique. Solution de base réalisable e; = 0, eg =
0,e5 =0,

2. Code scilab correspondant a la définition de M

tildea=[1,2;1,1;9,4];
A=[tildeA,diag{ones(1,3))];
d=[815336] 3
v={2,1,zeros(1,3)1;
M”[VrO;Ard] f

3. Code scilab correspondant au parcours des bases,

M=PIVOTGJ(M,2,2)
M=PIVOTGJI(M,3,3)
M=PIVOTGI(M,4,4)
M=PIVOTGI(M,1,2)
M=PIVOTGI(M,5,4)
M=PIVOTGJ(M,4,3)
M=PIVOTGJ(M,2,3)
M=PEIVOTGI(M,4,4)
M=PIVOTGI(M,3,4)

Jeci renvole les tableaux suivants

Moo=

1.5 G. ~ 0.5 0. 0. - 4.
C.5 1, 0.5 0. 0. 4.
0.5 0. - 0.5 1. 0. 1.
7 0. -2 G. 1. 20.
M =
1. G. 0. - 1. 0. = b,
i, i. 0. 1. G. 5.
R 0. 1. - 2. 0. -2,
5. 0. 0. - 4. 1. 16.
M =
- 0.2% 0. 0. 0. -0.26 -~ 9
2,25 1. 0. 0. 0.25 9.
- 3.5 0. 1. 0. - 0.6 - 10
- 1.26 0. 0. 1. - 0.26 ~ 4
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M =
0. 0.111111% 0. 0. - 0.2222222 - 8.
1. 0.4444444 0. 0 0.11113111 4.
0. 1.5565556 1. 0. - 0.1111411 4.
0. 0.555656556 0. 1. - 0.1111181 1.
M =
0. - 1. 0. - 2. 0. - 10.
1. 1. 0. 1. 0. b.
0. 1. . - 1. 0. 3.
0. - 5. 0. - 9. 1. - 9.
M =
¢. - 3. - 2. 0. 0. - 16.
1. 2. i, 0. G. 8.
0. - 1. - 1. 1. 0. - 3.
0. - 14. =~ 9. 0. 1. - 36.
M =
0. 0. 1. - 3. 6. -~ 7.
i. 0. - 1. 2. o. 2.
0. 1. i. - 1. 0. 3.
0. 0. 5. - 14. 1. 6.
M =
0. 0. - 0.0714286 0. -~ 0.2142857 - 8.2857143
1. G. - 0.2857143 0. 0.1428571 2.8571429
0. 1. 0.6428b71 0. -~ 0.0714286 2.5714286
0. Q. - 0.35671429 1. - 0.0714286 - 0.4285714
M =
0 0. 0. -0.2 -0.2 -8.2
1 0. 0. - 0.8 0.2 3.2
0. 1. 0. 1.8 -~ 0.2 1.8
0. 0. 1. - 2.8 0.2 1.2

Les solutions de base correspondantes sont :

- Ttération 1 : solution de base réalisable 32 = 4, ez = 1,63 = 20, Z = 4 et coilt marginal
assocté & a1 positif. La solution n'est pas optimale.

- Itération 2 : solution de base non réalisable e; = —2.

- Itération 3 : solution de base non réalisable e5 = —10,e3 = ~4.

associé & zy positif, La solution n'est pas optimale.

—~ Itération 5 : solution de hase non réalisable #; = 5,2y = 3,3 = -9,

- Ttération 6 : solution de base non réalisable 11 = §, 5 = ~3,¢3 = —36.

- Ttération 7 : solution de base réalisable my = 2,24 = 3,e3 == 6, Z = T et cotit marginal
assocté b eq positif. La solution nest pas optimale,

- Itération 8 : solution de base non réalisable oy = 2.86, 2y = 2.57, ¢x = —0.43.

- Ttération 9 : solution de base réalisable 27 = 3.2, 53 = 1.8,¢; == 1.2, £ = 8.2 et tous
les cofits marginaux des variables hors-base sont strictement négatifs. On tient la solution
optimale.

4. On trouve le méme résultat que pour Pexercice 3 du TP2. Méme valeur du maximum atteint
au méme point.

5. Evidemment, on a parcouru un trop grand nombre de solutions de base avant de parvenir
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3 la solution optimale. Ceci est du & ce que L'on a pris garde ni anx contraintes de signe
{exploration de solutions non réalisables) ni au signe des cofits marginaux pour le choix des
différents pivots.

Exercice 2 Méthode du simplexe : premiéres applications.

1. — Définition de la maérice M.

tilded={2,2,1;1,2,2;1,1,13;
A=[tilded,diag(ones(1,3))];
d=[6000,7000,4000]1 ?;
C=[20,18,15,zeros(1,3}];
M=[C,0;A,d];

~ On commence par déterminer m = 1. En effet, on vérifie que le plus grand des cofits
marginaux positifs est ¢; == 20 associé & la variable z1. Ensuite on constate que le plus
petit des rapports d;/dim est atteint en i = 11 di /a1y, = 3000. On va done faire entrer ¥y
dans la base A la place de €;. Ceci correspond au choix de pivot a;i. Mais pour appliquer
la. transformation de Gauss-Jordan & M, on utilisera la commande M=PIVOTGI(M,1,2)

> M =
0. -2 5. - 10. G. 0. - 60000.
1. 1 0.5 0.5 0. 0. 3000.
0. 1. 1.5 - 0.5 1. 0 4000.
0. 0. .6 - 0.5 0. 1 1000.

¢

car M posséde uue ligne supplémentaire.

valeur optimale car le coiit marginal associé & @3 est positif.
2. 11 suffit d’une itération : PIVOTGJI(M, 3,4) donne

M =
0. - 2. 0. - &, 0. - 10. -~ 70000
1. 1. 0. 1. 0. -1 2000,
0. 1. 0. 1. 1. -3 1000
0. 0. 1. - 1. 0. 2 2000.

Tous les colits sont strictement négatifs. On cst dans e cas d’un maximum atteint en un
unique point z1 = 2000,z = 0,23 = 2000. La valeur correspondante est Max Z = 70000.
- Définition de la matrice :

tildeA={1,1,0;1,0,1;2,3,1;1,1,-2];

A=[tildeh,diag(ones(1,4)}];

a=[30,40,100,601 *;

C=[8,5,7,zeros(1,4)];

M*ic,osfi,d] H
- Appels & 1a fonction PIVOTGI

M=PIVOTGJI(M,1,2)

M=PIVOTGJ(M,3,3)

M=PIVOTGI(N,2,4)

M=PIVOTGJI(M,4,2)

et tableaux correspondants

el

M o=
8. 5. 7. 0. a. 0. 0. 0.
1. 1. 0. 1. 0. 0. 0. 30.
1. 0. 1. 0. i. 0. 0. 40.
2. 3. 1. G. 0. 1. 0. 100.
1. 1. -2, 0. 0. G. 1. 60.
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- La solution optimale est atteinte en #; = 0,29 = 20,23 = 120, La valeur du max cor-
respondante est Max Z = 380. Le nombre d'itérations 4 doit pouvoir &tre amélioré via
d’autres critéres de sélection.
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