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3 mars 2010

L’objectif de cette séance est double. 11 s*agira dans un premier temps de revenir sur la méthode
du pivot de (Gauss Jordan et en particulier sur Pinterprétation vectorielle de cette dernigre. Dans
le cadre de la résolution de problémes d’optimisation linéaire, ce formalisme est en effet trés uiile.
Dans un second temps la résolution graphique de problémes d’optimisation linéaire en dimmension
2 sera traitée. Cette méthode de résclution s*étend bien siir difficitement aux problémes posés en
dimensions supéricures mais fowrnit néanmoins Pintuition géométrique des différentes situations
rencontrées.

1  Pivot de Gauss Jordan, suite

On considére une matrice A € M, ,(R). La matrice A admet également la représentation
suivante : A = (Wi,---,¥,) ot pour 1 € k < n, Vi désigne les coordonmées du vecteur éponyme
dans la base canonigue B = {e1, -+ , ¢} de B”. Lorsqu'on a choisi a;n, pour pivot, la méthode de
Gauss Jordan consiste en la série de transformations suivantes :

- 81§ == j, Li Ll Li/&im;

- Sl’b?é_j‘, LiHLimg’;}ﬁ'Lj.

La matrice obtenue contient les coordonnées des {Vi} oo, dans la base

!
B ={e, - 651, Vi, €501, )

de R” dite base voisine de B.

Exercice 1 Interprétation vectorielle.

1. Ecrire une fonction scilab PIVOTGS qui i une mabrice A associe la matrice B € M, ,(R)
contenani les coordonnées des vecteurs ¥y, dans la base B’ = {ey, -+ 651, Van, €501, 1 €5}
de RP. Cetde fonction est de la forme :

function N= PIVOTGI(M,m,j)

endfunction,

H faut bien sir $'assurer avant d’appliquer cetle fonction que B définil bien une nouvelle base

de B « ce qui n'a mien d’dvident lorsqu’on considére une matrice quelcongue A € My (R),
2. Soit la matrice A = {Vj, Vo, V5, V4)}

3 4 =2 1
1 -1 0
~2 0 8 0
~ Caleuler A P'aide de la fonction rank le rang de cette matrice.

- En utilisant la fonction PIVOTGJ, calculer la matrice B des coordonnées des {Vk}1 cld
dans la base {e1,¢2, Va}. T

— Définir Ja matrice P = (&1, 2, V3) € GL3(IR), matrice de passage de la base {e1, ez, s} vers
la base {e1, ¢2, Va}.
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- Comparer A el C = PB. Conclusion.
- Pourquoi ne peut-on faire entrer Vi ou Vi dans la base & la place de €3 7

Exercice 2 Appiication & Ia recherche algébrigue de solutions de base.
On g'intéresse au probleme de programmation linéaire dont la forme initiale est la suivante.
maximiser Z (2, g, 73) = 2023 4+ 15@2 -+ 2523,

sous les contraintes

221 basg < 5

2o+ 20 3z < 2% (] )

Ty 4+ e -+ L < W )
1,Te, 23 2 0.

1. Questions de cours
- De quel type de probleme s’agit-il ?
~ Yip introduisant les variables d’écart €1, e, €3, éerire la formulation standard du probléme.
~ Donner une solution de base du systéme des contraintes. Est-elle réalisable 7 Commentaires.
2. Exploration des solutions de base
~ Rerire le probléme obtenu aprés introduction des variables d’écart sous forme matricielie
AX =d, ou Ae Ma}(;(R) ot d e R
— Définir sous scilab la matrice M = (4,d7). (Vest & cette matrice que Uon va appliguer la
méthode du pivot de Gauss Jordan.
— La matrice M ainsi définie correspond au tablean ci-dessous. En utilisant la fonction

fvi Vo Vi e e e]|d l
€1 2 0 5 1 0 0 5
2 2 3 0 1 ol:
€3 1 1 4 0 0 1110

TAB. 1 ~ Tableau associé¢ au probléme (1)

PIVOTGY, définte dans P'exercie 1, caleuler la décomposition des vecteurs Vi, Vo, Va, 61,62, €3
dans les bases successives

{Va, 2,63}, {Va,e0,Va}, {Va,ea, Va}, {Va, V1, Va}, et {ea, V1, V21,

qui sont dans cet ordre voisines Fune de Pantre.
- Quelles sont les solubions de base assocides & chacune de cos bases. Lesquelles sont réalisablog?

2 Résolution géométrique en dimension 2

Lorseu’on travaille en dimension 2 et que le nombre de contraintes est restreint, on peut aisément
résoudre un problme de programmation linéaire & Vaide d'une représentation géométrique. Fn
effet, & chaque contraine indtiale de type

(G : a4 biy < (2) ¢,

on associe un sous ensemble de {RT)? défini par

N &) (273
e = {myy e @, ys(2) -t
by Iy
Llensemble ¢ = NyC; est convexe. Clest Vensemble des points pour lesquels toutes les contraintes
initiales sont vérifices. La compacité de C et le forme de Z décident alors de lexistence et la nature
des solutions. Ces considérations s'appliquent & des problemes de toute espece. La faiblesse de cette
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approche tient évidemment 4 ce que lorsque Ja dimension et le nombre de contraintes croissent, C

nest plus représentable.

Exercice 3 Premier exemple.

On g'intéresse an probléme de programmation linéaire dont la forme initiale est la suivante.

sous les contraintes

maximiser Zq{x,y) = 2z + y,

T+ 2y < 8
z Y < 5 >
9 + 4y < 36 (2)
L1, T2,7T3 2 0.

1. De quelle espéce est le probleme? Donner une solution de base réalisable.

2. A Taide la fonction scilab plot, représenter le convexe € associé aux contraintes {2). Que
peut-on en conclure quant & existence de solutions ?

3. A laide de la représentation sous scilab des lignes de niveaux de la fonction de coiit Z 1,

résoudre le probléme.

4. Que se passe-t-il si I'on cherche & maximiser la fonction de coiit Zo(m,y) = = + y sous les

mémes contraintes.

5. On suppose, plus généralement, que la fonciion de cofit Zolz, ¥} = az + ¥ dépend d’un pa-
ramétre ¢. Déerire la solution du probleme de programmation linéaire suivant les valeurs du

paramétre de a.

Txercice 4 Différentes situations en dimension 2.

Résoudre graphiquement les problémes de programmation linéaire suivants. Répondre dans chaque

cas anx questions suivantes

1. De quelle espice est le probleme?

2. Représenter 3 I'aide de scilab le convexe assocté aux contraintes.

3. Existence et nature des solutions.

Probléme 1.

Probleéme 2.

Problieme 3

Maximiser 7y (z,9) = 3z + 2y,

z oy = 4

r o4+ 2y <05 .
i 3
» 5 9 (3)
&y = O

Maximiser Zof{a, y) = 2z — 3y,

Jo 4+ 2y < 6
e - oy = 5§ 4
20 - oy = 6 “)
z,y = 0.

Maximiser Zy(z, y) = 30z -+ 20,

x o=y = -2
x - 4y < -2
2z + y = & (5)
or + Ty £ 44
z,y = O
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Exercice 5 Solutions de base réalisables et sommet du convexe C.

On s'intéresse au problime (2) de 'exercice 3, pour la fonction de coiit Z;.
L. Mettre le probléme sous forme standard ot introduire les variables d’écart ey, €2, es.

2. "Toujours en utilisant la fonction PLVOTG), parcourir dans cet ordre les bases voisines suivantes

{V.?s €3, 63} » {VZ: E1563} ' {V21 €1, 52} H {V1}€1) 62} H {V{,ﬁ}, 63} 1]
{Via €2, 63} ) {I/i: ‘/2: 53} 1 {Vylz Vz, C‘Z} 1 {Vh VZ)EI} .

3. Relever les solutions de base réalisables.

. Comparer avec les sommets du convexe des contraintes C, éracé dans Pexercice 3. Conclusion ?



Programmation linéaire et convexité
TPZ correction
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I Pivot de Gauss Jordan, suite

Exercice 1 Interprétation vectorielle,
1. Code de la fonction PIVOTGS

function N= PIVOTGI(M,m, i}
s=gize(M)};
1=s(1);
N=M;
for k=1:1
//test swivant la ligne
if (k==j)
NQk, 1) =Mk, :)/M(j,m);
else
NQk, :)=M{k, : )-MCk,m) /M(F,m)+M{j,:);
end
end
endfunction

Cette fonction est proche d’une itération de la fonction PIVOT implémentée dans le TP1
exercice 5. Malis attention! Dans le TP1, la méthode implémentée est la méthode du pi-
vol de Gauss fout court. Les lignes situdes au dessus du pivoet ne sont pas affectées par la
transformation. lei, c’est le cas et c’est cela qui permet une interprétation vectorielle

simple.
2. ~ Définition de la matrice A de rang 3.

4=[3,4,~2,1:;%,-1,0,1;-2,0,8,0]
RANG=rank (A}

— Application de la fonction PIVOTGJ et matrice de passage.
B=PIVOTGJ(4,3,3)
p={1,0,-2;0,1,0;0,0,8]
C=P*B
Résultats identiques.

- Car {e1, 62, Va} et {e, 62, Vi} ne sont pas des bases!

Exercice 2  Application a a recherche algébrique de solutions de base.
1. Questions de cours

- Toutes les inégalités sont dans le méme sens. 11 8’agit d’un probléme de premiére espéce.

—~ Formulation standard avee variable d’écart,

maximiser Z(x1, xe, 23} = 2021 -+ 15me 4- 2By,

23 + Bag 4 gy o=

2v1 4+ 2z + 33 + e ==

T + oz + 4x3 + ez =
T1,232,%3,€1,€2,€3 2 0.
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— La solution triviale ¢; = 5,62 = 21, e3 = 3 ost une solution de hase réalisable (avec variables
hors base nulies). Elle 'est toujours pour un probléme de premidre espece lorsque d > 0.
Mais bien souvent elle n'offre en pratique aucun intérét,

2. Exploration des solutions de base

— Formulation matricielle

205100 5
A=[2 2 3 0 1 0},d=|21} et X = (z1,22,13,1,02,¢3)7. (2)
114001 10

~ Définition de la matrice M = (A,d7T).
C1={2,0,6;2,2,3:1,1,41;
C2=diag(ones{1,3));
A=[C1,C2]
d=[5;21;10]
M=[4,d]
— 1l suffit d’appliquer la fonction PIVOTG.
M=PIVOTGJ(M,3,1)
M=PIVOTGJ(M,2,3)
M=PIVOTGI(M,6,2)
M=PIVOTGI(M,1,2)
M=PIVOTGJ(M,5,1)
Ce qui donne dans ordre :
- Base {V, €2, €3}. Solution de base réalisable o5 = 1,e5 = 18,¢3 = 6

M =
0.4 0. 1. 0.2 0. 0. 1.
0.8 2. 0. - 0.6 1. 0. 18.
- 0.6 1. 0. - 0.8 Q. 1. 6.
- Base {V3, e, Va}. Solution de base réalisable 23 = 1,63 = 1,20 = 6.
M =
0.4 0. 1. 0.2 0. 0. 1.
2, 0. 0. i. 1. - 2. 6.
0.6 1. 0. - 0.8 0. 1. 6.
- Bas {V3, €3, Vo 1. Solution de base non réalisable.rs = 1,¢3 = ~3,8p, = 9
M =
0.4 0. i. 0.2 0. 0. 1.
- 1. 0. 0. - 0.5 ~-0.5 1. - 3.
0.4 1. 0. -0.3 0.5 0. 9.
~ Base {V5, V1, V2}. Solution de base non réalisable x3 = 0.2, 11 = 3,22 = 7.8,
M =
0. G. 1. 0. - 0.2 0.4 0.2
1. 0. 0. 0.8 0.5 =~ %, 3.
0. i, 0. - 0.5 0.3 0.4 7.8
Base {ez, V1, Va}. Solution de base réalisable eq 5= 1,215 =5 2.5, 29 = 7.5,
M =
0. - 5. 0. 1. -2 1.
1 0. 2.8 0.5 Q. 0 4.5
1. 1.5 - 0.5 0. 1 7.5
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2 Résolution géométrique en dimension 2

Exercice 3 Premier exemple.

1. 1l s'agit d'un probléme de premidre espice. Solution de base réalisable ) = 8,9 == 5, e5 =
36,21 = 0,20 = 0,23 = 0.

2. Sur la figure 1, les courbes suivantes * sont représentées en bleu :

My = 4-3m,
3y = 9- s
4

Elles permettent de délimiter les zones Cq,Ca, Ca et derechef le convexe des contraintes. Les
commandes scilab associées sont :

// Definition des courbes {(sous forme de vecteurs)
x=0:0.1:8;

yi=d~0. b¥x;

y2=6-x;

y3=9-9%1,0/4%x;

// Affichage dans la fenetre graphique

plot(x,y1)

plot(x,y2)

plot(x,y3)

C étant convexe et compact, la fonction de colit posseéde bien un maximum, atteint sur un
des sommets de C.

Convexe et Lignes de niveaux

FI¢. 1 - Convexe des contraintes C et lignes de niveaux des fonctions de colt Zy et 73

3. Toujours sur la figure 1, on a représenté en vert les lignes de niveaux Z;(z, ¥} = 7 et Zo(w, y) =
9. Les commandes scilab associées sont

Les commandes de mise en fortne ne sont pas détaillées dans la suite. Ne pas s’étonner done de ne pas trouver
la méme figure et ne pas hésiter & utilises 'onglet Figure properties de la fendtre graphique
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yK1=7-2%x;
yK2=0-2%x;
plot(x,vyK1,'g")
plot (x,yK2,g*)

Lorsqu’on augmente K les courbes de niveaux Z;(z,y) = K se décalent vers la droite de la
figure. On conchut que le maxinmum est atteint au point {3.2,1.8) intersection des courbes
bleues (2) et (3). En ce point Zy = max Zy = 8.2.

4. Les courbes de niveaux Zz{x, y) = 7 et Za(z,y) = 9 sont représentbes en rouge sur la figure
1. Les commandes scilab correspondantes sont

zK1=4-x;
2K2=6-x
plot(x,zK1,’r?)
plot(x,zK2,'r?)

Ici le maximum est atteint pour tous les points de la courbe (2) compris entre les points
(2,3) et (3.2, 1.8), intersections respectives des courhes (1),(2) et (2),(3). En tous ces points
2o = max o = b.

5. Puisque a décide de la pente des lignes de niveaux des fonctions de colit, c'est ce coefficient
qui détermine pour un ensemble de contraintes fixé le point de C en lequel est atteint le
maximum, Plus précisément :

- si a < 0.5 alors max Z = Z{0,4.0) = 4.0;

~ sl a= 0.5 alors max Z = Z(0,4.0) = Z(t,4 — 51) = 2.00 + 3.0 =4.0, 00 0 £ £ £ 2;

- & 0.5 < @ < 1 alors max Z = Z(2.0,3.0) = 2,00 + 3.0;

~ gl =1 alors max Z = Z(2.0,3.0)= Z(t,5 ~t} = 2.0+ 3.0 = 3.2¢ 4 1.8, 00 2 <t < 3.2;

sil<a< 2 alors max Z = 2(3.2,1.8) = 3.2a + 1.8;

- sia= 2 alors max Z = Z(3.2,1.8) = Z(t,9 — $1) = 3.20+ 1.8 = 4.0a, 00 3.2 < t < 4;

- gl a > % alors max Z == Z(4.0,0.0) = 4.0a.

On peut reproduire la méme analyse lorsque Z, p = ax + by, en s'intéressant & 3.

'

Exercice 4 Diftérentes situations en dimension 2.

Utiliser les mémes fonctions que dans Pexercice précédent pour résoudre graphiquement les problemes.
Le code couleur est identique : en bleu les courbes associées aux contraintes délimitent le convexe
C des contraintes. En vert, sont représentées les lignes de niveanx.

1. Probléme 1 de deuxidme espece. Pour représenter C, on a utilisé la commande scilab

Convexe o lignes da siveau

F1a. 2 - Probléme 1 : convexe des confraintes C et lignes de niveaux des fonctions de cofit.

permettant de définir une ligne verticale.
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plot(2*ones(1,11),0:10)
Le probléme n’a pas de solution car € n’es$ pas compact. On peut décaler la courbe de niveaun
a linfind.

2. Probléme 2 de deuxidme esptce. Le probléme n’a pas de solution car le convexe des

Convexo

9

8

74

o

o

4

3

2

A

a T T f Y T
0 1 2 3 4 5 & 7 8

Fia. 3 — Probléme 2 : convexe des contraintes C et lignes de niveaux des fonctions de coiit.

contraintes est vide,

3. Probléme 3 de deuxiéme espéce, Le probléme atteint son unique maximum au point {6,2).
On a alors Z(6.0,2.0) = max Z = 220.

Fic. 4 — Probleme 3 @ convexe des contraintes C et lignes de niveaux des fonctions de coiit.

Exercice 5 Solutions de base réalisables et sommet du convexe C.

Om g'intéresse au probleme de programmation linéaire de l'exercice 3, pour la fonctionde colit 2.
1. Commandes scilab

Ci=diag{ones(l,3));
Ca={1,2;1,1;9,41;
d=[8;5;36];
M=[C2,Ct,d]

2. Parcours des bases voisines & Paide la fonction PIVOTGJ.



2 RESOLUTION GEOMETRIQUE EN DIMENSION 2 6

M=PIVOTGJ(M,2,1)
M=PIVOTGJI(M,3,2)
M=PIVOTGJ(M,4,3)
M=PIVOTGJ(M,1,1)
M=PIVOTGJI(M,5,3)
M=PIVOTGI(M,4,2)
M=PIVOTGI(M,2,2)
M=PIVOTGI(M,4,3)
M=PIVOTGJI(K,3,3)

3. Les solutions de base correspondent aux points d’intersection des courbes des contraintes,
Les solutions réalisables correspondent aux sommets du convexe des contraintes C.



