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Corrections

Devoir Maison et Feuille 3 Ex12

Devoir Maison

. Soient z,y € Ret a € A, |z —a| = |vr —y+y—a| et d’aprés l'inégalité triangulaire : |z —a| <
|z —y| + |y —al, or d(z,A) < |z —a| car a € A dou d(z,A) < |z —y|+ |y — a| puis d(z, A) —
|z —y| < |y — a| et par conséquent, d(z, A) — |x — y| minore {|y —a|, a € A} et on conclut que
d(z,A) — |z —y| < d(y, A) et ainsi d(z, A) — d(y, A) < |z — y|. Par un raisonnement similaire, on
déduit que d(y, A) — d(xz, A) < |z — y| et en conclusion |d(y, A) — d(z, A)| < |z — y|.

. Soient x € R et (x,,)nen une suite convergente vers . Soit € > 0, il existe ng € N tel que pour tout
n > ng, |z, — x| <€, d’aprés 1., pour n > ng, |d(z,, A) — d(z, A)| < |z, — x| < €, et on conclut
que d(z,, A) converge vers d(z, A).

. a) A est un intervalle fermé borné non vide donc il existe a,b € R tels que A = [a,b]. Or (z,,), C A
d’ou, pour tout n € N, a < z,, < b, par passage a la limite on obtient que a < z < b...on peut
aussi raisonner par I’absurde en supposant que = ¢ A ce qui équivaut & x < a ou x > b, supposons
sans perte de généralité que = < a ainsi il existe € > 0 tel que = + € < a, or x,, converge vers
donc pour tout rang n plus grand que ng, z, —x < eet x +x, —x < x + € < a ce qui implique
Zn < a ce qui est absurde puisque a < z,, < b, par conséquent x € [a, b].

b) Soit x € A, 0 < d(z,A) < |z —z| =0, ce qui entraine que d(z, A) = 0. Maintenant soit z € R
tel que d(z,A) = 0. Soit n € N*, il existe a,, € A tel que 0 = infyecalz—al < |z —a,| <
infaeplz—al+— <= 0<|z—ay,| < l, on conclut que (a,)nen converge vers x, en utilisant
2., x appartient TéLL A. "

c) .Existence Soit z € R\A et soit n > 1, il existe z, € A tel que d(z, A) < |x — 2z,| < d(z, A)+ %,

par conséquent en appliquant le théoréme des gendarmes |z — z,,| converge vers d(x, A). Or
a < z, < bdonc z, est une suite bornée, d’aprés le théoréme de Bolzano Weierstrass, il existe
¥ : N* — N* strictement croissante telle que (zy(n))n converge vers z € A et finalement,
par continuité de y +— |z —yl, |& — z4(n)| converge vers |z — z| et par unicité de la limite
|z —z| =d(z,A). Six € A, d(z,A) =0 =inf,cq |z — al.

.Unicité Soit ¢ A et supposons qu’il existe y,z € A tels que y # z et |zt —y| = |z — 2| =
d(z,A). On peut supposer z > y (le cas y > z se résout de la méme maniére). Comme
x ¢ |y, 2], sinon = appartiendrait & A, on peut supposer que z < y (le cas > z se résoudra

z
de la méme maniére). Si y,z € A, comme A est un intervalle, % appartient & A et donc

1 1
d(z, A) < x—HTy = g—i—g—%—%‘S§|x—z\+§\x—y|:d(x,A)cequiimpliqueque
’x—z+y’:d(x,A).Orx<y<y+zcequientraineque x—y;Z‘:b&—yH—‘y—y;Z

et donc que d(z,A) = ‘x — yTJrZ > |z —y| = d(z, A), ce qui est absurde et donc y = 2. Si

x € A, pour tout A 3 a # z, |[r —a| > 0 = d(z, A) et donc z est I'unique point z de A tel
que d(z,A) = |r—z|.Six ¢ A, x >boux < aetdoncsixz>Db, pour tout y € A, y # b,



|t —y| = |t —bl + |la—vy| et |z —y| > |z —b] = d(z,A) donc 'unique point z € A tel que
d(xz,A) = |z — x| est la borne de A la plus proche de z,i.e bsiz >bet asiz <a.

. Soit A un intervalle fermé non borné et non vide. Il existe a € R tel que A =]—00, a) ou A = [a, +o0],
Si A =] — 00,al, alors soit © € A et il existe z = = € R tel que |z — z| = d(x, A). Sinon, = ¢ A
et donc, z > a, et soit z € A, d(z,A) < |z — z| et il suffit de considérer A = [z, a] et raisonner
appliquer 3., & A. Le raisonnement est similaire si A = [a, +o0l.

. Soit B et C' deux intervalles fermés bornés disjoints et non vides. On pose B = [b, ba] et C = ¢y, ca].

b
Comme B et C' sont disjoints, by < ¢; ou by > co. Supposons, b; > ¢, on pose r = 1t 02, x ¢ B
b 2b —b by —
et x ¢ C, donc d’aprés 3.c, d(x, B) = |x — by1| = ! ;CQ - 71 — |2 5 =2 5 2 o d(z,C) =
b 2 by — by —
|z — o] = 1J2FCQ - % — |2 5 i) 5 “ On conclut qu’il existe (z,y,2) € R x B x C tel

que d(z,B) = |z —y| = |z — 2| = d(z,C).
. A{weR|d(z,BUC) = |r — wl|} est donc non réduit & un singleton.

Feuille 3 Ex 12

. G est un groupe non réduit & 0 donc il existe x # 0 appartenant a G, si * > 0, G N R est non
vide (il contient x). Sinon x < 0 et comme G est un groupe, —z € G et —z > 0 donc G N R est
non vide. Soit x € GNRY, z > 0 et donc GNRY est minoré. Par conséquent, G NR? est non vide
et minoré, il admet une borne inférieure.

. Supposons que a > 0, et supposons qu’il existe z € G N R tel que o < x < 2a. Il existe n > 0
tel que o + 1 < = < 20, or a = inf(G NRY) et par conséquent, il existe ; € G NRY tel que
a <z <a+n<z<2a Gestungroupe donc —z1 € G, et r—x; € GNRY mais 0 < z—x1 < a,
ce qui contredit le fait que o = inf(G N RY) donc si & ¢ GNRY pour tout z € GNRY, = > 2a,
mais 2o > « car a > 0 et encore une fois a ne serait pas la borne inférieure de G MR donc o € G.
Comme a € G et G est un groupe, aZ C G. Soit g € GNRY, il existe n € N tel que na < g < (n+1)a.
Sig > na, alors g —na € GNRY et g —na < (n+ 1)a —na = « ce qui est absurde puisque
a = inf(GNR?Y ). On conclut que g = na, et par conséquent tout élément g € GNR? s’écrit comme
un multiple de o, pour les éléments de h € GNR*, —h € GNRY et —h est un multiple de a. On
conclut que G = oZ.

. Supposons que o = 0. Soit z,y € Ry, tels que < y, comme 0 = a = inf(G NRY), il existe

g€ GNRY tel que 0 < g <y — . Il existe n € N tel que (n —1)g < z < ng, ceci implique que

(n—1lg<zetdoncqueng<z+g<z+y—ax=y,dotz<ng<y, etng€G.Siz,ysont de

signes opposés alors © < 0 < y et 0 € G. Et si x,y sont des réels négatifs on applique la prmiére

méthode & —x et —y.

. a. 0 € Gy, il suffit de prendre a = b = 0. Soient x, 2’ € G, il existe (a,b) € Z% et (a/,b") € Z2, tels
que z = a+bwet 2’ =a +Vw, ainsi x +2' = (a+a)+ (b+b)w € G,. Soient z,y,z € G,
il existe (a1, as,a3) € Z3 et (by,ba,b3) € Z3, (v +y) + z = (a1 + byw + az + bow) + az + bsw =
a1 + biw + (ag + bow + ag + bsw) = a1 + byw + as + baw + a3 + bsw donc G, est associatif. Si
x € Gy, il existe (a,b) € Z? tel que * = a + bw, on prend y = —a + (—b)w € G, on a ainsi
T+ y =1y + 2 =0 donc tout élément admet un opposé.

b. Soit g € G, il existe (a,b) € Z? tel que g = a+bw = a—i—bg = aq;— b

1
que — € G,,. Comme p et ¢ sont premiers, d’aprés le théoréme de Bezout, il existe a,b € Z tels
q

€ 1Z. Il suffit de montrer
q

que aq + bp = 1, et en divisant par ¢ # 0, on obtient a + bw = E et donc E € G,.

Pour le lien avec les questions précédentes, si on calcule, la bqorne inféri%ure de G, NRY, on

cherche les entiers a, b tels que a + b]2 >0eta+ bg soit le plus petit possible ce qui revient &

aq + bp ! !
q

chercher >0 < aqg+bp>0 < aq+bp>1 < aq+bp=1, d’ou pour a,b qui



conviennent a + bqg = —.

. Supposons w ¢ Q. G, est un sous-groupe de (R, +), G,, est donc de la forme SZ avec § € R*
ou G, est dense dans R (cf 2,3). On suppose donc qu’il existe § € R* tel que G, = 8Z. Donc,

1
il existe m,n € Z* tel que 0 + lw = fm et 1 + Ow = (n, ceci implique que § = — et Y 0 et
n - m

ainsi w = — ce qui est absurde puisque w ¢ Q.
n

En conclusion, G, est dense dans R.



