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Feuille d’exercices 6

Intégration
Exercice 1
D’apres le relation de Chasles,
b a.+b
/ / f(z dx+/ f(z)dz|. Or f(a) = f(b) = 0 alors : x)dx| =
a+b
(f(x) dx+/ fla

Comme, f est dérivable sur |a, b[, par I'inégalité des accroissements finis, pour tout = €]a, 2|

tels que |f(z) — f(a)] < M|z — a| et pour tout z €]%E2,b[, |f(z) — f(b)| < M|z — b].

/fmwx ”

atb b
< [Tl falder [ 1)~
a J 5
f(b )\dm Comme f < g implique, pour tout ¢ < d, / f(x)dx < / g(z)dz on a :

En appliquant I'inégalité triangulaire, on a

2

x)dz / M|x—a|dm+/ M|z — bldx.
Pour tout z €la, FL[, |v —a| = z — a d'on, / M|x—a\da: / Mx—a)da::
atb
(0-a?]F (-0 | (a—)?
[M 2 |, 2 8
b b (b—x)2 b
Pour tout z €)%, [, [z—b| = b—x d’oil,/ M|z—b|dx = / M(b—zx)dx = [—M ] =
En En 2 Jap
atb _ )2 _ )2
i =0yl Sb) .
Flnalement
2 _
x)dz| < QM( ) M(a b
8 4
Exercice 2 b

La fonction f est continue, on peut poser g = f et donc / fg(x)daz. La fonction f? est positive

et d’intégrale nulle sur [a, ], elle est donc nulle sur [a, b]. ‘

Exercice 3
Soit € > 0. Par définition de la limite en o0, il existe B > 0, tel que pour tout x € R,

1 [e 1 1
z>B = \f(x)—Z<€.soitx>B.ona/ ldt = ~[lt] = ~lz = L.
2 z Jo z T

1



D’ou, par linéarité de I'intégrale, on a : ‘ / f(x)dx — l’ ' / — l)dz|.

1 T
Puis en utilisant, I'inégalité triangulaire, on obtient : ‘/ f(x)dx — l’ < / |f(x) —I|dz.

Par la relation de Chasles, on a, en posant K = / x) — lldzx :‘ /f Ydx — 1| <
K 1
/|f ) — l|da + /\f —l\dx_—+ / dx=—+—[x€} _E LS
x 2l =z =z 2
- B
De plus, comme B > 0, x — B < z d’o1, g % Et finalement, /f d:z—l‘g
L
x 2

K
Par ailleurs, — tend vers 0 quand x tend vers +oo, il existe B’ > 0, pour tout = € R,
x
r>B = —<
x

1 (B
Finalement, en posant A = max(B,B’), soit z € R, z > A = / |f(x) — l|dx +
T Jo

/yf )~ lldr < S+ 5 =

On conclut que lim / flx

r——+0co I

M\m

Exercice 4
1. La fonction g est la primitive de f qui s’annule en 0, g est donc dérivable sur R.

2. Pour z € R, h(z) = @ La fonction h est continue si h(x) tend vers 0 quand x tend vers
x
g(x) — 9(0) g(x) —9(0)

x
tend vers la dérivée de g en 0, c’est & dire ¢’(0) = f(0) = 0. Donc, h est continue en 0. La
fonction h est dérivable sur R* en tant que produits de fonctions dérivables.

0. La fonction g est nulle en 0 donc h(x) = quand z tend vers 0,

Exercice 5
Supposons dans un premier temps que / f(z)dz > 0, on a donc

/f dw—/!f )ld

ce qui équivaut a / |f(x)| = f(x)dz = 0. Or, pour tout = € [a,b], f(x) < |f(x)| ce qui équivaut
a

a|f(z)| — f(x) > 0. La fonction z :— |f(x)| — f(z) est positive et d’intégrale nulle sur [a,b],
elle est donc nulle sur [a, b].

Le cas / f(z)dz < 0 se traite de la méme maniére et on conclut que cette égalité est vraie
pour toute fonction f de signe constant.
Exercice 6

1. La fonction f est continue sur R, la fonction admet donc une primitive.

2. (a) Soit x € R, l'intervalle [z,2x] est un intervalle fermé borné non vide, comme f est
continue alors G(z) existe.



(b)

(b)

()

—2x
Soit x € R, G(—x) = f(t)dt, en effectuant le changement de variable u = —t¢

-z
2x 2x

et donc du = —dt, on a : G(—z) = f(=u)(—du) = — (—u)du. Comme f

2z
est paire alors f(—u) = f(u) pour tout u € [z,2z] d’'ou G(—z) = —/ f(—u)du =

2x
- fu)du = —G(x). et donc G est impaire.

T

Soit z > 0. Soit x < t < 2x. Comme /1 + t* est strictement positif,

strictement positif. De plus, par décroissance de la fonction inverse et croissance de

1
. . , ont - < _ L . s
la fonction racine carrée, on obtient : f(t) < —\/;4 2 Par croissance de 'intégrale,
1 1

2z 1

! 1 1
ona:0<G(x)< /z t—zdt. Par ailleurs, /x t—zdt = [—;]i‘” = o T oo Quand

1
x tend vers +oo, — tend vers 0 et donc par théoreme de comparaison, G(z) tend

vers 0 quand z tend vers 4oco0.
2x

0 2x
Soit x € R. On a par Chasles G(z) = ft)dt = / f(t)dt + ft)dt =
x T 0

T 2z
/ ft)dt + f(t)dt = F(2z) — F(x). G est dérivable sur R en tant que somme
0 0

de composée de fonctions dérivables et pour tout = € R, G'(z) = 2F'(2z) — F'(x). La
fonction F' est une primitive de f donc F’ = f. D’ou, pour tout = € R, G'(z)2f(x) —

f ().
Soit x € R,

1 1
it Jiiad

2(V1+a2*) — V1 + 1624

V14 (22)4W1 + 2t
4(1 + 2% — 1 - 162*
V14 (22)8W1 + 24 2(V1 + 2t) + V1 + 1624)
4+ 42* —1 —162*
V14 (22)8W1 + 24 2(V1 + 2t) + V1 + 1624)
3 —122%
V14 22)5W1 + 23 2(V1 + 2%) + V1 + 162%)

On pose, pour tout z € R, D(z) = /1 + (22)4V1 + 24(2(vV1 + 2%) + V1 + 162%),
comme D(x) est le produit de racines carrées non nulles, D(x) est strictement positif.
Soit x € R, 3 — 122 = 3(1 — 42) = 3(1 — (22?)?) = 3(1 — 22?)(1 + 22?%) = 3(1 —
V2z)(1 +v/22)(1 4 222%). On effectue un tableau de signes :

G'(z) =

— o0 7% % +00
3 + + +
1+ 227 + + +
1 -2z + + 0 -
1+ V2 - 0 4 +
3(1 — V2x) (1 + v22)(1 + 222) -0 + 0 -




On conclut que sur }—oo, &—%{ et sur ]%, 400 [, G’ est strictement négative et donc G

est strictement décroissante sur | —oo, \_/—% et sur ]%, +00[, ¢’ est strictement positive sur

-1 1 : : -1 1
} oL { donc G est strictement croissante sur ] 737 [

Exercice 7
1. Soit n € N*. Par croissance de l'intégrale, on a :

/a ' f(a)de < / M = M (b a).

a

. . 1 .
Par croissance la fonction = :— x=, on obtient :

</abf(x)”dx>*ll < /bM"da: — (M"™(b— a))* = M(b—a)=.

a

2. Soit M > € > 0, il existe z € [a,b], M > f(x) > M — ; La fonction f est continue sur
[a, b], elle donc continue en z, il existe n > 0 tel que, pour tout y € [a,b], |t —y| <n =

|f(55)*f(y)|<% = f(y)*f($)>*§ = f(y)>f(x)f%>Mf§f%:Mfe. Or

b r—n 41 b
par Chasles, / f)"dt = / f&)"dt —|—/ f(&)"dt + f(&)"dt. Or f est positive
a a —n

x+n

z—n b
sur [a, b], donc positive sur [a,z — 1] et sur [z + 7, b] donc f(t)”dt+/ f@®)"dt >0
x+n

a

b z+n
d’ou / f@)rdt > / f(t)"dt. Par croissance de 'intégrale et comme pour tout ¢ €
a z—n

b z+n
Je—n, [, f(t) > M—e, ona / F(t)dt > (M—e)" / dt = ()~ (z—n)) (M —e)" =

-
2n(M —e€)".

b 1/n
3. En utilisant les deux inégalités, on conclut que (< / f (m)”dm) > converge et que :
a

neN*
b 1/n
lim (/ f(:c)"dx) =M.
n—-+oo a
Exercice 8

1. On suppose qu'il existe ¢ € R, pour tout x € R, il existe m € N tel que f(z) = cz™.
1

1 1
c
SoitneN, (n+1 n dr = (n+1 ntm g N ¢ mintl
oit n (n )/Oa: f(x)dx = (n )/0 cx T = [(n—i— )m 7 0—

c(n+1)

1
maintl On conclut que /0 2" f(x)dx tend vers ¢ = f(1) quand n tend vers +oo.

1
2. Soit a €]0, 1[. Soit n € N. Comme, (n + 1)/ x"dr = [:U”H](l) =1,ona:
0

1 1
(n+1) /0 :v”f(:v)dwf(l)‘ — i+ 1) /0 2(f (@) — F(1))d].

Par I'inégalité triangulaire, on a

f(1)|dz.

m+) [ lx”f(fﬂ)dx—f(l)' <m+nf )




1 e
Et par Chasles, (n + 1)/ () — F)|de = (n + 1)/ U f(2) — FO)|dz + (n +
0 0
1
D [ 25 - £0)lde,
“ 1 «@
En réutilisant 'inégalité triangulaire : (n+1)/ 2| f(z)—f(1)|dz < (n+1)/ 2" f(x)|dz+
0 0

« 1 a

(n—l—l)/ m”f(l)\dx—i—(n—l—l)/ 2" ()= f(1)]dr = (n+1)/ 2| £ (@)\da+ F(1)] [+
0 1 « « 0 1

(0+1) [ 2"17(@) = Fldz =+ 1) [ "I f@)lde + [FD" + (041) [ a7l 5(z) -
67 0 «

f(1)]dz.

. Soit € > 0. La fonction f est continue sur [0,1] donc elle est continue en 1 et il existe

a€l0,1[telque 1 —z < a = |f(z) — f(1)] < e. De plus, f étant continue sur [0, 1], elle

est continue sur U'intervalle fermé borné non vide [0, o], elle est donc majorée sur [0, o] et
il existe M € R, tel que, pour tout x € [0, 1], |f(z)| < M.
1

4 1) [ " flaao = S| < M+

0
[FD)lamt + ¢ [2" 1] = Ma™ ! 4 [£(1)|a" ! + e(1 — a™H1) = a1 (M + | f(1)] - €) + €.
Comme a €]0,1[, ™! converge vers 0 et donc a®™1(M + |f(1)] — €) converge vers O.
Finalement on a,

Soit n € N. Finalement, en utilisant 2,

1
i [+ oo - 5] <

et donc .
Jin [+ [an e - f)] =0

et en conclusion :

1
lim (n+ 1)/0 2" f(x)dr = f(1).

n—-+o0o

. Soit € > 0. On pose, M = sup{|f(u) — f(0)], u € [0,1]} + € + 1. La fonction f est
continue sur [0, 1] donc continue en 0 et il existe n > 0, tel que pour tout v € [0, 1],
u<n = |f(u)— f(0)] < g Soit a €]0, 1[, la suite ((1 — a)™),, o est géométrique dont
la valeur absolue de la raison est strictement inférieure a 1, elle converge donc vers 0. Il
existe N € N, pour tout n € Nyn > N = (1 — a)" < n. De plus, pour tout n € N,
0 <z < 1—« implique que 0 < z"™ < (1 — )™ d’ou, pour tout n € N, n > N implique que

0 < z™ < n ce qui entraine que |f(z") — f(0)] < g et ainsi, par croissance de l'intégrale,
11—« -« € € € €
/0 |f(x™) = f(0)|dz < /0 Ed:p = 5(1 —a) < 7 Soit av < oYY < 1. Par croissance de

1 1
Vintégrale, / If(a™) — f(O)|de < | Mdz=Ma< M-S = <.
l—«a 11—« 2M 2

€
Soit &« < ——, soit n > N, on a
2M -

/Olf($n)d:r - f(O)‘ = /l(f(x") — f(0))dz

0
1 1
inégalité triangulaire, on obtient ‘/ f(z™)dx — f(O)‘ < / |f(z"™)
0 0

et par

— f(0)|dz et par la
1 1-a 1
/0 f(a")dz — f(O)’ < /0 |f(90")f(O)ldu’UJr/1 |f (z") = f(0)|dx <

—Q

relation de Chasles,

1
+ — = €. Ceci est équivalent a la convergence de < / f (:c”)d:c) vers f(0).
0 neN

€
2

DN

5



Exercice 9 2n

2n
N | 1
. N _ 1 1 1 . .
1. Soit n € N*. ugy,, — u,, = - Z y = Z = Or, par décroissance de la fonction
k=1 k=1 k=n+1
1 1

x:— — pour tout ke {n+1,...,2n >—d’ — fLa

~ x P {n+ b k= Z Z 2n 2n 2

k= n+1 k=n-+1

suite (uy),cn- n'est pas de Cauchy dans R, elle n’est donc pas convergente dans R. Mais,
pour tout n € N*, up41 — up, = 1 > 0, donc la suite (uy,),cy- est croissante. Comme
la suite est (uy),cy- €St croissante et non convergente, elle tend vers +oo quand n tend
vers +00.

2. La fonction est continue sur R, elle est donc intégrable, pour tout n € N*, sur [2,n + 1]
t [1,n]. Soit n € N.

n+1 n k+1
Par la relation de Chasles, on a / f(z)dz = Z / f(z)dz. Comme f est décroissante,
2 k
alors pour tout k € {2,...,n+1}, pour tout = € [k, k:+1] f(z) < f(k) d’oil par croissance

1 k+1
de l'intégrale, Z/ f(z)dz < Z/ f(k)dx = Zf kH Zf

k
Par la relation de Chasles, on a / f(x)dx = Z (z)dz. Comme f est décroissante,

Pl 1
alors pour tout k € {2,...,n+1}, pour tout = € [k—1,k], f(x) > f(k) d’ou par croissance

n k n k n n
de l'intégrale, Z/ f(z)dz > Z/ f(k)dx = Z fk)z)f_ | = Z f(k)
k=2 k-1 k=2 k1 k=2 k=2

1
3. Soit a < 1. La fonction x :— — est décroissante sur RY, alors on peut utiliser le 2

x
n+1 n+l q —a+1 ntl 11-a 9—a+l
On a donc / f(z)dr = / —dz = |2 _nt - . Comme
9 9 x¢ —a+1], —a+1 —a+1
1 —a > 0 alors Tatl tend vers 400 quand n tend vers +oo et par le théoreme de
—a

comparaison, (u,),cy- tend vers +oo quand n tend vers +oc. Soit a > 1.La fonction

1
x — — est décroissante sur R, alors on peut utiliser le 2. On a donc / fz)dz =
x 1

n o1 |:1,—oz+1 :|n nl—a 1 nl—a cond
= = enda vers

—dr = = — . Comme 1 — a < 0 alors
1 x¢ —a+1]; —-a+1 —a+1 —a+1

0 quand n tend vers 400 et par le théoreme de comparaison, (), cn- tend vers 0 quand
n tend vers 4o0.

4. La fonction z :—

1 L ) . .

n(z) est décroissante sur R% en tant que composée de fonction crois-
xIn(z

sante et d’une fonction décroissante. On peut utiliser 2.. On a donc, pour tout n € N*,

n+1
| s = a3 = Infta(o-+1))—1n(n(2). La suite (n(la(n+ 1)) = a(n(2)),

n
1
tend vers +oo quand n tend vers +oo d’ou par le théoreme de comparaison, (Z il k)
n
k=1 neN*

tend vers +oo quand n tend vers +oo.

Exercice 10

1. Soit n € N*. Soit z > 0. 2nl,4i(x) = /Ildt = Qn/xwdt Par
. . : n+l - 0 (1+t2)n+1 - 0 (1+t2)n+1 )



T —t2

hnearlte de]. lntegrale on a QHA Wdt = 2n/0 (]__}_t?)’ndt+2n/0 Wdt =
—12

xr
1 t
On pose, pour tout ¢ € [0, z], u(t) = aten ( W) et

v(t) = t. Les fonctions u et v sont de classe C!, on a par conséquent, pour tout ¢ € [0, ],

au brouillon, /() = —2n

u'(t) — 2nm et v'(t) = 1. On peut utiliser I'intégration par parties et :

2n/z — dt—[ t ]m_/x ! dt = ’ —In(z)
o L+ X+, Jo A+ (I+a?) T

x n 1 2
S R £ O
2n(1+ 22" 2n

On conclut que : pour tout n € N*, pour tout = > 0, I,+1(x) =
I, (x).

| 2—-1
2. Soit z > 0. I1(z) = / mdt = [arctg(t)]5 = arctg(x). D’apres 1, Izr(x) =
0
T 1 €T . , . 4—1 T
0+ a7 =3 arctg(a:)+m. Toujours d’apres 1., I3(z) = 1 —

3 arcta(z) + T n T
— I X .
4 BT o0 122 ) T a1+ 22)?

Exercice 11

1
1. On pose, pour z € [1,¢], u(z) = In(x) et v(x) = — T2 Les fonctions u et v sont C! sur
x
1
[1,€], on peut utiliser I'intégration par parties. On a, pour tout x € [1,€], u'(x) = — et
x
1
V(z) = —s.
(z) (1+x)?

O done [, _ [T

fractions rationnelles, il existe a,b € R tels que, pour tout z € R\{0,—1}, ﬁ =
x x
a

b
-+ To 2 D’ou, pour tout z € R\{0,—1}, a(z + 1) + bz = 1. Par identification de
x T

polynome, on obtient a +b = 0 et a = 1 et donc b = —1. Finalement, par linéarité, on

. ¢ In(z) -1 ‘1 “ 1 —1
: = — = 1 ¢ 1 1 ¢ =
obtient /1 (1+$)2d:£ 1+e+/1 xdx—i-/l 1+xdff 1+€+[n(ff)]1+[n($+ )1

-1
174-6 + 1 + 111(6 + 1) — 111(2).

e
1
+ / ———dz. Or d’apres le théoreme des
v J1z(l+a)

2. On pose, pour z € [0, %}, u(z) = z et v(z) = tan(z). Les fonctions u et v sont C! sur

s s
[0, —], on peut utiliser 'intégration par parties. On a, pour tout x € [0, —], w(x)=1et

4 1 4
vie) = (COS(xZ)Q ]
On a donc /0 de = [z tan(z)]f —/0 tan(z)dzr = 1 + [In(| cos(x)|)]§ = i +

().

3. On pose, pour = € [0,3], u(r) = z et v(z) = In(1 + z). Les fonctions u et v sont C! sur
[0, 3], on peut utiliser I'intégration par parties. On a, pour tout = € [0, ﬂ, u(x) =1 et

7



3t4+1

1 s St
V() = ——. Onadonc/0 In(1+¢t)dt = [tln(l—i—t)]g—/o mdt:3ln(4)— T

1+
1
o= 3In(4) — [t]g + [In(1 +1)]3 = 31n(4) — 3 +1In(4) = 41n(4) — 3.
4. On pose, pour t € [0,In(2)], u(t) = (2t + 1) et v(t) = exp(t). Les fonctions u et v sont

C! sur [0,1n(2)], on peut utiliser Iintégration par parties. On a, pour tout x € [0,In(2)],

In(2)
u'(t) = 2 et v'(t) = exp(t). On a donc /
0

In(2
(2t + 1) exp(t)dt = [(2t + 1) exp(t)]? —
In(2)
/ 2exp(t)dt = 41n(2) +2 — 1+ 2[exp(t)|? = 4In(2) +2—1+4 — 2 =4In(2) + 3.
0

Exercice 12 1
1. Pour t € R\{-1,0}, ——
out M=L0%
fractions rationnelles, il existe a, b, ¢ € R, pour tout ¢t € R\{—1,0},

n’est pas un élément simple de R, d’apres le théoreme des

1 _a+ b n c
tt+1)22  t  t+1 (t+1)2

ce qui équivaut &, pour tout t € R\{—1,0}, 1 = a(t + 1)2 + bt(t + 1) + ct ou encore a
at® + 2at 4+ a + bt> 4+ bt + ct = 1 et par identification de polynéme, on obtient :

a+b =0

20 +b+c =

a =1
En conclusion, a =1, b= -1 et c = —1.

Finalement, on a pour tout ¢ € R\{—1,0},

1 1 1 1

tE+1)2  t t+1  (t+1)2

Et, sur R\{—1,0}, une primitive de ¢ :— 5 est

tHE+1)

1
ti—Inlt|+In|l+t+—

t+1
En décomposant sur les intervalles | — oo, —1[, | — 1, 0] et sur |0, +o00[, on obtient que, sur
| — 00, —1], une primitive de ¢ :— T2 est :
1
t:— In(—t In(—1—1t¢ e
— In(—t) 4 In(-1— 1) +
sur | — 1,0[, une primitive de ¢ :— T2 est :
1
t:— In(—t In(1+1¢ —_—
— In(—¢) + In(1 4+ )+t+1
et sur |0, +-00[, une primitive de ¢ :— TS est :

1
t:— In(t In(14+¢ —_—
'—>n()+n(+)+t+1



2+t+4

(t+1)(t+1)2
des fractions rationnelles, il existe a, b, c € R, pour tout t € R\{—2, -1},

2. Pourt € R\{-2, -1}, n’est pas un élément simple de R, d’apres le théoreéme

t2+t—|—4ia+b+ c
t+1)(t+2)2 t+1 t+2  (t+2)2

ce qui équivaut &, pour tout t € R\{—2, -1}, * +t+4 = a(t+2)2+b(t+1)(t+2) +c(t+1)
ou encore a at® + 4dat + 4a + bt? 4+ 3bt + 2b + ct + ¢ = t? + t + 4 et par identification de
polynome, on obtient :

a+b =1
da+3b+c = 1
4da+2b+c =
ce qui entraine :
a+b = 1
4da+3b+c = 1
b = -3 <—L2—L3
En conclusion, a =4, b = —3 et ¢ = —6.

Finalement, on a pour tout ¢t € R\{—2, -1},

+t+4 4 3 6
t+1)(t+2)2 t+1 t+2 (t+2)2

24+t4+4
Et, sur R\{—2, —1}, une primitive de ¢ :— — 3 est

t+ 1)t +2)

6
ti—4dnjt+1]—3In2 + ¢+ ——
t+2

En décomposant sur les intervalles | — oo, —2[, | — 2, —1[ et sur | — 1, +o0], on obtient que,
t2+t+4
sur | — oo, —2[, une primitive de ¢ :— % est :
(t+1)(t+2)
6

tiw—In(—t—1 In(—2—1¢ —
—In(~t = 1)+ In(~2 - ) + =

24+t+4
2est:

—2,—-1 imitive de t > ————
sur | , —1[, une primitive de t :— EDIED

6

ti—In(—t—-1 In(2 +¢ —_—

— In( ) + In( +)+t+2
t2+t+4

2est:

et sur | — 1, 4+00[, une primitive de ¢ :— m

ti—In(t+1 In(2 4+t —_—

= In(t + 1) + In( +)+t+2

3.Soitt eR, tr+ 1=t 4+1-22+2t2 = (2 +1)2 -2t = (£2+1—2t)(#? + 1+ +/2t). On
(—v2)?2 —4 = (v/2)2 —4=2—-4 <0, on conclut donc que les polynémes X2 + 1 + /22X
et X2+1—+2X n'ont pas de racines réélles.



1
Pour t € R, Y n’est pas un élément simple de R, d’apres le théoreme des fractions
rationnelles, il existe a1, a9, b1, b2 € R, pour tout t € R,

1 ait + by ast + bs

1 21—Vt 21142t

ce qui équivaut a, pour tout t € R, 1 = (a1t +b1)(t? +14+/2t) + (agt +bo) (£ +1—/2t) ou
encore a a1t3 “+a1 \@tQ +a1t—|—b1t2 +b1\/§t—|—b1 +a2t3 — ag\@t2 +ast+ b2t2 — bg\ﬁt—l—bg =1
et par identification de polynoéme, on obtient :

a1 + as =0
ﬂ(al — az) + b1 + bo
(a1 +a2) +vV2(b1 —by) = 0

I
o

b1+ by = 1
ce qui entraine :
a1 + as = 0
ﬁ(al —CLQ) = -1
V2(by —b) = 0
by + by = 1
puis que :
a1 + as = 0
-1
a; —a = —
1 2 NG
2b1 = 1 «— L3+ 1Ly
b1 +by= 1
et enfin :
a; +ay = 0
—1 L1+ Lo
al =
2\/% 2
b1 = =
2
1
b2 — 5
-1 1 1 1
En conclusion, a1 = ——, as = ——=, by = = et by = —.
1 WG 2 o) 1=5 275

Finalement, on a pour tout ¢t € R,

141 ELIF,
1 2v/2 2 22 2

Bl 241-Vat 24140t

Oou encore :
-1 1 1 1
— (2t —V2)+ = ——(2t+V2)+ -
41 2 4+1—+/2t 24+1+2t

10



Or, pour tout t € R, on a

2 2
tz—\@t—irl:(t—ﬂ) +<‘/§> =

v (02) (2 - () () ).

On conclut que :

1 -1 2t—2 L1 1 Lt 2t + /2 L1 1
1l 4282 4+1 V2t 2/( 2 2 N2 +1+V2 2 ([ 2 S
—)t—-1) +1 —)t+1) +1
V2 V2
Finalement, sur R, une primitive de ¢ :» —— est
tA+1

2 2 2 2
t i —\gln(tz — /2t +1) + arctg ({t — 1> +\8[ In(t? + V2t + 1) + arctg ({t + 1) .

Exercice 13 i\ 2
1. Soit t € [0,1] et @ # 0.0n a t> + a? = a? (() )+ 1), et on effectue le changement
a

t
de variable ¢(t) = —, puis u = ¢(t). La fonction ¢ est C* sur [0,1] et, pour tout t €
a

1 1
R, ¢'(t) = o d’ol, dt = adu. De plus, ¢(1) = . et ¢(0) = 0. On a par conséquent,

1 1 1
1 al 1 m 1 1 1
/0 mdt = /0 v 1adu = /0 mdu = [arctg(u)]; = arctg (a)'

1
1
2. Soit t € [0,1], —t24+2t+1 = —(t2—2t)+1 = —(t—1)2+2 Onadonc/ — f =
0o V—t2+2t+1

dt. On effectue le changement de vari-

1 1 B 1 1
| v /oﬂ\/1<<tﬁl>>2

t—1
able ¢(t) = ( 7 ), puis u = ¢(t). La fonction ¢ est C' sur [0,1] et, pour tout t € R,
1 -1
'(t) = —, d’ol1, dt = v/2du. De plus, ¢(0) = — et ¢(1) = 0. On a par conséquent,
o0 = 5 Vadu. De plus, 6(0) = - et 6(1) par consi
/11dt _ [ ;\/ﬁdu = [arcsin(u)]Y, = T
o V2 +2t+1 VAV oA

3. Soit ¢ € [0,1]. On pose ¢(t) = arcsin(t). Cette fonction est C' sur [0,1] et on effectue
le changement de variable u = ¢(t), on a donc dt = cos(u)du et donc, par parité de la

1 1 ™
fonction t i v1 — 12, / V1 t2dt = 2/ V1—t2dt = 2/2 1 — (sin(u))? cos(u)du =
1 0 0
H 5 cos(2u) + 1 3 n(2
2/2 cos? (u)du = 2/2 cosu)£1, / (cos(2u) + 1) = 223 g

0 0 2 0 2

[=VIE}

T
5
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4. Soit t € [0,2]. On pose ¢(t) = t2. Cette fonction est C' sur [0,2] et on effectue le
changement de variable u = ¢(t), on a donc dt = 2tdu = 2y/udu. De plus, ¢(0) = 0
4

2 4 1 1
et ¢(2) = 4 et donc /0 tin(1l + t¥)dt = / \/ﬂln1+uﬁdu = 2/0 In(1 + u)du =
[tIn(1+t) —t+1In(1 +t)]g = 4In(5) — 4 + In(5) = 51n(5) — 4.
5. Soit t € [1,e]. On pose ¢(t) = In(t). Cette fonction est C' sur [1,e] et on effectue le
changement de variable u = ¢(t), on a donc dt = Zdu = exp(—u)du. De plus, ¢(1) =0

€cos(In ! !
et ¢(e) = 1 et donc /1 (lt(t))dt = /0 exp(—u) exp(u) cos(u)du = /0 cos(u)du =
[sin(u)]§ = sin(1).

Exercice 14
1. Soit t € R, 1 — 2acos(t) + a? = cos?(t) + sin?(t) — 2acos(t) + a? = cos?(t) — 2a cos(t) +
a? +sin?(t) = (a — cos(t))? + sin?(t). De plus, 1 — 2a cos(t) + a? = 0 ssi (o — cos(t)) =0
et sin(t) = 0 ce qui équivaut a cos(t) = a et t = kmw avec k € Z. Or, pour tout k € Z,
|cos(km)] =1 et 0 < a et a # 1 donc cos(t) = a et t = km avec k € Z est faux et on
conclut que (a — cos(t))? + sin?(t) > 0 et par conséquent, ¢ :— In(1 — 2acos(t) + a?) est
bien définie.

2. Soit n € N™. Soit k € {1,--- ,n},ona eI e BT = cos (2]”)—1—2 sin (2k”)+cos ( 2kTTr)—I-
isin (—2T), 1a fonction x + cos(z) est paire et la fonction @ + sin(z) est impaire donc
et + e~ = cos (2]”) + ¢sin (21"”) + cos (2]”) — isin (—%T”) = 2cos (2’”) De plus,

-2k -2k -2k 2k7‘r

e e = 1. Onadonc.1—2acos(2k”)+oz =(a—e'"n )(a— eilT) Or, ( n ) =

(6_2””) = (62“”) = 1 donc pour tout €’ %7 ost racine du polynome de o™ — 1. Les racines

du polynoéme de o™ — 1 sont donc ei%ﬂ . el%TW, ..., €% ou (e_i%ﬂ, .. ,e_i%TW, S, eT A
et donc
L 27 n o
k=1 k=1
Do,
- 2k - -2k L2k
H(l—Qacos( m )—i—a) (an_l)zzH(Oz—elT)(a—e_lT)_
k=1 k1

Par distribuitivité de la multiplication

n n
HCV—GQT (v —e” QT Hoz—em:f H(a—e‘i%Tﬁ):(a"—l)z.

3. On a d’apres le théoremes des sommes de Riemann,

(27T Zln (1 — 2a cos (21”) + a2)>
n n

neN*
converge vers I.
Soit n € N*) on a :

27 2 2 2
il E In (1 — 2. cos <k77> + oz2> = <HZ1 (1 — 2. cos <k7r> + oz2>)
n &~ n n n

47 n

12



4

Soit n € N*. Supposons que 0 < @« < 1. On a |[a" — 1] =1—a" On a, —In|a™ — 1| =
n

47

— In(1 — a™).

—In( )

La suite ("), cn- est géométrique de raison strictement plus petite que 1 alors 1 —a™ tend

vers 1 quand n tend vers +o0, par continuité de la fonction z :— In(z), (In(1 — a")), c-

4
converge vers 0 et donc <7T In(1 — a”)) converge vers 0.
n neN*
4 47
Supposons que 1 < @. On a [@" —1| =a” —1.Ona, —Inja” — 1| = —In(a" - 1) =
4dm 1 4dr 4 1 4dr 1
gln (a”(l — a”) = ?ln(a”) + ?ln (1 — oz”) =4rln(a) + ?ln <1 — a">'
1
La suite (n) est géométrique de raison strictement inférieure & 1 d’ou (1 — n)
neN* ") nens
converge 1, par continuité de la fonction x :— In(z), (ln (1 — n)) converge vers (
@ neN*
4dr
et donc | — In(1 — a™) converge vers 4w In(a).
n neN*

Finalement, si o €]0,1[, [ =0, si « > 1, I = 4w In(«).

Exercice 15

1. Soit u > 0. On effectue un changement de variable, on pose, pour tout =z € [u,3ul,

1
o(x) = T La fonction ¢ est C! sur [u,3u]. On a donc, pour tout z € [u, 3u], ¢'(x) = —,
u u

1
d(u) = 1 et ¢(3u) = 3. On pose t = ¢(z) d’ou dt = ¢/(x)dr = —dz et dz = udt. Par
u

conséquent,

3u 3
cos T t
/ dx = / cos (tu) dt.
u z 1 t

Par ailleurs,

cos tu + tu 1 cos? tu sin? tu 1
3 + 31 3 > T 5 ]~ 3 5 |~ 5 |~
/ COS(”)dt—/ dt:/ 2 2 dt:/ 2 2 dt =

t t t

1 1t 1 1
t t t t t
5 cos? ) —sin? () —sin? [ =) — cos? [ — 4 —2sin? =
2 2 2 2 2
dt= | ————2dt.
1 t 1
On conclut que, par I'inégalité triangulaire que,

tu tu

3 3 312 sin? (> 32sin2 ()
/ Cos(w)dt—/ 1dt‘ < / L N2/0g / %y

1t 1t 1 t 1 t
Pour tout = € R, ¢g(z) = sin(x) —x est dérivable en tant que somme de fonctions dérivables,
on a de plus, pour tout = € R, ¢’(x) = cos(x) — 1 < 0. La fonction g est par conséquent,
décroissante et donc pour tout z € Ry, g(z) < ¢(0) = 0. On conclut que, pour tout
tu

2
tu
t € [1,3], par croissance de la fonction carrée, sin’ <2> < ( 5 > )

{ ]3 /13Cost(tU)dt_/131dt’§/l3 <t;>2x1dt_/13t<;)2dt_(;t>2[tﬂ
(B [5] =1 (2

1

Finalement, on a

13



un 2
Or 4 (—) tend vers 0 quand u tend vers 0, donc par le théoreme d’encadrement,

cos (tu)
t

dt

3 3 ’
os (t 1 n conclusion
/ ¢ St( u) dt —/ n dt‘ tend vers 0 quand u tend vers 0 et en conclusion, /

1 1 '

1
tend vers / gdt = [In(t)]3 = In(3).
1

u u u P v’ — 1
2. Soitu >0.0< / e~ e’ dt < / e~ ettt = e_“2/ etdt = e [] — ¥ =
0 0 0

u |, u
1—e ¥ 1—e
. Or tend vers 0 quand w tend vers +o0o donc par le théoreme de com-
U U
u
paraison, e " et* dt tend vers 0 quand u tend vers +oo.

0

Exercice 16
1. Soit n € N. Soit x € [0,1], par croissance du logarithme, on a In(1) < In(1 + 2?) <

1 1 1
In(1 4+ 1) = In(2). Do, 0 < / 2" In(1 + 2?)dr < / 2" In(2)dx = In(2) [ T ] =
0 0

n+1],
In(2 In(2
n(2) La suite <n()

n+1 n+1
(J 012" In(1 + xz)dx)neN converge vers 0.

> converge vers 0, d’ou, par le théoreme de comparaison,
neN

1
2. Soit n € N. Soit z € [0,1], 0 < 72 < 1 par décroissance de la fonction inverse. Par
x
1 gn 1 Lzt
conséquent, par croissance de l'intégrale, on a 0 < / dex < / z"dr = =
o l+uz 0 n+1],

1 1 1 n
——. La suite | —— converge vers 0, par le théoreme de comparaison, / dx
+ ]. + 1 neN 0 ]. + X
converge vers (.
Exercice 17 n 1 n 1 1 1 1
1. Soit n € N*. = =— . On pose, pour x > 0, f(z) = .
2T i) ey O 006 =

n n
1 k
La fonction f est continue sur R* et on a E _— = g — | On reconnait une
! + k_ln—i-k k_1f<n>

n

1 1 L
somme de Riemann donc <Z ) converge et lim Z = / dr =
otk neN roteimntk Jo 1+w

n

(In(1 + )]} = In(2).

2. Soit n € N*. Z %sin <k> = lz:%sin <i> On pose, pour x > 0, f(z) = zsin(z).

n n
k=1

k=1
"k k - k
La fonction est continue sur R* et on a —sin|— | = —]. On recon-

n n
k k 1
nait une somme de Riemann donc E —sin | — converge et lim g =
<k s <n>> N i roteo gtk

1
/ xsin(z)dz. Pour calculer cette intégrale, on utilise 'intégration par partie avec pour
0

tout € R, u(z) = x et v(z) = — cos(z). Les fonctions u et v sont C! et pour = € R,

14



1 1
u'(z) = 1 et v'(x) = sin(x). /0 xsin(z)dr = [—xcos(m)]é —I—/O cos(z)dr = —cos(1) +
[sin(x)]§ = sin(1) — cos(1).

!
T
. On reconnait tout de suite une somme de Riemann, la fonction z :— f(( )) est continue
x
n
donc intégrable et d’apres le théoréme sur les sommes de Riemann, on a Z
k 1 ”) neEN*

picy

converge vers /0 x = [ln(f(:c)]é =In(e) —In(1) = 1.

1
)(2n —1 Dnl\» 2n)(2n —1)... 1
. Soitn € N*. On a n—1)...(n+Hn _ (2n)(2n—1)...(n+1)
n'n” nlnm nn

1

k = k 2n)1\ "
(H nt ) (H 1+ ) . (( 'n) ) est strictement positif, on peut donc prendre

el n nin”

le logarithme et In (27" Ly f[ 14k 1261 1+5). 0
e logaritnme € n = —1n — = — n — 1. n recon-
& nlnn n P n ne— n

nait une somme de Riemann. La fonction = — In(1 + x) étant continue sur Ry, elle est

2n)!

intégrable et d’apres le théoreme des sommes de Riemann, <<( ' l) ) converge
nln

neN*

1
vers / In(1+ z)dz = 2In(2) — 1 (On peut se servir de 'exercice 11 3.).
0
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