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Feuille d’exercices 5

Continuité et dérivabilité

1 Limites

Exercice 1
1.Ona4’> —-5x44+4=16—-20+4=0et1—-5x1+4=1—-5+4=0, on conclut que,
pour tout z € R, 22 — 50 +4 = (v — 4)(z — 1). D’ol, pour tout = € R,
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CES RS est continue en 4 alors, la limite de P —
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x T

1 1
zF () <letsiz<0,1—2>zF () > 1. Dans les deux cas, en faisant tendre x
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vers 0, on obtient que, en utilisant le théoreme d’encadrement, lir% zE (> =1.
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3.Sit z eR, (P + DYV —(z+1) =2 <<1 + 3) - (1 + )) Pour x assez grand,
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Pour x assez grand, (23 4+ 1)Y3 —(z+1) =2 (14+ =40 =) —1— = |, d’oli, pour z
33 z3 T

1 1
assez grand, (z° 4+ 1)'/3 — (z 4+ 1) = 32 1+ 20 <$3>
() =) ()
3 3
quand z tend vers +oo.
On conclut que Ill)llloo (:U3 + 1)1/3 —(z+1)=-1.

Or, pour x assez grand, 0 < x < 23

1
et par définition, =3 <3> — 0
x

Exercice 2

Supposons qu’il existe [ € R tel que tel que lil_il_l f(z) =1 et que f soit périodique de période
T—T00

T. Montrons, par ’absurde que f est constante. Supposons que f ne soit pas constante. Il existe

donc z1 et xg tels que f(z1) # f(x0). On peut supposer que f(z1) > f(xo).



Or, lim f(x) =1, c’est a dire que pour tout € > 0, il existe A € R, tel que pour tout = € R,

T——400

r>A = |f(z) -l <e
M,ilexisteAeRtelquexZA == |f(ac)—l<f(xl);f(xo).

3
Il existe n € Z tel que f(x1) = f(x1 +nT) et 1 + nT > A et il existe m € Z tel que
f(zo) = f(xo+mT) et xg +mT > A.
On a donc 0 < |f(z1) — f(xo)| = |f(z1) =l + 1 — f(x0)], en utilsant 'inégalité triangulaire,

Prenons € =

0 < |f(z1) = flzo)| < |f(x1) =1+ |l — f(zo)] < 2f($1 3 T0) ce qui absurde, et donc f est
constante.

Exercice 3

Il faut montrer que, pour tout € > 0, il existe M € RtelqueVx e R,z > M — ‘ - ’ <e

ou encore que

% F(z) - al] < e

Soit € > 0. Il existe A € Ry tel que Vo € R, x > A implique que |f(x + 1) — f(z) =] <
Soit & > A > 0. Posons, n = E(x — A) (ou E est la partie entiere) et r =z — A — n €]0,
Pour tout k=1,...,n,ona |[f(x —k+1)— f(z — k) — §§.

€
5
1

[.

Or comme Z x—k+1)— f(x—k)—1) = f(x) — f(x —n) — nl et que, par inégalité

triangulaire, On a

D flw—k+1)—fla—k) -1 < |fla—k+1)— flz—k) -1,
_ k=1

on conclut que |f(z) — f(x —n) —nl| < %

Maintenant, |f(z) — zl| = |f(z) — f(x = n) + f(r —n) —nl +nl —zl| < |f(x) — f(x —n) —
nl| + | f(z —n) + nl — zl|, par 'inégalité triangulaire. Mais, r =2 —A—n <= n=x—A—r,
ce qui implique que f(z —n) = f(x —xz+ A+r) = f(A+r). Le réel r appartenant a [0, 1],
f(A+7r)e f(JA,A+1]) C f([A, A+1]). La fonction est bornée sur tout intervalle fermé borné
non-vide donc il existe M tel que |f(A + y)| < M pour tout y € [A, A + 1].

ne

Finalement, %\f(a:) | < é(|f(ac) Cflr—n) -l + |f@—n)+nl—al) < 24

2x
M+ |l|(x —n
M. Par définition de la partie entiere, on a d’une part, n < z — A < z d’ou,
x

M —n)|l
=l _
T

n <1 et d’autre part, xt — A <n+1 ce qui équivaut a z —n < A+ 1 d’ou,

x

M+ (A+ 1) M+ (A+ 1))
x

. Or quand x tend vers +oo, tend vers 0, il existe B > 0, tel que

M + (A + 1)]1]
T - 2
En conclusion, pour tout € > 0, il existe A’ = max(A, B), pour tout € R, z > A" implique
@,
T

7_'_7

que =9 9

Exercice 4
Cet exercice permet de montrer que le prolongement par continuité construit bien des fonctions
continues.

Soit xp € [0, 1]. Soit € > 0. Par définition de la limite en xg, il existe o > 0 tel que, pour

tout x € [0,1], |z — xo] < o = |f(z) — ¢(z0)| < %



Soit z1 € [0,1] tel que |z — x| < §. Par définition de la limite en z1, il existe a; < §, tel
que, pour tout x € [0,1], |z — 21| < an = |f(x) — ¢(x1)| < g

Soit z € [0, 1] tel que |x—z1| < a1. On a, par l'inégalité triangulaire, |z —z¢| < |z —z1|+|x1—
ro| < a1+ § < §+§ = o, ce qui implique que | f(z) — ¢(z0)| < % et comme |f(z) —¢(x1)] < g,
on obtient par inégalité triangulaire, |¢(zo) —@(z1)] < | f(x)—d(xo)|+|f () —@(z1)] < %—i—f =e.

5=
Ceci prouve la continuité de la fonction ¢.

Exercice 5
1. 1l suffit de prendre une fonction constante sur un ensemble partout dense dans R par
exemple QQ et de prendre la constante opposée ainsi f sera discontinue sur tout R puisque
que tout voisinage d’un réel x contient des réels et des rationnels et la différence des images
ne peut étre majorée par n’importe quel € > 0. La valeur absolue de f sera continue car
constante. Finalement, on peut prendre la fonction f : R — R, telle que, pour tout « € R :

1 sixe@
f(x):{ -1 six€R\Q

2. On peut prendre, la fonction f telle que pour tout € [0,1] :

l—x sixEQﬂ[O,l]etx;é%
flo) = 1 six:%
x six e (R\Q)NJ0,1]

Exercice 6

Comme f a pour limite +0o0 en +oo, alors il existe 1 > 0 tel que f(z1) > 0. De plus, il
existe zo > 0 tel que, pour tout z € RT, > 29 = f(z) > f(x1). Or f étant continue,
elle est minorée et atteint son minimum m sur l'intervalle fermé borné non vide [0, x2] et il
existe x* € [0,x2], tel que f(z*) = m. On conclut que f est minorée par min(m, f(x1)) et

donc que inf+ [ existe puis qu’il existe g € RT (g = 2* si m < f(x1) et 21 sinon) tel que
z€eR

f(@o) = infyeps f(2).

Exercice 7

On pose, pour tout z € [0,1], g(z) = f(x) — z. Comme f est a valeurs dans [0,1] g(0) =
f(0)—0 >0et g(1) = f(1) =1 < 0. La fonction f étant continue sur [0, 1], g l'est aussi
en tant que somme de fonctions continues sur [0,1] et donc d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe zg € [0, 1] tel que g(xo) = 0 ce qui équivaut a f(z¢) = xo.

Pour les exercices 8, 9, nous aurons besoin des lemmes suivants :
Lemme 1 Pour tout, a,b,c,d € R, tels que a < b et ¢ < d. On a max(a,c) < max(b,d).

Démonstration: On a deux cas. Premiérement, si max(a, ¢) = a, comme a < b on amax(a,c) =
a < b < max(b,d). Deuxiémement, si max(a,c) = ¢, comme ¢ < d on a max(a,c) = ¢ < d <
max (b, d).

Dans les deux cas, on a bien max(a,c) < max(b,d). |

Lemme 2 Soient a,b € R. On a max(a + t,b+ t) = max(a, b) + t, pour tout t € R.



Démonstration: Soit ¢t € R. Si max(a+t¢,b+t) = b+t alors a+t < b+t ce qui implique que
a < b et donc max(a,b) = b et max(a,b)+t = b+t, d’ou l'égalité. Le cas max(a+t,b+t) = a+t
se montre de la méme maniere. [

Lemme 3 Soient a,b € R. On a max(a,b) < max(a,c), pour tout ¢ > b.

Démonstration: Si max(a,b) = a. Comme a < max(a,c) quelque soit ¢ € R, I'inégalité est
démontrée. Si max(a,b) = b alors pour ¢ > b, ¢ > a et max(a,c) = c d’ott a < b < ¢ = max(a, ¢)
et 'inégalité est démontrée. |

Exercice 8
1. Soit zg € R et soit € > 0.

Il existe aq > 0 tel que pour tout x € R, |z — xg| < a1 implique que |f(x) — f(z0)| < € ce
qui équivaut a f(z) < f(zo) + € et f(x) > f(zo) — €.

Il existe aig > 0 tel que pour tout = € R, |x — 9| < ag implique que |g(z) — g(zg)| < € ce
qui équivaut a g(z) < g(xo) + € et g(z) > g(xo) — €.

On pose o = min(a, ag), et soit |z — xg| < a.. Or |z — 29| < v implique que |z — zo| <
et |z — xo| < az et donc que f(z) < f(xo) + €, f(x) > f(zo) — € g(z) < g(xo) + € et que
g(z) > g(zp) — €. On conclut par, Lemme 1, Lemme 2, que :

max(f(z0) — €, g(z0) — €) = max(f(wo), g(w0)) — € < max(f(x), g(a))

et
max(f(z),g(x)) < max(f(zo) + €, g(xo) + €) = max(f(xo), g(xo)) + €.

Finalement, |z — zg| < « implique que | max(f(z), g(z)) — max(f(xo0), g(z0))| < €, xo et €
étant arbitrairement choisi on conclut que x — max f(x), g(z) est continue sur R.

2. 1l suffit de prendre un contre-exemple. Par exemple, on prend f la fonction constante a
0 et g la fonction identité. La dérivée en 0 de f vaut 0 alors que la dérivée en 0 de g
est 1. Donc la dérivée en 0 a droite vaut 1 et la dérivée a gauche vaut 0. Si la fonction
x — max(f(z),g(x)) était dérivable en 0, la dérivée a gauche sera égale a la dérivéé a
droite.

Exercice 9

Soit z € [0, 1]. Comme f est continue et que [0, z] est un intervalle fermé borné non vide alors
f est majorée sur [0, z] et donc ¢(x) existe de plus on peut dire qu’il existe z € [0, z] tel que
¢(x) = f(Z). On conclut que ¢ est bien définie et qu’on peut réecrire le sup{f(t) | t € [0, z]}
comme max{f(t) |t € [0,x]}.

Soient A, B deux parties non vides majorées de R. On a A C B implique que sup(4) <
sup(B). En effet supposons que A C B et sup(A) > sup(B), c’est a dire qu'’il existe € A tel
que z > sup(B). Or, A C B donc z € B d’ou, x < sup(B) ce qui contredit z > sup(B) et
finalement, sup(A) < sup(B).

Soient maintenant z,y € [0,1] tels que x < y, on a donc [0,z] C [0,y] d'ou, {f(t) | t €
[0,2]} C {f(t) | t € [0,y]}, en appliquant ce qui précede, on obtient, que ¢(z) < ¢(y) et par
conséquent, ¢ est croissante sur [0, 1].

Pour la continuité, choisissons arbitrairement un réel zo € [0, 1]. Soit € > 0, comme f est
continue en z alors il existe o > 0 tel que, pour tout = € [0,1], |z — z9| < « implique que

() — f(@0)| < % dot, f(z) < flwo) + %
Soit z € [0, 1] tel que |z — zo| < a.



Supposons dans un premier temps que z < xg. On a, par conséquent, |p(xg) — ¢(x)| =
¢(z0)—¢(x) = max(¢(z), sup{f(t) | t € [z, z0]})—¢(x) et d’apres le lemme 2, on a ¢(xo) —p(x) =
max (0, sup{f(t) | € [z, zo]} — ¢(x)).
Or, t € [z, z0] implique que [t — 20| < a et donc f(t) < f(zo) + % quelque soit t € [z, xo],
on conclut que sup{f(t) | t € [z, o]} < f(xo) + %
Finalement, par le lemme 3, ¢(z9) — ¢(x) < max(0, f(xg) + % — ¢(x)) = max(0, f(xo) —

Fla) + F@) + § — 6(2) = max(0, flzo) — F(x) + & + F(x) — 6(x)). On a (@) — b(x) < O et
f(zo) — f(x) < %, on conclut, par le lemme 3, que ¢(zg) — ¢(z) < max(0,¢€) = e.

Supposons maintenant que rg < .

On a, par conséquent, [¢(z) — ¢(20)| = ¢(x) — ¢(x0) = max(¢(xo), sup{f(¢) [ t € [0, z]}) —
¢(xzg) et d’apres le lemme 2, on a ¢(x) — ¢(xg) = max(0,sup{f(t) | t € [xo,z]} — d(z0)).

Or, t € [z, z] implique que |t — zo| < a et donc f(t) < f(xo) + % quelque soit t € [z, 7],
on conclut que sup{f(t) | t € [xo,z]} < f(xo) + g

Finalement, par le lemme 3, ¢(z)—¢(zo) < max(0, f(x0)+§—¢(m0)). Ona f(zg)—¢(x0) <0,

on conclut, par le lemme 3, que ¢(z) — ¢(xp) < max(0, g) <e.

On conclut que, pour tout zg € [0,1], pour tout € > 0, il existe a« > 0 tel que, pour tout
x €10,1], |z — zo| < a implique que |p(xo) — ¢(x)] < e.

Exercice 10 1 1
1. Soit n € N*. Pour z € R, on pose g,(z) = e* —1—2— —. On a ¢g,(0) = —— < 0
n n
e’ 1 e’
De plus, gn(z) = z(— — 1) — 1 — — quelque soit z € R. Du fait que, — tendent vers
x n T
+00 quand z tend vers 400, on déduit que g,(x) tend vers +oo quand z tend vers +oo
et donc qu'il existe @, > 0 tel que g,(z,) > 0. Comme, g, est continue sur R en tant
que somme de fonctions continues sur R, d’apres le théoréme des valeurs intermédiares, il
existe u, €]0,2,[ tel que g,(u,) = 0. La fonction g, est de plus dérivable sur R en tant
que somme de fonctions dérivables sur R et a pour fonction dérivée g, (x) = e* — 1, pour
x € R, qui est strictement positive sur R . On conclut que g, est strictement croissante
sur R donc injective sur R d’ou I'unicité du réel wu,,.
2. Posons pour z € R, h(z) = e® — x. La fonction h est dérivable sur R en tant que somme
de fonctions dérivables sur R, de plus, h a pour dérivée, pour x € R, h/'(z) = e* — 1 qui
est strictement positive sur R d’ou, A strictement croissante sur R7 .

1 1
Comme n' > n implique que 1 + — < — alors h(uyp) < h(uy).

n ~n
Or, pour toute fonction f strictement croissante, f(z) < f(y) implique que z < y. On
en déduit que n’ > n implique que u, < u, et donc (uy), oy~ est décroissante. Comme

les termes de la suites (uy), oy~ sont strictement positifs, alors la suite est minorée par
0, on conclut que la suite (uy),cy- converge vers une limite [ > 0. Par continuité de h,

1
on a h(uy) tend vers h(l), mais comme, h(u,) = 1 + —, par unicité de la limite, [ vérifie
n

h(l) = 1. La fonction h est strictement croissante sur R* , elle est donc injective sur R
et donc le réel [ tel que h(l) = 1 est unique. Comme h(0) = e — 0 = 1 alors [ = 0.

Exercice 11
1. Soit n € N*. La fonction f,, est dérivable sur [0,1] en tant que fonction polynéme. De
plus, pour tout z € [0,1], fi(x) = nz™ ' +4x +1 > 0 et donc f, est strictement



croissante sur [0, 1] donc injective sur [0,1]. On a, en outre, que, f,(0) = —1et f, (1) =
O"+2i+i-1=(1)"+i+1-1=(3)" > 0. La fonction f, étant dérivable sur [0, 1]
est continue sur cet intervalle, et d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe
xn €]0, %[ tel que fn(zy,) = 0. Finalement, l'injectivité de f entraine I'unicité du réel x,.

2. Soit n € N*, soit z € [0,1], fn(z) — fri1(x) = 2™ — 2" = 2"(1 — x). Comme z € [0,1],
1—z>0etaz™>0. Do, fr(x)— far1(z) > 0 pour tout n € N* et pour tout x € [0, 1]
Dans I'inégalité précédente, on prend x = x, et on a0 = f, () = for1(Tnt1) > for1(xn).
On a donc : fri1(Tpt1) > foti(zy) et comme, f,y; est strictement croissante sur [0, 1]
alors p41 > o, et par conséquent, (), cy- est croissante. La suite (2,), oy étant a
valeurs dans |0, 5[ alors (z,),,cn- est majorée, elle converge vers un réel I € [0, 5.

2

3. Pour tout n € N*, 0 < o, < %, on en déduit, par croissance de la fonction x — x™ sur
R% on en déduit que 0 < xj; < 2% pour tout n € N*. Par le théoréeme d’encadrement, on
obtient que la limite de (x7,), o+ existe et vaut 0. La fonction polynémiale z — 222 +x—1
est continue sur R donc 2x2 + x, — 1 tend vers 0 et par unicité de la limite [ satisfait
22+1—1=0et! € [0,3]. Le discriminant du polynéme 2X2+ X —1 vaut 1 —4 x —2 = 9.
Le polynome admet deux racines conjuguées : X1 = % et X9 = —1. La limite [ est 'unique
racine de 2X? + X — 1 appartenant a [0, %] donc [ = %

Exercice 12
1. Pour tout z € R, f(zr) = max(—=z,x), la fonction est donc continue sur R en tant que

x
maximum de fonctions continues sur R cf. Exercice 8. Cependant pour x € R, u =1si
x
x
x> 0et —1siz <0.La limite & gauche de u en 0 existe et vaut —1 et la limite a droite
x

]

— en 0 existe et vaut 1, ce qui prouve que f n’est pas dérivable en 0.
x

Pour tout z € R*, !sin (%){ < 1, on en déduit que 0 < ‘a: sin (%)‘ < |z|, pour tout = € R.
Par le théoréeme d’encadrement, la limite de |g(x)| en 0 existe et vaut 0 = ¢g(0), la fonction
est donc continue en 0. La fonction g est continue sur R*, en tant produit et composée de

fonctions continues sur R*.
Soit x € R*,
rsin(z1) ) 1
—— = =sinx"
x
Or quand z tend vers 0, 2! tend vers +oco et y — sin(y) n’admet pas de limite en +oo.
T
En effet, il suffit de considérer les suites définies par, pour n € N, u, = — + 2n7 et

vp = (2n+ 1), ces deux suites tendent vers 400 quand n tend vers +o00 mais (sinuy),, oy
tend vers 1 ((sinu,),, o est une suite constante) et (sinwy,),, o tend vers 0 (car constante).
On conclut que la fonction g n’est pas dérivable en 0.

2. Posons, pour tout « € R, h(x) = cos(y/x). La fonction h est dérivable sur R*. en tant que
composée de fonctions dérivables sur R . La fonction  — cos(z) admet un développement
limité en 0 et il existe o > 0 tel que, pour tout |z| < «, cos(x) = 1+%+x2e(sc) ouzx — €(x)
est une fonction qui tend vers 0 quand x tend vers 0. Comme +/z est continue en 0 et
v/0 = 0 alors il existe 3 > 0, pour tout 0 < = < 3,

cos(vz) —1 _ 1—1—@4-336@)—1 :}4_6(%)
x T 2




cos(yv/z) —1

Comme z — €(x) tend vers 0 quand x tend vers 0 alors la limite de en 0
x
1 1
existe et vaut 5 par conséquent, h est dérivable en 0 et h/(0) = 3

Exercice 13

Si la fonction f est constante (elle vaut forcément 0), alors f est dérivable sur ]0,4o00[ et la

dérivée est partout nulle sur ]0, +oo[, et il existe un réel zo €]0, +oo] tel que f’'(z) = 0.
Supposons f non constante, il existe z > 0 tel que f(x;) # 0. On peut supposer que

f(xz1) > 0. Comme f admet 0 comme limite en +oo alors, en posant € = fa)

2
A>0tel que Vx € RT, x > A implique que |f(z)| < f(;:l) En particulier, z > A implique que

> 0, il existe

f(z1) > f(z). De plus, f étant continue sur [0, +oo[, elle continue sur I'intervalle fermé borné
non vide [0, A], et par conséquent, f atteint son maximum sur |0, A[ en un réel z( (on sait que
f(z1) > 0= f(0)). La fonction f étant dérivable sur ]0, A[, on a f’(z() = 0.

Exercice 14 F(z) = fla)

La fonction f est dérivable en a donc la limite : lim
z—a T —a

existe et vaut f’(a) < 0.
Comme f(a) =0, on conclut que :

1 J@) = Fla)e—a)

T—a r—a

=0.

Ce qui signifie que, pour tout € > 0, il existe n > 0, tel que, pour tout = € [a,b],0 < z—a <7

f(@) = f'(a)(z — a)

implique que

T—a
Prenons, € = —f;(a)7 il existe n > 0, tel que 0 < x—a < n, implique f(z) _ffac)l(x —a)
# ce qui entraine /() _a{/ﬁa;(x ) < —f;(a) puis que f(x)—f'(a)(z—a) < (x—a) - ;(a)’
on en dédit que £(a) < (2 — )('(a) ~ 1) = @ ) L) <,

Finalement, il existe n > 0 tel que pour tout Vo € [a,b], 0 < x —a <n = f(z) < 0.
Prenons, z1 €|a,a+n et 1 < b, on a donc f(z1) < 0.
— f(b
Par ailleurs, la fonction f est dérivable en b donc la limite : lirr%) f(x)g()
r— xr —
1/ (b) < 0. Comme f(b) =0, on conclut que :

o F@) = P B =)

r—b T —b

existe et vaut

=0.

Ce qui signifie que, pour tout € > 0, il existe nn > 0, tel que, pour tout = € [a,b],0 < b—x <7

f(z) = f'(b)(b—x)

implique que

b—x
Prenons, € = _f;(b), il existe n > 0, tel que 0 < b—x < 7, implique /(@) _bfgb;(b —2) <
_f;(b) ce qui entraine /() _l‘)fgb;(b —2) > fléb) puis que f(z) — f'(b)(b—z) > (b— x)fléb),
on en déduit que f(x) > (z —b)(f'(b) — f/;b)) = (x — b)(f/;b)) > 0.

Finalement, il existe n > 0 tel que pour tout Vo € [a,b], 0 < b—z <n = f(x) < 0.
Prenons, a < 2 €]b —n,b[, on a donc f(xz2) > 0.



La fonction f est continue sur [a,b], donc continue sur |xi,z2[, f(z1) < 0 et f(z2) > 0,
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]z, 2| tel que f(c) = 0.

Exercice 15

20) —
Soit € > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout = € R, |z| < a implique que M — l’ <€
T
qui équivaut a |f(2z) — f(x) — lz| < €|z|.
x
Pour tout p € N, |z| < a = ’21)‘ < a, d’ou, pour tout x € R, |z| < a implique que

()5 (5) -] < |
-1 (13 - £ 0 62 -1 G)-15)]

Par l'inégalité triangulaire,

Soit |z| < a. Or

puis :
x 1 N 1
‘f(x)—f(yl)—l:v<1—2n>'§262p§e|x <1—2n>
=1

fa) 7 (o)~ o <1 _ 21n>‘ < dal.

La fonction f étant continue sur R, elle est continue en 0 et donc f o tend vers f(0) quand

1
Comme n > 1, <1 — 2n> < 1 dou,

1
n tend vers +oo, de plus, lz <1 — 2n> tend vers [z quand n tend vers 4+oo. Par continuité de

T 1
0-1(5) e(1-4)
n tend vers +oo, 'inégalité large passant a la limite on obtient,

Pour tout € > 0, il existe a > 0, pour tout x € R, |z| < o implique que |f(z) — f(0) — lz| <
€|lx| ce qui équivaut a lim @) = /(0) =1l et donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.

z—0 T

la fonction valeur absolue, tend vers |f(x) — f(0) — lz| quand

Exercice 16
La fonction f est dérivable en 0 alors, il existe o > 0, tel que pour tout = €] — a, af :

f(@) = f(0) + 2f(0) + ze(z)
k 1
Soit k € N. Il existe, N € N* tel que £k < N, on a, pour tout n > N, donc 0 < — < —. Par
n n

k
le théoreme de comparaison, pour tout k € N, (2> tend vers 0 quand n tend vers +oo,
neN*

k

il existe N € N* tel que, pour tout n > N, pour tout k € {1,...,n} — €] —a,af et donc, pour
n

n > N, pour tout k € {1,...,n} :

/() =0 (3)

puis en sommant :



k= k=1
"k 1 & lnn+1) n+l 1 1
De plus, tout n € N*, = =N k= = — — — 4+ — don,
e plus, pour tout n ; 3 RQ; = 5 5 5 + 5, doi
n n
k 1 k (0
(Z nQ> converge vers 5 puis que (Z ) ’(0)) converge vers fé )
k=1 neN* k=1 neNx

Soit maintenant 1 > 0, par définition de la fonction ¢, il existe 3 > 0, tel que, pour tout

k
z €R, |z|] < = |e(x)] < n. Prenons v = min(a, ), soit n € N tel que ‘2‘ < v implique
n

que

— || <n. Ceci implique que, par I'inégalité triangulaire,
n
n n
k k k k n+1
an<nz>‘ <2 <nz>‘ SN =T
car n € N*,

k=1 k=1
En résumé, pour tout n > 0, il existe N € N*, pour tout n € N*,

n
k k
n > N = pour tout k < n, ) <y = an€<n?> <n
k=1
que 'on peut réécrire :
k [k
V>0, AINeN"  VneN'  n>N = ZQE( 2) <n
—mn n

n

k k

On conclut que, Z —€ (2> tend vers 0 quand n tend vers +oo.
—n n

n
k
Finalement, la limite de E f <2> existe en tant que somme de suites convergentes et :
n
k=1

o k .k, .k [k f(0) f(0)
nEToo;f(n?) = Jim oz f(0)+ lm oe (712) = tU=

Exercice 17 .
1. Soit € > 0, il existe B € Ry, pour tout z € R, 2 > B = |f'(z) — 1| < 7 La fonction

x = f(x) — lo est dérivable sur R, on peut appliquer le théoreme des accroissements
finis sur [B, z] pour tout > B. Soit z > B, il existe ¢ €]z, B[ tel que

|f(2) =1z = (f(B) = 1B| = |f'(c) - l|(z — B).

Comme ¢ €]z, B[,ona|f'(c)—1] < g, on en déduit que |f(z)—lz—(f(B)—IB)| < g(x—B).

De plus,
@)
x

_ f@) —la] _ |f(2) — 1z~ (F(B) —1B) + (f(B) — IB)|

Et par I'inégalité txriangulaire, ’

‘f(:v) | @ -l B - 1B) | GB) - 1B) _da-B) | |(J(B)-1B)]
x - T T - 2x T




_B)

Or, B > 0 ce qui implique que z — B < x ce qui entraine < 1. On en déduit que

1) | gy BB
(7(B) = 1B)

tend vers 0 quand x tend vers +oo. Il existe B’ > 0 tel que

(F(B)~1B)| _ e
x 2

Par ailleurs,

pour tout r € R}, z > B’ =

Finalement, en posant A = max(B, B’), pour tout z € R}, 2 > A = ‘M — l‘ < €.
x
2. Soit A > 0, il existe B > 0, pour tout x € R, z > B = f'(z) > A+ 1.

Soit z > B, f(z) — f(B) = [§ f'(x)dz > (z — B)(A+1). fE:‘) > x(A;— 1) n f(f) _
BA+1) _ fB)-(A+1) o f(B)-(A+1)

=A+1+

tend vers 0 quand z tend vers

f(B) = (A+1)

+00, il existe B’ > 0, pour tout z € RY, z > B’ = > —1. Soit
f(=) f(=)
x T

400 quand z tend vers 4oo.

x > max(B,B’),on a > A comme A est arbitraire, ceci implique que tend vers

Exercice 18
La fonction a étudier est en fait, pour x € R, g(z) = f(z) — f(a) — W(m —a) — 3K (z —
a)(z — b). Or g(a) = f(a) — fla) — LU= (4 ) — 1K (a — a)(a — b) = 0. De plus, g(b) =
f0) = fla) = FE=H2 0~ a) = JK(b— a)(b—b) = () ~ f(a) = f(b) + f(a) =

Soit ¢ €]a, b], on veut trouver K tel que g(c) =0. g(c) =0 <= f(c) — f(a) — W(C—

a)—iK(c—a)(c—b) =0 < f(c)—f(a)— f(b) f(“)( a) = $K(c—a)(c—b). Comme c €]a, b],

c—a#0etc—b#0, on peut diviser par (¢ —a)(c —b). On a donc K = fle) —

fla) = {9210 —q).

Finalement, on a g(a) = 0, g(¢) = 0 et g(b) = 0, on a d’aprés le théoreme de Rolle,
comme f est de classe C2, alors g est de classe C?, il existe ¢; €]a,c[ et ca €]c,b[ tels que
g'(c1) = 0et g'(c2) = 0. Comme f’ est C! alors ¢’ est C! et d’aprés le théoreme de Rolle, il existe
d €]ec1, c2[Cla,b], ¢"(d) = 0. Or, pour tout z € R, ¢"(z) = f"(z) — K d’oti, ¢"(d) = 0 c’est &
dire que f"(d) = K.

Finalement, comme g(c) = 0, on a f(c) — f(a) — L= (¢ —q) — 1 "(d)(c — a)(c—b) =0
en d’autres termes, f(c) = f(a) + L& ) (a)( a) + 3 f"(d)(c — a)(c — b).

(c—a)(c—0b)

Exercice 19

On va montrer par récurrence que, pour tout entier n non nul, pour toute fonction f n fois
continuement dérivable qui s’annule en n+1 points de [a, b], il existe zo €]a, b] tel que £ (zq) =
0.

Initialisation Soit f de classe C!. On suppose qu’il existe x1,z2 € [a,b] tels que, f(z1) =
f(z2) = 0. D’apres le théoreme de Rolle, il existe xg €]a,b[ tel que f'(z9) = 0. La
proposition est vraie pour le rang initial n = 1.

Hérédité On suppose qu’il existe un rang n € N* tel que, pour toute fonction f de classe
C", qui ’annule en n + 1 points, il existe zo €]a, b tel que £ (x0) = 0 et montrons que,
pour toute fonction f de classe C"*1, qui s’annule en n + 2 points, il existe z¢ €]a, b[ tel
que £+ (z0) = 0.

10



Soit f de classe C"*! qui s’annule en n + 2 points. On pose, g(z) = f'(z), pour tout
x €la,b[. Puisque f s’annule en n + 2 points que l'on note z1,...,Ty12, g s'annule en
n + 1 points. Pour le voir, on applique le théoreme de Rolle sur, le intervalles [x;, z + 1]
avec i =1,...,n+ 1. De plus, g est de classe C". On peut donc appliquer notre hypothese
de récurrence & g, et il existe donc un réel xg tel que g™ (zg) = 0. Or 0 = g™ (zg) =
fOFD (). L’hérédité est ainsi démontrée.

Conclusion La proposition est vraie au rang initial et héréditaire, d’apres le principe de
récurrence, la proposition est vraie pour tout n € N*,

Exercice 20
On va montrer par récurrence que pour tout n € N, f(" est dérivable et que

Va 6] - 17 1[7 f(n)(x) = (1‘_P’V;‘(2‘T)l+%
avec, pour tout x €] — 1, 1],
Py(z) =1, Puii(z) =1 —2*)P.(z)+ (2n+ 1)azP,(2).

Initialisation Pour n = 0. La fonction f est dérivable en tant que quotient de fonctions
dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, pour tout z €] — 1,1] :

1
r)=—"—.
o) =
. P(x)
De plus, Py(x) = 1, pour tout « €] — 1,1 et donc on a bien, f(z) = ﬁ pour
1—a2)" "2

tout = €] — 1, 1[, pour n = 0.
Hérédité On suppose qu’il existe un rang n € N, tel que, () soit dérivable et que

P,

f)(z) = % avec, P, défini par, pour tout x €] — 1,1[,Py(z) =1 et Pyyi(x) =
(1—a2)"r2

(1 — 22)P!(z) + (2n + 1)zP,(z). Montrons que f"+1) est dérivable et que f(*+1)(z) =

P,
%, pour tout z €] — 1, 1].
(1 _ w2)n+1+§
Comme f(™ est dérivable sur | — 1, 1[ alors f(»*1)(z) existe pour tout z €] — 1, 1[ et

Pa()(1 = 2%)" 2 + 20(n + $)(1 — 2%)" "2 P (a)
(1 — 22)2n+l :

f ) () =

ou encore :

(1—2%)" 2 ((1 — 2%) Po() + (20 + )Py ()

(1 — g2)2nt] :
Or, par définition de P,, on a (1 — 22)P,(z) + (2n + 1)zP,(z) = P,y1(x) quelque soit
z €] —1,1[. De plus, (1 — 22)""2(1 — 22)=@n+D) = (1 — 22)™ 2" = (1 —22) % =
(1- x2)7”717% quelque soit x €] — 1,1[. On conclut que :

Ppi1(z)
(1-— x2)n+1+%'

Fr(@) =

fr @) =

Par ailleurs, f("*1) est dérivable en tant que quotient de fonctions de fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas. La proposition est donc héréditaire.
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Conclusion La proposition est vraie au rang initial et héréditaire, d’apres le principe de
récurrence, la proposition est vraie pour tout n € N*,

Exercice 21

2 2
1. Supposons qu’il existe un entier n non nul tel que — soit rationnel. Le nombre V2
n

n

nv?2
serait donc rationnel mais V2 = /2, qui est irrationnel. On conclut que, pour tout
n

. 2 . .
entier n non nul — est irrationnel.
n

1 1
2. Comme pour tout n € N*, — est rationnel alors ( f (>> est constante et vaut 1.
n n neN*

2
D’apres 1, pour tout entier n non nul — est irrationnel, on a donc pour tout n € N*

2 2 2
f <\f> = £ La suite <\[> tend vers 0 quand n tend vers 'infini.
n
neN*

n n

1 2 2
3. Les suites () et <\[> tendent vers 0 quand n tend vers I'infini mais ( f <\[> >
"/ nen- " /) nen " neN*

1
tend vers 0 et ( f <>> tend vers 1. On conclut que f n’est pas continue en 0.
n neN*

Exercice 22
1. Les fonctions f et g sont dérivables sur R} en tant que somme de fonctions dérivables sur

1
R%. Soit = > 0, f'(z) = - < 0, on conclut que f est strictement décroissantesur R7 .
Soit z > 0, ¢'(z) = - 1 <0, par conséquent, g est strictement décroissante sur RY .
2. La fonction f étant strictement décroissante et continue, f([2,€?]) = [f(e?), f(2)] = [4 —

In(e?),4 — In(2)]. Or la fonction x + In(x) est strictement croissante donc In(1) < In(2)
d’ol, 4 — In(2) < 4 — In(1) = 4]. De plus, comme 2 < e < 3 et que la fonction carrée est
strictement croissante sur Ry alors 4 < e2. On conclut que : f([2,€?]) C [2,4] C [2, €.
L’intevalle [2, €] est par conséquent stable par f.

3. Onag(2) =4—1In(2) —2=2—1In(2) = In(e?) — In(2) > 0 car la fonction = ~ In(z) est
strictement croissante. De plus, g(e?) = 4 —In(e?) —e2 =4 -2 —e? =2 — €2 < 0 car
e? > 4 > 2. La fonction g étant continue sur [2,e?], par ailleurs, g(2) > 0 et g(e?) < 0, on
déduit du théoréme des valeurs intermédiaires qu'il existe [ € [2,€?] tel que g(I) = 0. En
outre, g est strictement décroissante, elle est donc injective, d’ou 'unicité de [.

1 1
4. (a) Soit z € [2,€?], |f'(x)] = —. La fonction 2 — ~ est décroissante sur [2, %], on a donc
T x
1
fl(x) < 3 Le réel  étant arbitrairement choisi dans [2,€?], on conclut que, pour
1
tout = € [2,€?], |f'(z)] < 3

(b) En utilisant 'inégalité des accroissements finis, on a Vx € [2,€?], Vy € [2,€?], |f(z) —
fW)l < glz -yl
5. (a) Le terme initial de la suite appartient [2,e?] et I'intervalle [2, e?] étant stable par f,

tous les termes de la suite appartiennent & [2, 62] et sont donc strictement positifs
par conséquent la suite est bien définie et ¥n € N, u,, € [2,€?].

(b) On va montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, |u, — | <7 ((%)n)
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Initialisation Pour tout x,y € [2,€?], |t —y| < e?—2<9—-2=7. Or ug,l € [2,¢?],
on a donc |ug —I| <7=7 ((%)n) pour n = 0. La proposition est vraie au rang
initial n = 0.

Hérédité On suppose que la proposition est vraie pour un certain rang n € N, et
montrons qu’elle est vraie au rang n + 1 c’est a dire |up+1 — 1] < 7 ((%)nﬂ)
Comme ¢(I) = 0 ce qui équivaut & f(I) =1 et que w1 = f(uy,), on a d’apres 4.,

[tnt1 — 1] < §|un — 1|, or par hypothese de récurrence, on a |u, —I| < 7((3)").

1 +1
On conclut que : |u, 1 —I| < 75 (3" =7 ((%)n )
La proposition est donc héréditaire.
Conclusion La proposition est vraie au rang initial et héréditaire, d’apres le principe

de récurrence, elle est vraie quelque soit n € N, on a finalement, pour tout entier
1\
naturel n, |u, — 1| <7((5)").

1
la suite, (7 ((%)n))n oy ©st une suite géométrique de raison —, elle tend vers 0. Par

le théoreme d’encadrement, on conclut que la suite, (Ju, —]),,cy tend vers 0, ce qui
équivaut a la convergence de la suite (u), oy vers le réel [.

1l suffit d’abord de fixer ug € [2,€?]. 1l faut trouver un entier n tel que 7 ((%)n) <
2n

1072 ie - > 100 i.e 2" > 700. En prenant le logarithme népérien, on obtient,

|

n > B( n(700)

In(2)

10~2.

) + 1 = 10. En calculant u1p on obteint une approximation de [ &
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