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Probleme : Projection sur un rectangle

1 Un exemple

Exercice 1 (Préliminaires)
1. La projection de (3,3) sur C n’est pas orthogonale.

2. La projection de (0,3) sur C est pas orthogonale.

3. Pour que la projection de (z,y) soit orthogonale, il faut que = ou (exclusif) y appartienne
A [—2.2].

4. Pour que la projection de (z,y) ne soit pas orthogonale, il faut que x et y n’appartiennent
pas a [—2.2].

5. Pour X € C, Po(X) = X.

6. 51 X ¢ C. Soit Y € C tel que Y € (XPo(X)) et Y soit sur un coté de C. On a
XY = XPo(X)+ Po(X)Y.SiY # Po(X), XY > XPo(X), ce qui implique que Po(X)
doit étre sur un coté de C.

2 Un peu d’analyse

Exercice 2 (Réduction du probléme)
1. La somme de carré étant positive alors la racine carrée existe et donc X — d(X, X') est
bien définie.
2. Soit X' = (2/,y/).
(a) Pour tout = € R, (z — 2/)? >
(b) Pour tout y € R, (y —¢')* >
(c) Comme (a; — )% € A1(2') et (ag — 2')? € A2(y'), les ensembles A;(z'), Aa(y') et
Ai(2') + Aa(y') sont non-vides.
Soit z € Ay (2') + A2(y'), il existe z1 € Ay (2') et 22 € A2(y') tel que z = 21 + 29. Or
Ai(2') et Az(z’) sont minorés alors il existe mq € R et mg € R tels que 23 > my et
z9 > mo et donc z > mq + mo.
Le réel z étant arbitrairement choisi alors A; (2) + A2(y’) est minoré.

0, ce qui signifie que = +— (2 — 2/)? est minorée.
0,

ce qui signifie que y — (y — y')? est minorée.



(d) On a, pour z1 € A;1(2') et 290 € As(y'), 21 > my et 29 > mo implique que z1 + 29 >
m1 +msg. On a donc, en posant my = inf(A;(2')) et mo = inf(A2(y)), inf( Ay (z)) +
inf(A2(y")) < inf(Ai(2') + A2(y)).

Soient z1 € Aj(2') et z0 € As(y'), on a z1 + zo > inf(Aj(2’) + Az(y')) et donc
LA A L B - A)

> et zo >

2
inf (A () + A2(y))

est un minorant de 4 (z’) et de A;(z')

inf (A1 () + A2())

, comme 21 et z9 sont arbri-

trairement choisis alors

inf(Ai (') + A2(y))

et donc 5 < inf(Ay(2)) et < inf(A2(y))
d’ot, inf(A;(z") + A2(y')) < inf(A;i(2)) + inf(A2(y’)). Grace aux deux inégalités,
inf(A;(2') + A2(y')) = inf (A1 (")) + inf(A2(y)).

(e) On a (a1 — 2')? + (ag — 2')? € A(2,y') et donc A(z',y’) est non-vide.

Soient z1 € Aj(2') et z9 € As(y’) alors il existe x1 € [a1,b1] et za € [ag,ba] tels
que z1 = (21 — )% et 20 = (z2 — ¢')? d'ot, 21 + 20 = (71 — @)% + (22 — /)? avec
x1 € [a1,b1] et z2 € [ag,ba], on conclut que 21 + 22 € A(2/,y') et par conséquent
Ai(a') + Az(y) € Al y).

Soit z € A(z',y'), il existe 71 € [a1, b1] et 2 € [az, bo] tels que z = (z1—a")2+ (29 —y')?
d’o, il existe z2 € [ag, bo] tel que z — (1 — 2')? = (w2 — ¢')? et donc 2z — (v —2')% €
A2(y'). De plus, il existe 71 € [ag,bs] tel que z — (v9 — ¢')? = (z1 — 2')? et donc
z—(z2—y')? € A1 (2') finalement 2 € A; (z')+A2(y') d’ott, A(2',y') C A1 (') +A2(y).
Par double inclusion, on conclut que A (2') + A2(y') = A(2',y'). Par conséquent,
inf(A;(2')) + inf(A2(y')) = inf(A(z', y')).

(f) La premiere équivalence vient de la stricte croissance de la fonction racine carrée.
S'il existe zg,y0 € R tels que (zog — )% + (yo — ¥')? < (z — 2/)2 + (y — ¥/)? pour
tout = € [ay,b1],y € [ag,bs] alors (zg — 2)? < (x — 2')? pour tout = € [a1,by] et
(yo — ¥')? < (y — y)? pour tout y € [ag,bs], par conséquent, inf(A;(z)) = (z¢ —
2')? et inf(As(y')) = (y — y')? et donc inf(A(z,y)) = /(zo — 2')2+ (yo — ¢/)% =
I ()) + (A7),

Exercice 3 (Existence)
1. Supposons que u ¢ [a1,b1]. On suppose u > by, (u < a; se montre de la méme maniere).
Soit € > 0 (par exemple, € = “Ebl) tel que u — € > b;. Comme (uy), .y converge vers u
alors il existe N € N, pour tout n € Nyn > N = |u, —u| < €. Soit n > N, on a
|up, —ul < e d’oll, u — up, < € puis by < u — € < u, ceci contredit le fait que pour tout

n €N, u, € [a1, b].
2. Si 2’ € [a1,b1] alors 0 < inf(A;(2')) < (' —2')? = 0. Maintenant, si inf(A;(2")) = 0 alors,

pour tout n € N*, il existe z,, € [a1,b1], tel que 0 < (z, — 2/)? < —5, par croissance de
n

. : , 1 .
la fonction racine carrée sur Ry, on a 0 < |z, — 2/| = /(z, —2')? < —. D’ou, par le
n

théoreme de comparaison (|z, — ']), - converge vers 0 et donc (), ey« converge vers
x’ et comme pour tout n € N* z,, € [a1,b1] on a d’apres 1 que 2’ € [aq,by].

3. Pour tout n € N*, il existe 2, € [a1,b1] tel que inf(A;(2')) < (2, — 2')? < inf(A;(z')) +
l. Par le théoréme de comparaison, la suite ((z, — 2/)?), oy« converge vers tend vers
inf(As (2/)).

4. D’apres 3, on a pour tout n € N*| z, € [a1, b1], la suite est donc dans un intervalle fermé
borné non vide, d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite de



(2n)pen- qui converge dans [ar,by]. Il existe ¢ : N +— N strictement croissante et z* €
[a1,b1] telle que (z¢(n))n€N* converge vers x*. Par continuité de la fonction racine carrée

on a ((24(n) — x’)Q)neN* converge vers (z*—x")2. Or ((24(n) — :U’)Q)neN* d’apres 3, converge,
en tant que sous-suite, vers inf(A;(z')) et par unicité de la limite (z* —2/)? = inf(A;(z")).

Exercice 4 (Unicité)

*
b

1. Onazj € [a1,b1] et b € [a1,b1] et donc a; <z} < by et a1 < x5 < by d’ou, ) gég%
et%ﬁ%ﬁ%puis %—I—G; < x21 x; =5 +— Onconclutquea1+<%+% by.
2. (a) 0< (a—0b)?=a?+b*>—2abdon 2ab < a? —|—b2. On a donc (a+0b)? = a? +b? +2ab <

() (a+b)? =2(a?+b?) <= 2> +b?)—a®> -0 —-2ab=0 < a®+b*—2ab=
0 <= (a—b)>2=0 < a=b.

- z} + 3 . , witay )
3. D’apreés 1, comme — € [a1,b1] alors inf(A;(z")) < — 7). De plus,
* * * 0 * * _ ol _
Tt -z = ! 5 v +x2 5 :E , donc en appliquant 2(a), avec a = 1 etb = 72 5 v ,

on a

* * 2 * I\ 2 * I\ 2
r] + x5 , T —x Ty — X
. <

IN

IN

* * 2
Par hypothese, on a (2] — 2)? = (23 — 2/)? = inf(A;(2')) et donc <xl—;—:1:2 - x’) =

éinf(Al(x’)) + %inf(Al(x’)) — inf( A (2)).

* * 2 * I\ 2 * 0\ 2
Par conséquent on a <x1 ;—% —a;’) =2 ((xl 5 Jj ) + <x2 5 ’ ) ), d’apres 2(b), on

* / * /
ri—x Ty — . . . .
1 _ 2 . N A / ’ N
a 5 i ce qui équivaut a ] — 2’ = 25 — 2’ qui est équivalent a =7 = z5.

Exercice 5 (Continuité)
1. La fonction z — z — xg est continue sur I'intervalle fermé borné non vide [a1,b1] et donc
elle est majorée sur cet intervalle.

2. Soit z € [a1,b1], on a inf(A;(2')) < (2 — /)% Or (2 — /)% < (|2 — zo| + |20 — 2'])? =
(z—20)%+(zo—2")2+2|x0—2"||2—20| < (2—20)*+(20—2")2+2M |ro—2'| Aot inf(A;(2")) <
(z—20)2+ (xo—2")2 +2M |20 —2'| et donc inf(A; (2)) — (vg—a")2 —2M|zg —2'| < (2—x0)>.

3. Dans la question précédente, on a montré que inf(Aj(z')) — (zg — 2')% — 2M|zo — 2/
était un minorant de A;(xo) et comme inf(A4;(zp)) le plus grand des minorants, on a
inf(A1(z')) — (x0 — 2')% — 2M|xg — 2’| < inf(A;i(z0)) d'olt, inf(A;(2)) — inf(A;j(zg)) <
(vo — 2")2 + 2M|z0 — 2.

€

2
4. Soit € > 0, si |zg — 2| < min{4]6\4’\/§} alors inf(A;(z')) — inf(A1(zo)) < < 2> +
€ €
om-S_ =4 €
AM 2 + 2

5. 1l suffit de partir de inf(A;(z0)) < (2 — z0)%



6. On a
|inf(A; (")) — inf(A;(z0))| = max{inf (A (z")) — inf (A1 (z0)),inf (A1 (x0)) — inf(Ai(2"))}

4M’
que la fonction 2’ — inf(A;(2’)) est continue sur R.

d’ot, |zg—2'| < min{ \/g} iumplique que |inf(A;(2)) —inf(A1(z0))| < €. On conclut

3 Calculs

Exercice 6 (Solutions)

Premi¢rement, les quatre bords du rectangle s’écrivent : {(x,y) € R? | = € [a1,b1], ¥ = ba},
{(wy) e R? | @ € [a1,b1], y = az}, {(w,9) € R? [ y € [ag, ba), # = an} et {(z,9) € R? | y €
[CLQ,bQ], Tr = bl}

1. Sia’ € [a1,b1], alors la premieére coordonnée de Po(X') est 2'. Maintenant comme Po(X')
appartient au bord de C alors on a soit Po(X') € {(z,y) € R? | z € [a1,b1], y = b} soit
Po(X') € {(z,y) € R? |z € [a1,b1], y=a2}. Siy >byonay —az >y — by >0 et par
conséquent en élevant au carrée on a (y' — az)? > (¥ — b2)? et donc Po(X') = (a/,bs).
Siy < azonaby—1y >ay—y > 0 et par conséquent, (3 — b2)? > (v — az)? et
Po(X') = (2/,a2). Siy € [az,b3], on a X' € C donc Po(X') = X'.

2. On raisonne comme dans la question précédente.

3. On minimise séparemment sur [a1, b1] et sur [ag, be]. Soient © < by et y < bg ona z’ —x >
2 —by >0ety —y >y — by > 0 par conséquent, (z/ — z)% > (2/ — b)? > 0 et
(v —y)? > (¥ —ba)? > 0 et donc (7' —2)? + (y —y)? > (2’ —b1)? + (' — b2)%. On conclut
que Pc(X,) = (bl,bg).



