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Questions de cours

1. Donner la premiere formule de la moyenne :
Soit a,b € R, tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Il existe ¢ €]a, b] tel que

b
fO0-a) = [ st

2. Enoncer le théoreme des accroissements finis.
Soit [a,b] un intervalle. Soit f une fonction de [a,b] dans R.
Si f continue de [a,b] — R et dérivable sur |a, b[ alors il existe ¢ €]a, b] tel que :

f®)=f(a)=(b—a)f (o)

Exercice 1
1. Par linéarité de 'intégrale, on a :

/Ol(f(x)—w)dx:/olf(x)d:c—/olxdx:;_ |:l;:|;:;—;=0

2. Supposons que, pour tout z € [0,1], f(z) —x > 0. La fonction f est continue sur [0, 1], la fonction
x +— —x est aussi continue sur [0, 1], la somme des deux fonctions est donc continue sur [0, 1]. De
plus, la fonction & — f(z) — x est supposée positive et d’intégrale nulle sur [0, 1], elle est donc
identiquement nulle sur [0,1] et donc pour tout = € [0,1], f(z) —x = 0 ce qui équivaut &, pour
tout = € [0,1], f(z) = x. En prenant, x = 1, on a donc f(1) = 1 ce qui prouvel’existence d’un réel
xo € [0, 1] telle que f(zg) = xo.

3. Supposons qu’il existe 21 € [0,1] et 25 € [0,1] tels que f(z1) —xz1 > 0 et f(x2) — 22 < 0. La fonction
x +— f(x) — x est continue sur [0, 1] en tant que somme de fonctions continues sur [0, 1], d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe xg € [min(z1, x2), max(x1, z2)] tels que f(zg) —xo =0
ce qui équivaut & f(xzg) = zp.

Exercice 2

Partie 1

1
1. Soit n € N*, f,, est C? en tant que polynéme. Soit n € N*, f,(0) = =0*" +bx 02 —e¢x 0+ 1= 1.
n

1)2 1)? 1)?
2. Soit x € R, bz?—cx+1 > 1_(c+ ) = bm2—0x+1—1+(c jl_b ) >0 < bz?—cz+ (e jl—b ) >
0.
. N 2 (C+1)2 N . .. 2
Soit le polynéme P en X, bX* — cX + 0 Le polynéme P a pour discriminant 6 = (—¢)* —
1 2
4b x (et 1)” _ A—(c+1)?=c?-c?-2c—1=—2c—1<0carc>0donc —2c < 0et —2c—1 < 0.

Le polynéme P est donc du signe de b et est donc strictement positif sur R. On conclut que pour
(c+1)? (c+1)?
4b 4

tout z € R, bx? — cx + > 0 ce qui équivaut & bz? —cx +1>1—



1
3. Soit n € N*. Soit z € R. On a —2?" > 0, par conséquent, f,(z) > bx? — cx + 1 et d’apres 2.,
n

1 2 1 2
n >1- 07. n conclut que les fonctions f,, sont minorées par 1 — 67.
x1(1:b)o 1 les foncti inoré 1(;)
Partie 11
1. Soit n € N*. D’apres 1., f, est C? donc dérivable sur R. Soit z € R,
1
fh(x) = (2n) 2?1 4 20 4+ ¢ = 22°" 1 + 2bx + .
n
1 1 2n—2
On a f] (0) = ¢ < 0 d’apres 1'énoncé et f, <2) = <2) +b+c>b+c >0 d’apres I’énoncé.

fn étant C2, on peut utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires et donc il existe x,, € }O, 3 {
tel que f), (x,) = 0.
2. Soit n € N*, f,, est C2, par conséquent f” existe et, pour z € R :

" (x) =2(2n —1) 2> 4 2,

n

Or 2(n—1) est pair donc 2(2n —1)22"=Y > 0 et d’aprés I'énoncé b > 0, on conclut que :
I (z) > 0 pour tout = € R et donc f/, est strictement croissante, on en déduit que f est injective
et done, par conséquent, x,, est 'unique solution de 1’équation f; (z) = 0.

3. Comme f/ est strictement croissante f) (z) < 0,Vz < x, et f,, (z) >0Vax > z,, on en déduit que
fn est strictement décroissante sur | — 0o, x,,[ et strictement croissante sur |z,,, +o0o[ d’on, V& < x,,
o (@) > fn(zy) et Vo > zp, fn(x) > fo(z,) et en conclusion, Ve € R, z # z, = fn(z) >
fn (x,) et z, est 'unique minimiseur de f, sur R.

4. Soit n € N*, soit z € [0, 1],

fhr (@) = fo(2) = 22" 4 2ba + ¢ — (22°"1 + 2b2 + ¢) = 227" (2 — 1)

n n

Mais z € [0,1] d’ou, 222"~ > 0 et 2% — 1 <0, finalement, f}, ., (z) — f} (z) <O0.

5. On en déduit que f) | (Zng1) < f, (Zng1) ce qui implique que 0 = f), (z,) < f, (ny1) Mais, f),
est strictement croissante donc x, < Tp41.
La propriété est vraie pour tout n € N*, donc (), cy- est croissante, par ailleurs, (2,,),cy- est

1 1
majorée par 2 par conséquent, la suite (x,), cy. converge vers une limite [ € {O, 2] .

2(n—1)
1
6. Pour tout n € N*, 0 < z,, < ok on a, donc, 0 < 2z2"~1 < <2> . Par le théoreme d’en-

cadrement, on obtient que 222"~! tend vers 0 quand n tend vers +oc.

Soit n € N*, f! (z,,) = 0 ce qui est équivalent & 222"~ + 2bx,, + ¢ = 0 qui est lui méme équivalent

a 2bx, —c = —2x2" 1. Or (2y),,cn- converge vers [ et (—Qx%"_l)neN* converge vers 0. Par ailleurs

la fonction de R dans R, = :— 2bz — ¢ est continue donc 2bx, — ¢ converge vers 2bl — ¢ quand

n tend vers 400 et par unicité de la limite 2bl — ¢ = 0, et finalement [ = % On remarque que
1

b—c>0 = b > c ce quiimplique, comme ¢ > 0, que 0 < g < 1 et finalement 0 < 2% < ok

Questions bonus

1. Soit n € N*. L’ensemble des minima de f,, est un singleton car z,, est I'unique minimiseur de f,,
la suite (), oy est donc bien définie.

2. Soitx € R ba:2—car;—|—1—(1—é)—179172—6313—1—i Orbe—cx—Fﬁ—bx2—2£x(xb)+bi—

' ’ 4" 4b° 4b 20 402
c 2 c\?2 2

b<x2—22bx+%z>:b<x—2b) > 0. OnadoncpourtouthRbx2—cx+121—4—bet



2 2
c c c c
be? —cxr+1=1——ssib (x — —) = 0 ssi £ = — donc le réel — est I'unique minimiseur de
T 1b 2 2 2 d
x = br? —cx + 1.
. Pour approcher le minimiseur de z :— bxz? — cx + 1, on a construit une nouvelle fonction gréce &
la somme de la fonction et d’un élément positif dépendant du temps. On a extrait une suite de

minimiseur qui converge vers la solution cherchée.



