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Questions de Cours

1. Deux suites (un),, ey €t (Vn),cy sont dites adjacentes si (uy,),, oy est croissante (resp. décroissante),
(Un),en st décroissante (resp. croissante) et 1irJ£1 (U, —vp) = 0.
n—-—+oo

Théoréme des suites adjacentes : Deux suites adjacentes convergent vers la méme la limite.

2. Une suite (up), ¢y est non bornée si pour tout M € R, il existe ng € N tel que |uy,,| > M.

Exercice 1

1. Comme 3 € QN [v2,4], QN [V2,4] est non-vide. Pour tout 2 € Q N [v/2,4], on a = < 4, 4 est
donc un majorant de Q N [v/2,4]. On conclut que Q N [v/2,4] est non-vide et majoré, cet ensemble
admet donc une borne supérieure. Soit M un majorant de Q N [v/2,4], comme 4 € Q N [v/2,4], on
a4 < M, donc 4 est le plus petit majorant donc la borne supérieure de Q N [\@, 4].

. Comme 3 € QN [v2,4], QN [V2,4] est non-vide, et pour tout z € QN [v/2,4], v2 <z, QN [v2,4]
est donc non-vide et minoré, cet ensemble admet donc une borne inférieure. Comme V2 e R et
V2 ¢ Q, mais par densité de Q dans R, pour tout € > 0, il existe z € QN[v/2,4], V2 <z < V2+¢,
en outre, v/2 est un minorant de Q N [\/5, 4] alors V2 est la borne inférieure de Q N [\/5, 4].

Exercice 2

1. On va montrer, par récurrence, que pour tout n € N, u,, > 0 et v, > 0. Pour n € N, soit P(n) la
proposition “u, > 0 et v,, > 0.

Initialisation :

n = 0. Par hypothese, ug = a > 0 et vg = b > 0. P(0) est donc vraie.

Hérédité :

Supposons que pour un certain n € N, u,, > 0 et v, > 0, montrons que u,+1 > 0 et v,11 > 0.

D’apres 'hypothese de récurrence, uw,, > 0, v, > 0, d’ot uyv, > 0, et u,+1 = J/unv, existe et
2Un Uy,

Up41 > 0, de plus, upv, > 0 et u, + v, > 0 on déduit que v,41 = ——.
Up + Up

On conclut que P(n) vraie implique que P(n + 1) est vraie.
Conclusion :

P(0) est vraie et P(n) est héréditaire, d’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, > 0
et v, > 0.

. Soit n € N*,
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Un—1 + Un—1
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V unflvnfl(unfl +vp—1 — 2\/’“/71717]7171) = \/unflvnfl(\/unfl - \/’Unfl)2~
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Up—1Un— Up—1 — /Un—
_ VUn-10n 1(\/+" kv et comme (y/tin—1 = \/Un—1)% 2 0, tn—1 >0
Un—1 Un—1

et v,_1 > 0 ceci implique que uy,_1 + vp_1 > 0, up, — v, > 0. En conclusion, pour tout n € N*,
Uy = Uy,

Finalement, u,, — v,

2 2
Soitn € N. v - 2Up Uy, - 2Un Uy — Un(Un +Vn)  2UpUp — Vplly — Uy UpUp — Uy
) TL+17 n— . Un — - - -

Up, + Up Up, + Up Up, + Up Up, + Up

Un (un - Un)

Up + Up
conséquent (vy,), oy €st croissante.

, or on vient de montrer que (u, — v,) > 0 et v, > 0 donc v,y1 — v, > 0 et par

Soit n € N, U1 — Uy, = /UpUp — Uy, COMME Uy > Uy, ufl > un, vy puis en utilsant la croissance de
T T, Upp1 — Up < \SUpUy — Uy = Uy — Uy = 0 on en déduit que (un)neN est décroissante.

. Soit n € N,

2Up Uy,
|un+1 - Un+1| = Up+1 — Un+1 = V/UpUp — ———
Up + U
VU U (U, 4+ Uy — 24/Up 0 Up U
< Upt1 — Untl = n n( n n \/ n n) = \/ non (Un+vn_2\/unvn)

Up + Up Up + Up

Or 0 < (Vtn — /Un)? = up + v, — 23/ unv, d’ott u, + v, > 2\/u,v, puis
N/ UnUn, < 1

Up + vy — 2

Par ailleurs, comme, u,, > v, et que v, > 0 on obtient que u,v, > v%. Puis, par croissance de
T = AT, VUnVUn > v, qui entraine que —2,/upv, < —2v,. On en déduit que 0 < w,, + v, —
2\/UpVn < Uy + Uy — 20, = Up — Vp.

Finalement,

Uy, + Up,

A/ Un Uy,

> 2 et enfin

/Up Uy, < 1
-2

Uy + U

et u, + v, — 2,/unv, > 0 ce qui entraine :

/Unv 1 1
Up41 — Un41 = ﬁ(un + vp — 2\/ un”n) < §(un + vp — 2\/ unvn) < i(un - Un)
n n

1 n
. On va montrer, par récurrence que, pour tout n € N, 0 < |u,, — v,| < (2> |uo — vo-
Initialisation :
1\’ 1\°
Comme (2) =1,0<|up —vo| < <2) |ug — vo| et donc la propriété au rang initial.
Hérédité :

1 n
Supposons que la propriété est vraie au rang n i.e 0 < |u,, —v,| < <2) |ug — vo| et montrons que

n+1
la propriété est vraie au rang n + 1 i.e 0 < |upt1 — Vny1| < <2> |ug — vol.

‘un — VUp|
2
1" o 1/1\" "+
) luo — vo| on en déduit que |up41 — vpy1| < 7\ 3 luo — vo| = ) luo — vol

Conclusion :

D’apres la question 3, |up41 — Vpt1] < , or par hypothese de récurrence, 0 < |u,, — v,| <

La propriété est vraie au rang initial et héréditaire, d’apres le principe de récurrence, pour tout
1 n

nEN7O§|un—vn|§<2 |ug — vo-

Par le théoreme de comparaison des suites, |u, — v,| converge vers 0 quand n — +o0. De plus,

(Vn),en st croissante et (uy), oy est décroissante, donc d’apres le théoreme des suites adjacentes,

(Un)pen €t (Un), ey convergent vers la méme limite.



Exercice 3
1. Soit # € [~1,1], on a donc |z| < 1. Comme 22 > 0, on obtient que |z| < 1 + z? ou encore que
x ) x
o < 1pulsque$27+1
pour tout n € N, u,, € [-1,1].

€ [—1, 1]. On conclut que [—1, 1] est stable par f. Comme uy € [—1,1],

2. La fonction f est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas.

Soit x €] — 1, 1],
22 +1-2x(x) 22+4+1-222 1— 22

"(z) = = = .Or (2241)? > 0et1-22 > 0 < z €]-1,1

F'@) = — @iy @ rE T > etloe @ €l-L1l

On conclut que, f'(z) > 0 pour tout = €] — 1,1[ et donc f est strictement croissante sur | — 1, 1].
-1 1

De plus, si z =1, f(z) = T51- 32 <letsiz=-1, f(z) = 111~ 2 > —1. On conclut que

f est strictement croissante sur [—1, 1].
On en déduit que (uy),, .y st monotone.

3. Pour trouver le sens de variation de (u,) il suffit d’étudier le signe de u; — ug. Or uy — ug =

neN?
Uup _’LL()—’LLS—Uo_ —u%
2l T T 2y @+t
0 0 0
On conclut que u; — ug est strictement négatif si uy > 0, strictement positif si ug < 0 et nul si
Uy = 0.

On conclut que (uy),,cy est strictement décroissante si ug > 0, (), est strictement croissant
siup < 0 et (un),y est croissante et décroissante donc constante si ug = 0.
4. Si ug = 0, la suite (uy),cy est constante donc convergente et la limite vaut 0.
Sinon, comme (), . €st bornée (question 1), si ug > 0, (uy), cy est décroissante et minorée et si
ug < 0 est croissante et majorée. Dans ces deux cas, (uy),, oy converge.
Soit [ la limite de (un),,cy-
(tn), ey converge donc (uny1),,cy converge vers la méme limite.
Par ailleurs, f est continue sur R, donc la limite vérifie I = f(I) et I € [—1,1].
Résolvons donc 1'équation [ = f(1).

l
l:f(l)@l:m@l(l +1)=1l <= P+1-1=0 < [=0.
En conclusion, lirf un = 0.

Exercice 4
Premieérement supposons, ug = 1 et montrons par récurrence, que pour tout n € N, uy, = 1 et que
Ugpy1 = 0.
Initialisation On pose n = 0. On doit donc montrer que, u; = 0. Comme E(ug) = uy = 1,
up = (1 —1)! = 0. La propriété est vraie au rang initial.
Hérédité On suppose qu’il existe un rang n tel que ug,+1 = 0 et ug, = 1 et montrons que ugy, 3 =0
et Uo2p+2 = 1.
Comme E(ugpi1) = Ugni1 =0, ugpio = (1 =00 =19 =1 d’olt, ugpy3 = (1 — 1)1 =0 = 0.
La propriété est donc héréditaire.
Conclusion La propriété est vraie au rang initial et héréditaire, d’apres le principe de récurrence,
la propriété est vraie quelque soit n € N i.e ug, = 1, ug,+1 = 0 pour tout n € N.
Supposons maintenant que ug € [0, 1] et montrons par récurrence, que pour tout n € N, ug, 41 = 1
et que ugp+2 = 0.
Initialisation On pose n = 0. On doit donc montrer que, u; = 1 et que us = 0. Comme wuq € [0, 1],
alors E(ug) =0, u3 = (1 —0)° =1 d’on, ug = (1 — 1)! = 0. La propriété est vraie au rang initial.
Hérédité On suppose qu’il existe un rang n tel que ugpy1 = 1 et ugpyo = 0 et montrons que
Ugn43 = 1 et ugpiq = 0.
Comme E(U2n+2) = U2n+2 = 0, U2n+3 = (1 — 0)0 = 10 =1 d’Ol\l, U2n+4 = (1 — 1)1 = 01 =0.
La propriété est donc héréditaire.
Conclusion La propriété est vraie au rang initial et héréditaire, d’apres le principe de récurrence,
la propriété est vraie quelque soit n € N i.e ugp+1 = 1, uon42 = 0 pour tout n € N.



On conclut que, pour tout n € N*| ug,, = us et ugpy1 = 1 —us et ug € {0,1}. La suite (“n)neN
converge ssi (Uznt1),cy €t (Uzn),cy Ont la méme limite c’est a dire, comme ces deux sous-suites sont
constantes et égales respectivement a 1 — us et a ug, on devrait avoir us = 1 — uy ce qui équivaut a

_ 1 L .
uz = 5. Or ug € {0,1}, on en déduit une contradiction et donc (u,), cy ne converge pas.



