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Exercice 1
1.

non(∀ ε > 0, ∃ η > 0, ∀x ∈ R, ∀ y ∈ R, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε)
⇐⇒ ∃ ε > 0, non(∃ η > 0, ∀x ∈ R, ∀ y ∈ R, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε)
⇐⇒ ∃ ε > 0, ∀ η > 0, non(∀x ∈ R, ∀ y ∈ R, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε)
⇐⇒ ∃ ε > 0, ∀ η > 0, ∃x ∈ R, non(∀ y ∈ R, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε)
⇐⇒ ∃ ε > 0, ∀ η > 0, ∃x ∈ R, ∃ y ∈ R, non(|x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε)
⇐⇒ ∃ ε > 0, ∀ η > 0, ∃x ∈ R, ∃ y ∈ R, (|x− y| ≤ η et |f(x)− f(y)| > ε)

2. Par définition, (P =⇒ Q) est vraie ⇐⇒ (P ou nonQ) est vraie.

(P =⇒ Q) est vraie ⇐⇒ (P ou nonQ) est vraie
⇐⇒ (non(nonP ) ou nonQ) est vraie
⇐⇒ (nonQ ou non(nonP )) est vraie
⇐⇒ (nonQ =⇒ nonP ) est vraie

Exercice 2
On va montrer, par récurrence double, que, pour tout entier naturel n, un = 3(2n) + 2((−3)n).

Initialisation n = 0, n = 1. D’après l’énoncé, u0 = 5, u1 = 0, 3(20) + 2((−3)0) = 3 + 2 = 5
et 3(21) + 2((−3)1) = 6− 6 = 0. Pour n = 0 et n = 1, un = 3(2n) + 2((−3)n).

Hérédité Supposons qu’il existe un certain rang n ∈ N, tel que un = 3(2n) + 2((−3)n) et
un+1 = 3(2n+1) + 2((−3)n+1). Montrons que, un+2 = 3(2n+2) + 2((−3)n+2).
D’après l’énoncé, un+2 = −un+1 + 6un. Par hypothèse de récurrence, un+2 = −3(2n+1)−
2((−3)n+1)) + 6(3(2n)) + 6(2((−3)n)) = 3(2n)[−2 + 6] + 2((−3)n)[3 + 6] = 3(2n)22 +
2((−3)n)(32) = 3(2n+2) + 2((−3)n+2).
On a donc un = 3(2n) + 2((−3)n) et un+1 = 3(2n+1) + 2((−3)n+1) implique que un+2 =
3(2n+2) + 2((−3)n+2).

Conclusion Pour n = 0, n = 1, un = 3(2n) + 2((−3)n). De plus, un = 3(2n) + 2((−3)n)
et un+1 = 3(2n+1) + 2((−3)n+1) implique que un+2 = 3(2n+2) + 2((−3)n+2), on a, par le
principe de récurrence double un = 3(2n) + 2((−3)n) pour tout entier naturel n.

Exercice 3
1. Soit f une application de E dans F . L’application f est injective si pour tout x ∈ E pour

tout y ∈ E, f(x) = f(y) =⇒ x = y.

2. Soit f une application de E dans F . L’application f est surjective si pour tout y ∈ F , il
existe x ∈ E tel que y = f(x).

3. (a) Comme f(1) = 1 + 4− 5 = 0 et f(−5) = 25− 20− 5 = 0. De plus, comme f est un
polynôme de degré 2, l’ensemble f−1({0}) contient au plus 2 éléments. On conclut
que, f−1({0}) = {x ∈ R | f(x) = 0} = {1, 5}.
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(b) La fonction f est un polynôme de degré 2 donc strictement positif en dehors des
racines qui sont 1, 5, f est donc strictement positif sur ] − ∞,−5[∪]1,+∞[. On
conclut que, f−1(]0,+∞[) = {x ∈ R | f(x) > 0} =]−∞,−5[∪]1,+∞[.

(c) f({2}) = {f(2)} = 4 + 8− 5 = 7 car f est une fonction.

(d) La fonction f est dérivable sur R en tant que polynôme et pour tout réel x, f ′(x) =
2x + 4. On a, par conséquent, f ′(x) ≥ 0 ⇐⇒ 2x + 4 ≥ 0 ⇐⇒ x ≥ −2. La
fonction f est croissante sur [−2,+∞[ et décroissante sur ] − ∞,−2], on a donc
f(−2) = 4− 8− 5 = −9 ≤ f(x) quelque soit x réel. On conclut que f−1({−10}) = ∅.

4. Comme f−1({0}) contient deux éléments, f n’est pas injective. Par ailleurs, f−1({−10}) =
∅ donc f n’est pas surjective.

5. On a g(i
√

3) = g(−i
√

3) = 0 et bien sur, −i
√

3 6= i
√

3, donc, g n’est pas injective.
Soit y ∈ C on a z2 + 3 = y ⇐⇒ z2 − y + 3 = 0. Le polynôme dans C en Z, Z2 − y + 3
admet deux racines complexes donc il existe z1 ∈ C tel que g(z1) = y et comme y est
arbitrairement choisi dans C, g est surjective.
Sinon, on peut résoudre algébriquement ce problème. Comme y ∈ C, il existe a, b réels
tels que y = a + ib et résoudre z2 − y + 3 = 0 revient à chercher c, d réels tels que
(c+ id)2 = a−3+ ib ⇐⇒ c2 +2icd−d2 = a−3+ ib ⇐⇒ (c2−d2−a+3)+ i(2cd−b) = 0.
On cherche donc c, d réels tels que :{

c2 − d2 = a− 3
2cd = b

-Premier cas :y ∈ R i.e b = 0
On prend : {

d = 0, c =
√
a− 3 si a ≥ 3

c = 0, d =
√

3− a si a < 3

On conclut que pour y ∈ R, il existe x ∈ C tel que g(x) = y.
-Deuxième cas :y ∈ C\R i.e b 6= 0

– Si a ≥ 3
On résout : {

c2 = a− 3 + d2

2cd = b

⇐⇒

{
c2 = a− 3 + d2

d =
b

2c
, c 6= 0

⇐⇒


c2 = a− 3 +

(
b

2c

)2

d =
b

2c
, c 6= 0

⇐⇒

{
0 = 4c4 − 4c2(a− 3)− b2

d =
b

2c
, c 6= 0

Soit le système :
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{
0 = 4c4 − 4c2(a− 3)− b2

d =
b

2c
, c 6= 0

(1)

Le polynôme en C, 4C2 − 4C(a − 3) − b2 admet comme discriminant ∆ = 16(a −

3)2 + 16b2 > 0 (car b 6= 0), C1 =
4(a− 3) +

√
∆

8
est une racine strictement positive

de 4C2− 4C(a− 3)− b2, on en déduit que

√
4(a− 3) +

√
∆

8
est une racine non nulle

de 4c4 − 4c2(a− 3)− b2.

On conclut que c̄ =

√
4(a− 3) +

√
∆

8
6= 0 et d̄ =

b

2c̄
est une solution de (1).

– Si a < 3
On résout : {

0 = 4d4 − d2(3− a)− b2

c =
b

2d
, d 6= 0

et on obtient, d̄ =

√
4(3− a) +

√
∆

8
6= 0 et c̄ =

b

2d̄
.

On conclut que, pour tout y ∈ C\R, il existe x ∈ C tel que g(x) = y.
Finalement, on conclut que g est surjective.

Exercice 4
1. S1 = 13(1 − 1)(1 + 1) = 0, S2 = 13(1 − 1)(1 + 1) + 23(2 − 1)(2 + 1) = 0 + 3 × 8 = 24 et
S3 = 13(1−1)(1+1)+23(2−1)(2+1)+33(3−1)(3+1) = 24+2×4×27 = 24+216 = 240.

2.
∑n

k=1 k = 1 + 2 + . . .+ n.

1 + 2 + . . . + n
n + n− 1 + . . . + 1

n+ 1 + n+ 1 + . . . + n+ 1

Dans la somme, il y a n termes tous égaux à n+ 1, on en déduit que 2
∑n

k=1 = n(n+ 1).

On conclut que :
∑n

k=1 k =
n(n+ 1)

2
.

3. D’après 1.,
∑n

k=1 k =
n(n+ 1)

2
, d’où, (

∑n
k=1 k)2 =

(
n(n+ 1)

2

)2

. Il suffit de montrer que,

n∑
k=1

k3 =
(
n(n+ 1)

2

)2

On va montrer par récurrence que
∑n

k=1 k
3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

pour tout entier naturel n

non nul.

Initialisation Pour n = 1,
∑n

k=1 k
3 = 13 = 1 et

(
n(n+ 1)

2

)2

=
(

1× 2
2

)2

= 12 = 1.

∑n
k=1 k

3 =
(
n(n+ 1)

2

)2

est vraie pour n = 1.
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Hérédité Supposons qu’il existe un rang n tel que
∑n

k=1 k
3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

et montrons

que,
∑n+1

k=1 k
3 =

(
(n+ 1)(n+ 2)

2

)2

.

n+1∑
k=1

k3 =
n∑

k=1

k3 + (n+ 1)3

Par hypothèse de récurrence :

∑n+1
k=1 k

3 =
(
n(n+ 1)

2

)2

+ (n+ 1)3

=
(
n2(n+ 1)2 + 4(n+ 1)3

4

)
=

(
(n+ 1)2(n2 + 4(n+ 1))

4

)
=

(
(n+ 1)2(n2 + 4n+ 4))

4

)
=

(
(n+ 1)2(n+ 2)2)

4

)
=

(
(n+ 1)(n+ 2)

2

)2

On a montré que la proposition était héréditaire.
Conclusion La proposition est vraie au rang initial et héréditaire, donc d’après le principe

de récurrence,
∑n

k=1 k
3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

pour tout entier naturel n non nul.

4. On va montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul :(
n∑

k=1

k

)3

=
n∑

k=1

k3 +
3
4
Sn

– Initialisation
On a

(∑1
k=1 k

)3
= 1 =

∑1
k=1 k

3 +
3
4
S1. Pour n = 1, on a bien, (

∑n
k=1 k)3 =

∑n
k=1 k

3 +
3
4
Sn.

– Hérédité
Supposons qu’il existe un rang n tel que,(

n∑
k=1

k

)3

=
n∑

k=1

k3 +
3
4
Sn

et montrons que (
n+1∑
k=1

k

)3

=
n+1∑
k=1

k3 +
3
4
Sn+1

ou encore : (
n+1∑
k=1

k

)3

=
n+1∑
k=1

k3 +
3
4
(
Sn + n(n+ 1)3(n+ 2)

)
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Pour tout a, b réels, on a (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.
D’où,(∑n+1

k=1 k
)3

= ((
∑n

k=1 k) + n+ 1)3 = (
∑n

k=1 k)3+3(n+1)2 (
∑n

k=1 k)+3(n+1) (
∑n

k=1 k)2+

(n+ 1)3.
En utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient :(∑n+1

k=1 k
)3

=
∑n

k=1 k
3 +

3
4
Sn + (n+ 1)3 + 3(n+ 1)2 (

∑n
k=1 k) + 3(n+ 1) (

∑n
k=1 k)2.

Puis en utilisant 2., on obtient que :(∑n+1
k=1 k

)3
=
∑n+1

k=1 k
3 +

3
4
Sn + (n+ 1)3 + 3(n+ 1)2

n(n+ 1)
2

+ 3(n+ 1)
(
n(n+ 1)

2

)2

=∑n+1
k=1 k

3 +
3
4
Sn + 3n(n + 1)3

(
1
2

+
n

4

)
=
∑n+1

k=1 k
3 +

3
4
Sn +

3
4
(
n(n+ 1)3(n+ 2)

)
=(∑n+1

k=1 k
)3

=
∑n+1

k=1 k
3 +

3
4
(
Sn + n(n+ 1)3(n+ 2)

)
.

Ce que l’on voulait démontrer.
On a donc (

n∑
k=1

k

)3

=
n∑

k=1

k3 +
3
4
Sn

implique que (
n+1∑
k=1

k

)3

=
n+1∑
k=1

k3 +
3
4
Sn+1

– Conclusion
La proposition est vraie au rang initial et héréditaire alors, d’après le principe de
récurrence, on a (

n∑
k=1

k

)3

=
n∑

k=1

k3 +
3
4
Sn

pour tout entier naturel n non nul.

5. En utilisant 2., 3. et 4., on obtient que

3
4
Sn =

(
n3(n+ 1)3

8

)
−
(
n2(n+ 1)2

4

)
=

(
n3(n+ 1)3 − 2n2(n+ 1)2

8

)
=

(
n2(n+ 1)2(n(n+ 1)− 2)

8

)
On conclut que

Sn =
4
3

(
n2(n+ 1)2(n(n+ 1)− 2)

8

)
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