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Corrections

1. Cours.... f est dit injective si pour tout x, x′ ∈ E, x 6= x′ =⇒ f(x) 6= f(x′).
f est dite surjective si pour tout y ∈ F , il existe x ∈ E tel que y = f(x).

2. a. non [∀x0 ∈ R, ∀ ε > 0, ∃ η > 0, ∀x ∈ R, |x− x0| < η =⇒ |f(x0)− f(x)| < ε] =
∃x0 ∈ R, ∃ ε > 0, ∀ η > 0, ∃x ∈ R, |x− x0| < η et|f(x0)− f(x)| ≥ ε

b. Soit ε > 0, soit n ∈ N,
3

n+ 2
< ε ⇐⇒ n + 2 >

3
ε
⇐⇒ n >

3
ε
− 2, il su�t donc de prendre

N0 = max(0, E(
3
ε
− 2) + 1), pour avoir ∀n ∈ N, n ≥ N0 =⇒ 3

n+ 2
< ε.

3. Soit n ∈ N, n ≥ 2, et soit P (n) la proposition ∀x ∈ [−1, 0[∪]0,+∞[, (1 + x)n > 1 + nx. on va
montrer par récurrence que pour tout entier n ≥ 2, P (n) est vraie.
Initialisation. n = 2, soit x ∈ [−1, 0[∪]0,+∞[, (1 + x)n = (1 + x)2 = 1 + 2x + x2, comme x 6= 0
alors x2 > 0 et donc 1 + 2x+ x2 > 1 + 2x et par conséquent P (2) est vraie.
Hérédité. Supposons que pour un certain rang n ∈ N, n ≥ 2, P (n) est vraie et montrons que
P (n+ 1) est vraie c'est à dire que ∀x ∈ [−1, 0[∪]0,+∞[, (1 + x)n+1 > 1 + (n+ 1)x.
Soit x ∈ [−1, 0[∪]0,+∞[, si x = −1, (1 +x)n+1 = 0 et 1 + (n+ 1)x = −n ≤ −2, d'où, (1 +x)n+1 >
1+(n+1)x. Si x ∈]−1, 0[∪]0,+∞[, d'après l'hypothèse de récureence, (1+x)n > 1+nx et comme
x > −1, (1+x) > 0 donc (1+x)n+1 > (1+nx)(1+x) ce qui équivaut à (1+x)n+1 > 1+nx+x+nx2

et comme x 6= 0, x2 > 0 et on conclut que (1+x)n+1 > 1+nx+x+nx2 > 1+nx+x = 1+(n+1)x,
ce qui était l'inégalité à démontrer par conséquent, P (n+ 1) est vraie.
Conclusion. P (2) est vraie et P (n) est héréditaire donc, d'après le principe de récurrence, P (n)
est vraie pour tout entier n ≥ 2.

4. a. Soient k, n ∈ N, tels que k ≤ n, (k + 1)
(
n+ 1
k + 1

)
= (k + 1)

(n+ 1)!
(k + 1)!((n+ 1)− (k + 1))!

=

(k + 1)
n+ 1
k + 1

n!
k!(n− k)!

= (n+ 1)
(
n
k

)
.

b. Soit n ∈ N, et k ∈ {0, . . . , n}, d'après a., 1
k + 1

(
n
k

)
=

1
n+ 1

(
n
k

)
.

Par conséquent, A =
1

n+ 1

n∑
k=0

(
n+ 1
k + 1

)
. En posant k′ = k + 1, k ∈ {1, . . . , n+ 1}, on obtient

A =
1

n+ 1

n+1∑
k′=1

(
n+ 1
k′

)
.

En appliquant la formule du binôme de Newton, on a (1 + 1)n+1 =
n+1∑
k′=0

(
n+ 1
k′

)
1n+1−k1k et

on en déduit que
n+1∑
k′=0

(
n+ 1
k′

)
= 2n+1.

Or A =
1

n+ 1

n+1∑
k′=1

(
n+ 1
k′

)
=

1
n+ 1

(
n+1∑
k′=0

(
n+ 1
k′

)
−
(
n+ 1

0

))
=

1
n+ 1

(
n+1∑
k′=0

(
n+ 1
k′

)
− 1

)
=

1
n+ 1

(
2n+1 − 1

)
1



5. f

([
1
2
; 4
[)

est appelé l'image directe de

[
1
2
; 4
[
par f . Soit x ∈ R tel que

1
2
≤ x < 4 ⇐⇒

3
2
≤ 3x < 12, la fonction x : 7→ E(x) est croissante donc 1 ≤ E(x) ≤ 11 et on conclut que

f

([
1
2
; 4
[)

= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.

f−1 ({5}) est appelé image réciproque de 5 par f et f−1 ({5}) = {x ∈ R | E(3x) = 5}, par
conséquent, f−1 ({5}) = {x ∈ R | 5 ≤ 3x < 6} = {x ∈ R | 5

3
≤ x < 2} = [

5
3
; 2[

2


