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Corrections

1. a. Soit n ∈ N, (
2n+ 2
n+ 1

)
=

(2n+ 2)!
(n+ 1)!(2n+ 2− n− 1)!

=
2(n+ 1)(2n+ 1)(2n!)
(n+ 1)(n!)(n+ 1)(n!)

=
2(2n+ 1)(2n!)
(n!)(n+ 1)(n!)

=
2n!

n!(2n− n)!
2(2n+ 1)
(n+ 1)

=
(

2n
n

)
× 2(2n+ 1)

(n+ 1)

b. Soit ∈ N∗ et soit P (n) la proposition : �

(
2n
n

)
≥ 4n

2
√
n
�. On va montrer par récurrence que

pour tout n ∈ N∗, P (n) est vraie.

Initialisation Soit n = 1,
(

2n
n

)
=
(

2
1

)
=

2
1!1!

= 2 ≥ 4n

2
√
n

=
4
2

= 2, ce qui entraîne que

P (1) est vraie.
Hérédité On suppose que, pour un certain rang n ∈ N∗, P (n) est vraie, montrons que P (n+ 1)

est vraie, c'est à dire montrons que

(
2n+ 2
n+ 1

)
≥ 4n+1

2
√
n+ 1

.

Par l'hypothèse de récurrence :

(
2n
n

)
≥ 4n

2
√
n
, en utilisant a. et puisque

2(2n+ 1)
n+ 1

est positif,

on obtient : (
2n+ 2
n+ 1

)
=
(

2n
n

)
× 2(2n+ 1)

n+ 1
≥ 4n

2
√
n
× 2(2n+ 1)

n+ 1
.

Il su�t donc de montrer que
4n

2
√
n
× 2(2n+ 1)

n+ 1
≥ 4n+1

2
√
n+ 1

ce qui équivaut à

4n

2
√
n
× 2(2n+ 1)

n+ 1
× 2
√
n+ 1

4n+1
≥ 1.

Or
4n

2
√
n
× 2(2n+ 1)

n+ 1
× 2
√
n+ 1

4n+1
=

4n

4n+1
× 2(2n+ 1)

2
√
n
× 2
√
n+ 1

n+ 1
=

2n+ 1
2
√
n
×
√
n+ 1
n+ 1

=
2n+ 1
2
√
n
×

1√
n+ 1

=
2n+ 1

2
√
n
√
n+ 1

. Or 0 ≤ (
√
n+ 1 −

√
n)2 = n + 1 + n − 2

√
n+ 1

√
n d'où 2n + 1 ≥

2
√
n+ 1

√
n ce qui équivaut, puisque

√
n+ 1

√
n > 0, à

2n+ 1
2
√
n+ 1

√
n
≥ 1. Par conséquent,

4n

2
√
n
×

2(2n+ 1)
n+ 1

≥ 4n+1

2
√
n+ 1

et

(
2n+ 2
n+ 1

)
≥ 4n+1

2
√
n+ 1

et donc P (n+ 1) est vraie.

Conclusion P (1) est vraie et P (n) vraie implique P (n+ 1) vraie, d'après le principe de récur-
rence, on conclut que P (n) est vraie pour tout n ∈ N∗.

2. a. Soit la proposition : ∃ l ∈ R, ∀ ε > 0 ∃N0 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N0 =⇒ |un − l| < ε.
non [∃ l ∈ R, ∀ ε > 0 ∃N0 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N0 =⇒ |un − l| < ε] =
[∀ l ∈ R, ∃ ε > 0, ∀N0 ∈ N, ∃n ∈ N, n ≥ N0 et|un − l| ≥ ε]
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b. Soit A ∈ R, soit n ∈ N, ln(n+1) > A ⇐⇒ eln(n+1) > eA car x :7→ ex est strictement croissante,
eln(n+1) > eA ⇐⇒ n+ 1 > eA ⇐⇒ n > eA − 1. Il su�t de prendre N0 = E(eA − 1) + 1 pour
que ∀n ∈ N, n ≥ N0 =⇒ ln(n+ 1) > A.

3. a. On pourrait utiliser un raisonnement par récurrence. Mais, on peut faire un changement de
variable, c'est à dire, pour n ∈ N∗ et k ∈ {1, . . . , n+1}, on peut poser k′ = k−1 et k′ ∈ {0, . . . , n},

on conclut que Tn + (n+ 1)3 = Tn+1 =
n+1∑
k=1

k3 =
n∑

k′=0

(k′ + 1)3.

Soit n ∈ N∗ et k ∈ {0, . . . , n}, (k + 1)3 = k3 + 3k2 + 3k + 1 donc
n∑

k=0

(k + 1)3 = Tn +

3Sn + 3
n(n+ 1)

2
+ n + 1 et par conséquent, Tn + (n + 1)3 = Tn + 3Sn + 3

n(n+ 1)
2

+ n +

1 ⇐⇒ 3Sn = (n + 1)3 − 3
n(n+ 1)

2
− (n + 1), 3Sn =

2(n+ 1)3 − 3n(n+ 1)− 2(n+ 1)
2

=

(n+ 1)(2(n+ 1)2 − 3n− 2)
2

=
(n+ 1)(2n2 + n)

2
=
n(2n+ 1)(n+ 1)

2
.

On conclut que Sn =
n(2n+ 1)(n+ 1)

6
.

b. Soit n ∈ N, on pose Pn =�
n∑

k=0

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
�. On va montrer par récurrence que pour

tout n ∈ N, Pn est vraie.

Initialisation. n = 0,
n∑

k=0

k2 = 0 et
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
= 0 donc P0 est vraie.

Hérédité. On suppose que, pour une certain n ∈ N, la proposition Pn est vraie. Montrons qu'elle

est vraie au rang n+ 1 c'est à dire
n+1∑
k=0

k2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
.

n+1∑
k=0

k2 =
n∑

k=0

k2 + (n+ 1)2, d'aprés l'hypothése de récurrence, on a
n+1∑
k=0

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

6(n+ 1)2

6
=

(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)
6

. On factorise l'intérieur de la parenthèse on trouve
n+1∑
k=0

k2 =

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)
6

ce qu'il fallait démontrer.

Conclusion. La proposition Pn est vraie au rang initial n = 0 et de plus la proposition Pn est
héréditaire par conséquent, Pn est vraie pour tout n ∈ N.

4. a. f est décroissante sur

[
π

4
;
5π
6

]
, donc f

([
π

4
;
5π
6

])
=
[
f

(
5π
6

)
; f
(π

4

)]
=

[
−
√

3
2

;
√

2
2

]
.

b. f−1

(
1
2

)
=
{
x ∈ R | cosx =

1
2

}
=
{
±π

3
+ 2kπ, k ∈ Z

}
c. f−1

(π
2

)
=
{
x ∈ R | cosx =

π

2

}
= ∅, car | cos(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ R.
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