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Questions de cours

1. Donner la définition de la continuité d’une fonction en un point :
a. Avec les quantificateurs :
Une fonction f est dite continue en zg € R, si

Ve>0, da>0Vz eR, [z —xo| <a = |f(z) — f(zo)] <e

b. Par les suites :
On dit que f est continue en xo € R si pour toute suite (x,), .y convergeant vers xo, la suite
(f (zn)),en converge vers f (xo).
2. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.
Soit [a,b] un intervalle. Soit f une fonction de [a,b] dans R.
Si f continue de [a,b] — R et f(a)f(b) <0 alors il existe ¢ € [a,b] tel que : f(c) = 0.

Exercice 1 Soit z¢ € [a, b] tel que [’ (x0) = 0. Soit x1 € [a, b].tel que z1 # zo.
Supposons 1 > xg.

La fonction f étant C? sur tout [a,b], on peut appliquer le théoréme de Taylor-Lagrange il existe
¢ €]xg, x1[ tel que :
2
T —x
£ (@2) = £ (@) + (o1~ 20) J' (ao) + D220

Or f'(x0) =0et f”(c) <0 ce qui implique que :

" (e).

2
EL=20)" o) < (wo).

@) = £ (o) +

Et donc, V1 € [a,b] tels que x1 > zo, f (x1) < f (z0).

Supposons z; < xg.

Lemme 1 Il existe d €)1, xo[ tel que :

(1 — @)

f (1) = f(x0) + (1 — w0) ' (w0) + 5

f(d).

Preuve 1 Pour le montrer, on applique deux fois le théoréme de Rolle a la fonction de [a,b] — R :

(x— x0)2
2

x = g(x) = f(x) = f(x0) — (= x0) f' (w0) — M



ot M est choisi tel que g (x1) =0, comme x1 # xo, on obtient :

M= 2(f (z1) = f (w0) — (21 — x0) ' (w0))

(21 — 0)*

Or g (zg) =0=g(x1), d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €|xy, xo[ tel que g’ (¢) = 0. De plus, pour
x € [a,b] :

g (@)= f'(z) = f' (x0) — M (2 — w0)
ceci zmplzque que g’ (xo) g’ (c), d’aprés le théoréme de Rolle (appliqué a ¢'), il existe d €]c, xo] tel
que : g' (d) = " (d) —

Finalement

2(f (z1) = f (w0) — (z1 — 20) [’ (20))

(z1 — m9)°

f(d) =
et on conclut que :

2
F@n) = 1 (o) + (@~ 20) £ (o) + S0 g ).

Fin de la preuve.

Comme [’ (z9) =0et f’(d) <0,0na:

) = 1 (o) + P ) < f (a0,

En conclusion, Yz € [a,b] tel que 1 # xg, f (21) < f (z¢) donc zg est 'unique maximiseur de f sur
[a, b].

Exercice 2 1. La fonction f; : R* — [—1, 1] telle que, pour tout x € R*, f1(z) = sin(%) est de classe
C' sur R*, en tant que composée de fonctions de classe C! sur R*, la fonction fy : R* i— R* telle
que, Vo € R*, fo(x) = 23 est C! sur R* en tant que polynome. La fonction f restreinte & R* étant
le produit de f; et de fy, f est Cl.

Montrons que f est C! en 0.
Montrons d’abord que f est dérivable en 0.
Soit z € R*

san()0 )

= I Sin
T

Or

1
sin ()‘ < 1 et par conséquent, x>
x

1
sin ()‘ < z2. En utilisant le théoréme d’encadrement
T
on obtient : lim z?
$—>0
x#0
Montrons que f’ est continue en 0.

1
sin | — ‘ =0, et on conclut que f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
x

1

1 1
Pour z € R*, f' (z) = 32%sin () — —2353 cos (), montrons que f’' (z) — 0 quand x — 0, 2 # 0.
T x z

f'(z) = 32% sin (i) — 2 cos @)

1
cos <) ‘ < 1 et par conséquent,
x

Soit x € R*,

1
On a déja vu que : hn%)x sin < ) = 0. De plus,
x

(2)
xcos | — <
T

x#0
1
|z|. En utilisant le théoréme d’encadrement on obtient : liHb Z CoS ()‘ = 0, et on conclut que
240 v
llr%f (x) = 0 et en conclusion f’ est continue en 0.
Tr—
z#0

On conclut que f est C!.



1
2. La fonction g; : R* + [—1,1] telle que, pour tout x € R*, g;(x) = cos(—) est de classe C* sur R,
x
en tant que composée de fonctions de classe C! sur R*, la fonction go : R* — R* telle que, V& € R*,
g2(7) = 2% est C! sur R* en tant que polynome. La fonction g restreinte 4 R* étant le produit de
g1 et de g, g est C!
Montrons que g est dérivable en 0.
Soit x € R*
1
z2 cos (> -0
— = 1xcO08 )

T

Or

1
Z oS <)‘ < |z|. En utilisant le théoréme d’encadrement
x

1
cos ()‘ < 1 et par conséquent,
x

on obtient : lim

1
Z cos (> ’ =0, et on conclut que g est dérivable en 0 et ¢’ (0) = 0.

T— xz
x#0
Montrons que ¢’ n’est pas continue en 0.
1 1 1
Pour z € R*, ¢’ (z) = 2z cos (> — —212 sin (), montrons que ¢’ n’a pas de limite en 0.
x x x

Soit z € R*,

o= secss (1) -an (1)

1 1
On a déja vu que : 1ir%x cos <) = 0. En revanche, la fonction de R* dans [—1,1],  — sin ()
T— x x
z#0
n’admet pas de limite en 0 et par conséquent, g’ n’admet pas de limite en 0 et g’ n’est pas continue

en 0.
On peut utiliser le fait que sin est une fonction périodique non constante et donc n’admet pas de
limite en +o0.

Exercice 3 1. On montre, par récurrence, que Vn € N, u,, > 0.
Initialisation D’aprés 'énoncé, ug > 0, la propriété est vraie au rang initial.
Hérédité Supposons qu’a un certain rang n € N, u,, > 0 et montrons que u,; > 0. D’apreés

2
I’hypothése de récurrence, u,, > 0, ceci implique que — existe et que — > 0, on conclut que
Un Un
U 2 U
?n + — > 7” > 0 donc u,41 > 0. La propriété est par conséquent héréditaire.
un

Conclusion La propriété est vraie au rang initial et héréditaire, en conclusion, par le principe de
récurrence, u, > 0Vn € N.

. 1 4 -/132"1_4 2 2 .. .
2. 801ta:>0,f(37):§ z+—| = 5 .O0r, 0 < (x—2)" = 2* — 2% 2x + 4 ceci implique que
T T
2 , . 1'2+4
2% 2z < x*+ 2 et on déduit de z > 0 que 2 < 3 = f ().
T

On montre, par récurrence, que, Vn € N*, u,, > 2.

Initialisation D’aprés I’énoncé, uy > 0 et par conséquent u; = f (ug) > 2 et la propriété est
vraie au rang initial.

Hérédité Supposons qu’a un certain rang n € N*, u, > 2 et montrons que u,y; > 2. D’aprés
Ihypothése de récurrence, u,, > 2 > 0, ceci implique que u,+1 = f (u,) > 2. La propriété est
par conséquent héréditaire.

Conclusion La propriété est vraie au rang initial et héréditaire, en conclusion, par le principe de
récurrence, u, > 2 Vn € N*.

On peut, si on n’aime pas les récurrences, dire que :

Soit n € N*, wu,, = f(un—1), or pour tout p € N, u, > 0, et f(z) > 2, Vo € R} dou, u, =

f(up—1) > 2. Comme n est arbitrairement choisi dans N*, u,, > 2 pour tout n € N*.



3. f est dérivable sur [2, +00[ en tant que somme de fonctions dérivables sur [2, +oco[. Soit = € [2, +0o0],
1 4 1 24 1 24
f(x)== <1 - ) == (:c) Or z > 2donc 2 —4 > 0, de plus, 22 > 0 d’oi1, — <:c> >

2 x? 2 x? 2 x?
0 et donc f est donc croissante sur [2, +oo].
1 4 1 2 1 2 422
Soitx€[2,+oo[,f(x)x—2<x+x)x—2x+x:v—2x+x— 2; . Or z > 2 donc
4 — 2
2?2 —4 >0 d’ot 4 — 22 <0 et on conclut que f (z) —x = 233 < 0.
x

4. Comme f est croissante sur [2, +oo[, et que Vn € N*, u,, > 2, (un),cy- €st monotone, de plus, en
utilisant le fait que f(x) — 2z <0 Vz € [2,4+00[, on déduit que ug = f (u1) < uq et donc (uy,)
est décroissante.

neN*

Par ailleurs, (uy),cy- est minorée par 2, (un), ey~ converge vers, or si (un),cy~ converge alors
(Un), ey converge aussi et vers la méme limite.

5. Posons [ = lirf Up. De plus, (uny1), oy converge aussi vers [, de plus f est une fonction continue
sur [2,+o0], ce qui implique = f (1).
1 4 1 4 1 2 4—1?
=1 —(l+-=]=1 —“I4+-—-1= ——l+ - = =
Or f (1) <:>2<+l> <:>2+l 0 <= 2+l 0 = 57 0 —

l €{2,—2}. Comme, Vn € N* u,, > 2,1 > 2, en conclusion | = 2.
Exercice 4 1. Soit n € N*, f,, est C% en tant que polynome.

1 1
2. Soit > 0,bx’+cr+1=2x (bx +c+ ) Or bz + ¢+ — tend vers —oo quand z tend vers 400,
x x

on conclut que lim bz? + cx + 1 = —oo. Par définition de la limite en 400, il existe My > 0 tel

r——+0o0

queVr €R, 2> My = bz’ +cx+1<1=f,(0).0r,Vne N Vz eR, f,(z) <bx?+cx+1,
ce qui entraine que, Vn € N*, o > My = f, () <bz?+cx +1 < f, (0) (Mg ne dépend pas de
Finalement, il existe My > 0, Vn e N*, Vz € R, x > My = [, () < £, (0).

1 1
Soit £ < 0, b2 +cx +1==x (bx +c+ > Or bx + ¢+ — tend vers +oo quand x tend vers —oo,
x x

on conclut que lim bz? + cz + 1 = —oo. Par définition, IM; < 0 tel que Vz € R, z < M; =

T——00
br? +cx+1< 1= f,(0). Or, Vn € N*, Vo € R, f, (z) < bx? + cx + 1, ce qui entraine que,
VneN*, x <M, = fu(z) <bz®+cx+1< f,(0). (M; ne dépend pas de n)
Finalement, il existe M7 < 0,Vn e N*, Vz e R, 2 < M; = [, (2) < fr (0).
On pose M = max (My, —Mj) et on obtient :
Il existe M > 0,Vn e N* Ve eR, |z| > M = f,(z) < fn(0) =1.
3. Pour tout n € N*, f,, est continue donc majorée sur l'intervalle fermé borné non vide [—M, M|

et atteint son maximum. Soit n € N*  posons m,, = [m%;(M]fn () = fn (uy). Par définition,
ze|—M,

mp = fn (un) > fn (‘T) Vi € [*MaM]a de plus, 0 € [7M7M}7 mp = fn (un) > fn (0) et donc
Vz € R tels que || > M, my, = fn (un) > frn (z). En conclusion, Vo € R, m,, = fp, (un) > fn (2)
et donc f, est majorée et u, est un maximiseur de f,.

4. Soit n € N*. D’aprés 1., f, est C2 donc dérivable sur R. Soit = € R,

1
Il (x) = —(2n) szn_l +2bx + ¢ = —22*"7 + 2bx 4 c.

n

1 1 2n—2
On a f] (0) = ¢ > 0 d’aprés I’énoncé et f, (2) =— <2> +b+c <b+c < 0daprés I’énoncé.

1
fn étant C?, on peut utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires et donc il existe x, € }0, 2{

tel que f} (x,) =0.
5. Soit n € N*, f,, est C2, par conséquent f/ existe et, pour z € R :

' (x) = —2(2n — 1) 22D 4 2.

n



Or 2(n—1) est pair donc 2(2n —1)22(®=Y > 0 et d’aprés I'énoncé b < 0, on conclut que :
fI' () < 0 et donc f/ est strictement décroissante, on en déduit que f], est injective et donc, par
conséquent, x, est 'unique solution de l’équation f! (z) = 0.

Comme f) est strictement décroissante f) (z) > 0, Vo < z, et f} (z) < 0 V& > z,, on en
déduit que f, est strictement croissante sur | — oo, z,[ et strictement décroissante sur |z, +00|
d'ot, Vo < xp, fn(x) < fn(zn) et Y > x4, fn(x) < fn(z,) et en conclusion, Vz € R tels que
x# x, = fn(x) < frn(z,) et z, est unique maximiseur de f, sur R.

. Soit n € N*, soit = € [0, 1],

frr (@) = fr (2) = —22"" T + 20z + ¢+ (22*" 7' + 2bz + ¢) = —22""! (2 — 1)

n

Mais z € [0,1] d’ou, 22*"~1 > 0 et 2 — 1 < 0, finalement, f,_, (z) — f} (z) > 0.
On en déduit que f), | (Znt1) = f), (Zng1) ce qui implique que 0 = f] (z,) > f, (xn41) Mais, f,
est strictement décroissante donc x, < p41.

Lemme 2 Soit f une fonction R. Soient x,y € R. Si f est strictement décroissante alors f (x) >
fly) = z<y

Preuve 2 Par l'absurde, supposons qu’il existe x,y € R tels que : f (x) > f(y) et x > y. Comme
f est strictement croissante, v >y = f(x) < f(y), ce qui est contradictoire avec f (x) > f (y).

La propriété est vraie Vn € N*, donc (2,,), oy~ est croissante, par ailleurs, (), y. est majorée

1 1
par o, par conséquent, la suite (z,,), . converge vers une limite / € [0, 5]

n

2(n—1)
1
. Pour tout n e N*, 0 < x,, < 3 on a, donc, 0 < 222771 < (2> . Par le théoréme d’encadre-

ment, on obtient que 2z2"~! tend vers 0 quand n tend vers +oc.

Soit n € N*, ! (x,) = 0 ce qui est équivalent & —2x2"~! +2bx,, + ¢ = 0 qui est lui méme équivalent
a 2bz, + ¢ = 22271 Or (Tn),en- converge vers | et (296%”_1)7161\1* converge vers 0. Par ailleurs
la fonction de R dans R, = :— 2bzx + c est continue donc 2bx, + ¢ converge vers 2bl 4+ ¢ quand

—c

n tend vers +o0o et par unicité de la limite 2bl + ¢ = 0, et finalement | = BT On remarque que
—c —c

b+c>0 = b> —c ce qui implique, comme —c > 0, que 0 < 5 < 1 et finalement 0 < o5 < 3

. Si on étudie, la fonction ¢ de R dans R, g : = — bx? + cx + 1, on remarque que le maximum de
—c
cette fonction est atteint en —, on a donc construit une suite de (perturbations de g) fonctions

concaves continues majorées dont la suite des maximiseurs convergeait vers le maximiseur de g.



