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1 Compter les carrés latins

Un carre latin est une matrice carréee n x n dont les lignes et les colonnes
sont des permutations &,,.
Par exemple,

— — p— —

1 2 3 31 2
23 1| et |2 31
31 2 12 3

sont deux des 12 carres latins de taille 3.

Pour simplifier I'énmmération, on peut remarquer que l'on peut obtenir 6
carres latins différents a partir d'un seul en permutant les colonnes.
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De la meme facon, la premiere ligne étant fixée, on peut obtenir 2 carrés
latins différents en permutant les deux autres lignes

1231 |13 2]
2 3 1,13 21
'3 12| 213

Pour compter les carrés latins de taille n, il suffit done de compter les
carres latins de taille n dont la premiere ligne et la premiere colonne sont



fixées (a lidentité par exemple) et de multiplier le tout par nl(n — 1)L
L’ensemble des carrés latins de taille n dont la premiere ligne et la premiere
colonne sont fixées se note NLS(n) (pour normalized latin squares) dans
I'article de Zappa [7].

[l n'y a pas de formule permettant de calculer le cardinal de NSL(n),
setlles les premieres valeurs sont connues de Sloane

1, 1,1, 4, 56, 9408, 16942080(1948), 535281401856(1967),

377H97570964258816(1975), 7580721483160132811489280(1995),
536393TTT3277371295811967354077184(2005)



Pour chaque carré latin, on peut calculer la somme des inversions ST de ses
lignes et de ses colonnes.

ST = 0+ 2+ 2(lignes) + 0 + 2 + 2(col)
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On dira quun carré est pair si son nombre d’'inversion est pair et impair si
son nombre d'inversion est impair.



Zappa [7] note ELS(n) les carrés latins pairs de taille n et OLS(n) les
carrés latins impairs de taille n. Lorsque n est impair, il v a toujours autant
de carrés latins pairs que de carrés latins impairs (en effet, dans ce cas précis,
si on permute deux lignes, on change le signe du carré). Ce n'est pas le cas
pour les carrés de taille paire: les premiers carrés impaires de taille paire
apparaissent pour n = 6.

La conjecture d’Alon-Tarsi concerne la différence §ELS(n) — §OLS(n).



Conjecture 1.1 Sin est pair alors {E2LS(n) — §0ls(n) # 0.

Nous verrons un peu plus loin, pourquoi il y a plus (au sens large) de
carre pairs que de carré impairs.

Zappa [7] prolonge la définition de la constante d’Alon-Tarsi aux carrés de
taille paire en introduisant les carrés latins a diagonale fixée : DLS, DELS et
DOLS (pour respectivement, diagonale fixée, diagonale fixée pair, diagonale
fixée impair). Un carré latin avec diagonale fixée est un carré latin dont tous
les éléments diagonaux valent 1. Zappa définit la constante d’Alon-Tarsi
pour tout n comme étant la différence entre les DELS et les DOLS divisée
par (n — 1)

fDELS(n) — §DOLS(n)

AT (n) : = 1)




Par exemple: pour n = 3, 1l v a seulement 2 carrés latins a diagonale fixée

1 2 3 1 3 2
3 1 2 2 1 3
2 3 1] |3 21
Ces deux carrés sont impairs donc AT'(3) = —1. Voici les premieres valeurs

de AT(n) telles qu’elles apparaissent sur Sloane (a partir de n = 2:
1,—1,4, —24,2304, 368640, 6210846720.

Autrement dit, on peut définir la constante d’Alon-Tarsi comme une somme

alternée
1 _'I{c}
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2 Lien avec les hyperdéterminants et les hy-
perpermanents

Considéront un tenseur (M;, i )i<i. .- L'hyperdeterminant de M est le
polynome

1 ]
DetM = — Z e(ay)...elox) Hﬂfal{fj...ak[i}a

] 01 4oy T EOR 1=1

ol () désigne le signe de la permutation . De facon triviale, lorsque £ est
impair alors Det = 0.
Le plus petit exemple non trivial est celui du tenseur 2 x 2 x 2 x 2:

Dﬂtﬂr’f = ﬂ’fuuﬂ“fgggg
— Mi112Ma991 — Mii21 Magia — Myan Magas
+My199 Mooy + Mya1aMagar + Myaoy Moo
— M99 Mo11.



Considéront un tenseur antisymétrique 2%, Alors son hyperdéterminant
s'écrit
1
DetM =— Y ¢€(01)...€(on H Mo, (3)...om (3):

1! 14
O] yora T EO0

Or Mg, (). .00(i) 7 0 uniquement si oq(z)...09(7) est une permutation et
dans ce cas

ﬂ'fgl (i)...00k (i) = E(G’l (E} i G’gk[ij}ﬂifl_”gk.

Donc un 2k-uplet (oy,...,09), a une contribution non nulle a la somme si
et seulement si ) )
Jl{].:l i JI(EA]
= : :
| Efg;ﬂ(].:l Toeg. {ng[:'zk] |
est un carré latin. De plus,
2%k

€(a1) ... €(0k) | | Moiy..omtiy = (=1)7 O My o

i=1



Ce qui implique que 'hyperdeterminant de M est relié a la constante d’Alon
Tarsi par:

DetM = (2k — 1)IAT(2k).

Le lien entre hyperdéterminant et constante d Alon-Tarsi a eté établi tout
d’abord par Gheradelli [6] et a été exploité par Zappa [7| pour montrer que
AT(2n) = 0. On peut jouer au meme jeux avec les tenseurs symeétriques.
Pour cela, on définit I'hyperpermanent par

Per M =% Z HMcrl[i]l-...:m[ai]a

F] 3o sTp EGp 1=1

Dans ce cas. si M est un tenseur symétrique k%%, on a

PerM = %ﬂLE’{k} — (k— 1)NLS(n).



3 Hyperpfafliens, Hyperhafliens...

Lorsque M est un tenseur de dimension mn®™*, on peut définir les polynomes
suivant qui géneralisent les pfaffiens et les haflniens:

1 Tt
Pt M = — E 1 (o) ... elox) H M, ((i—1ym+1)...01 (im)...op ((i—1)m+1)...o4 (im)
T T EOmn i=1

T 1 -
Hf" M = — Z H ﬂ'fr:rl[{-z'—l]lm+1_]|.--r:rl[im]'--.f:,ri;{[i—1]m+1]---ﬂk(im]-‘

n! A
F1..TpEBmn =1

ol la chacune des sommes porte sur les k-uplets de permutations (o4, ..., g;)
ayant les conditions de croissances o;((i —1)m+1) < --- < g;(im) pour tout
l<j<ketl<i<n.



Par exemple, si on considere un tenseur M de dimension 4 x 4 x 4 x 4,
on a
Pf' M = DetM,

sz.ﬂr{f — ﬂ-‘f]g]gf'rifgilgﬁl — 11“_{131341{3424 + -+ 1"1“114231‘1*12314 + ...
Pf*M = Misas.

On peut donner une définition alternative a 'hyperpfaffien en utilisant
I'algébre extérieure dotée de variables (anticommutatives) ni,...,7um (00
notera le produit par . plutot que par A pour simplifier les notations). 5i on
considere le polynome

Qg = Z Mg g ik e it oo Ty, @ - @ Mgk Tk

il il b ik

on a apres réarrangement
N T LU A . @k
ke = .IF'f (M) (71 - T )"

De cette écriture, on peut déduire des formules de développement de



Laplace
A N

¥ {1,....mn}\ L
Pf™(M) = — p + My iy PE" | M -

h=i} <o <ilyo Je=ik <o il 11, ....mnp\ K

L *{1,...._?1;1-1'1}‘\.[1;;.*

= E

Jy
ou le signe + est égal a (—1}Eﬂ-ﬂ(ig_ﬁl} et M : désigne le tenseur
L Jjﬂﬂl ]
obtenu en prenant les sous ensembles de variables Ji, . ... Ji, comme indice.

Ces identités généralisent les identitées de “Laplace généralisées” introduites
par Gegenbauer |5 ainsi que celle de Barvinok [2].




On peut aussi introduire des formules de composition dont le prototype
est le suivant
On démare par l'identité suivante ou n = 2m

(Z :'ur;'j-ﬂ:i () Hj) — n! det Lr[:q,h - nﬂ)ﬁ.g

i,j=1

Or, on a
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On peut imaginer sur le méme modele d autres identités comme

Det (M;, ig) 1<, . sgcon = ()P | Det | M
OU €ENCOre

Det (M;, ;) — (%)Pf* | Det | M

1<i1,...,ig<3n

11,19

111,212

11,19, 13

116,117,218

1<i1,i2,...,i12<2n

1<i1,22,...,118<2n

ainst que pleins d’autres faisant intervenir plusieurs types d’hyperpfaffiens.



On peut montrer 1'égalité

pf[P‘mJ

Ze) petm) (af,,

pflm™)

\

M

lpm{k—1)4+1s - - - s lpmk

lpm(k—1)4+1s - - - 3 Lpmk

!-mj!_- :]]_E'E.-[ ;__._,?I':m.ll;' ESFT“

1/

1=ty ipme =5pm

en utilisant les variables grassmaniennes comme précédemment... a faire...
Si on considére un tenseur alterné 2mk®*™*  les hyperpfaffiens comptent
anussi des sommes alternées sur des objets qui géneralisent les carrés latins.



Par exemple, si M est un tenseur antisymétrique 6%°:
PEEM =) "¢(c)
i

ou ¢ est un objet de la forme

Ul(l} JI{E) 51{3) JE[].:I ﬂ'gl{?) D'E{E}
I:'J'l(-i.l} G’l{ajl Jl(ﬁ}l JE[EFJ ng{ﬁ} G’g{?]l



ou chaque ligne est une permutation et le signe €(c) est le produit des signes
de g, et 03 et de celui des lignes.
Autre exemple avec le méme tenseur

PEM = "e(c)

ot
- o1(1) 01(2) 02(1) 02(2) o3(1) 03(2)
c= | 01(3) 01(4) 02(3) 02(4) o3(3) o03(4) |,
| 01(3) 01(6) 02(5) 032(6) o3(5) 03(6) |
ou chaque ligne est une permutation et le signe est le prodnit des signes des
a; avec celui de chaque ligne.




Voici la table des PfP pour des tenseurs antisymétriques 2k%2%.

p\2k| 2 4 6 8 10 12
1 1 4 2304 6210846720 7 ?
2 1 3 90 204120 7 ?
3 NA NA 10 NA NA ?
4 NA 1 NA 35 NA 519750
5 NA NA NA NA 126 NA
6 NA NA 1 NA NA 462




Montrez que Pf*M = (ng 1) si M est le tenseur antisymétrique 2k%%*. (il

suffit de décrire les rectangles obtenus)

Tout ce qui a été écrit dans cette section peut se reécrire en faisant in-
tervenir des variables commutatives & vérifiant £2 = 0. On trouve alors des
1dentites faisant intervenir des Hyperhafiniens.

Reprendre le passage et prouver les identités analogues pour

les hyperhaffniens.



Montrer les résultats de Uarticle de Drisko [4] en utilisant

uniquement des arguments hyperdeterminentauz.

Est-ce que 'on peut avoir un raisonnement similaire avee les

autres sommes alternées apparues dans la section précédente?
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