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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence

o Le poset des partitions et son algebre de Hopf d'incidence
@ Les posets de partitions
@ Algeébre de Hopf d’incidence d'un poset
@ L’'algebre de Hopf de Faa di Bruno
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Qu'est-ce qu'une partition ?
Définition

Une partition d'un ensemble | est un ensemble de parties non vides de |
deux a deux disjointes et qui recouvrent |.

Ensemble des partitions de {1,2, 3,4}

{1,2,3,4}
{1}{2,3,4}, {2}{1.3,4},{3}{1,2,4}, {4}{1,2,3}
{1,2}{3,4},{1,3}{2.4},{1,4}{2,3}
{1,23{3}{4}, {1,3}{2}{4}, {1, 4}{2}{3},
{2,3H13{4}, {2, 4H{1}{3}, {3, 4}{1 {2}
{12134}
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Le poset des partitions et son algebre de Hopf d’incidence Les posets de partitions

Un ordre partiel sur les partitions

Soit n, un entier naturel,

Définition

Le poset des partitions sur n éléments I, est le poset dont I'ensemble

sous-jacent est I'ensemble des partitions de n muni de I'ordre partiel
suivant : py > pp <> toute part de p1 est union de parts de p>

{1,2,3}

(U231 ((L3H2y]  ((1.2)43})

{1}{2}{3}
Figure: Le poset I3
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Le poset des partitions et son algebre de Hopf d’incidence Les posets de partitions

Poset des partitions [,

{1,2,3,4}

({12,314} ({1, 2,413} ({1, 213, 4} ) ({1, 3}{2, 4} ({1, 3,412} ) ({1, 4} {2, 3} J({1}{2. 3, 4})

((1213H4 ) ({3 ((0{23H4)) ((La23Y]) ((12.413)) [(112H3.4))

{1 {234
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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence

Construction de I'algebre de Hopf d'incidence associée a
une famille d'intervalles [Schmitt, 94]

Considérons une famille P d'intervalles (posets bornés)
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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence BWAEETENC NS Yo e BTy tefe (SN Tele M) o To Rt

Construction de I'algebre de Hopf d'incidence associée a
une famille d'intervalles [Schmitt, 94]

Considérons une famille P d'intervalles (posets bornés)

o close par intervalles (VP € P,x <y € P,[x,y] € P)
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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence BWAEETENC NS Yo e BTy tefe (SN Tele M) o To Rt

Construction de I'algebre de Hopf d'incidence associée a
une famille d'intervalles [Schmitt, 94]

Considérons une famille P d'intervalles (posets bornés)
o close par intervalles (YP € P,x <y € P,[x,y] € P)

@ close par produit direct
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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence BWAEETENC NS Yo e BTy tefe (SN Tele M) o To Rt

Construction de I'algebre de Hopf d'incidence associée a
une famille d'intervalles [Schmitt, 94]

Considérons une famille P d'intervalles (posets bornés)
o close par intervalles (YP € P,x <y € P,[x,y] € P)

@ close par produit direct

A[P] = Z[Op,x] ® [x,1p]
x€EP
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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence BWAEETENC NS Yo e BTy tefe (SN Tele M) o To Rt

Construction de I'algebre de Hopf d'incidence associée a
une famille d'intervalles [Schmitt, 94]

Considérons une famille P d'intervalles (posets bornés)
o close par intervalles (YP € P,x <y € P,[x,y] € P)
@ close par produit direct

Alors, le Q-ev C(P) muni du produit direct de posets(, d'un antipode) et
du coproduit suivant :

A[P] = Z[Op,x] ® [x,1p]
x€EP

est une algebre de Hopf appelée algébre de Hopf d'incidence.

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp journées GT Combalg 2015 7 /28



Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence BWAEETENC NS Yo e BTy tefe (SN Tele M) o To Rt

Exemple (cf. [Schmitt,94])

P, la famille des produits directs de posets de partitions vérifie les
hypotheses requises. Le coproduit est alors donné par :

M, . k LA AN P
A<F>:Z 3 o ]‘[<7> CRLLNE)
! = (oo Jn)EN Jis--5dn) i ! !

27:1 j":kvzll';l fji=n
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Le poset des partitions et son algebre de Hopf d’incidence L’algébre de Hopf de Faa di Bruno

L'algebre de Hopf d'incidence des posets de partitions

Proposition
L'algebre de Hopf d’incidence des posets de partitions est isomorphe a la
structure d’algébre de Hopf sur I'algébre des polynémes en les variables
(ak)k>1 donnée par la composition de séries formelles de la forme
suivante :
«k
F=x+ Z Ay
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

© L'algebre de Hopf d’incidence des partitions semi-pointées
@ Les posets de partitions semi-pointées
@ L’algebre de Hopf d’incidence des partitions semi-pointées
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de "pointable”
(o) et un ensemble de "non pointable” (s ) vérifiant :

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp Jjournées GT Combalg 2015 11 /28



L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de "pointable”
(o) et un ensemble de "non pointable” (s ) vérifiant :

{e0e} — B (pointée en un pointable)

{e @} — M (pointée en un pointable) ou M (non pointée)

fee} -

B (non pointée)
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

1,23 1,2, 3,4 1,2
- o 1
{i,2,3} {1,2,3,4} {1,2}
{1,2,3} {1,2,3,4} {1} {2}

{1,2,3} {1,2,3,4}

{1213 {1334
(12,3 {24){i.3)
{H2H3  (2.4) (1.3}
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille { et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 > p2 <= toute part de p; est union de parts de p»
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille { et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 > p2 <= toute part de p; est union de parts de p»

Et
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille { et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 > p2 <= toute part de p; est union de parts de p»

Et une part de p; est pointée en un élément x si et seulement si
I'élément x était pointé dans une part de p-.
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [13 = 13

{1,2,3}

({({23)  ((L3Hey]) ((L233Y)

{1233}
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [13 ;

(23] ({1.231)

({1312 (3] (s (2 (123

{1}{2}{3
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [153

({i.2.3) {1.2.3})

(G (s (Wes) (mesy (waey) ([Waey

[aH2)

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp Jjournées GT Combalg 2015 16 / 28



L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [15 3

(23] (23] (@23

(G (w3 (W) (mesy (waey) ([Waey

[aH21))

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp Jjournées GT Combalg 2015 17 / 28



L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Considérons la famille P des produits directs d'intervalles maximaux dans

les posets de partitions pointées, 7T,1,’p et 7727[,.
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [153

(W) () (e (wesy) (wae) (d2y]

{13{2}{3}
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Considérons la famille P des produits directs d'intervalles maximaux dans

les posets de partitions pointées, w,%,p et wg,p.
Proposition
Soit p € 78

mnp-
[m5 pi p| ~ mf), ol j (resp. |) est le nombre de parts (resp. de parts

pointées) de p.
[P Tnp) ~ Hﬂ',%j’pj X Hﬂgbpj avec un facteur pour chaque part de p a n;
éléments et p; éléments pointés (et le pointage correspondant).

— Famille héréditaire (close par intervalles et par produit direct)
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Calcul du coproduit

ALP] = Y [0p. 4] © [x, 1]

x€EP

n J
o _ o o; o
Amp)=> > 2 > apllmeer
J=1n,..,nj>1, p1,...,pi>0  or,...,0,€{0;1} i=1 =1

Z‘ll‘:l n;=n Z‘ll‘:l pi=p joigpivl
OSZ,':1 0i<j—1+o0

ou ¢y, est le nombre de partitions a j parts, de taille ny, ..., nj, avec
p1,- .., pj éléments dans chaque part pointée de 7, , and dont la ieme

part pointée si o; = 1, non pointée sinon.
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Théoreme (B. D.-0.)

Le coproduit est donné par :

TRtk Th ki ki

Al == 2 > H sy
Nk—o)) = 2= & L (ki — 1)l
p+q

7T2+ki7ki Wg-i-q,P
11 Tk I(p— o)!” (2)
i—pi1 kil ql(p !

ou la deuxiéme somme court sur I'ensemble des (I, ..., Ip1q) et
(ki,..., kpyq) Vérifiant I,... 1, >0, IP+1J;' N e Zf’ilq li=1,
k]_,...,kp >1, kp+1,...,kp+q >0 etZ?Zlqk,': k.
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

|dentification de cette algebre de Hopf

Proposition

L'algebre de Hopf d’incidence des posets de partitions semi-pointées est
isomorphe 3 la structure d’'algébre de Hopf sur I'algebre des polynémes en
les variables (ai’,)kJZl,ge{O’l} donnée par la composition de paires de
séries formelles (F, G) de la forme suivante :

F—X+Z/k>13kix_|}//—|;
G= Y+Zlk>1kak e
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Application : Caractéeres sur une algebre de Hopf
d'incidence

Définition
Caractére : H — Q morphisme Q-linéaire. J

Etant donnés deux caracteres ¢ et 1, la convolution de ¢ et ¢ est défini
pour tout P par:

= o(Pa)¥(P)),

ol A(P) = 3" P1) ® Ppy. L'unité pour cette loi est la counité de I'algebre
de Hopf d'incidence.
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Application : Caracteres sur une algebre de Hopf
d'incidence

Caractére : H — Q morphisme Q-linéaire.

Définition J

Etant donnés deux caracteres ¢ et 1, la convolution de ¢ et ¢ est défini
pour tout P par:

¢ x(P) = d(Pa))v(Pu)),

ol A(P) = 3" P1) ® Ppy. L'unité pour cette loi est la counité de I'algebre
de Hopf d'incidence.

Avec l'identification de la page précédente, un caractére sur |'algebre de
Hopf d'incidence des partitions semi-pointées est alors un couple de séries
formelles en deux variables et * est la composition de ces séries.
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Application : Nombre de Mobius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

{1, 2,3}
P N
{142, 3 {241, 3} {3}{1 2}
~ |
{1H{2}{3}
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Application : Nombre de Mobius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

{1, 2,3}
P N
—1{1}{2, 3}-1{2}{1, 3}-1{3}{1, 2}
~ |
1{1{2}{3}
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de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Application : Nombre de Mobius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

Nombre de Mobius — 2 {1, 2, 3}

P N
_1{1}{2, 3}-1{2}{1, 3}-1{3}{1, 2}
~. | -

1{1}{2}{3}
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Application : Calcul des nombres de Mdbius
Les caracteres ( et p sont définis sur tout poset P de I'algebre par :
(:P—1

et
P p(P),

ou p(P) est le nombre de Mobius du poset P.
Ces caracteres sont inverses I'un de I'autre.
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Application : Calcul des nombres de Mdbius
Les caracteres ( et p sont définis sur tout poset P de I'algebre par :
(:P—1

et
P p(P),

ou p(P) est le nombre de Mobius du poset P.

Ces caracteres sont inverses I'un de I'autre.

D’apres le calcul du coproduit, les nombres de Mobius des intervalles 7r27p
et 7T,117p sont respectivement les coefficients des séries A et B, satisfaisant :

(ef —1)e? = x

AeA+B —y.
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Application : Calcul des nombres de Mdbius

Corollaire

Pour un ensemble de "pointable” de taille ¢ et de "non-pointable” de taille
p, Le nombre de Mdbius de 7r,1,7p est donné par :

(£+p—1)!

(_1)Z+p—1 (g - 1)!

(0+p)t

Le nombre de Mébius de 772’,, auquel on ajoute p fois celui de 7'(',11’ o 5
donné par :

(e =Dy
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Merci de votre attention !

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp



	Le poset des partitions et son algèbre de Hopf d'incidence
	Les posets de partitions
	Algèbre de Hopf d'incidence d'un poset
	L'algèbre de Hopf de Faà di Bruno

	L'algèbre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
	Les posets de partitions semi-pointées
	L'algèbre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées


