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LUn peu de théorie additive des nombres

Etant donné A C N, On dit que A est une base additive (resp.
asymptotique), si il existe k (et Np) tel que k.A =N (resp.
k.A=Nxp,).

d(A) = liminf

|A ﬂ’El,n]|, d(A) = lim sup Aﬁ,[71,n]\,

a(A)—inf{’Am,El’n” | neN*}.

» Si pgcd(A)=1,0€ Aet d(A) < 1/2, alors

d(A+A) > SH(A).
» Sid(A+ A) < (2—¢€)d(A), alors A est un gros sous-ensemble
d'une union de progressions arithmétiques de méme raison N.
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Théoreme (Kneser - 1955)

Soient G un groupe abélien, A et B deux sous-ensembles finis non
vides de G tels que:

|A+ B| < |A|+ |B| — 1,
alors A+ B est périodique.

Théoreme (Freiman - 1959)

Soit ACN, si |A+ A| < 3|A| — 4 alors A est inclus dans une
progression arithmétique de longueur < |A+ Al — |A| + 1.
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Théoreme (Cauchy-Davenport - 1813,1935)
p € P, A, B deux sous-ensembles non vides de IFp:

A+ B| > min{p, |A|+|B|-1}.

Théoreme (Vosper - 1956)

p € P, A, B deux sous-ensembles de Fp,, tels que min{|A|, |B|} > 1
et |Fp~ (A+ B)| > 1.

Si|A+ B| =|A|+ |B| — 1, A et B sont deux progressions
arithmétiques de méme raison.
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pecP, ACF,, alors:

Conjecture (Erdds-Heilbronn - 1964)

{a1+ a2 | ai € A, a1 # ax}| = min{p,2|A| — 3}
Soit:

hAA:{a1+~--+ah|a,-eA, a,-;éaj}

Théoreme (Dias da Silva-Hamidoune - 1994)
pelP, ACF,, et he|[0,|A]], on a:

[h"A| = min{p, 1+ h(|A| — h)}.
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Conjecture (Selfridge - 1976)

p nombre premier impair, A C Z/pZ sans sous-somme nulle de
cardinal maximal, alors |A| est le plus grand k tel que:

k(k+1

Théoreme (B.)
p nombre premier impair, A C Z/pZ, tel que AN (—A) = 0.

|X(A)| = min {p, 1+ W} ’
I=*(A)] = min {p, W},
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Théoreme (Hall - 1952)

Soit G un groupe abélien fini, il existe o € G tel que les sommes
x + o(x) soient distinctes.

N
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L Deux problemes d'ordonnancement

Snevily's Conjecture

G un groupe abélien fini d'ordre impair.
ai,...,ak distincts | Il existe 7 telle que
by, ..., bk distincts | a1 + br(1), .-, 3k + bk
soient distincts.

G =7/pZ (Alon - 1999),
G = Z/nZ (Dasgupta, Karolyi, Serra, Szegedy - 2001),

Théoreme (Arsovski - 2011)
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LQuquues résultats séquentiels

Théoreme (Erdés-Ginzburg-Ziv - 1961)
G groupe abélien (|G| = n). (g1, 82, --,82n—1) suite d'éléments
de G. ll existe i < ir < --- < i, tels que:

g +g,+ - +8g,=0.

v

Z]pZ, on réordonne dans [0,p-1]:

S < < p-1-

v

Si gi = gi+p—1, on a p termes consécutifs égaux.

v

Sinon Cauchy-Davenport sur les ensembles A; = {gj, gi+p—1}

v

écriture de —gop_1.
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Constante de Davenport G abélien fini, D(G) le plus petit entier
tel que toute suite de longueur plus grande contient une sous-suite
de somme nulle.

Théoreme (Narkiewicz-Rémond - 1966)

Soit F(x) le nombre d'irréductibles de Ok non associés deux a
deux, dont la norme n'excéde pas x en valeur absolue. Alors, il
existe un réel C > 0 tel que I'on ait :

~Cc X D(6)-1
F(x) Clogx(loglogx) ,

ou G est le groupe de classes d'idéaux de I'anneau Ok.
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L Une inspiration géométrique

Une question d'Erdds

Conjecture (Erdds)
p nombre premier, (a1, ..., ap) éléments de IF;;, non tous égaux.
L’équation aix1 + - - - + apxp = 0 @ au moins p (0 — 1)-solutions.

Théoreme (Olson - 1987)

G groupe abélien (|G| = n), (a1,...,an) éléments de G \ {0}, non
tous égaux.
L’'équation aix; + - -+ + anx, = 0 a au moins n (0 — 1)-solutions.
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Pour A = (a1,

.,ay), on pose

dim(A) = dim((A+ N {0,1}%)).
Théoreme (B.-Girard)

p un nombre premier, A = (a1, .
deFy:

,ag) une suite de ¢ > p éléments
dim(A) =/¢ — 1.
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Théoreme (B.-Girard)

peP, A= (a1,...,ap) une suite de p éléments de IF;:
» dim(A) =1,
(at,...,ap) = (r,...,r).
» dim(A)=p—2,3te[l,p—3],
(as(1): -

——

,ao.(p)) = (I’, N S AT B —(t—|—1)r,—(t—|—1)r)
t p—2—t
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Théoreme (B.-Girard)

peP, A= (a1,...,ap) une suite de p éléments de IF;:
» dim(A) =1,

(a1, ...,ap) = (r,.
» dim(A)=p—2,3te[l,p—3],

coyF).

(3(1)s s 80(p) = (ryeeosrs =y, =1, —(t+1)r, —(t+1)r)
t p—2—t
» dim(A) =p—1.
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