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15324, 31254, 35124, 51324, . . .

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Ordre sur les permutations
Ordre sur les arbres
Lien entre ces ordres

Insertion dans un arbre binaire de recherche

15324 →

4

2

1 3

5
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Polynômes de Tamari

On définit récursivement BT par

B∅ := 1

BT (x) := xBL(x)
xBR(x)− BR(1)

x − 1

avec T =
L

•

R

Théorème (C., Pons)

BT (x) compte le nombre d’arbres inférieurs ou égaux à T dans le
treillis de Tamari en fonction du nombre de nœuds sur leur branche
gauche.
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Polynômes de Tamari
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BT (x) := xBL(x)
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I Si a < c et a C c alors b C c pour tout a < b < c.

I Si a < c et c C a alors b C a pour tout a < b < c.

1

4
⇒

1 2 3

4

4

1
⇒

4 3 2

1

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

4

3

5

10

8

7 9

6

1

5

2

4

3

7

6 10

8

9

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

4

3

5

10

8

7 9

6

1

5

2

4

3

7

6 10

8

9

1 2

3 4

5

6 7 8

9

10

1

2

3

4

5

6

7

8 9

10

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

4

3

5

10

8

7 9

6

1

5

2

4

3

7

6 10

8

9

1 2

3 4

5

6 7 8

9

10

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

4

3

5

10

8

7 9

6

1

5

2

4

3

7

6 10

8

9

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

4

3

5

10

8

7 9

6

1

5

2

4

3

7

6 10

8

9

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

4

3

5

10

8

7 9

6

1

5

2

4

3

7

6 10

8

9

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

4

3

5

10

8

7 9

6

1

5

2

4

3

7

6 10

8

9

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

4

3

5

10

8

7 9

6

1

5

2

4

3

7

6 10

8

9

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

B(

1

2

3

,
1 3

2 4

) =

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

B(

1

2

3

,
1 3

2 4

) =

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

B(

1

2

3

,
1 3

2 4

) =

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

B(

1

2

3

,
1 3

2 4

) =

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

B(

1

2

3

,
1 3

2 4

) =

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

B(

1

2

3

,
1 3

2 4

) =

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

B(

1

2

3

,
1 3

2 4

) =

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

+

1

2

3

4

5

6

7

8

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

3 =
[

,
]

x2

1 3

2 4 =

 ,



x3

1

2

3

4

5

6

7

8 ,



Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

3 =
[

,
]

x2

1 3

2 4 =

 ,


x3

1

2

3

4

5

6

7

8 ,



Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

3 =
[

,
]

x2

1 3

2 4 =

 ,


x3

1

2

3

4

5

6

7

8 ,



Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

3 =
[

,
]

x2

1 3

2 4 =

 ,


x3

1

2

3

4

5

6

7

8 ,


x2.x .x3

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

3 =
[

,
]

x2

1 3

2 4 =

 ,


x3

1

2

3

4

5

6

7

8 ,


x2.x .x3 + x2.x .x2

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

3 =
[

,
]

x2

1 3

2 4 =

 ,


x3

1

2

3

4

5

6

7

8 ,



x2.x .x3 + x2.x .x2 + x2.x .x

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

3 =
[

,
]

x2

1 3

2 4 =

 ,


x3

1

2

3

4

5

6

7

8 ,



x2.x .x3 + x2.x .x2 + x2.x .x + x2.x

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

1

2

3 =
[

,
]

x2

1 3

2 4 =

 ,


x3

1

2

3

4

5

6

7

8 ,



x2.x .(x3 + x2 + x + 1)

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari



Introduction
Dénombrement des arbres plus petits

Treillis de m-Tamari
Perspectives

Résultat principal
Intervalles-posets

Théorème (Chapoton)

La série génératrice des intervalles de Tamari vérifie l’équation
fonctionnelle

Φ(x , y) = B(Φ,Φ) + 1

où

B(f , g) = xyf (x , y)
xg(x , y)− g(1, y)

x − 1
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Structures ”m”

I structures algébriques
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I treillis des châınes de permutations

Grégory Châtel, Viviane Pons Dénombrement d’arbres plus petit dans l’ordre de Tamari


	Introduction
	Ordre sur les permutations
	Ordre sur les arbres
	Lien entre ces ordres

	Dénombrement des arbres plus petits
	Résultat principal
	Intervalles-posets

	Treillis de m-Tamari
	Chemins ballots
	Arbres m-binaires

	Perspectives

