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Urnes de Pdlya et combinatoire analytique
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Urnes de Pdlya

®  + ajouter 2 blanches

/\JO + ajouter 1 noire et 1 blanche

» Une urne contenant des boules de deux couleurs différentes

» Des régles fixées pour |'évolution de I'urne
0 2
11
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Urnes de Pdlya équilibrées additives

(a b) a,deN, bceN

c d
Urne équilibrée : | a+ b = c + d | (nombre total de boules déterministe)
Configuration initiale fixée (ag, bo) : ag boules o (comptées par x)

bo boules o (comptées par y)

Définition
Histoire de longueur n : une suite de n évolutions (n tirages)

H(x,y,z ZH,,Mxy

n,i,j

Hpij : nombre d'histoires de longueur n, débutant en (ag, by), et
terminant en (/,J).
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne <(1) i) et (ao, bo) = (1,1).

H(x,y,z) =

Xy
e 0 |
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (fl) i) et (ao, bo) = (1,1).

H(X,y,Z):
.o Xy
7 3 2.2y %
.o \Q; +  (xy° +x%y?) 1
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (? i) et (ao, bo) = (1,1).

PR Hx.y,2) =
00 o Xy
® O
° \ e Oo
” U = bl ) D
o0 )2
e O
® O

1!
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (? i) et (ao, bo) = (1,1).

H(x,y,z) =

Xy

4
o . oo + (xy3+x2y2)ﬁ
S~

5 (o]
}v ® Of
PRe) ® O
oo X
[ ]
® OO0
® O

2
+ (xy® +5x%y* +2x3y3) %
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (? i) et (ao, bo) = (1,1).

e

5

PRt

3 2

SN |8
o coo S 4

oo\ol . )2/
.2 4 +

N

e O < &
° > +

o) 2.

2
V4
(xy® +5x2y* + 2x3y3) =

H(x,y,z) =
Xy

V4
(Xy34—x2y2)i7

2!
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Propriétés analytiques

Equation aux Dérivées Partielles [FIGaPe05]

O.H =Ty 0. H + xy9 ™ O H.

Isomorphisme [FIDuPu06]

H = X ybo

Urne (a Z) et{ (ZO’_bO) 4 = X = X3tlyb®
c at+tb=c+ avec v — X< yd+

Intégrale premiére pour les urnes équilibrées [FIDuPu06]
Soit p:=c—a=b—d,

XP — YP =xP P
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Preuve de |'isomorphisme

Différencier = Piocher

Oxxx...x] = (¥x...x) + (x¢...x)+ ...+
XOu[xx ... x] = (xx...x)+ (xx...x)+ ...+

Posons ® = xat1ybg, + xcyd+19,
Alors

—~

XX ... X)

XX ...

—~
%
~

@[Xiyj] _ ’-Xi+ayj+b +in+cyj+d
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Compter les histoires - Exemple

Prenons I'urne (? i) et (ao, bo) = (1,1).

®0e O

A A A S

H(x,y,z) =

V4
+ (® +x2y?) =
+ (05 + B2yt 4 23y D

+
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Preuve de |'isomorphisme
Différencier = Piocher

Ocxx ... x] = (¥x...x)+ (x¥...x)+ ...+ (xx...

XOx[xx . ..x] = (xx...x)+(xx...x)+ ...+ (xx...x

Posons © = xat1yb9, 4+ xcyd+19,

Alors | D[x'y/] = ix"tayith 4 jxiteyitd

Drxoyt] = 3 Hy iyl

iJ

H(x,y,z) Z@ [Xa°yb°]
n>0

Preuve de I'EDP

H=(e°%)o [x®y®], etainsi, O,H=DH.
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Preuve de |'isomorphisme
Soit (X(t), Y(t)) solution de

X = Xxetlyb X(t=0)=x
Y = XcydH Y(t=0)=y

@[X y ] _ IXI+ayJ+b +J-Xi+cyj+d

H(x,y,z) Z’D [Xa°yb°]
n>0
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Preuve de |'isomorphisme

@[X y ] _ IXI+ayJ+b JrJ-Xi+cyj+d

H(x,y,z) Z’D [Xa°yb°]

n>0

{

Soit (X(t), Y(t)) solution de

X = Xxetlyb X(t=0)=x

Y = XcydH Y(t=0)=y
Oe(X 7YY

= XTIXYI 4 jXyitly
— ‘I'XJra Yj+b _|_jxi+c Yj+d‘
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Preuve de |'isomorphisme

@[X y ] _ IXI+ayJ+b +J-Xi+cyj+d

H(x,y,z) Z’D [Xa°yb°]
n>0

Soit (X(t), Y(t)) solution de

X = Xxetlyb X(t=0)=x
Y = XcydH Y(t=0)=y
Oe(X 7YY

= XTIXYI 4 jXyitly
— ‘I'XJra Yj+b _|_jxi+c Yj+d‘

Of(Xin) =" [xiyj] X X

y—=Y
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Preuve de |'isomorphisme

@[X y ] _ IXI+ayJ+b JrJ-Xi+cyj+d

H(x,y,z) Z’D [Xa°yb°]
n>0

H(X(t) => o7 [x

n>0

Enfin t =0, et c'est gagné!!

Soit (X(t), Y(t)) solution de

X = Xxetlyb X(t=0)=x
Yy = Xcydtl Y(t=0)=y
Oe(X 7YY

= XTIXYI 4 jXyitly
— ‘I'XJra Yj+b _|_jxi+c Yj+d‘

Of(Xin) =" [Xiyj] X X
y—=Y

n

V(0] 5 = X(t+2)° Y (¢4 2)"
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Des marches vers les urnes

(a b), avec a,b,c,d>0.
c d

Dans la configuration (/,j) (i noires, et j blanches), il y a deux pas
possibles :

> aller en (i + a,j + b), avec probabilité i/(i + j);

> aller en (i + ¢, j + d), avec probabilité j/(i + j).

suite de n tirages = marche pondérée dans le quart de plan.

H(x,y,z ZHn,,ny

n,ij

Dans le cas classique des marches aléatoires dans le quart de plan,
question de nature (rationelle, algébrique, holonome, non holonome 7)
[Bousquet-Mélou&Mishna08] [Bostan&Kauers09,10] [Raschel&Fayolle12]
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Problémeé'Agl)gebricité (i g) (g g) ((1) i)
I O N O A )
Go) (3 G2 G

Quand H(x, y, z) est algébrique?

) k) ey
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Problémeé'Agl)gebricité (i g) (g g) ((1) i)
I O N O A )
Go) (3 G2 G

Quand H(x, y, z) est algébrique?

(@ 3) (2 7) (5 3)
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Recherche et preuve automatique
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Les urnes avec zéros
Ne sont pas algébriques :
» I'urne [0,0,0,0], H(x,y,z) = x%yb elaotbo)z.

> les urnes de type Friedman [0, 0, 0, 0],
> les urnes anti-triangulaires [0, 0, p,o — p].
Sont algébriques :
> les urnes de type Pdlya [0,0,0, o],
H(x,y.2) = x®y™ (1= ox72)"*/7 (1 = ay72) /",
> les urnes des records [o, 0,0, 0],
H(x,y,z) = x®yb (1 — ox7z)"%/7 |

» les urnes triangulaires [0,0,0 + p, —p],

H(x,1,z) = x®(1 — gz)~be/° (1 —x? (1 —(1- az)a/")>_a°/a .
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Préliminaires a |'automatisation

1. Il suffit d'étudier H(x, 1, z).

La condition d’équilibre rend une variable redondante.

2. Il suffit de traiter le cas initial a une boule blanche (ag, by) = (0, 1).

L'intégrale premiére, XP — YP = xP — yP | lie algébriquement X et Y.
L'équation, H = X9 Ybo lie algébriquement H, X et Y.

3. Les urnes [a, b, c,d] et [d, c, b, a] ont le méme comportement.

Inversion des couleurs, blanche et noire.

4. 1l suffit de considérer les cas avec coefficients premiers entre eux.
Si ¢ = pged(a, b, ¢, d), nous étudions [a/d, b/d, c/6, d/d].
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Guess'n'Prove automatique

1. Développement en série (a précision 150)

2. Deviner une équation algébrique

3. Preuve assistée par ordinateur
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Code Maple

%% INITIALIZATION %%%
with(gfun) :
precision := 150; balancemax := 10; CondInit := y;

%% CONSTRUCTION DE LA SERIE TRONQUEE %%%
Dop := proc(f,a,b,c,d)
expand( x~(1+a) * y~(b) * diff(f,x) + x~(c) * y~(1+d) * diff(f,y) ); end:

SerieCons := proc(n,init,a,b,c,d) local res, iter, ij;
res := init; iter := init;

for i from 1 to n do

1/i * Dop(iter,a,b,c,d);

res+iter*z™i;

iter

res :
end: end proc:

%%4% AUTOMATIC GUESS-AND-PROVE
for s from 1 to balancemax do
for a from 0 to s-1 do
for d from 1 to s-1 do
bi=s-a;ci=s-d;
if ged(ged(ged(a,b),c),d)=1 then

% POWER SERIE EXPANSION %%%
zseries := series(subs(y=1, SerieCons(precision, CondInit, a, b, ¢, d)), z, precision)

%% GUESSING %%%
guess_poly := seriestoalgeq(zseries, h(z), [ogfl):

if guess_poly = ’FAIL’ then
print (Matrix([[a,b], [c,d]]), guess_poly);
else

FORMAL PROOF %
P subs (h(z)=T, guess_poly[1]):
psi := RootOf(P,T):
EDP := (1-(a+b)*z*x~c) * diff(psi,z) + (x~(c+1) - x~(a+l)) * diff(psi,x) - x~c#psi;
preuve := simplify(normal(EDP));
print (Matrix([[a,b], [c,d]]), P, preuve);

end if:
end if:

end: end: end; 16/44




Observations

<i 3) avecd =a-+ b—c.

Des alignements apparaissent :
{a=c}, {a=c+1}, {a=2c}, {a+2=c avec b et c impairs}

17/44



[ntuitions

Si une urne [a, b, ¢, d] est prouvée algébrique par I'algorithme, alors elle
appartient a |'un des trois cas suivants :

(i) p=0
(i) p<Oeta=0[p]
(i) p>2,a=1[plet b= -1 [p]

R000-

fio0 70004
60004
80
50004 ’ .

non algébriques

60 4000

3000
40

algébriques

2000

1000

2 4 6 8 10 12 14 1020 30 40 50 60 7O 80 90

balance < 15 balance < 100
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Et les urnes Différentiellement Finies ?

Définition Une fonction est dite différentiellement finie (ou holonome) si
elle est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients poly-
nomiaux.

Dans la recherche automatique, cela se fait de facon identique
seriestoalgeq --> seriestodiffeq
Les mé&mes urnes ressortent...

Proposition Toutes les urnes équilibrées dont la série est différentielle-
ment finie sont algébriques.

Idée de la preuve :
Toutes les dérivées de X et Y s'expriment comme des polynémes en X
et Y, car X’ et Y’ sont des monémes en X et Y,
{X/ — Xa+1 yb Yy’ — X€ Yd+1}
, .
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Algébricité, classification
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Preuve générale d'algébricité

Théoréme : Pour une urne (i 3) avec a,b,c,d >0, etp=c—a=
b—d,si

(i) p=0

(i) p<0eta=0 [p]

(i) p>2,a=1[plet b=-1[p]

alors H(x,y, z) est algébrique.

Paramétrisation

(1 (; Z) avec a,b > 0;

.. kr+r b .
(i) ( Lr b+r> avec r,k,b>1;
kr+1—r rl—1+r
(iif)

K+ 1 1 >aveck,€21,etr22.
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Cas (i) : p=0
(2 Z),aveca,b>0.
(X' = X*yP ¥y = XTyP X(0) = x, Y(0) =y}

Le polynéme P(T,x,y,z) s'annuleen T = Y(x,y,2) :

P(T,x,y,z) = (1 - axaybz) T —y°

H(X’y’z) = X(Xayaz)ao Y(Xzyaz)bo
do bO
= (| —= _y
((1 - UXaybz)l/(r) ((1 - Uxaybz)1/°>
[Zn]H(Xa.ya Z) = Xa°+a"yb°+b"[z”] 1 — a" r(n + 50/0) aop+an,, bo+bn )

(1-o0z)®/° ' T(s/0) Y
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Cas (i) : p<0eta=0|[p]

(kr—i—r b

kr b+r),avecr,k,b>0.

Proposition La fonction génératrice Y = H(x, y, z) est solution de

k .
K\ (x"=y ")
o r(k+1)+b ir __
[z — K(x,y)]Y —1—,220 <i>r(k 1= bY =0

Le polynéme annulateur trouvé est de degré o.

Remarque. Pour k =1, r = a nous retrouvons [M. 2012, LATIN]

2a b
a a+b
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Preuve

—  Xkrtr+l yb

Systéme différentiel : { ); _ ke ybirel

Intégrale premigre : X" — Y "' =x""—y~ "
Ainsi, Xk = YK (14 Y7 (x—" —y=r)) .

y r(.,—r —r\\ kK
v L+ Y (T =y™) =1

k

Z (k> (X—r _y—r)i Yr(i—k—l)—b—l Y/ 1.
" 1
i=0
k .
K\, Lyl
Z<i>(x ) k1o o Kb

i=0

avec K(x,y) constante d'intégration. Il reste a multiplier par Y (k+1)+b,
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Cas (iii): p>2,a=1][p|let b= -1 [p]

(kr—l—l—r rl—1+r

kr+ 1 1 ),aveck,€>0etr>1.

Proposition La fonction génératrice Y = H(x, y, z) est solution de

Q(Y)
(Yr + C)k“rl/f'fl Yréfl Cf+k

:Z_K(Xay)

ol @ est un polyndme de degré r(k+¢—1) et C =x"—y".

Idée de la preuve : L'équation Y’ = (Y + C)"™¥ Y s'integre en
(Y7 + OV Y 2 - K(x,y) = Q(Y).

Le polynéme annulateur trouvé est de degré
r(rk+1—r)+r(rt —1)=r?(k+£-1).
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. | Analyse asymptotique
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Etude asymptotique du cas (ii)

(kr—i—r b

kr b+r>,avecr7k,b>0.

urnes a croissance préférentielle

k —r i
[Z _ K(X)] Yr(k+l)+b + E k (X - 1) Yir —_ O
—\i rtk+1—-i)+b

Généralisation du cas k = 1, I'urne [2r, b, r, b+ r], traitée dans [M.2012].
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Premiéres observations

Balance 0 = (k+ 1)r + b
Pour x = 1, I'équation devient : (z — o )Y +071 =0
Ainsi pour (ao, bo) = (0,1)

O.nnl/rrfl

H(1,1,z) = (1 —oz)" Y7 hn ~ Ty

Proposition

Soit X, la variable aléatoire comptant le nombre de boules de couleur x
dans 'urne au temps n. Alors

rko rk (
rk+b Crk+ b F(r

Q[+|Q =

1) T +O(n’/<’*1).

E(Xn) = ) rk + b

kr3bo 2r
V) = e — e )" (") -
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Exemple r=1 k=1, b=1.

2 1 X — XXy
1 2 y — Xyy

croissance préférentielle
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Méthode de col pour x =1

Yn = ;:r j{a(w)h(w)"“dw
{ a(w) = 1 —1 w
h(w) = w(w? — 3w + 3)
/ _ _3(W B 1)2
W) = e 3w 37 s o)

) L 1 col double en w =1
évaluer I'intégrale selon le bon contour...
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Méthode de col x=1 (suite)
t €[0..L] N

(1) w(t) =1+ te"/3 @, -~ .
(2) w(t) = 1+ te—27/3 / %

h(w(t))" = exp (=n(t> + O (t°)) | .

Choisir L... nL3 — oo et nL® — 0 \ )
Prenons L ~ n=1/4 N .

oo
/ +/ :/ ve " du et / exponentiellement négligeable
®n J@ Jo ®3)

Yo = r(i;3) (20 (m1))
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Méthode de col x # 1

-1 -1
(z—x 1—%>Y3+X Lviloo

—1

2 2 3
= 3 %a (w)h (W)"+1dw
.yn - 2[7T X X
H(1)=h(x"1)=0 S5
w i [hy(w)]
3 poles
_ 2co|senw:1etw:x
// ~ . _1 L X < 1
/// \ X = \/_ |X]
I 0 " 3nn=2/3 3 —. 3.
. *, ~N — — - —
'\ 1)~ iy o (37 5%)
\
\ - -
R y . pn(x) = y (1) ~ exp (%\/ﬁx - g 2)
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Loi normale limite

Soit X,, la variable aléatoire comptant le nombre de boules e dans I'urne
aprés n étapes.

Théoréme
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Loi locale limite

Théoréme
Notons p,, x = P {X, = k}. La distribution des X satisfait une loi locale

limite de type gaussienne avec vitesse de convergence O (ﬁ) i.e.

vV 3[7 1 eft2/2

su —_— —
teﬂg 5 Pn,13n/2+tv3n/2) Jon

<

-




Grandes déviations

» Borne exponentiellement petite sur la grande déviation par rapport a
la valeur moyenne : quantification sur les événements rares

Théoréme

> 5i0.42 < t <2/3, P(X, < tn) = e "W()

(queue gauche)
> si2/3<t<0.73, P(X, > tn) ~ e "W

(queue droite)

0204

0,154

0,104
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Cas général . y
B r(k+1)+b Xr_yrlf ir —

n+1

() = G (e o

// . (]
he(w) : 0 = (k4 1)r + b poles S|mp|es / \
dont un en w =0, {

et pas de pole en w = 1. \\
Col en 1 avec multiplicité r +b —1 \
N

On a kr autres cols en les racines de ™
e ()0 = 1) (1 — w)(kr. T y y
x~1+40(n12) et L~n 7

Yalx) ~ (1/1_) xp (u/u\f 2)

pn(x) ~ exp (piuy/n — v 2u®)
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Résultats asymptotiques - Cas (ii)

<krk4rrr bir>,avecr,k,b>0 o=(k+1r+b
k
Moyenne ~ un avec uw= re
kr+ b
kr3b
Variance ~ 1/°n avec V2 "o

= (kr+ b2((k —1)r + b)

Pour x = exp (/ﬁ) on a

pn(x) = exp (puiuy/n — 1/2/2u2) +0(n~ S ).

Théoréme des Quasi-Puissances :
» loi normale limite, avec vitesse de convergence
> loi locale limite

» principe de grandes déviations
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Etude asymptotique du cas (iii)

<kr—|—1—r ¢ —1+r

kr+1 rd—1 >'aveck7£>0etr>1.

Q(Y)
(Y7 + C)k+1/r—1yri=1 Clik

:Z_K(Xa)/)

ol Q est un polynéme de degré r(k+ /¢ —1) et C=x"—y".
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Le polynéme @ et la constante K(x, y)
Ce polynéme @ s'écrit

k+0—1

Q(Y)=Cr 3" gyic U,

Jj=0

avec |'expression exacte des coefficients :

1‘fI(k+z—1—g

A1 = ((—1_s)r—1
0

-1
rf—1°

qdo =
La constante K(x, y) s'exprime

—Q(y)

K(x,y) = Xk FL=ryrb=T(xr — yr)tk

k+£—1

pour j=0,...

ktl-2,

- _ Z qj(Xr _ yr)717jyr(j75)+lxr(17k)71 )

39/44



Moyenne et Variance

k+0—1
(Yr + C)k+1/r71(z _ K(X,y)) — Z qij(j+1) yri—0+1
j=0
L'équation permet d'exprimer exactement et asymptotiquement les
moments de X, le nombre de boules noires a |'étape n.

E(Xn) = % + cste + O(n~ Y/ (kH0y
vox) = ?kél(zfl)lz)((/(fj elirz_) Do+ estel 1 0(n2/04+0)
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Polynéme annulateur et singularités

Le polyndme annulateur, noté P(T,x,y, z), de la fonction Y(x,y, z) est
donné par la formule suivante :

P( T,x,y, Z) - _ (Xr(k71)+1 yrffl)r Q(T)rcfkff

+C—k—€ |:( Tr + C)k—l Tré—l (Xr(k—1)+1 yrf—l CZ-H(Z + Q(y)):|” (Tr+C) ]

Pour obtenir les singularités possibles, il suffit de regarder les racines du
résultant de P et O7P.

SING := factor ( solve (resultant(P, D(P,T), T) , z) )
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Polynéme annulateur et singularités

Le polyndme annulateur, noté P(T,x,y, z), de la fonction Y(x,y, z) est
donné par la formule suivante :

P( T,x,y, Z) - _ (Xr(k71)+1 yrffl)r Q(T)rcfkff

+C—k—£ [( T+ C)k—l Tre-1 (Xr(k—1)+1 yrf—l C€+kZ + Q(y)):| (Tr+C)
Pour obtenir les singularités possibles, il suffit de regarder les racines du
résultant de P et O7P.

SING := factor ( solve (resultant(P, D(P,T), T) , z) )

Chaque singularité a un facteur (x — 1)71,
Sauf UNE, notée p(x), telle que

px) — ot

x—1

Or, 071 est effectivement la singularité de la fonction
Y(1,1,2) = (1 —0z)7 /.
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Développement de Newton-Puiseux

On regarde donc le développement de Newton-Puiseux pour Y au
voisinage de z = p(x).

Pour z — p(x) et x — 1,

Y(x,2) = (op(x) = 02) "7 (1 + o(1))

Donc lorsque x — 1, on a bien

Y(x,z) ~ (1—0z)"Y7(1+ o(1))

X—
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Conclusions asymptotiques

> —1/oc
Vi12) = (onb) (1 - X) (1+o(1))

Ainsi,
; plx)_"nt/o
[2"Y(x,1,2) ~ ————
neee T(o7?)

La fonction génératrice de probabilité s'exprime alors

) = [Z"]Y(X,l,z) - oolx “1/o M —n
o) = (AT s P09 (29)

Ainsi, par le théoréme des Quasi-Puissances, on obtient

> une convergence vers une loi Gaussienne avec vitesse de convergence,

» une loi locale limite,

» des bornes de grandes déviations.
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Conclusion

vV v v v

Guess'n'Prove automatique sur un grand nombre de cas.
condition suffisante pour |'algébricité
résultats asymptotiques précis pour ces urnes algébriques

Conjecture : Il n'y a pas d'autres urnes équilibrées additives
algébriques.
comportement analytique des urnes additives non algébriques?
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Merci de votre attention.

44/44



