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PARTIE A : LES CRUES D’UN FLEUVE

On s’intéresse a un réseau de canaux permettant aux eaux d’un fleuve de traverser une
ville. Lors de fortes pluies et pendant la fonte des glaces en amont, le réseau devient soudain
tres sollicité. Par chance, les eaux se répartissent entre les différents canaux du réseau et
I’alerte fini par passer. De retour au calme, les autorités se demandent jusqu’'a quel point
leur réseau aurait pu assurer 1’évacuation sans déborder.

A.1. DEFINITIONS

Définition 1.

Un graphe G est un couple (S,A) ou S est 'ensemble des sommets de G et A C S x S
I’ensemble de ses arétes.

Soit a = (s,t) € A une aréte du graphe G. Le sommet s (resp. t) est appelé origine (resp.
but) de a et noté ay.; (resp. apy)-

Pour un sommet s € S, on appelle aréte issue de s (resp. aréte arrivant a t) toute aréte
a € A qui a s pour origine (resp. pour but). On appelle voisin de s tout sommet ¢ tel qu’il
existe une aréte ayant s pour origine et ¢ pour but.

Soient z,y € S. On appelle chemin de x a y dans le graphe G toute séquence d’arétes
ai,...,a, € A telle que z soit 'origine de aq, y soit l'origine de a,, et le but de a; est l'origine
de a;y1 pour tout 1 < i <n —1. On dit que les deux sommets x et y sont reliés dans G si il
existe un chemin de x a y dans le graphe G. A

On représente un graphe par un dessin dans lequel chaque sommet est représenté par un
point et chaque aréte est représentée par un fleche reliant son origine a son but.

Exemple 1.

l Soit G = (S, A) le graphe définit par

{ S={a,b,c,d,e, f}
A ={(a,b),(a,d),(b,c),(b,d), (d,a),(d, [),(f,a)}

On le représente par le dessin suivant.
a b
+—  t
\c
+
d e
St
+ A

Définition 2.

é Soit G = (S, A) un graphe. o
Une wvaluation sur le graphe G est une application v : A — R, = R, U {+o00}. On
appellera graphe valué un couple (G, v) ou G est un graphe et v une valuation sur le graphe

G.

Un flot sur le graphe G compatible avec la valuation v (on dit aussi flot sur le graphe
valué (G, v)) est une application ¢ : A — R, qui satisfait les conditions suivantes :

1. Va € A, Y(a) < v(a),

2. Vs €S,
teS, t voisin de s tesS, s voisin de ¢
Cette deuxieme condition est appelé loi de Kirshoff. A
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Exemple 2.
l On munit le graphe de notre exemple de la valuation v présentée sur le graphe suivant

. 11 b
+_
2 N\
+
3 4
2 ¥
d e
+
f%

+

On définit alors un flot 1) compatible avec la valuation v sur le dessin suivant

a 112 b
+_—  t
8,0
flux 2.2 c
+
AN 3,3 4,2
2,1 +
d e
_ f /2
valuation +

| On appelle réseau d’eau un graphe valué (G, v) tel qu’il existe une aréte a € A telle que
Vu(a) = +oo et Vb € A~ {a},v(b) € R,
Le but de cette aréte est appelé source et noté s. L’origine est appelée puit et notée p.
On notera (G, v, s,p) un réseau d’eau.

+
1

AN
Définition 3.

Soit (G, v, s, p) un réseau d’eau. On appelle flot maximal sur (G,v,s,p) tout flot ¥ sur le
graphe valué (G, v) tel que

U((p,s)) = max  {P((p,s))}-

n ¢ flot sur (G,v)

On appelle débit mazimal la valeur

Fmax = ) .
paonax {((p,s))}

A
Exemple 3.
l 1 f f
/_N+ *—ﬂ.'_
b b
5 > 3 > 33
d A 2,1 d -
s + p s + ' p
'.“+&c 2 / +“‘ "_‘+ &c 2,2 / +.“
i + ] 4 i i + g 4,2 |
; a 1 + ; a 11 T
v + ‘/ R ‘/
' e e
Yoo Yoo,5
Réseau d'eau Flot maximal
Le débit maximal de ce réseau d’eau est 5. A
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Définition 4.

J7 Soit ¢ un flot sur un graphe valué (G = (S, A), v). . o
On appelle graphe des écarts du flot 1 le graphe valué (G = (S, A), v) défini par

S=s,
A={acAlv(a)<v(@)}U{(o,b) €SxS](bo)c Aeti(bo)=uv(bo)},

i((0,b)) = { v((0,0)) = ¥((0, b)) si(0,b) € Aet ¥((0,b)) < v((0,0))
’ v((b,0)) si (b,0) € A et ¢((b,0)) = v((b,0))

Si (G, v, s,p) est un réseau d’eau, on appelle chemin améliorant tout chemin du graphe
des écarts de v reliant s a p.

A
Exemple 4.
V| Le graphe des écarts du flot précédent est le graphe suivant.
R
1 d
s / / + ! p
+ +
h 3 2 |
:' \C'I- g / ‘..
; a \ +
| +
G
. 1 + 1
________ e
A

A.2. ALGORITHME DE RECHERCHE DE FLOT

On cherche un flot maximal sur un réseau d’eau (G = (S, A),v,s,p). Pour cela on fait
tourner l'algorithme suivant.

Recherche_flot_maximal (G, v, s, p) =

1. INITIALISATION : Soit ¢ le flot nul sur (G, v) (i.e. le flot défini par ¢(a) = 0 pour tout
a € A) et (Go, ) le graphe des écarts de 9.

2. MISE A JOUR : Tant qu’il existe un chemin a4, ..., a; de s & p dans le graphe @n, soient
m = max{0(ay),...,0(ax)},

Y11 le flot défini par

Un((0,0)) +m si(o,b) € {ay,...,ax, (p,s)}
Yni1((0,0)) =< U, ((0,0)) —m si(b,0) € {ay,...,ax}
Un((0,b)) sinon

Q

et (Gy11,Uns1) le graphe des écarts de 1,4 1.

3. RESULTAT : Quand il n’existe plus de chemin de s & p dans le graphe G, renvoyer le
flot ¢,,.
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Exemple 5.

l On montre le fonctionnement de ’algorithme sur un exemple de réseau d’eau.

--------------------------

Flot a I'étape n
o
o
<
S
w
S
e
m
S
"
8
a
o
—_—
<
°
w
°
\ T e— o /
AN w4 A
o
8
o
o
o
<
S
w
t=}
-
=
o
"
8
°
o
—_—
><
S
w
-
=
o
"
8
o
S
<

--------

Chemin améliorant
dans le graphe des écarts
o
+<T+
i
8
o

é v
w
N, T /
N
8
o
+—+
><
y—
+
8
AP
+>£+
b
T
8

L’algorithme semble trouver un flot maximal sur le graphe valué. A

A.3. PREUVES DE L’ALGORITHME

Le but de cette partie est de montrer la correction de I’algorithme, c¢’est-a-dire de prouver
que notre algorithme termine et renvoie bien un flot maximal.

Proposition 1.

A chaque étape, 'algorithme de recherche de flot maximal calcule un flot sur le graphe
valué (G, v). A

Preuve.

| On le montre par récurrence sur le nombre d’étapes déja effectuées :
Vo A Détape 0 : le flot nul est bien un flot sur le graphe valué (G, v).

— Soit n € N. Supposons que I'algorithme ait bien calculé un flot a I’étape n et montrons
que c’est encore le cas a I'étape n + 1.
Soit ay,...,a; de s a p le chemin améliorant dans le graphe G, et

m = max{0(ay),...,0(ax)}.

On a alors

VYu((0,0)) +m si(0,b) € {ay,...,a (p,s)}
Yni1((0,0)) =< U, ((0,0)) —m si(b,0) € {as,...,ax}
¥n((0,b)) sinon

Dans la preuve, on note axy1 = (p, s).

Il faut vérifier les deux conditions que doit vérifier un flux :
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1. COMPATIBILITE AVEC LA VALUATION :
I'hypothese de récurrence assure que Va € A, 1, (a) < v(a). Par conséquent,

— si (0,b) € {ay,...,a (p,s)}, alors

¢n+1((07 b)) = 77Z)n((07 b)) +m < ¢n((0a b)) + {}((0’ b))
= ¥u((0,0)) + [v((0,0)) — ¥n((0,0))] = v((0, b)),

— st (b,0) € {ar,. .., ar}, alors ¥, 11((0,0)) = Yu((0,0)) —m < v((0,b)),
— sinon, ¥n11((0,0)) = ¥u((0,b)) < v((0,b)).
2. Lol DE KIRSHOFF :
Yu € S, on a par hypothese de récurrence

Saw) = > alwt) = > Yal(t,u) =0
teS, t voisin de u t€S, u voisin de t
Par conséquent,
—siduw eSetje{l,....,k+1} tel que (u,u') = a;, alors on sait que Fu” € S
tel que (u”,u) = (-1 mod (k+1))- On a alors quatre cas :
(a) sia; € Aeta;_; €A, alors

Sn+1(u> = Z wn+1(<u7 t)) + 7vanr1<aj)

teS, t voisin de u, t#u’

- Z wn+1<(t7 u)) - wn+1<ajfl)

t€S, u voisin de t, t£u’

= S () + Walay) +m)

teS, t voisin de u, t#u/

- Z wn«tv u)) - [wn(ajfl) + m]

t€S, u voisin de t, t£u’

= Yo dalw)— > walltiw) =0,

teS, t voisin de u t€S, u voisin de t

(b) sia; € Aeta;_1 ¢ A, alors

Sn+1(u) = Z @Z)n—i-l((ua t)) + wn—l—l(aj) + wn—l—l(aj—l)

teS, t voisin de u, t#u/, t#u

- Z 77Z)n-l-1((t’ u))

teS, u voisin de ¢

= > Un((u, 1)) + [nlag) +m] + [Yn(a; 1) —m]

teS, t voisin de wu, t#£u’, t£u’

- Y talltw)

teS, u voisin de t

= Y Gl = D daltw) =0,

teS, t voisin de u teS, u voisin de t
(c) sia; ¢ Aetaj_; €A, méme calcul,
(d) sia; ¢ Aetaj_; ¢ A, méme calcul.
— sinon,

Sena(w) = 3 duw) - Y () =0,

teS, t voisin de u teS, u voisin de t A\
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Proposition 2.

L’application © : n —— 1, ((p, s)) est strictement croissante. A
Preuve.
On applique la loi de Kirshoff en s :
Unr1((p,s)) = Yo danl(st) - > Unra1((t,s))
t€eS, t voisin de s t€S, s voisin de t, t#£p
> Y wle) - Y e m
t€S, t voisin de s teS, s voisin de t, t#p
= ¥u((p,s)) +m
> Yal(p, s))
A
Proposition 3.
J7 L’algorithme de recherche de flot maximal termine. A

Preuve.

l Supposons que l'algorithme ne termine pas. Il construit alors une infinité de flots dont les
débits sont strictement croissants. Par conséquent, il existe un entier N tel que le débit du
flot ¥y ait dépassé le débit maximum Fj,., du graphe valué, ce qui est absurde. A

Proposition 4.

J7 L’algorithme de recherche de flot maximal renvoie un flot sur le graphe valué (G, v). A

Preuve.

l L’algorithme termine et renvoie le dernier flot calculé, qui est bien un flot sur le graphe
valué (G, v).

JAN
Théoreme 1.
J7 Le flot renvoyé par I'algorithme est maximal. A
Pour prouver ce théoreme, on va avoir besoin d’introduire la notion de coupe.
Définition 5.
J7 Soit G = (S, A) un graphe. Soit R C S. On appelle frontiére de R I'ensemble
OR={acA|IreRteS\Ra=(rt)oua=(t,71)}.
On note
O.R={acA|IreRteS\Ra=(rt)}.
OR={acA|FIreRteS\Ra=(t,1)}.
A
Lemme 1.
V| Soit ¢ un flot sur un graphe valué (G = (S,A),v) et R C S. Alors
> wla)— Y (a)=0.
acdsR a€d_R
A
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Preuve.

l Il suffit d’appliquer les lois de Kirshoff en chaque point de R et de sommer ces lois :

vr € R, Yooownt) - Y e(tr)=0

t€eS, t voisin de r teS, r voisin de t

Par conséquent,

Sg = Z [ Z w(<rv t)) - Z 1/1(@7 T)) =0

reR LteS, t voisin de r t€S, r voisin de t
Mais on a
SR = Z Z ¢((T7 t)) - Z ’ll)((t,’l"))
reR [ teS, ¢t voisin de r, t¢0+R tes, r voisin de ¢, t¢0_R
F Y v - Y v
a€8+]R a€d_R
= > @)= ) )
a€d4+R a€Id_R
d’ou le résultat. A

Définition 6.

47 Soit (G, v, s,p) un réseau d’eau. On appelle coupe du réseau d’eau tout sous-ensemble
R € S qui vérifie les propriétés suivantes :

1. seR
2. VreR,3s =rg,71,...,7%-1,7 =7 € R tels que (rj,7;41) € A, V5 €{0,1,...,k—1}.
A

Lemme 2.
| Soit (G, v, s, p) un réseau d’eau. Il existe une coupe R qui contient p si et seulement si il
existe un chemin de s a p. A
Preuve.
| On montre les deux implications
Vv . . .
=) Si R est une coupe qui contient p, 3s = rg,71,...,r5_1,7 = p € R tels que (r;,7rj11) €
AVy€{0,1,...,k—1}. Par conséquent, (s,71), (r1,72), ..., (rk_1,p) est un chemin de
samp.
<) Si(s,r),(r1,72), ..., (rx_1,p) est un chemin de s a p, 'ensemble R = {s, 7,79, ..., 7%_1,p}
est une coupe qui contient p. A

On peut maintenant montrer le théoreme.

Démonstration 1. (du théoréme)

$ Soient (G, v, s, p) un réseau d’eau et ¥ un flux sur le graphe valué (G, v). Soit G le graphe
des écarts de W. 3
Nous allons montrer que s’il n’existe pas de chemin dans G, alors le flux ¥ est maximal.

Supposons que ce ne soit pas le cas. Soit A un flux sur le graphe valué (G,v) tel que
A((p,s)) > ¥((p,s)). On définit une suite de sous-ensembles (R,,), . de la fagon suivante :

Rl = {S}

8 m L’eau et les mathématiques



Rn+1 - Rn U {Tn}

ou 1, est un sommet de S tel qu'il existe un sommet r € R,, tel que A((r,7,)) > U ((r,r,)).
Ceci est toujours possible car

0 = > W) > ¥a)

acdy Ry, acO_R,
Y M- Y
a€8+]Rn a€O_R,

On a donc construit une suite de coupes (R,), .y du réseau d’eau (G,v,s,p) dont les
cardinaux sont croissants. Il existe un entier N tel que p € Ry, donc il existe un chemin de
s a p dans G, ce qui contredit 'hypothese. A

A.4. QUELQUES EXERCICES

Exercice 1.

Proposer un algorithme de recherche de chemin entre deux points x et y d’un graphe. A

Exercice 2.

l On considere un réseau informatique qui présente les contraintes suivantes : le débit d’in-
formations dans chaque cable et dans chaque noeud est limité (la condition sur les noeuds
provient du fait que chaque noeud d’un réseau informatique est un rooteur qui a une capacité
limitée).

Comment pourrait-on adapter notre modele pour trouver le flux maximum a travers le
réseau ?

A
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PARTIE B : LES CRISTAUX DE NEIGE

On veut étudier la forme des cristaux de neige. Nous donnons un modele de cristaux qui
fait intervenir la notion de fractale : une fractale est une figure tel que tout voisinage d’un
point de la figure contient 'image de la figure par une homothétie.

B.1. LE rLocoN DE VON KoCH

B.1.a. Préliminaire

CALCULS D’AIRE

Soit ABC un triangle de cotés de longueur AB =z, AC' =z et BC =y.
Question 1. Montrer que 'aire du triangle ABC' vaut :

Aupc = 1

Question 2. En déduire 'aire d'un triangle équilatéral de coté x.

CALCULS DE SOMMES DE SUITES ARITHMETIQUES ET GI:ZOMI:DTRIQUES

Question 3. Soit (x,),en la suite définie par :

SL’QGR
Vn € N, xpy1 = p+

Montrer (par récurrence) que :

- 1)(2 1
k=0

Question 4. Soit (z,),en la suite définie par :

o €R
Vn e N,z = px,
Montrer (par récurrence) que :

1 — ,un—i—l

‘v’nEN,Zxk:xo -

k=0

10 m L’eau et les mathématiques



B.1.b. Description du probleme

On se donne un triangle équilatéral de coté x.

A la premiere étape, on divise en trois chaque coté du triangle, et on supprime le tiers
central que l'on remplace par deux cotés de méme longueur tournés vers lextérieur (cf
dessin!).

A chaque étape, on remplace le tiers central de chaque segment par deux cotés de méme
longueur tournés vers l'extérieur (on appelle FZG,, la figure obtenue apres la n-ieme étape).

FIG, ]-"Igl FIGs :

B.1.c. Calcul du périmetre et de 'aire

Question 5. On appelle P, le périmetre de FZG,,, ¢, le nombre de cotés et [, la longueur
de ces coOtés.

Montrer que :
VneN,c,=4"3etl, =—

En déduire que :
4
Vn e N, P, = (g)”?):c

Montrer que :
lim P, =

n—0o0

Question 6. On appelle A,, l'aire de FZG,, k, le nombre de petits triangles rajoutés a
I’étape n et a, l'aire de ces petits triangles.

Montrer que :

Ao

VneN,k,=4"1'3¢et a, = o

En déduire que :

413 2?3 4
Vi € N, Ay = AL+ 3 ()] = 8 - 3(5))
k=1
Montrer que :
2
lim A, = 2x5\/§
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B.2. DEFINITION DES FRACTALES - DIMENSION FRACTALE

B.2.a. Définition

« Les fractales possédent une curieuse propriété mathématique : elles présentent essen-
tiellement la méme structure a toutes les échelles. »

Field, Michael et Golubitsky, Martin, La symétrie du chaos, InterEditions, 1993, p. 160.

Définition 7.

On appelle fractale une partie F' de 'espace telle que pour tout point x € F', pour tout
rayon r € R, il existe une partie F’ de F'N B(z,r) qui soit I'image de F' par une homothétie
(B(z,r) est la boule de centre x et de rayon 7, ¢’est-a-dire 'ensemble {y € R3 | |z — y| < r}&

B.2.b. La notion de dimension

La dimension fractale d’un objet fractale est la mesure de la facon dont l'objet occupe
I’espace. Nous n’allons pas la définir rigoureusement, mais nous allons donner des exemples
pour comprendre le concept.

Exemple 6.
Nous connaissons la dimension fractale de certains objets simples :

1. Un segment est de dimension 1 : si on passe de ’échelle 1 a I’échelle %k, on obtient k
segments identiques au premier.
—_

Echelle 1:1 segment Echelle 3 :3 segments

. . . , ;. s 4 ;
On peut écrire (variation d'échelle)dmension — nombre dobjets obicnus_
nombre d'objets au départ

2. Un carré est de dimension 2 : si on passe de 1’échelle 1 & 1'échelle k, on obtient k% carrés
identiques au premier.

Echelle 1:1 carré Echelle 3:9 carrés
. . . , imensi bre d'objets obt
Ici encore on peut écrire (variation d'échelle)dimension — nomore Zovjcts oolepus
nombre d'objets au départ

3. Un cube est de dimension 3 : si on passe de ’échelle 1 & I’échelle k, on obtient k3 cubes
identiques au premier.

L]

/
L1

/
|~

|~

Echelle 1:1 cube Echelle 3:27 cubes
dimension nombre d'objets obtenus

. L. e -
Ici encore on peut écrire (variation d'échelle) = ombre dobjels au départ-
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B.2.c. Calcul de dimensions

De la méme faon que précédement, on peut calculer les dimensions de certaines fractales.
On calcule ici celle du flocon de Von Koch présenté plus haut.

AN

Echelle 1:3 segments Echelle 3:12 segments

nombre d' objets obtenus
nombre d'objets au départ”

On doit avoir la relation (variation d'échelle)®mension =
Par conséquent, la dimension d vérifie

12 In4
d o / .
3 3 =4 dou= m3

B.3. QUELQUES EXERCICES

Exercice 3.

On appelle a-flocon de Von Koch un flocon définit par la figure suivante.

T

Etape 1 Etape 2 Etape 3
Quelle est sa dimension ? A

Exercice 4.

l Etudier le fractale suivant :

LA

AN
Exercice 5.
Etudler le fractale suivant :
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PARTIE C : CORRECTION DES EXERCICES

C.1. RESEAUX D’EAU

Exercice 6.

| On pourra par exemple proposer un algorithme construisant a 1’étape i 'ensemble des
sommets accessibles depuis le sommet de départ en au plus i aretes. Plus précisément, pour
trouver un chemin entre s et ¢, on note

SO = {SQ} et Si+1 = Sz U 6SZ

En retenant pour chaque sommet u I'un des sommets v qui a obligé l'insertion de u (i.e. si
u € Siy1 N\ S;, un sommet v € S; tel que (u,v) € A), on peut reconstruire un chemin de s a
t des que t € S. A

Exercice 7.

l Soit G = (S, A) un graphe munit d'une valuation sur les arétes v : A — R, modélisant la

limitation de débit dans les cables, et d’une valuation sur les sommets w : S — R, modélisant
la limitation de débit dans les noeuds. On construit alors le graphe valué (G = (S, A), v) de
la maniere suivante :

-~ S={s|seS}u{s|seS},
- A=AU{s,5|s€S},
— 0(a) =v(a)sia € Aetv((s,5) =w(s)sis€eS.

On a alors une modélisation du graphe de départ avec un graphe valué classique. A

Exemple 7.

C.2. PROBLEME DU FLOCON DE VON KoOCH

Question 1. On calcule la longueur de la hauteur issue de A par le théoreme de Pythagore :

)
AH? + HC? = AC® = AH = VAC? — HC? = | |22 — (%)2 _ 7V”52y
On en déduit la formule :

AH.BC _ y\/ 4 — y?

2 4

Aspc =

Question 2. On a donc pour un triangle équilatéral (x = y) :

xVA4r2 — 22 23/3

4 4

Aspc =
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Question 3. Montrons par récurrence que :

- 1
Vn € N,x, = nu+ o et Z:ck:(nle)xovLM
k=0

1. Le résultat est clairement vrai pour n = 0,

2. Supposons le résultat vrai au rang n, et montrons qu’alors il est vrai au rang n + 1 :

Tpt1 =+ Tn = p+n.p+z0=(n+ 1)+

n+1 n
Zﬂfk = Z$k+$€n+1
k=0 k=0
nn+1
= (n+ Dxzo+ ( 5 )'u+(n+1),u+xo
= (n+2)zo+ (n+ Dn+2)u

Remarque 1.

On peut bien str obtenir le résultat sans refaire la récurrence si on connait déja > ;_ &k =

—"(";1). Il suffit de dire que Vn € N, z,, = nu + zg et d’écrire :

n(n+ 1)

Dom=) kptao=(ntDao+p) k= (n+ 1w +p——0
k=0 k=0

k=0

Question 4. Montrons par récurrence que :

1 — 'un—i-l

Vn e N,x, = pu"xq et Zxk:xo =

k=0

1. Le résultat est clairement vrai pour n = 0,

2. Supposons le résultat vrai au rang n, et montrons qu’alors il est vrai au rang n + 1 :

— _ n _ ,n+l
Tpt1 = Hlp = H-HTo = [ Lo

n+1 n
Z T = Z Tk + Tpt1
k=0 k=0
1 — n+1
— folu + /~Ln+1xO
1—p
1— ,unJrl + (1 _ ,u)”nJrl
= [L‘O
L—p
1 — ,unJrQ
— ;1;071 _y

Question 5. On montre le résultat par récurrence :

— Le résultat est vrai pour n = 0 car il y a bien trois cotés, qui sont tous les trois de
longueur x.
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— Supposons le résultat vrai au rang n et montrons qu’alors il est Vrai aurangn—+1:a
I’étape n + 1, chaque coté est divisé en trois, donc [,,,1 = et on remplace un
coté par quatre segments, donc ¢, = 4c, = 4"1.3.

n
§ = g

On en déduit immédiatement que :

4
=lp.cp=4"3.— = (=)"
P, .c 33n (3)3:1:
et donc, puisque % >1:
lim P, =

Question 6. On ajoute autant de carrés a I'étape n qu'on a de cotés a ’étape n — 1, donc
kn =Cp—1 = 4n—1.3.

L’ aire est proportionnelle au carré du triangle ajouté, donc & 2 = gfl, et pour n = 1,
a, = %2, donc on a bien le résultat. On en déduit en faisant la somme que :
& A 1= 4
_ ) 1 0 _ Z V)
A, = A0+ij.a] AO+Z4J 350 = AL+ (5)]
j=1 7=0
11— (g)" 2\/ 4
= 1+ 2 8 —3(=)"

et donc, puisque % <1:

2 2
lim A, = :1:5\/5

n—oo

Les exercices 3, 4 et 5 sont laissés a la fantaisie du lecteur.
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