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1 Préliminaire

1.1 Calculs d’aire
Soit ABC un triangle de cotés de longueur AB =z, AC =z et BC =y.

Question 1 Montrer que laire du triangle ABC vaut :

yV/4a? —y?

Aapc = 1

Question 2 En déduire l’aire d’un triangle équilatéral de coté x.

1.2 Calculs de sommes de suites arithmétiques et géométriques

Question 3 Soit (x,)nen la suite définie par :

g € R
VTLEN,IL'HJ,_l =u+z,

Montrer (par récurrence) que :

k=0

Question 4 Soit (z,)nen la suite définie par :
To € R
¥n € N, i1 =

Montrer (par récurrence) que :
n
1 _ un+1
Vn € N,;Ik = "Z?Oﬁ



2 Flocon de Von Koch

2.1 Description du probleme

On se donne un triangle équilatéral de coté x.

A la premiere étape, on divise en trois chaque coté du triangle, et on supprime le tiers central que 1’on remplace
par deux cotés de méme longueur tournés vers l'extérieur (cf dessin!).

A chaque étape, on remplace le tiers central de chaque segment par deux cotés de méme longueur tournés vers

Pextérieur.
FIGo fIgl FIGo :

On appelle FZG,, la figure obtenue apres la n-ieme étape.

2.2 Calcul du périmetre et de l’aire

Question 5 On appelle P, le périmétre de FLG,, ¢, le nombre de cotés et l,, la longueur de ces cotés.
Montrer que :
x
VneN,¢,=4"3 et l, = 3n

En déduire que :

4
vneN, P, = (g

)" 3x
Montrer que :

lim P, =

n—oo
Question 6 On appelle A,, l'aire de FLG,, k, le nombre de petits triangles rajoutés a I’étape n et a,, l'aire de ces

petits triangles.
Montrer que :

VneN,k,=4""13¢et a, = %

En déduire que :
L4130 2?3
Vn €N, Ay = Aofl + D (—5)] = =58 - 3(9) )

k=1
Montrer que :
222/3
lim A, = $5\[

Question 7 Montrer que la figure reste toujours inscrite dans le cercle circonscrit au triangle de départ.

Remarque 1 On note donc que l'on obtient une série de figures dont l’aire reste bornée tandis que le périmétre tend
vers 0o.



3 Approximation de Pi

3.1 Description de la méthode
On sait que ’aire du cercle est : A = 7R2. On va ici trouver un encadrement de 7 en trouvant un encadrement de

l’aire du cercle.

On considere pour n € N les deux polygones réguliers a n cotés P, et Q,, tels que le cercle circonscrit a P, soit le
cercle inscrit dans Q,,. On appelle R le rayon de ce cercle. (cf figure pour n = 6).
Qs

P

Ps

3.2 Calcul de l’aire d’un polygone

< _>

On appelle rayon du polygone régulier le rayon de son cercle circonscrit (ici R).

Question 8 En considérant le triangle OAB, calculer aire d’un polygone a n cétés de rayon R.

3.3 Encadrement

Question 9 Donner l’aire de Py,.
Calculer le rayon de Q, et en déduire son aire.

Question 10 En déduire des encadrements de w de plus en plus fins.
Combien de cétés doit avoir le polygone pour avoir une approzimation de m ¢ 1075 prés (donc 5 chiffres significatifs).

Remarque 2 Le logiciel "Maple” donne 10000 chiffres significatifs instantanément.



4 Correction

4.1 Préliminaire

Question 1 On calcule la longueur de la hauteur issue de A par le théoréme de Pythagore :

2 42
AH? + HC? = AC? = AH = \/AC? — HC? = \/x2 - (%)2 - \/4‘”%

On en déduit la formule :

AH.BC _ yy/4x? — y?

2 4

Question 2 On a donc pour un triangle équilatéral (x =y) :

o/4r2 — 12 223

Aapc =

A = =
ABC 1 1
Question 3 Montrons par récurrence que :
n
n(n+1
vn eN, z, =nu+ g et Zg;k = (n+1)$0+%
k=0

1. Le résultat est clairement vrai pour n = 0,

2. Supposons le résultat vrai au rang n, et montrons qu’alors il est vrai au rang n + 1 :

Tnp1 = fi+Tp = p+np+x0 = (n+ )p+x0

n+1 n
Dk = Y mk+aan
k=0 k=0
n(n+1
- (n+1)xo+%+(n+l)u+xo
n+1)(n+2
REAPNLES Vs
Remarque 3 On peut bien sir obtenir le résultat sans refaire la récurrence si on connait déja Y p_,k = "(nTH)
1l suffit de dire que VYn € N,x,, = nu + xo et d’écrire :
zn:xk Zikqux =(Mn+1)z +,u§n:k: (n+1)x +um
0 0 0 5

k=0 k=0 k=0
Question 4 Montrons par récurrence que :

1— /.Ln+1

n
Vn € N,x, = u"xq et Zxk:xo T

k=0
1. Le résultat est clairement vrai pour n = 0,

2. Supposons le résultat vrai au rang n, et montrons qu’alors il est vrai au rang n + 1 :

1
Tpg1 = py, = ppze = p" g

n+1 n
DT = D Tt Tan
k=0 k=0
1 _ ,n+l
= ‘IOL +'U,n+1930
1—p
L—pm 4 (1= ppt!
= :CO
I—p
1 _,nt2
S el
1—p



4.2 Flocons de Von Koch

Question 5 On montre le résultat par récurrence :
— Le résultat est vrai pour n =0 car il y a bien trois cotés, qui sont tous les trois de longueur .
— Supposons le résultat vrai au rang n et montrons qu’alors il est vrai au rang n+1 : a ’étape n+1, chaque coté est
divisé en trois, donc l, 41 = % = 3a571, et on remplace un coté par quatre segments, donc cpy1 = 4c, = 4n+13,

On en déduit immédiatement que :

4
et donc, puisque % >1:
lim P, =

Question 6 On ajoute autant de carrés ¢ Uétape n qu’on a de cotés a Uétape n — 1, donc k,, = c_1 = 47 1.3.
L’aire est proportionnelle au carré du triangle ajouté, donc a 1% = ﬁ et pourn =1, a, = AT, donc on a bien le

971 )
résultat. On en déduit en faisant la somme que :

Ao 1 4.
_ 1
A = AoJer aj = AO+Z4J 320 = Aot + 70 (§)J]
j=1 7=0
FERTY;
= Agl+ = = 8—3(=)"
oL+ 5] = 5 35"
et donc, puisque % <1:
2 2
lim A, = V3
n—oo 5
4.3 Approximation de Pi
Question 7 On rappelle que l’angle au centre du polygone régulier a n cétés est o, = 27”
On calcule la longueur de la hauteur du triangle OAB issue de O : OH = R.cos(%).
On calcule la longueur du coté AB : AB = 2R.sin(%*).
On a donc :
AB.OH nR? Qay, ay,
Anr = nAoas —nT = 2 cos(— 5 ") sin(—+ 5 )
R? . nR?> 2w
= 5 sin(ay,) = = sm(;)
Question 8 On a donc :
2
2
Ap, = "1;“ sin(=")

et comme le rayon de Q,, est WP;_H), on a :
2
T
Ag, = nR? tan(—)
n
Question 9 On a donc : Ap, < Ac < Ag, et donc : Zsin(3) < m < ntan(Z).

On a maintenant un probléme pour calculer 8111(2”) et tan(n) On ne sait en général pas les calculer, mais on
connait une formule de Técurrence sin est une puissance de 2 :

2 2
COS(2—Z) 1+ cos( kﬁ1)2

On peut donc calculer par récurrence, et on obtient des approximations de w successives :

k 2 3 7 12
cos(Z) || 0| 0.70711 | 0.92388 | ... | 0.99999852

sin(2r) || 2| 2.82843 | 3.06147 | ... | 3.141591

2 tan(Z%) || 4 | 3.31371 | 5.18260 | ... | 3.141593

On vérifie qu’il faut aller jusqu’a n = 212 = 4096 pour obtenir une approzimation avec 5 chiffres significatifs.

Remarque 4 On aurait aussi pu obtenir une approximation de m avec le périmétre du cercle.



