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ALGEBRE BILINEAIRE

1 Groupe orthogonal d’une forme quadratique

Exercice. [Centre du groupe orthogonal]

1. On considere un espace euclidien E de dimension n.

a. Montrer que le centre de O(FE) est réduit a {£Id}. En déduire que O(F) n’est pas
commutatif des que n > 2.

b. On suppose n > 3. Montrer que le centre de O (FE) est réduit a {Id} si n est impair et
{%Id} si n est pair. Montrer que si n =2, OT(E) est abélien.

2. On considere un espace vectoriel F/ de dimension n > 3 muni d’une forme quadratique
non dégénérée ¢ (mais que ’'on ne suppose plus euclidienne).

a. Montrer que tout élément du centre de O(q) stabilise toutes les droites non isotropes,
et donc les plans hyperboliques. Montrer que toute droite isotrope est I'intersection de deux
plans hyperboliques. En déduire que le centre de O(q) est réduit a {£Id}.

b. Montrer que tout élément du centre de O*(q) stabilise tous les plans hyperboliques.
Montrer que toute droite est I'intersection de deux plans hyperboliques. En déduire que le
centre de OT(q) est réduit & {Id} si n est impair et {+Id} si n est pair.

Exercice. [Caractérisation des isométries]

Soit g une forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel £ de dimension finie,
B la forme bilinéaire associée et u une application de E dans E. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Va,y € B, u(z +y) = u(x) + u(y) et q(u(z)) = q(z),
(ii) Vo,y € E, q(u(z) — u(y)) = q(z —y) et u(0) =0,
(ii) Vz,y € E, B(u(z),u(y)) = B(z,y).

Exercice. [Caractérisations des similitudes]

Soit B une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un espace vectoriel E. On dit
qu'une application v € GL(F) est une similitude de multiplicateur p € R si Vz,y € E,
B(u(z),u(y)) = uB(z,y). On note GO(E) le groupe des similitudes de F.

1. Soit u € GL(E). Montrer que

u€GOF)e Vr,ye E,x L y=u(x) Lu(y)).
2. Montrer que si B est définie positive, alors
GO(E)={hyov|AXeR™etve O(F)}.

3. Montrer que

GO(R2):{(Z _ab) |a,b€R,a2+bQ>O}U{<Z _ba) |a,b€R,a2+b2>0}.
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2 Endomorphismes symétriques

Exercice. [Matrices de Gram]|

Soit £/ un espace préhilbertien et x4, . . ., z,, des vecteurs de E. On appelle matrice de Gram
de z1, ..., x, la matrice carrée de taille n dont les coefficients sont les (z;|z;). Le déterminant
de cette matrice est appelé déterminant de Gram de xy, ..., x, et noté G(xy,...,x,).

1. Montrer que toute matrice de Gram est symétrique (resp. hermitienne) positive et
qu’elle est définie si et seulement si la famille correspondante est libre. Réciproquement,
montrer que toute matrice symétrique (resp. hermitienne) positive est une matrice de Gram.

2. Montrer que pour toute famille libre x4, ..., z,, et tout vecteur y, la distance d de y au
sous-espace vectoriel engendré par x1,...,x, est donnée par
G(y,x1,...,xy)

d2 :d<ije(jt(x1,---7xn))2 - G(.Tl,---uxn) .

3. Application & la minimisation d’intégrales : calculer

+oo
inf / (14 aix + ...+ ap,a™)dr.
0

ai,...,an€R

+oo
inf / 1+ ax+ ...+ a,a™) e “dr.
0

at,...,an€R

Exercice. [Théoreme de Miintz]

On note C l'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R que I'on munit du produit
scalaire (f|g) = fol f(t)g(t)dt. Soit (cv,)nen une suite a termes strictement positifs et stric-
tement croissante. Le but de ce qui suit est de donner une condition nécessaire et suffisante
pour que le sous-espace vectoriel vect,cn(z%") engendré par les fonctions x — x®* soit dense
dans C (au sens de la norme associée au produit scalaire (.|.)).

1. Montrer que le déterminant de Cauchy est donné par

det << 1 ) ) . H1§i<j§n<aj — a;) H1§i<j§n<bj - bz’).
ij<n

e =
Ut ngz’,jgn<ai +b;)

2. Soit m € R et N € N. Montrer que

d(x™, vect,<n(x))

B 1 ﬁ o —m

V2m 41 lai+m+1 '
3. En déduire que vect,en(z“") est dense dans C si et seulement si la série > 1/, diverge.
4. Donner des exemples.

Exercice. [Quotient de Rayleigh]

Soit A un endomorphisme symétrique d’un R-espace vectoriel euclidien V' de dimension
n dont on note A\; < Ay < ... < )\, les valeurs propres. On appelle quotient de Rayleigh de
I’endomorphisme A I'application

RA:{V\{O} —~ R

(Az|z)
L = Gl

Pour tout 0 < k < n, on note Vj 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de
V. Montrer que
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(i) pour tout 1 <k <mn,ona

Ar = min max Ra(x) = max min Ra(x).
WeV, xeW WeVe_1 zeWL

(i) Ra(V) = [A1, \n)-

Exercice. [Convexité du déterminant]
Le but de cet exercice est de montrer que pour deux matrices A et B hermitiennes positives
de taille n, on a

> (det(A))" + (det(B))" .

3=

(det(A + B))

On propose deux méthodes

1. Montrer que qu'il existe une matrice P € GL,(C) telle que A = P*P et B = P*DP
ou D est diagonale. En déduire le résultat.

2. Soit H € H;}. On note I' 'ensemble des matrices hermitiennes positives dont le déter-
minant est supérieur ou égal a 1. Montrer que

3=

irellf“ tr(LH) = n(det(H))" .
En déduire le résultat.

Exercice. [Ellipsoide de John]

1. Montrer que I'application p : Sf+ — R, S r —=

det(S)
utilisera la convexité de exp dans lintégrale [ exp~{42l®)dz).
2. Montrer que tout compact de R™ contenant 0 dans son intérieur est contenu dans un
unique ellipsoide de rayon minimal.
3. En déduire que pour tout sous-groupe compact G de GL,(R), il existe un produit
scalaire qui rend les éléments de GG orthogonaux.

est strictement convexe (on

Exercice. [Décomposition polaire et applications]

1. Soit A € 8. Montrer qu'il existe une unique matrice S € S+ telle que S? = A.
Montrer que l'application S,, — S, A — A? induit un C*-difféomorphisme de S dans
S,

2. Soit A € M,,(R). Montrer qu'il existe un couple (0, S) € O,, x S; tel que A = OS et
que ce couple est unique si on suppose de plus que A est inversible. Montrer que 'application
O, x 8t — GL,(R), (O,S) — OS est un homéomorphisme.

3. Montrer que les composantes connexes de O,(R) sont O; (R) et O, (R) et en déduire
les composantes connexes de G L, (R).

Exercice. [Décomposition d’Twasawa

1. Soit A € §*. Montrer qu'il existe une unique matrice T' triangulaire supérieure &
coefficients diagonaux positifs telle que A = T*T.

2. Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe un unique couple de matrices (O,T') avec O
orthogonale et T triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs telle que A = OT'.

Exercice. [Exponentielle de matrices]

1. On munit I'espace vectoriel des matrices réelles de taille n de la norme ||.|| subordonée
a la norme euclidienne sur R™. On définit par ailleurs le rayon spectral d’'une matrice A
par p(A) = max{|A| | A € Sp(A)}. Montrer que pour toute matrice A € M,(R), A2 =
Vp(A*A).

2. Montrer que I'exponentielle réalise un homéomorphisme de S,, dans S;F.

3. Montrer que la différentielle de I’exponentielle en 0 est inversible et en déduire qu’il
existe un voisinage de 0 sur lequel la différentielle de I’exponentielle est toujours inversible.
En utilisant les C'-difféomorphismes x — 2z et x — 22, en déduire que I’exponentielle est
un C'-difféomorphisme de S, dans S;.
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