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Séries de Fourier

1 Coefficients de Fourier

Exercice. [Fonctions périodiques]
1. Soit f une application continue de R dans C. Montrer que l’ensemble {a ∈ R | ∀x ∈

R, f(x + a) = f(x)} est un sous-groupe fermé de R.
2. En déduire que toute fonction continue f de R dans C est soit constante, soit non-

périodique, soit périodique avec une plus petite période.
3. Que dire lorsque f n’est plus supposée constante ?

Exercice. [Convolution et série de Fourier]
1. Soient f et g deux fonctions continues 2π-périodiques. Montrer que les fonctions f ? g

(convolution de f et g) et τaf (translation de f) définies par

f ? g(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(x− t)dt et τaf(x) = f(x − a)

sont bien définies, continues et 2π-périodiques.
2. Montrer que

cn(f ? g) = cn(f)cn(g) et cn(τaf) = eiancn(f).

3. Pour 0 < ε ≤ π, on définit les fonctions 2π-périodiques signal σε et triangle ∆ε par

σε(x) = χ[−ε,ε](x) et ∆ε(x) =

(

1 − |x|
ε

)

χ[−ε,ε](x),

où χA désigne la fonction caractéristique de l’ensemble A. Montrer que la fonction triangle
est la convolée d’une fonction signal par elle-même. En déduire les coefficients de Fourier de
la fonction triangle.

Exercice. [Décroissance des coefficients de Fourier]
1. Énoncer et montrer le lemme de Riemann-Lebesgue.
2. Montrer que si f est 2π-périodique, Ck et Ck+1 par morceaux, alors cn(f) = o

(

1
nk+1

)

.

2 Convergence de la série de Fourier

2.1 Convergence quadratique

Exercice. [Inégalité de Bessel et égalité de Parseval]
1. Soit (xn)n∈N une famille orthonormée dénombrable infinie d’un espace préhilbertien E

de dimension infinie. Montrer que pour tout x ∈ A,
∑

n∈N
|〈xn|x〉|2 est sommable et que

∑

n∈N

|〈xn|x〉|2 ≤ ‖x‖2.
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2. Montrer que si la famille (xn)n∈N est totale (ie. orthonormée et telle que vectn∈N(xn)
est dense dans E), alors

∑

n∈N

|〈xn|x〉|2 = ‖x‖2.

Exercice. [Conséquences]
1. Montrer que les deux produits hermitiens

〈f |g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt et f · g =
∑

n∈Z

cn(f)cn(g)

cöıncident.
2. Montrer que l’application

c :

{

C0
2π(R, C) → `2(C)

f 7→ (cn(f))n∈N

est bien définie et injective.

2.2 Convergence simple et uniforme

Exercice. [Convergence uniforme]
1. Soit f continue 2π-périodique. Montrer que si

∑

|an(f)| et
∑

|bn(f)| convergent, alors
la série de Fourier de f converge uniformément vers f . En déduire que si (cn(f))n∈Z est
sommable, alors la série de Fourier de f converge uniformément vers f .

2. Montrer que si f est continue et C1 par morceaux, alors sa série de Fourier converge
uniformément vers f .

Exercice. [Phénomène de Gibbs]
Soit f : R → R la fonction 2π-périodique définie par f(x) = 1 sur [0, π[ et f(x) = −1 sur

[π, 2π[.
1. Montrer que la n-ième somme partielle de f s’écrit

Sn(f)(x) =
4

π

bn−1
2

c
∑

k=0

sin((2k + 1)x)

2k + 1
.

2. Étudier la suite des différences (f − Sn(f))n∈N.
3. Que dire de la convergence de la série de Fourier de f ?

Exercice. [Théorème de Dirichlet]
1. On définit le noyau de Dirichlet par Dn(t) =

∑n

k=−n eikt. Montrer que Dn(t) vérifie

1

2π

∫ π

0

Dn(t)dt =
1

2
et Dn(t) =

sin
(

(n + 1
2
)t

)

sin
(

t
2

) .

2. Montrer que si f est C1 par morceaux, alors sa série de Fourier (Sn(f))n∈N converge
simplement vers la fonction

x 7→ f(x+) + f(x−)

2
.
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Exercice. [Théorème de Fejer]
1. On définit le noyau de Fejer par Kn(t) = 1

n

∑n−1
k=0 Dk(t). Montrer que Kn(t) vérifie

1

2π

∫ π

0

Kn(t)dt =
1

2
et Kn(t) =

sin
(

nt
2

)2

n sin
(

t
2

)2 .

2. Montrer que si f est continue, alors (σn(f))n∈N = ( 1
n

∑n−1
k=0 Sk(f))n∈N converge unifor-

mément vers f .

Exercice. [Théorème de Jackson]
On définit le noyau de Jackson par

Jn(t) =
Kn(t)2

1
2π

∫ 2π

0
Kn(t)2dt

.

1. Montrer que

t ∈ [0,
π

2
] ⇒ 2

π
t ≤ sin t ≤ t.

2. Montrer que

1

2π

∫ 2π

0

Kn(t)2dt ≥ An où A =
2

π

∫ π
2

0

(

sin u

u

)4

du.

3. En déduire que pour k ∈ {0, 1, 2},
1

2π

∫ π

−π

|t|kJn(t)dt = O(n−k).

3 Applications

Exercice. [Calcul de
∑+∞

n=1
sin(nx)

n
]

1. Montrer que pour tout x ∈ R, la série S(x) =
∑+∞

n=1
sin(nx)

n
est bien définie.

2. On propose deux méthodes pour calculer sa somme :

(i) utiliser le théorème de convergence radiale d’une série entière.

(ii) utiliser le théorème de Dirichlet sur la fonction signal σx(t) = χ[−x,x](t).

Exercice. [ζ(2)]
1. Pour quelles valeurs de x, la quantité

ζ(x) =

+∞
∑

n=1

1

nx

est-elle bien définie ?
2. Calculer ζ(2) en développant en série de Fourier

(i) la fonction x 7→ π−x
2

.

(ii) la fonction x 7→ |x|.

Exercice. [Une inégalité]

Soit f une fonction 2π-périodique, C1 et de moyenne nulle (ie.
∫ 2π

0
f(t)dt = 0). Montrer

que
∫ 2π

0

|f(t)|2dt ≤
∫ 2π

0

|f ′(t)|2dt
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et caractériser le cas d’égalité.

Exercice. [Polynômes de Tchébytchev -Théorème de Weierstrass]
1. Montrer que pour tout n ∈ N, il existe un unique polynôme Tn ∈ Z[X] de degré ≤ n

tel que pour tout θ ∈ R, Tn(cos θ) = cos(nθ).

2. En utilisant le théorème de Fejer, montrer que l’ensemble des polynômes est dense dans
l’ensemble des fonctions continues sur un intervalle de R.

Exercice. [Sommes de Gauss]
Pour n ∈ N∗, on définit la somme de Gauss

Sn =
n−1
∑

k=0

e
2iπk2

n .

On pose

In =

∫ +∞

−∞

e2iπnx2

dx =
1√
n

I1,

En =
∑

m∈2Z

∫ 1

0

e2iπ(nx2+mnx)dx et On =
∑

m∈2Z+1

∫ 1

0

e2iπ(nx2+mnx)dx

1. Montrer que En = In et On = i−nIn.
2. Soit f la fonction 1-périodique définie par

f(t) =

n−1
∑

k=0

e2iπ
(k+t)2

n .

a. Montrer que f est continue et C1 par morceaux.
b. En déduire que 1

n
Sn = En + On, puis que

Sn =
(1 + i−n)(1 + i)

√
n

2
=















(1 + i)
√

n si n ≡ 0 [4]√
n si n ≡ 1 [4]

0 si n ≡ 2 [4]
i
√

n si n ≡ 3 [4]

Exercice. [Fonctions continues nulle part dérivables]

Rappels

Il existe des fonctions continues nulle part dérivables : c’est par exemple le cas de S(x) =
∑

n∈N

∆(2px)
2p , où ∆ désigne la fonction 1-périodique définie sur [−1, 1] par ∆(x) = |x|. Le

théorème de Baire permet par ailleurs de montrer que l’ensemble des fonctions continues
nulle part dérivables est dense dans l’ensemble des fonctions continues. Le but de ce qui
suit est de montrer qu’il existe des fonctions continues nulle part dérivables arbitrairement
proches de l’ensemble des fonctions 1-lipschitziennes.

A. Une classe de séries lacunaires sans dérivée

Soit (εn)n∈N une suite de absolument convergente. Soient q > 1 et (λn)n∈N∗ une suite
d’entiers strictement positifs tels que pour tout n ∈ N

∗, λn+1 ≥ qλn. On définit

f(t) = ε0 +
∑

n∈N∗

εneiλnt.

1. Montrer que pour tout n ≥ 2 et tout k ∈ Z,

0 < |k| < min(λn+1 − λn, λn − λn−1) ⇒ cλn−k(f) = 0.
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2. En déduire que pour tout n ∈ N∗ et tout p ∈ N,

1 ≤ p <

(

1 − 1

q

)

λn

2
⇒ εn =

1

2π

∫ 2π

0

f(t)Jp(t)e
−iλntdt.

3. On suppose que f est dérivable en 0 et que f(0) = f ′(0) = 0. En utilisant le théorème
de Jackson, montrer que εn = o(λ−1

n ).

4. Montrer que si f est dérivable en un point, alors εn = o(λ−1
n ).

5. En déduire que g(t) =
∑

n∈N∗

eiλnt

λn
est nulle part dérivable.

B. Modules de continuité

Un module de continuité est une application Φ : R+ → R+ telle que

(i) Φ(0) = 0,

(ii) Φ est continue croissante,

(iii) Φ est sous-additive (ie. ∀t1, t2 ∈ R+, Φ(t1 + t2) ≤ Φ(t1) + Φ(t2)).

1. Montrer que pour tout t, λ ∈ R+, Φ(λt) ≤ (λ + 1)Φ(t).

2. Soit f une fonction continue périodique. Montrer que l’application ωf définie par ωf (t) =
sup{|f(u) − f(v)| | u, v ∈ R, |u − v| ≤ t} est un module de continuité.

3. Soit Φ un module de continuité. On pose

Ψ(t) = sup{
∑

λiΦ(ti) | t =
∑

λiti, λi, ti ≥ 0 et
∑

λi = 1}.

(i) En utilisant l’inégalité du B1, montrer que Φ ≤ Ψ ≤ 2Φ et en déduire que Ψ est bien
défini.

(ii) Montrer que Ψ est concave.

(iii) Montrer qu’une fonction concave nulle en 0 est sous-additive.

(iv) Montrer que Ψ est un module de continuité.

C. Fonctions nulle part dérivables arbitrairement proches des fonctions

lipschitziennes

Soit Φ un module de continuité et f une fonction continue périodique. On dit que f est
Φ-lipschitzienne, et on note f ∈ CΦ, s’il existe une constante M > 0 telle que pour tout
t ∈ R+, ωf(t) ≤ MΦ(t).

Toute fonction f de CId est à variation bornée donc peut s’écrire f = g − h avec g et
h croissantes. Par conséquent, f est presque partout dérivable. Le but de ce qui suit est de
montrer que pour tout module de continuité Φ tel que lim suph→0

Φ(h)
h

= +∞, il existe une
fonction Φ-lipschitzienne nulle part dérivable.

1a. Montrer que l’on peut supposer que Φ est concave.
b. Montrer que h > 0 ⇒ Φ(h) > 0.

c. Soit a tel que Φ(2−a) ≥ 2−a. Pour tout j ≥ 1, on définit hj = 2−j−a+1 et Nj =
[

Φ(hj)

hj

]

.

Montrer que Nj est une suite croissante d’entiers ≥ 1 qui tend vers +∞.

On construit par récurrence la suite (λn)n∈N ∈ (N∗)N de la façon suivante :

– λ1 = 1,

– si 1 ≤ n ≤ N1, λn+1 = 2λ,

– si N1 ≤ n, on note jn le plus grand entier tel que Njn
≤ n, et on choisit

λn+1 ≥ max(2λn,
2n

Φ(hjn
)
).
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On pose

f(t) =
∑

n∈N∗

eiλnt

λn

.

2a. Montrer que pour tout j ∈ N∗,

∑

n>Nj

1

λn

≤ Φ(hj).

b. Montrer que pour tous a, b ∈ R, |eia − eib| ≤ min(|a − b|, 2).
c. Montrer que pour tout j ∈ N∗, ωf(hj) ≤ 3Φ(hj).
d. Montrer que

(i) si h ≤ 2−a, alors ωf(h) ≤ 6Φ(h),

(ii) si h > 2−a, alors ωf(h) ≤ 2‖f‖∞ ≤ 2 ≤ 2a+1Φ(h).

3. Montrer que f est nulle part dérivable. Conclure.

Exercice. [Une série trigonométrique qui n’est pas une série de Fourier]
1. Soit f =

∑

cn(f)eint une série de Fourier avec c0(f) = 0 et cn(f) ≥ 0. Montrer que
F (t) =

∫ t

0
f(u)du est continue 2π-périodique à coefficients de Fourier positifs. En déduire

que
∑ cn(f)

n
converge.

2. Montrer que
∑

sinnt
ln n

est partout convergente mais n’est pas une série de Fourier.
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