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ALGEBRE BILINEAIRE

1 Formes bilinéaires, formes quadratiques, espaces pré-
hilbertiens

Exercice. [Formes o-sesqui-linéaires reflexives]

REMARQUE. Cet exercice est évidemment beaucoup trop long et trop compliqué. Je ne
donnerai durant la kholle que certaines parties abordables en une heure et raisonnable pour
un niveau de maths spé. Je renvoie a D. PERRIN., Cours d’algebre, chap.V §1 et §2 pour
plus de détails.

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, o un automorphisme de
K et F un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. On appelle forme o-sesqui-linéaire
sur F une application f: EF x E — K telle que

(i) Yy € E, 'application x — f(z,y) est linéaire,

(ii) Vx € E, application y — f(z,y) est o-semi-linéaire, c’est-a-dire additive et telle que
Vye EVAeK, f(z, y) = o(A)f(z,y).

On dit d'une telle forme qu’elle est réflexive si Va,y € F, f(z,y) =0< f(y,x) = 0.

On connait divers exemples de formes o-sesqui-linéaires réflexives :

— si 0 = Idkg, on parle de forme bilinéaire; si de plus Vx,y € E, f(x,y) = f(y,x) (resp.
f(z,y) = —f(y,x)), on parle de forme symétrique (resp. antisymétrique).

— si 0 # Idg, une forme o-sesqui-linéaire f est dite hermitienne si Vz,y € E, f(z,y) =

o(fy,z)).

Le but de l'exercice est d’étudier les formes o-sesqui-linéaires réflexives et en particulier
de montrer que les exemples que 'on vient de donner sont canoniques dans les sens que
toute forme o-sesqui-linéaire est soit bilinéaire symétrique, soit bilinéaire antisymétrique,
soit multiple d’une forme hermitienne.

A. AUTOMORPHISMES DE CORPS

1. Soient K un corps et ¢ un automorphisme de K. Montrer que o stabilise tous les
éléments du sous-corps premier de K.

2a. Soit ¢ un automorphisme de R. Montrer que si x > 0, alors o(z) > 0 (on étudiera
o(y/(2))).

b. En déduire que o préserve l'ordre de R.

c. En utilisant les questions 1. et 2b., montrer que le seul automorphisme de R est 'identité.

3a. Soient p un nombre premier et n un entier strictement positif. On note F, (resp. Fyn)
I'unique (& isomorphisme pres) corps de cardinal p (resp. p™). Montrer que le sous-corps
premier de F» est le corps [F,,.

b. Montrer que le morphisme de Frobénius défini par o(x) = 2P est un automorphisme
de Fp» qui laisse effectivement stable le sous corps premier I,

c. Montrer qu’il existe un élément a de Fyn tel que Fpn = F[a] (on rappelle que le groupe
multiplicatif d'un corps fini est cyclique).
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d. Montrer qu’un automorphisme o de F,» envoie o sur un conjugué de « (ie. une autre
racine du polynoéme minimal de «) et que I'image de a détermine complétement I’automor-
phisme 0. En déduire que le groupe des automorphismes de [F,» est cyclique engendré par le
morphisme de Frobénius.

4. Soit Q(\/E) une extension quadratique de Q. Déterminer tous les automorphismes de
Q(Vd).

5a. Quel est le sous-corps premier de C.

b. Donner tous les automorphismes de C qui préservent R. En déduire tous les automor-
phismes continus de C.

On retiendra qu’il existe d’autres automorphismes de C que les seuls automorphismes
continus.

B. LES FORMES SYMETRIQUES, ANTISYMETRIQUES ET HERMITIENNES SONT CANONIQUES
1. Soit f une forme o-sesqui-linéaire hermitienne non nulle.
a. Montrer que f est surjective.
b. Montrer que ¢ est une involution (ie. 0% = Idx).
2a. Soit u : £ — E (n = dim £ > 2) une application 7-semi-linéaire telle que Vo € F,
I\ € K tel que u(z) = Ax. Montrer que u est une homothétie et en déduire que 7 = Idk.
b. Montrer que ce résultat ne subsiste pas lorsque dim £ = 1.

3. On considere une forme o-sesqui-linéaire réflexive f.
a. Soit x € £~ {0}. On définit

£ { E — K et gy : { E — K
ly o= flya) ly o= o (fay)
Montrer que f, et g, sont deux formes linéaires qui ont le méme noyau H, = {y €

E | f(y,x) = 0}. En déduire l'existence d'un «, tel que g, = a, f.
b. On définit

f | E — B ¢ g E — FE¥

Nz = f et gy . 0

L_semi-linéaire). En déduire que u =

~ Montrer que f (resp. §) est o-semi-linéaire (resp. o~
flog: E — E est 0~ 2-semi-linéaire.
c. Montrer que u vérifie de plus Vo € E, u(z) = o~ (a,)z.
4a. En déduire que
(i) o est une involution.
(i) il existe A € K* tel que § = Af, ie f(z,y) = po(f(y,z)) (avec = o(N)).
b. Montrer alors que
i) soit o = Idy : alors u? = 1 et par suite, f est soit bilinéaire symétrique, soit bilinéaire
antisymétrique.

(

(i) soit 02 = Idx et o # Idy : alors il existe © € F tel que a = f(x,z) # 0 (on pourra

montrer que f(z,y) + f(y,z) = f(r +y,z +vy) — f(x,z) — f(y,y) et raisonner par
'absurde) et g = o~ f est hermitienne.

C. TOoUT AUTOMORPHISME INVOLUTIF NON TRIVIAL SE COMPORTE COMME LA CONJU-
GAISON DE C

Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et o un automorphisme involutif non
trivial de K. On pose k = {x € K | o(z) = 2} = K.

a. Montrer que k est un sous-corps strict de K.

b. Soit a € KNk, b =a — o(a) et ¢ = —bo(b). Montrer que o(b) = —b, que ¢ € k et que
b? = c.

c. Montrer que K= {\A+ ub | A\, u € k}.

d. Donner un exemple de couple (b, ¢) qui convient lorsque le corps est C et 'automor-
phisme est la conjugaison complexe.
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Exercice. [Somme directe orthogonale de polynomes]
Soit n € Net R,[X] = {P € R[X] | d°(P) < n}. On définit sur R,[X]? 'application

(P,Q) = / P(t)Q(—t)dt.

1

1. Montrer que (., .) est une forme bilinéaire symétrique. On note ¢ la forme quadratique
associée.

2. On note P (resp. I) 'ensemble des polynémes pairs (resp. impairs) de R,,[X]. Montrer
que R,[X] = P ®* I et que la restriction de la forme quadratique ¢ & P (resp. I) est définie
positive (resp. définie négative).

L

3. En déduire 'existence d'une base dans laquelle la matrice de ¢ est donnée par l 6’ _0[} ,

ou p (resp. i) désigne la dimension de P (resp. I) que I'on précisera.

Exercice. [Inégalité du parallelogramme]
Montrer qu'une norme ||.|| sur E est issue d’un produit scalaire si et seulement si elle
vérifie I'inégalité du parallelogramme, a savoir

Va,y € B, [z +yl* +lla = ylI* = 2(|=[* + [ly]1*).
En déduire un exemple de norme qui n’est pas euclidienne.

Exercice. [L’espace préhilbertien R[X]]
Montrer que R[X] muni du produit scalaire (P, Q) = Zl;%(dOP’dOQ) Prqr est un espace

préhilbertien qui n’est pas complet (on pourra considérer la suite (P,),en = ( [ %)nEN).

Exercice. [Minimiser une intégrale]
Calculer

+oo
inf / (2% + az + b)%e " dz.

a,beR 00

Exercice. [Quadrique]
Déterminer ’ensemble des points vérifiant 1’équation

22% + 2% — 22 + 5oy —yz + w2 = 0.

Exercice. [Formes quadratiques et continuité]

1. Montrer qu'une forme quadratique réelle sur un espace vectoriel de dimension finie est
continue.

2. Montrer qu'une forme quadratique réelle continue définie est soit positive, soit négative.

2 Applications

Exercice. [Sous-groupes finis de GL,,(C)]

1. Montrer que tout sous-groupe abélien fini de GL,(C) est diagonalisable (ie. qu’il existe
une base de diagonalisation commune a tous les éléments du sous-groupe). Donner un contre-
exemple lorsque le sous-groupe n’est pas fini.

2. Montrer que tout sous-groupe fini de GL,(C) est conjugué a un sous-groupe de U,,.
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Exercice. [Sous-groupes finis de SO3(R) et application aux polyedres réguliers]
On se donne un sous-groupe fini G de SO3(R) non trivial. On considere I'action de G sur
la sphere S? de I'espace a trois dimensions. On pose

I'={(r,g) € 8 x (G~ {1d} | g(x) = z}.

la. Montrer que tout élément de GG autre que I'identité a exactement deux points fixes sur
la sphere. En déduire que

AT = 2(#G — 1).

b. Soit A une section de l'action de G sur S?, ie. une partie de S? qui rencontre une et
une seule fois toutes les orbites. Montrer que

1

TEA

c. Montrer que
T

1 1
21— —) = 1—-—,
ou les s sont les cardinaux des stabilisateurs non triviaux rangés dans l'ordre croissant.

2a. Montrer que r € {2,3}.

b. Si r = 2, montrer que s; = sy = #G.

c. Sir=3et sy =8, =2, montrer que sz = #

d. Montrer que les seuls cas restants sont s; = 2, sy = 3 et s3 € {3,4,5}.

3. Interpréter tous les cas trouvés comme sous-groupes de transformations de la sphere.

Exercice. [Spectre d’adjacence d’un graphe]

On considere un graphe G = (V, E) fini et on indexe les sommets de G par les entiers de
1 an = [V|. On appelle matrice d’adjacence de G la matrice A = [a;;]; jeq1,...n} OU les
coefficients a;; sont définis par

0 sinon

{ 1si {Ui,’Uj} ek
aij =

Montrer que cette matrice est diagonalisable dans une base orthonormée. On note p; >
... > l, ses valeurs propres en prenant en compte les multiplicités.

Le but de ce qui suit est d’étudier les relations entre les propriétés du graphe et celles du
spectre de cette matrice.

A. SPECTRE D’ADJACENCE D’UN GRAPHE k-REGULIER
Soit G = (V, E) un graphe et v un sommet de G. Le degré de v est défini par

deg(v) = {w e V | {v;w} € E}.

On dit que le graphe G est k-régulier si le degré de tout sommet de G est k.
1

1. Montrer que le vecteur | : | est vecteur propre de la matrice d’adjacence A de G

associé a la valeur propre k.

2. Montrer que Vi € {1,...,n}, |u| < k.

3. Montrer que la valeur propre p; = k est de multiplicité 1 si et seulement si le graphe
est connexe. (on pourra compléter ce résultat en montrant que la multiplicité de u; est le
nombre de composantes connexes du graphe G).
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B. NOMBRE D’INDEPENDANCE ET NOMBRE CHROMATIQUE
On appelle nombre d’indépendance d’un graphe G = (V, E) le nombre

U(G) =max{|F| | F C V,Yx,y € F,{x;y} ¢ E}.

On dit que G est k-coloriable si il existe une partition de V' en au plus k parts qui sépare
les extrémités de toute aréte de E. On appelle nombre chromatique du graphe G 'entier
X(G) tel que G est x(G)-coloriable, mais pas (y(G) — 1)-coloriable.

Montrer que pour un graphe fini sans boucle a n sommets, on a I'inégalité

n < YG)x(G)

C. NOMBRE CHROMATIQUE D’UN GRAPHE FINI, CONNEXE, k-REGULIER

On considere un graphe G fini, connexe, k-régulier, avec n sommets. On note py > ... > pu,
son spectre d’adjacence. Le but de I’exercice est de montrer que le nombre chromatique de

G vérifie
k

M) 2 e}

Soit F' C V une partie indépendante (ie. Va,y € F,{z;y} ¢ E) telle que |F| = «(G). On
considere la fonction f définie par

_JIVNF|sizeF
vzev, f(x)_{ —|F|siz e VF

Montrer que || f]]3 < «(G)n?.

Montrer que pour tout z € F, (Af)(z) = —ku(G) et en déduire que ||Af]|3 > k% (G)3.

En remarquant que ) . f(z) = 0 (ie. que le vecteur f est orthogonal aux fonctions
constantes), montrer que ||Af]|2 < max{|ual, |tn] | f||2-

Déduire des questions précédentes que

n
H(G) = ¢ max{|pzl, [a]}

et conclure a l'aide de la partie B.
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