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SERIES DE FOURIER

1 Coefficients de Fourier

Exercice. [Fonctions périodiques]

1. Soit f une application continue de R dans C. Montrer que 'ensemble {a € R | Vz €
R, f(x +a) = f(x)} est un sous-groupe fermé de R.

2. En déduire que toute fonction continue f de R dans C est soit constante, soit non-
périodique, soit périodique avec une plus petite période.

3. Que dire lorsque f n’est plus supposée constante ?

Exercice. [Convolution et série de Fourier|
1. Soient f et g deux fonctions continues 27-périodiques. Montrer que les fonctions f x g
(convolution de f et g) et 7,f (translation de f) définies par

Frof@) =5 [ S0ae—0d et nf@) = fo—a)

sont bien définies, continues et 27-périodiques.
2. Montrer que

cn(fxg) =ca(flen(g) et ca(raf) = emncn(f)'
3. Pour 0 < ¢ < 7, on définit les fonctions 2m-périodiques signal o, et triangle A, par

_

oula) = xeeale) et Al = (1) a

3

ol Y4 désigne la fonction caractéristique de I’ensemble A. Montrer que la fonction triangle
est la convolée d’une fonction signal par elle-méme. En déduire les coefficients de Fourier de
la fonction triangle.

Exercice. [Décroissance des coefficients de Fourier]
1. Enoncer et montrer le lemme de Riemann-Lebesgue.
2. Montrer que si f est 2r-périodique, C* et C*! par morceaux, alors ¢, (f) = o (#)

2 Convergence de la série de Fourier

2.1 Convergence quadratique

Exercice. [Inégalité de Bessel et égalité de Parseval]
1. Soit (z,,)nen une famille orthonormée dénombrable infinie d'un espace préhilbertien E
de dimension infinie. Montrer que pour tout z € A, Y, [{2,]2)|? est sommable et que

> Hzal2) P < ]l

neN
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2. Montrer que si la famille (x,),en est totale (ie. orthonormée et telle que vect,en(x,)
est dense dans E), alors
> Hanl2)? = |l*.

neN

Exercice. [Conséquences]
1. Montrer que les deux produits hermitiens

o) = 5= [ Tt et 9= Y @l

nez

coincident.
2. Montrer que I’application

- { CSW(R,C) — EQ(C)
. / = (en(f))nen

est bien définie et injective.

2.2 Convergence simple et uniforme

Exercice. [Convergence uniforme]

1. Soit f continue 27-périodique. Montrer que si ) |a,(f)| et > |b,(f)| convergent, alors
la série de Fourier de f converge uniformément vers f. En déduire que si (¢,(f))nez est
sommable, alors la série de Fourier de f converge uniformément vers f.

2. Montrer que si f est continue et C' par morceaux, alors sa série de Fourier converge
uniformément vers f.

Exercice. [Phénomene de Gibbs]

Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par f(z) = 1 sur [0, 7] et f(z) = —1 sur
7, 27

1. Montrer que la n-ieme somme partielle de f s’écrit

S = &y SmBE D),

2. Etudier la suite des différences (f — Sp(f))nen.
3. Que dire de la convergence de la série de Fourier de f 7

Exercice. [Théoreme de Dirichlet]
1. On définit le noyau de Dirichlet par D, (t) = >_,__ e**. Montrer que D,,(t) vérifie

! WDn(t)dt:% ot D,L(t)zw.

2. Montrer que si f est C'! par morceaux, alors sa série de Fourier (S, (f))nen converge
simplement vers la fonction
f@) + f(z7)

2

27 Jo

Xr —
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Exercice. [Théoreme de Fejer]
1. On définit le noyau de Fejer par K, (t) = + "o Di(t). Montrer que K, (t) vérifie

- nt)2
L Mewa=t w0 mp =B
27 Jo n sin (%)

[\]

2. Montrer que si f est continue, alors (05, (f))nen = (= "o Sk(f))nen converge unifor-

mément vers f.

Exercice. [Théoreme de Jackson)]
On définit le noyau de Jackson par

() = —Ja®”
£ [T K (t)2dt

2w JO

1. Montrer que
m 2 )
tel0, =] = —t <sint <t.
2 T

2. Montrer que

1 [ 2 (% (sinu\’
— K,(t)?dt > An ou A== / ( ) du.
0

2m Jo T

3. En déduire que pour k € {0, 1,2},

1 " k _ —k
%/Jﬂ%@m_mn)

3 Applications

400 sin(n:v)]

Exercice. [Calcul de ) "~ =~

1. Montrer que pour tout = € R, la série S(z) = S sin(nz)

2. On propose deux méthodes pour calculer sa somme :

est bien définie.

() utiliser le théoréme de convergence radiale d'une série entiere.

(ii) utiliser le théoreme de Dirichlet sur la fonction signal o, (t) = X[_z 4 (1)

Exercice. [((2)]
1. Pour quelles valeurs de z, la quantité

est-elle bien définie?
2. Calculer ((2) en développant en série de Fourier
(i) la fonction x — ==,

(ii) la fonction x +— |x|.

Exercice. [Une inégalité]
Soit f une fonction 27-périodique, C* et de moyenne nulle (ie. Ozﬂ f(t)dt = 0). Montrer

que
27 2
/ wm%g/ |f/(t)2dt
0 0
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et caractériser le cas d’égalité.

Exercice. [Polynomes de Tchébytchev -Théoreme de Weierstrass]
1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme 7,, € Z[X]| de degré < n
tel que pour tout 6 € R, T,,(cos ) = cos(nb).

2. En utilisant le théoreme de Fejer, montrer que I’ensemble des polynomes est dense dans

I'ensemble des fonctions continues sur un intervalle de R.

Exercice. [Sommes de Gauss]
Pour n € N*, on définit la somme de Gauss

n—1
2i7rk2

S, = e n

k=0
On pose

+eo ) 1

2iTnx
I, = / e der = —14,
o vn

1 1
En _ Z /; 62i7r(n;p2+mnm)dx ot On _ Z A 62iﬂ(n12+mnx)d;[

me27 me27+1

1. Montrer que FE,, = I,, et O, =i "1,.
2. Soit f la fonction 1-périodique définie par

a. Montrer que f est continue et C! par morceaux.
b. En déduire que %Sn = F, + O,, puis que

g (i) +i)yn vn sin=1
i/n sin=3[4

Exercice. [Fonctions continues nulle part dérivables]

RAPPELS
Il existe des fonctions continues nulle part dérivables : c’est par exemple le cas de S(z) =

> neN A(;fm), ou A désigne la fonction 1-périodique définie sur [—1, 1] par A(x) = |x|. Le
théoreme de Baire permet par ailleurs de montrer que I'’ensemble des fonctions continues
nulle part dérivables est dense dans l’ensemble des fonctions continues. Le but de ce qui
suit est de montrer qu’il existe des fonctions continues nulle part dérivables arbitrairement

proches de 'ensemble des fonctions 1-lipschitziennes.

A. UNE CLASSE DE SERIES LACUNAIRES SANS DERIVEE
Soit (£, )nen une suite de absolument convergente. Soient ¢ > 1 et (A,)nen+ une suite
d’entiers strictement positifs tels que pour tout n € N*, \,,.1 > ¢\,. On définit

ft) =¢eo+ Z gpetnt,

neN*

1. Montrer que pour tout n > 2 et tout k € Z,

0 < || < min(Api1 — Ay An — A1) = r,—k(f) = 0.
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2. En déduire que pour tout n € N* et tout p € N,

1<p< (1) 1/27rf(t)J(t) —iAntqt
— = — = — e "\ntdt.
=P q) 2 “n 2w J, P

3. On suppose que f est dérivable en 0 et que f(0) = f/(0) = 0. En utilisant le théoreme
de Jackson, montrer que &, = o(A\; ).

4. Montrer que si f est dérivable en un point, alors &, = o(\!).

5. En déduire que g(t) = >, cn- %:t est nulle part dérivable.

B. MODULES DE CONTINUITE
Un module de continuité est une application ® : R™ — R™ telle que
(i) ©(0) =0,
(ii) @ est continue croissante,
(i) ® est sous-additive (ie. Vi1, ta € RT, ®(t1 + t2) < P(t1) + D(ia)).

1. Montrer que pour tout ¢, A € RT, ®(At) < (A + 1)P(¢).
2. Soit f une fonction continue périodique. Montrer que 'application w; définie par wy(t) =

sup{|f(u) — f(v)| | u,v € R, |u —v| <t} est un module de continuité.

3. Soit ® un module de continuité. On pose

(i) En utilisant l'inégalité du B1, montrer que ® < ¥ < 29 et en déduire que ¥ est bien
défini.
(ii) Montrer que ¥ est concave.
(iii) Montrer qu’'une fonction concave nulle en 0 est sous-additive.

(iv) Montrer que ¥ est un module de continuité.

C. FONCTIONS NULLE PART DERIVABLES ARBITRAIREMENT PROCHES DES FONCTIONS
LIPSCHITZIENNES

Soit @ un module de continuité et f une fonction continue périodique. On dit que f est
®-lipschitzienne, et on note f € C?, §'il existe une constante M > 0 telle que pour tout
t € RY, we(t) < MO(t).

Toute fonction f de C'¥ est & variation bornée donc peut s’écrire f = g — h avec g et
h croissantes. Par conséquent, f est presque partout dérivable. Le but de ce qui suit est de
montrer que pour tout module de continuité ® tel que limsup,_,, % = 400, il existe une
fonction ®-lipschitzienne nulle part dérivable.

la. Montrer que 'on peut supposer que ® est concave.

b. Montrer que h > 0 = ®(h) > 0.

c. Soit a tel que ®(27%) > 27 Pour tout j > 1, on définit h; = 2-i—atl o N; = [%’?)}
Montrer que N; est une suite croissante d’entiers > 1 qui tend vers +o00.

On construit par récurrence la suite (A, )neny € (N*)N de la facon suivante :

- A =1,

—sil1<n< Ny, Ay =2,

— si Ny < n, on note j, le plus grand entier tel que NV;, < n, et on choisit

A > 20, ———).
n+1 Z maX( ns (I)(h]n))
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On pose

2a. Montrer que pour tout j € N*,
1
Z 3, = 00).
>N;

b. Montrer que pour tous a,b € R, |e® — | < min(|a — b|,2).
c. Montrer que pour tout j € N*, wr(h;) < 3®(h;).
d. Montrer que

(i) si h <279 alors we(h) < 6P(h),
(ii) si h > 277 alors wy(h) < 2||f]loc <2 < 29T1D(R).

3. Montrer que f est nulle part dérivable. Conclure.

Exercice. [Une série trigonométrique qui n’est pas une série de Fourier]
1. Soit f = " cu(f)e™ une série de Fourier avec ¢o(f) = 0 et ¢,(f) > 0. Montrer que
F(t) = f(f f (u)du est continue 27-périodique a coefficients de Fourier positifs. En déduire

que Y ) converge.

2. Montrer que ) 55 sinnt ost partout convergente mais n’est pas une série de Fourier.
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