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1 Introduction

Soit ¢ : N — N telle que ¢(n) = o(n) lorsque n — oo. Soit K un corps et m € N. On dit qu'une matrice
A = laiz) i )eq,...,my2> de My, (K) est p-creuse si pour tout i € {1,...,m},

card{j € {1,...,m} | a;; # 0} < p(m).

Si A est une matrice ¢-creuse de M,,(K) et B € M,,(K), le calcul de AB se fait en m?p(m) multiplications au lieu de
m?, de sorte que 'on va toujours privilégier la multiplication par A sur d’autres opérations matricielles possibles. On
présente par exemple dans ce texte 1'algorithme de Wiedemann (§ 3) qui inverse une matrice creuse A en n’utilisant
que des multiplications par A. Pour cela, on montre comment 'algorithme d’Euclide étendu permet de déterminer le
polynéme minimal d’une suite récurrente linéaire scalaire de degré d dont on connait les 2d premiers termes (§ 2).

2 Suites récurrentes linéaires

2.1 Définition

Soit K un corps et E un K-espace vectoriel. On consideére I'espace vectoriel S = EV des suites & valeurs dans F.
On note § : S — S Vopérateur de décalage défini par §(u), = uny1, pour toute suite u = (up)neny € S. Cet opérateur
est clairement linéaire. On dit qu’une suite u = (un)neny € S est une suite récurrente linéaire s’il existe p € N* et
ag, . ..,ap—1 € K tels que pour tout ¢ € N,

p—1
Uitp = Zajuiﬂ-.
j=0
Dans ce cas, le polynéme P = XP — Zf;é a; X7 vérifie P(0)(u) = 0s, donc I'ensemble

I{u) = {P e K[X] | P(6)(u) = Os} = ker(P — P(6)(u))

est un idéal non trivial de K[X]. On appelle polynéme minimal de u le générateur unitaire w(u) de I(u) et degré de u
le degré d(u) de m(u). Il est alors clair que le sous-espace vectoriel K[§](u) = {P(d)(u) | P € K[X]} de & admet pour
base {§%(u) | i=0...p— 1}, et que la matrice de § dans cette base est la matrice compagnon de 7(u) :

0o ... ... 0 ao

1 0 :
Cry =10

0 0 1 ap

2.2 Polynéme minimal et premiers termes d’une suite récurrente linéaire scalaire

Par définition, une suite linéaire récurrente u de degré d est complétement déterminée par son polynéme minimal
m(u) et ses d premiers termes uo, ..., uq—1. Dans ce qui suit, on s’intéresse au probléme inverse : on se donne les 2d
premiers termes d’une suite récurrente linéaire scalaire u de degré d, et on retrouve son polynéme minimal 7 (u).

Soient d < m deux entiers et u une suite récurrente linéaire scalaire de degré d dont on connait les 2m premiers
termes. On définit le polynome U = Z?:O_l Ugm—i—1X". Les polynoémes de I(u) de degré inférieur ou égal & m sont
alors caractérisés par la proposition suivante :



Proposition 1. Soit P = Z;‘n:() a; X7 un polynéme de K[X] de degré inférieur ou égal a m. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) P e I(u), ie. P(6)(u) = 0s,
(i) pour touti <m —1, Z;‘n:() a;juir; =0,
(iii) il existe R € K[X] tel que deg(R) < m et PU = R mod X?™.
L’implication (i)=-(ii) est évidente, par définition de I(u). Montrons que (4)=-(%) : il s’agit de montrer que si
ZTZO a;u;y; = 0 pour tout ¢ < m — 1, alors ceci reste vrai pour tout ¢ > m. Notons 7(u) = X — Z;é b XF le
polynome minimal de u. Pour un entier p > m, supposons que pour tout ¢ < p, on ait Z;—n:o aju;y; = 0. Alors

m m d—1 d—1 m d—1
E ajup+1+j=§ a; E brUp+145—d+k :E br E AjUpt1—dtktj :E br.0 = 0.
7=0 k=0 k=0 =0 k=0

Jj=0

Montrons maintenant que ()< (iii). On a

m 2m—1 Im—1
PU = anJ Umeile = X A5U2m—i—1
7=0 i=0 k=0 1=0...2m—1
7=0...m
i+j=k

Or pour tout k € {m,...,2m —1},ona0<2m—1—k <m — 1 donc si (i) est vérifié,

m

E AjUm—i—1 = E ajU2m—1—k+j = 0.
i=0..2m—1 §=0
7j=0...m
itk

On obtient donc PU = R mod X?™, ou R = ZZZOI XES™ ajugm—i—1 + Zi:;nll XE=2m N g itg,—i—1 est de degré
strictement inférieur & m. Réciproquement, pour tout 0 <p <m —1, m <2m —p—1 < 2m — 1 de sorte que si (iii)

est vérifié,
m
E AjUpy; = E ajuzm—i—1 =0,
=0 i=0...2m—1

j=0...m
i+j=2m—p—1

et (i) est vérifié.

2.3 Algorithme

Soit m € N, u une suite récurrente linéaire scalaire de degré inférieur ou égal a m dont on connait les 2m premiers
termes et U = Z?:O_l Uom—i—1X". D’apreés la proposition précédente, trouver les polynoémes P de I(u) de degré
inférieur ou égal & m correspond a trouver les couples (P, R) avec deg(P) < m, deg(R) < m et PU = R mod X?™.

Un tel couple est donné par I’algorithme d’Euclide étendu :

POLYNOME ANNULATEUR

A—X?™ B«U;, C«0; D<«1;

while deg(B) < m do
(Q, R) < (quotient, reste) de la division euclidienne de A par B
EFE—~C-QD;, C«~D; D+<—FE, A<~ B; B+ R;

end while

return (D, B)

Pour s’assurer de la correction de cet algorithme, on montre par récurrence qu’a chaque étape, on a
deg(C) < 2m — deg(A), deg(D) < 2m —deg(A), m < deg(B) < deg(A),

CU=A mod X>" e DU=B mod X*™"



(i) Initialisation : au commencement, on a
— —o0o =deg(C) <0 =deg(D) < 2m — deg(A),
~CU=0=X>"=Aet DU=U=B.

(ii) Transmission : a chaque étape, on a
- A=QB+R=R=A-QB=CU-QDU = (C—-QD)U = EU,
— deg(Q) = deg(A) — deg(B) donc deg(QD) = deg(A) — deg(B) + deg(D) < 2m — deg(B) et deg(E) <

max(deg(C), deg(QD)) < max(2m — deg(A),2m — deg(B)) < 2m — deg(B).
Lorsque l'algorithme s’arréte, on a donc DU = B mod X?™ avec deg(B) < m et deg(D) < 2m — deg(A4) < m, ce
qui prouve que l'algorithme renvoie bien un polynoéme de I(u) de degré inférieur ou égal & m.

3 Application a l’inversion de matrices creuses

3.1 Inverser une matrice creuse de M,,(R) ou M,,(C)

On suppose ici que K = R ou C. Soit A une matrice inversible de M,,(K), et P = Z?:o a; X" un polynéme

annulateur non trivial de A. On peut supposer que la valuation de P est nulle, ie. que ag # 0. On a alors

1 d
AT = =N gAY

de sorte que si 'on connait un polynéme annulateur non trivial de A, on peut calculer I'inverse de A en n’utilisant
que des multiplications par A. Pour appliquer cela & l'inversion d’une matrice creuse (ie. pour laquelle on privilégie
Popération de multiplication par A & toute autre opération matricielle - voir § 1), il suffit donc de savoir déterminer
un polynoéme annulateur non trivial de A.

Pour cela, I'idée de Wiedemann est de trouver une suite récurrente linéaire scalaire u € S qui ait le méme polynome
minimal que A. Il suffit ensuite d’appliquer I'algorithme d’Euclide étendu pour déterminer un polynéme annulateur
non trivial de u, et donc de A.

Pour trouver cette suite récurrente linéaire scalaire, on choisit aléatoirement un vecteur z € K™ et une forme
linéaire A € (K™)*, et on considére la suite v définie par u,, = AA™x. Le polyndéme minimal de A annule clairement la
suite u, de sorte que 7(u)|m4. Et un argument topologique permet de supposer en fait que m(u) = m4. En effet,

(i) ’ensemble
{Ae ®™)" |7 (A" )nen) #mat = | ker(P(A)

Plma
P#ma

est une union finie de sous-espaces vectoriels stricts de (K™)*, donc est d’intérieur vide. Si on choisit A € (K™)*

au hasard, on peut donc supposer que 7 (AA™)nen) = 7a.
(ii) pour tout A € (K™)* tel que 7 ((AA™)nen) = Ta, I'ensemble

{aK™ [ 7 (A" @)nen) #7a} = | ker(AP(A4))
Plma
P#ma

est une union finie de sous-espaces vectoriels stricts de K™, donc est d’intérieur vide. Si on choisit x € K™ au
hasard, on peut donc supposer que 7 ((AA"z),en) = ma. On trouve donc directement notre suite.

3.2 Résoudre un systéme creux a coefficients dans F,

On suppose ici que K = F,. Soit A une matrice creuse de M,,(K) et b € K™. On appelle suite de Krylov associée
au systéme creux Az = b la suite (A"b),en € (K™)N. Encore une fois, cette suite est récurrente linéaire, et si on
en connait un polyndome annulateur non trivial P = Z?:o a; X" (que I'on peut supposer de valuation nulle), alors le

vecteur
d
1 i—1
r=—— g a; A" b.
ag “
=1

est une solution du systeme Ax = b.
Comme précédemment, la connaissance d’un polynome annulateur non trivial de la suite de Krylov associé a un
systeme creux Az = b permet donc de résoudre ce systéme en n’utilisant que des multiplications par A. Pour trouver un



tel polynome, on choisit aléatoirement une forme linéaire A € (K™)*, et on considére la suite u définie par u,, = AA™x.
Le polynéme minimal de la suite de Krylov (A"b),en annule clairement la suite u, de sorte que m(u)|m(anp), .- On a
alors deux possibilités :

(i) sim(u) = T anp),cy, €. si m(u)(A)b = 0, on a terminé : on peut résoudre le systeme.

(ii) sinon, b’ = m(u)(A)b # 0. La suite de Krylov associée au systeme Az = b’ a pour polynéme minimal 7(ny, ., =
T(Anb), e/ T(1), de degré inférieur ou égal & n — deg(m(u)). On choisit alors au hasard une nouvelle forme linéaire
i, et on calcule le polynéme minimal de la suite récurrente linéaire scalaire u’ définie par u], = pA™, qui a son
tour est soit m(any), ., sOit un diviseur strict de m(gnpy, ., €t ainsi de suite. On finit par obtenir le polynome
minimal de (A"b),en.

L’algorithme peut donc s’écrire de la maniere suivante :

ALGORITHME DE WIEDEMANN

x € K™ choisi au hasard; P« 1; d+« 0;
while P(A) # 0 do
A € (K™)* choisi au hasard ;
calcul des 2(n — d) premiers termes de la suite (AA"Z)nen;
7 < le polynéme minimal de cette suite;
x—m(A)x; P+« Pr; d«— d+ deg(m);
end while
return P;

Il reste alors a montrer que le nombre d’étapes dans cet algorithme reste petit. Dans Solving sparse linear equations
over finite fields (IEEE trans. inf. theory 32, 1986), Wiedemann montre que la probabilité de ne pas avoir obtenu

T(Anb), oy aPres k étapes est inférieure a
k
log q .
¢"—1

En particulier, lorsque ¢ est grand, la probabilité¢ de ne pas avoir obtenu m(4np), ., du premier coup est proche de 0.

4 Questions et remarques

4.1 Questions

On pourra traiter les problemes suivants :

1. sur les suites récurrentes linéaires :
. ¢ . . . . .
(a) soit P =[],_; (X — ;)" un polynéme de C[X]. Donner une base de l'espace vectoriel des suites récurrentes
linéaires annulées par P.
(b) présenter une méthode générale adoptant un point de vue matriciel pour trouver une base de ’espace
vectoriel des suites récurrentes linéaires annulées par un polynoéme P.

(¢) donner des exemples ol apparaissent des suites récurrentes linéaires. On pourra par exemple exposer rapi-
dement :
— le calcul du déterminant de la matrice

a b 0 0
c a
0 . 0
Do . a b
0 ... 0 c a
— le nombre de compositions d’un entier n dont les sommants sont dans un ensemble fini U = {uq,...,up} C

N*, ie.
Cg_card<U{(a:1,...,xg)€U|x1+...+xg_n}>.

LeEN*



(d) pourquoi ne peut-on pas retrouver le polynéme minimal d’une suite récurrente linéaire v de degré d avec
moins que 2d termes ?

(e) soit u = (un)nen une suite récurrente linéaire de degré d. Soit p € N. Montrer que la suite v définie par
v, = U, mod p est périodique. Donner une borne pour sa période.

2. sur la complexité de I'algorithme :
(a) quels algorithmes utilise-t-on en général pour inverser une matrice ? Quelle est leur complexité ?
(b) discuter la complexité de 1’algorithme.
(c) cet algorithme est-il efficace lorsque la matrice n’est pas creuse.
3. programmation :
(a) implémenter l'algorithme sur R.

(b) développer un systeme de calcul sur un corps fini (pas nécessairement premier !) et implémenter 1’algorithme
de Wiedemann. Etudier le nombre d’étapes nécessaires a 1'obtention du polynéome minimal de la suite de
Krylov d’un systeme creux.

4.2 Remarques et références

L’algebre linéaire creuse est une situation particuliere qui se rencontre en particulier dans le cadre des algorithmes
de logarithme discret et de factorisation d’entiers (crible quadratique). On trouvera l’algorithme de Wiedemann dans
Modern Computer Algebra de J. VON ZUR GATHEN & J. GERHARD ou dans Méthodes matricielles, Introduction a la
complexité algébrique de J. ABDELJAOUED, H. LOMBARDI.

Il me semble que I’étude de cet algorithme est une bonne occasion pour revoir les algorithmes usuels d’inversion
de matrice d’une part, et pour programmer dans un corps fini d’autre part. Par ailleurs, il peut constituer un bon
exemple dans les lecons d’agrégation suivantes :

— RESOLUTION D’UN SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES

On pourra discuter des différentes méthodes de résolution d’un systéme linéaire et du gain en complexité lorsque
ce systeme est creux.

— POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES7 POLYNOMES ANNULATEURS
On utilise des polynémes annulateurs pour inverser une matrice. On présentera en particulier la discussion du
paragraphe 3.1

— SUITES REELLES OU VECTORIELLES DEFINIES PAR ITERATION



