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1 Interprétation du λ-calcul dans une CCCC

On suppose fixée une catégorie C cartésienne et compacte close. On note

φA,B,C : C(A×B,C)→ C(A,B ⇒ C)

l’isomorphisme canonique et
εA,B : (B ⇒ A)×B → A

la counité de la clôture.

1. Montrez qu’une catégorie symétrique monöıdale est cartésienne si et seulement si tout objetA
est muni d’une structure canonique de comonöıde commutatif (A, δA, εA) où δ et ε sont des
transformations naturelles.

2. Donnez la représentation par diagrammes de cordes des lois de comonöıde commutatif ainsi
que des axiomes de naturalité.

3. Décrivez δA⊗B en fonction de δA, δB et γA,B .

4. Donnez une représentation par diagrammes de corde de l’axiome de naturalité de la symétrie
γA,B : A×B → B ×A de la catégorie monöıdale sous-jacente.

5. On suppose fixées les interprétations respectives

JM1K : JΓK× JBK→ JC ⇒ AK JM2K : JΓK× JBK→ JCK JNK : JΓK→ JBK

de séquents

Γ, x : B `M1 : C ⇒ A Γ, x : B `M2 : C Γ ` N : B

On rappelle que les interprétations des séquents

Γ ` (λx.M1M2)N : A et Γ ` ((λx.M1)N)((λx.M2)N) : A

sont respectivement
εA,B ◦ (φΓ,B,A 〈εA,C ◦ 〈JM1K, JM2K〉 , JNK〉)

et
εA,C ◦ 〈εB,C⇒A ◦ (φΓ,B,C 〈JM1K, JN1K〉), εC,B ◦ (φΓ,B,C 〈JM2K, JNK〉)〉

Représentez ces deux morphismes sous forme de diagrammes de corde.

6. Montrez que ces deux morphismes sont égaux.

7. Comment généraliser cette preuve au cas des catégories cartésiennes closes (non nécessairement
compactes closes) ?

2 Catégories monöıdales tracées

1. Donnez une représentation graphique des axiomes des catégories monöıdales tracées.

2. Montrez que toute catégorie compacte close est tracée.

3. Construisez le monöıde additif Z à partir du monöıde additif N comme un quotient de N×N
(un couple (m,n) doit être pensé comme l’entier relatif m− n).

4. Étant donnée une catégorie symétrique monöıdale tracée C on définit une catégorie Int(C)
dont les objets sont des paires (A+, A−) d’objets de C et les morphismes f : (A+, A−)→ (B+, B−)
sont les morphismes f : A+ ⊗ B− → A− ⊗ B+ de C. En utilisant la trace, définissez une
composition dans Int(C) ainsi qu’une structure de catégorie monöıdale symétrique.

5. Montrez que la catégorie Int(C) est compacte close.
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On rappelle les axiomes définissant une trace :
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