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Sémantique a petits pas

La sémantique a grands pas

— n'est pas modulaire : elle calcule directement le résultat,
— ne permet pas de raisonner sur des programmes avec des évaluations infinies

(par exemple, un serveur web).
En particulier, on aimerait pouvoir distinguer entre
— des programmes qui bouclent (acceptable) :

fix (fun x — x)

— des erreurs (inacceptable) :

true + 5

Or, dans les deux cas, I'évaluation n'est pas définie.
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On définit la relation — de réduction entre termes par les régles suivantes.

Dans ces régles v, v; désignent toujours des valeurs :

v == n | b | add | addn
\ fun x — t | fix
\ (v,v) | fst | snd
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On est loin d'avoir un choix unique pour ces régles :
on va décrire la stratégie que |I'on implémente pour réduire.
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On est loin d'avoir un choix unique pour ces régles :
on va décrire la stratégie que |I'on implémente pour réduire.

On va ici prendre une stratégie proche de celle de OCaml.

Par exemple, en OCaml, le programme

let p = print_string
let — (p ”A"; (fun Xy > p ”B“; x + y)) (p ”C”; 2) (p "D"; 3)

affiche

DCAB
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— application :
u—su t—t
———— (APPR) ——— (APPL)
tu—>1tu tv—tv
(apPP) (ADD)
(fun x — t) v — t[x — V| addmn— m+n
— paires :
t—t u—su
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— application :
u—su t—t
———— (APPR) ——— (APPL)
tu—>1tu tv—tv
(apPP) (ADD)
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— application :

u—u

tu—tu

(APPR)

(fun x — t) v — t[x — V|

— paires :

t—t/

(t,v) — (t',v)

fst (vi,w) — v

(FsT)

(apPP)

(PAIRL)

t— t/

S (APPL)
tv—t v

(ADD)
addmn— m+n

u—su

(PAIRR)
(t,u) — (t,u")

(sND)
snd (vi,v) — wv
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— opérateur point fixe : les régles

t —t/

fix t — fix t/ fix v — v (fix v)
ne conviennent pas, car on a toujours la réduction infinie

fixt — fix v — v (fix v) — v (v (fix v)) — v (v (v (fix v))) — ...

on prendra plutét les régles :

t—t/

fix t — fix t/ fix (fun x — t) — t[x — fix (fun x — t)]



Stratégies de réduction

Il existe plusieurs stratégies de réduction :

— en appel par valeur : on évalue d'abord les arguments

(fun x - x+x)(3+2) — (fun x - x+x)5—5+5—10



Stratégies de réduction

Il existe plusieurs stratégies de réduction :

— en appel par valeur : on évalue d'abord les arguments
(fun x - x+x)(3+2) — (fun x - x+x)5—5+5—10
— en appel par nom : on applique d’abord les fonctions aux arguments

(fun x - x+x)(34+2) — (3+2)+(34+2) —5+(3+2) —5+5—10



Stratégies de réduction

Il existe plusieurs stratégies de réduction :

— en appel par valeur : on évalue d'abord les arguments
(fun x - x+x)(3+2) — (fun x - x+x)5—5+5—10
— en appel par nom : on applique d’abord les fonctions aux arguments
(fun x - x+x)(34+2) — (3+2)+(34+2) —5+(3+2) —5+5—10
— une stratégie faible n'évalue pas sous les abstractions, sinon on pourrait faire

(fun x — 3+2) — (fun x — 5)



Formes normales

Un terme est une forme normale lorsqu'il ne peut pas se réduire.



Formes normales

Un terme est une forme normale lorsqu'il ne peut pas se réduire.

Lemme
Toute valeur est une forme normale.

Démonstration.
Les valeurs sont

v oou= n | b | add add n
\ fun x — t | fix
(v,v/) | fst | snd
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Formes normales

Un terme est une forme normale lorsqu'il ne peut pas se réduire.

Lemme
Toute valeur est une forme normale.

La réciproque n'est pas vraie :

true + false

Les formes normales qui ne sont pas des valeurs sont précisément les états d'erreur !

Nous verrons que le typage permet de les éviter.
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Déterminisme de la réduction

Proposition
La réduction est déterministe : sit — u ett — u' alors u = u'.

Démonstration.
Par induction, sur le terme t.

— Si t = (t1,t) alors les deux régles qui s'appliquent sont

t—t u—su
(PAIRL) (PAIRR)
(t,v) — (t',v) (t,u) — (t,d")

Elles ne s'appliquent pas simultanément, car les valeurs sont normales.

— Les autres cas sont similaires. OJ

Notons qu'une variante non-déterministe aurait été raisonnable.



Equivalence entre les sémantiques

On note t — u lorsqu'il existe une suite de réductions de t a w.

Nous allons montrer que I'évaluation coincide avec la réduction :

10



Equivalence entre les sémantiques

On note t — u lorsqu'il existe une suite de réductions de t a w.

Nous allons montrer que I'évaluation coincide avec la réduction :

Théoréme
Pour tout terme t et valeur v, t — v ssi t — V.

10



Equivalence entre les sémantiques

Proposition
Sit— valorst — v.

11



Equivalence entre les sémantiques

Proposition
Sit— valorst — v.

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de t — v.

11



Equivalence entre les sémantiques

Proposition
Sit— valorst — v.

Démonstration.
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Equivalence entre les sémantiques

Proposition
Sit— valorst — v.

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de t — v. Si la derniére régle est

t —» (fun x — t') u—u t'x— u] — v

(apPpP)
tu—v

Par hypothése de récurrence, on a

t — (fun x — t') u—su tx— ] v
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Equivalence entre les sémantiques

Proposition
Sit— valorst — v.

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de t — v. Si la derniére régle est

t —» (fun x — t') u—u t'x— u] — v
(apPpP)
tu—»v
Par hypothése de récurrence, on a
t — (fun x — t') u—u tx— ] v

et on en déduit la suite de réductions

tu——tu - (fun x — t) v — tx—= ] Sv 1



Equivalence entre les sémantiques

Proposition
Sit— valorst — v.

Démonstration.

Par hypothése de récurrence, on a
* / / / / *
t — (fun x — t') u—u tx—u]—v
et on en déduit la suite de réductions
* ! * / / / / *
tu—tv — (fun x = t) v — t'x— U] —v
Pour les deux premiéres, il faut d'abord montrer les lemmes auxiliaires suivants :

. * *
—siu— v alorstu—t

—sit — t' alors t v — t' v (pour v une valeur), 1
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Pour la réciproque, nous avons besoin de lemmes :

Lemme
Pour toute valeur v, on a v.— v.

Lemme
Sit— t'ett' — v alorst —» v.
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Equivalence entre les sémantiques

Pour la réciproque, nous avons besoin de lemmes :

Lemme
Pour toute valeur v, on a v.— v.

Lemme
Sit— t'ett' — v alorst —» v.

Proposition
. *
Sit — v pour une valeur v alors t — v.

Démonstration.
Par récurrence sur la longueur de la réduction t — v en utilisant premier lemme pour

le cas de base et le second pour le cas de récurrence. O

12



Equivalence entre les sémantiques

Nous avons montré :

Théoréme
Pour v une valeur, on a t — v si et seulement si t — v.

13



Deuxieme partie |l

Sareté du typage
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il n'y aura jamais d'erreur a I'exécution.

Plus précisément, on n'arrivera jamais a une situation telle que
true + false

durant |'exécution.

Théoréme
Si t est bien typé et t — u avec u normal alors u est une valeur.
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Sireté du typage

Nous allons montrer que les programmes bien typés sont siirs :

il n'y aura jamais d'erreur a I'exécution.

Plus précisément, on n'arrivera jamais a une situation telle que
true + false

durant |'exécution.

Théoréme
Un programme bien typé

— soit finit par se réduire en une valeur,

— soit s'exécute indéfiniment.
15
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Compatibilité du typage avec la substitution

Le typage est compatible avec la substitution :

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"t t[x — u]:B.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde I', x : A, T’ =t : B.

— Si la derniére régle est

; — (INT)
MNx:AT Fn:int

alors on a immédiatement n[x — u] = n et
(iNT)

II"En:int
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Compatibilité du typage avec la substitution

Le typage est compatible avec la substitution :

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"t t[x — u]:B.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde I', x : A, T’ =t : B.

— Si la derniére régle est

; — (INT)
MNx:AT Fn:int

alors on a immédiatement n[x — u] = n et

——— (INT)
L["Fn:int

Les autres constantes se traitent de facon similaire.
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Le typage est compatible avec la substitution :

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"t t[x — u]:B.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde I', x : A, T’ =t : B.

— Si la derniére régle est

; (VAR)
Mx: Ay A

avec x # y alors on conclut comme dans le cas précédent.
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Compatibilité du typage avec la substitution

Le typage est compatible avec la substitution :

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"t t[x — u]:B.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde I', x : A, T’ =t : B.

— Si la derniére régle est

; (VAR)
Mx: Ay A

avec x # y alors on conclut comme dans le cas précédent. Si la derniére régle est

p (VAR)
MHx:AlFx: A

alors
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Compatibilité du typage avec la substitution

Le typage est compatible avec la substitution :

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"t t[x — u]:B.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde I', x : A, T’ =t : B.

— Si la derniére régle est

; (VAR)
Mx: Ay A

avec x # y alors on conclut comme dans le cas précédent. Si la derniére régle est

p (VAR)
MHx:AlFx: A

alors on conclut avec la dérivation de [,[" - u : A donnée en hypothése.
16



Compatibilité du typage avec la substitution

Le typage est compatible avec la substitution :

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"t t[x — u]:B.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde I', x : A, T’ =t : B.

— Si la derniére régle est

Mx:Al-t:A=B Mx:ATEE: A
Mx:ATl-tt:B

(aPP)

on conclut par

MM Etx—u:A=B M Etx—u:A
O (tx — u]) (F[x—d]): B

(AapPP) 16



Compatibilité du typage avec la substitution

Le typage est compatible avec la substitution :

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"t t[x — u]:B.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde I', x : A, T’ =t : B.

— Sila derniére régleest [ x: AT y:BFt:C
Mx:Al-funy - t:B=C

(FUN)

quitte & renommer y, on peut toujours supposer x # y. On a donc

(fun y — t)[x— u]=fun y — (t[x — u])

et on conclut

Ny :BEtlx—u]:C
MMEfun y — tx—u]:B=C

(FUN) 16



Compatibilité du typage avec la substitution

Le typage est compatible avec la substitution :

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"t t[x — u]:B.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde I', x : A, T’ =t : B.

— Les autres cas sont similaires. O]
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Compatibilité du typage avec la substitution

Lemme
Sil,x:Al'bt:Betl,["Fu:AalorsT,I"F t[x — u]:B.
Autrement dit, la régle

Mx:ATl-t:B LrEu:A
M tlx—u]:B

est admissible (mais elle n'est pas dérivable).
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SiTF t: A est dérivable et t — t' alors [ = t' : A est aussi dérivable.

Démonstration.
On raisonne par induction sur la dérivation de t — t'.
/
— Si la derniére régle est bt (APPL)
tv—tv

alors la dérivation de typage de t v est de la forme

t:A=B Mrv:A r-t:A=2=. F=v:A
(APP) (APP)
~tv:B r-tv:B
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Réduction du sujet

Le typage est préservé par la réduction :

Proposition (Réduction du sujet)
SiTF t: A est dérivable et t — t' alors [ = t' : A est aussi dérivable.

Démonstration.
On raisonne par induction sur la dérivation de t — t'.

(apPP)
— Si la derniére régle est (fun x — t) v — t[x — V]

alors la dérivation de typage de (fun x — t) v est de la forme

x:AFt:B
(FUN) e
Ffun x = t: A= B N=v:A
NE(fun x — t)v:B

(apPpP) 18



Réduction du sujet

Le typage est préservé par la réduction :

Proposition (Réduction du sujet)
SiTF t: A est dérivable et t — t' alors [ = t' : A est aussi dérivable.

Démonstration.
On raisonne par induction sur la dérivation de t — t'.

(apPP)
— Si la derniére régle est (fun x — t) v — t[x — V]

alors la dérivation de typage de (fun x — t) v est de la forme

x:AFt:B
(FUN) e
fun x — t: A= B N=v:A :
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Réduction du sujet

Le typage est préservé par la réduction :

Proposition (Réduction du sujet)
SiTF t: A est dérivable et t — t' alors [ = t' : A est aussi dérivable.

Démonstration.
On raisonne par induction sur la dérivation de t — t'.

— etc. OJ
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Progres

Nous avons vu que toute valeur est normale mais pas le contraire

true + false
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Nous avons vu que toute valeur est normale mais pas le contraire
true + false

Pour les programmes bien typés, la réciproque est vraie :

19



Progres

Nous avons vu que toute valeur est normale mais pas le contraire
true + false
Pour les programmes bien typés, la réciproque est vraie :

Proposition (Progres)
Sitt: Aett est une forme normale alors t est une valeur.
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Progres

Proposition (Progreés)
Sitt: A ett est une forme normale alors t est une valeur.

Démonstration.
Par récurrence sur la dérivation de - ¢ : A.

— La régle (VAR)
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Progres

Proposition (Progreés)
Sitt: A ett est une forme normale alors t est une valeur.

Démonstration.
Par récurrence sur la dérivation de - ¢ : A.

— La régle (VAR) ne peut étre appliquée car I'environnement I est supposé vide, et t
n'est donc pas une variable.
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Progres

Proposition (Progreés)
Sitt: A ett est une forme normale alors t est une valeur.

Démonstration.
Par récurrence sur la dérivation de - ¢ : A.

— Si la derniére régle est

x:AFt: B

Ffun x - t: A= B

(FUN)

alors
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Progres

Proposition (Progreés)
Sitt: A ett est une forme normale alors t est une valeur.

Démonstration.
Par récurrence sur la dérivation de - ¢ : A.

— Si la derniére régle est

x:AFt: B

Ffun x - t: A= B

(FUN)

alors on a immédiatement que fun x — t est une valeur.
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Progres

Proposition (Progreés)
Sitt: A ett est une forme normale alors t est une valeur.

Démonstration.
Par récurrence sur la dérivation de - ¢ : A.

— Si la derniére régle est

Ft:A= B Fu:A
Ftu:B

(APP)

Les termes t et u sont normaux (sinon t u ne le serait pas) et donc des valeurs par
hypothése d'induction. En regardant les cas possibles pour t et v valeurs, on en
déduit que t u est une valeur (par exemple, t ne peut pas étre de la forme

. . . . 19
fun x — t’ sinon t u ne serait pas normal, mais on peut avoir t = add et u = g).



Progres

Proposition (Progreés)
Sitt: A ett est une forme normale alors t est une valeur.

Démonstration.
Par récurrence sur la dérivation de - ¢ : A.

— Les autres cas sont similaires. L]
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Sireté

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme de siireté du typage :
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Nous pouvons maintenant montrer le théoréme de siireté du typage :

Théoréme (Sireté)
Si t est un programme typé et t — u, pour u une forme normale,

alors u est une valeur.
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Nous pouvons maintenant montrer le théoréme de siireté du typage :

Théoréme (Sireté)
Si t est un programme typé et t — u, pour u une forme normale,

alors u est une valeur.

Démonstration.
Supposons =t : A.
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Sireté

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme de siireté du typage :

Théoréme (Sireté)

Si t est un programme typé et t — u, pour u une forme normale,
alors u est une valeur.

Démonstration.

Supposons =t : A.

Par réduction du sujetona - u: A
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Sireté

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme de siireté du typage :

Théoréme (Sireté)

Si t est un programme typé et t — u, pour u une forme normale,

alors u est une valeur.

Démonstration.

Supposons =t : A.

Par réduction du sujetona - u: A

et par progrés on en déduit que v est une valeur. O

20



Troisieme partie |

Types principaux

21



Non-unicité du typage

Nous avons vu que dans la version de mini-ML sans indication de types, certains termes
n'ont pas de type canonique :

fun x — x

a les types
int = int bool = bool etc.

22



Non-unicité du typage

Nous avons vu que dans la version de mini-ML sans indication de types, certains termes
n'ont pas de type canonique :

fun x — x

a les types
int = int bool = bool etc.

Nous allons ajouter des variables aux types afin de pouvoir lui donner le type

X=X
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Non-unicité du typage

Nous avons vu que dans la version de mini-ML sans indication de types, certains termes
n'ont pas de type canonique :
fun x — x

a les types
int = int bool = bool etc.

Nous allons ajouter des variables aux types afin de pouvoir lui donner le type
X=X
et montrer que c'est le type le « plus général ».

22



On définit les types par la syntaxe

A = int | bool | A=A | AxA

23



On définit les types par la syntaxe

A = int | bool | A=A | AxA | X

23



Substitutions

Une substitution o est une fonction des variables dans les types telle que

{X | o(X)# X}
est fini.

On note parfois
(T:[Xl?—>A1....,Xn?—>An]
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Substitutions

Une substitution o est une fonction des variables dans les types telle que

{X | o(X) # X}
est fini.

On note parfois
(T:[Xl?—>A1....,‘Xn?—>An]

On note
Alo]

le type A ou toute variable X a été remplacée par o(X).

24



Substitution identité

On note id la substitution identité définie par

id(X) = X

25



Substitution identité

On note id la substitution identité définie par

25



Composition de substitutions

Etant données deux substitutions o et 7, la subsitutition composée 7 o o est définie
par
Too(X)=o(X)[7]

26



Composition de substitutions

Etant données deux substitutions o et 7, la subsitutition composée 7 o o est définie
par
Too(X)=o(X)[7]

Alo][r] = A[T o 0]

26



Ordre de raffinement

On note A L B lorsqu'il existe une substitution o telle que Afo| = B :
A est plus général que B.

(ou B raffine A)

Par exemple,

X=X

Ir1

(int = Y) = (int = Y)
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Ordre de raffinement

On note A L B lorsqu'il existe une substitution o telle que Afo| = B :
A est plus général que B.

(ou B raffine A)

Par exemple,

X=X C int = int

27



Ordre de raffinement

On note A L B lorsqu'il existe une substitution o telle que Afo| = B :
A est plus général que B.
(ou B raffine A)

Par exemple,

int = int

{id, succ,...}

X=X
{id,...}

N1

27



Renommage

Un renommage est une substitution dont toutes les images sont des variables :
o(X)=Y

mais pas 0(X) = int ou o(X) =Y = Z.

28



Ordre de raffinement

Lemme
La relation T est un pré-ordre sur les types (= cette relation est réflexive et transitive).

Deux types A et B sont équivalents (c'est-a-dire que I'on a AL B et B A) si et
seulement si il existe un renommage bijectif o tel que Alo] = B.

Démonstration.
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Ordre de raffinement

Lemme
La relation T est un pré-ordre sur les types (= cette relation est réflexive et transitive).

Deux types A et B sont équivalents (c'est-a-dire que I'on a AL B et B A) si et
seulement si il existe un renommage bijectif o tel que Alo] = B.

Démonstration.

— réflexivité : A C A par
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Ordre de raffinement

Lemme
La relation T est un pré-ordre sur les types (= cette relation est réflexive et transitive).

Deux types A et B sont équivalents (c'est-a-dire que I'on a AL B et B A) si et
seulement si il existe un renommage bijectif o tel que Alo] = B.
Démonstration.

— réflexivité : A C A par
Alid] = A
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Ordre de raffinement

Lemme
La relation T est un pré-ordre sur les types (= cette relation est réflexive et transitive).

Deux types A et B sont équivalents (c'est-a-dire que I'on a AL B et B A) si et
seulement si il existe un renommage bijectif o tel que Alo] = B.

Démonstration.

— réflexivité : A C A par
Alid] = A

— transitivité : si AL Bet BL C,
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Ordre de raffinement

Lemme
La relation T est un pré-ordre sur les types (= cette relation est réflexive et transitive).

Deux types A et B sont équivalents (c'est-a-dire que I'on a AL B et B A) si et
seulement si il existe un renommage bijectif o tel que Alo] = B.

Démonstration.

— réflexivité : A C A par
Alid] = A

— transitivité : si AC B et BL C, alors Alo] = B et B[r] = C
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Ordre de raffinement

Lemme
La relation T est un pré-ordre sur les types (= cette relation est réflexive et transitive).

Deux types A et B sont équivalents (c'est-a-dire que I'on a AL B et B A) si et
seulement si il existe un renommage bijectif o tel que Alo] = B.

Démonstration.

— réflexivité : A C A par
Alid] = A

— transitivité : si AC B et BL C, alors Alo] = B et B[7] = C et on conclut par

Alr o o]
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Ordre de raffinement

Lemme
La relation T est un pré-ordre sur les types (= cette relation est réflexive et transitive).

Deux types A et B sont équivalents (c'est-a-dire que I'on a AL B et B A) si et
seulement si il existe un renommage bijectif o tel que Alo] = B.

Démonstration.

— réflexivité : A C A par
Alid] = A

— transitivité : si AC B et BL C, alors Alo] = B et B[7] = C et on conclut par
Alr o o]
— équivalence :
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Ordre de raffinement

Lemme
La relation T est un pré-ordre sur les types (= cette relation est réflexive et transitive).

Deux types A et B sont équivalents (c'est-a-dire que I'on a AL B et B A) si et
seulement si il existe un renommage bijectif o tel que Alo] = B.

Démonstration.

— réflexivité : A C A par
Alid] = A

— transitivité : si AC B et BL C, alors Alo] = B et B[7] = C et on conclut par
Alr o o]
— équivalence : le raffinement fait « grossir » les types. O

29



Raffinement et typage

Le typage est compatible avec la substitution :

30



Raffinement et typage

Le typage est compatible avec la substitution :

Proposition
SilT=t:Aalors o] - t: Alo].
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Raffinement et typage

Le typage est compatible avec la substitution :

Proposition
SilT=t:Aalors o] - t: Alo].

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de I' - ¢ : A.

30



Raffinement et typage

Le typage est compatible avec la substitution :

Proposition
SilT=t:Aalors o] - t: Alo].

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de I' - ¢ : A.

— Si la derniére régle est

alors on a immédiatement

(x : Alo]) € I'o]
MMo| F x: Alo]

(VAR)
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Raffinement et typage

Le typage est compatible avec la substitution :

Proposition
SilT=t:Aalors o] - t: Alo].

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de I' - ¢ : A.

— Si la derniére régle est
N-t:A=2_B NFuw:A

ltu:B

(apPP)

par hypothése d'induction on a une dérivation de I'[o] - t : A[o] = Blo] et de
o]+ u: Alo] et on conclut par

Mol t: Alo] = Blo] Mol u: Alo] (arp)
Mol tu: Blo] ‘ %0



Raffinement et typage

Le typage est compatible avec la substitution :

Proposition
SilT=t:Aalors o] - t: Alo].

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de I' - ¢ : A.

— etc. O
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Raffinement et typage

Corollaire
SiFt:Aet AC B alors1t: B.
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Raffinement et typage

Corollaire
SiFt:Aet AC B alors1t: B.

Un type principal pour un terme t est un type A tel que
-t A,
— pour tout type B tel que -t : B,ona AL B.

(= c'est un élément minimal parmi les types de t)
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Raffinement et typage

Corollaire
SiFt:Aet AC B alors1t: B.

Un type principal pour un terme t est un type A tel que
-t A,
— pour tout type B tel que -t : B, on a B = Alo].

31



Raffinement et typage

Corollaire
SiFt:Aet AC B alors1t: B.

Un type principal pour un terme t dans [ est une substitution o et un type A tels que
~Tfo]Ft: A,
—sil[r]Ft:BalorsT=171"00et B=A[]
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Raffinement et typage

Corollaire
SiFt:Aet AC B alors1t: B.

Un type principal pour un terme t dans [ est une substitution o et un type A tels que
~Tfo]Ft: A,
—sil[r]Ft:BalorsT=171"00et B=A[]

Exemple
Dans [ = (f: X = (X = X),a: Y x Y) le type principal de f a est

31



Raffinement et typage

Corollaire
SiFt:Aet AC B alors1t: B.

Un type principal pour un terme t dans [ est une substitution o et un type A tels que
~Tfo]Ft: A,
—sil[r]Ft:BalorsT=171"00et B=A[]

Exemple

Dans [ = (f: X = (X = X),a: Y x Y) le type principal de f a est
— la substitution o = [X — Y x Y]
—letype A= (Y xY)= (Y xY)

31



Inférence de type

Nous allons décrire un algorithme en deux étapes pour générer le type principal d'un
terme :

1. on va générer un systéme d’'équations entre types qui décrit les types possibles,

2. on va trouver la solution la plus générale du systéme d'équations.

32



Systémes d’équations de type

Un systéme d’équations de types est un ensemble fini
? ?
E = {AZB,....,A =B}

de paires de types.
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Systémes d’équations de type

Un systéme d’équations de types est un ensemble fini

?

)
E = {A<B,... A,

B,}

de paires de types.

Une solution ou un unificateur de E est une substitution o telle que A;[c] = B;[o]
pour tout /.

33



Systéme d’'équations de type

Notons que si o est une solution de E alors 7 o o I'est aussi :
Ailo] = Bilo]

implique
Ajlr o o] = Ajlo]lr] = Bilo][r] = Ai[r o o]
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Systéme d’'équations de type

Notons que si o est une solution de E alors 7 o o I'est aussi :
Ailo] = Bilo]
implique
Ailr o o] = Ailo][r] = Bilol[r] = Ai[T o o]
Une solution o est la plus générale lorsque pour tout autre solution 7 on a
T=1o0
pour un certain 7’.
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Systémes d’équations de type

Par exemple,
E = {(X=X)Z2(X=Y),YZ(Z=2)

a pour solution la plus générale
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Systémes d’équations de type

Par exemple,
E = {(X=X)Z2(X=Y),YZ(Z=2)

a pour solution la plus générale

o = XeZ=2ZY—Z=72)
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Systémes d’équations de type

Par exemple,
E = {(X=X)Z2(X=Y),YZ(Z=2)

a pour solution la plus générale
o = [X—=Z=2ZY—Z=7Z

une autre solution étant
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Systémes d’équations de type

Par exemple,
E = {(X=X)Z2(X=Y),YZ(Z=2)

a pour solution la plus générale
6 = XeZ=2Z,YZ= 2]
une autre solution étant

o = [X+int = int, Y — int = int, Z > int]

35



Systémes d’équations de type

Par exemple,
E = {(XxY)Z(X=Y))
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Systémes d’équations de type

Par exemple,
E = {(XxY)Z(X=Y))

n'a pas de solution.
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Systémes d’équations de type

Par exemple,
E = {(XIX=yvY)
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Systémes d’équations de type

Par exemple,
E = {(XIX=yvY)

n'a pas de solution.
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Génération d’équations

A un terme t dans un contexte [, nous allons associer un type A; et un systéme E;.

L'idée est que A; va étre un type pour t dans I sous |'hypothése que E; est vérifié.
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Génération d’équations

A un terme t dans un contexte [, nous allons associer un type A; et un systéme E;.
L'idée est que A; va étre un type pour t dans I sous |'hypothése que E; est vérifié.

On procéde par induction sur t.
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Génération d’équations

A un terme t dans un contexte [, nous allons associer un type A; et un systéme E;.
L'idée est que A; va étre un type pour t dans I sous |'hypothése que E; est vérifié.
On procéde par induction sur t.

On note | un systéme d'équations sans solution.
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énération d’'équations

— pour un entier n,
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Génération d’équations

— pour un entier n,
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Génération d’équations

— pour un entier n,

A, = int E,=10
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Génération d’équations

— pour un entier n,
A, = int E,=10

— pour un booléen b,
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Génération d’équations

— pour un entier n,

En=10

— pour un booléen b,

Ap = bool

o
I
=
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Génération d’équations

— pour un entier n,
E,=10

=]

— pour un booléen b,

o
I
=

Ap = bool

— pour x avec (x : A) €T,
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Génération d’équations

— pour un entier n,

A, = int
— pour un booléen b,

Ap = bool
— pour x avec (x : A) €T,

A=A

En=10

o
I
=

39



Génération d’équations

— pour un entier n,

pour un booléen b,

Ap = bool
— pour x avec (x : A) €T,
A=A

— pour x n'apparaissant pas dans I,

En=10

o
I
=

xn
I
=

39



Génération d’équations

— pour un entier n,

Ap = int E,=10

pour un booléen b,
Ap = bool Ep=10
— pour x avec (x : A) €T,
A=A E.=10
— pour x n'apparaissant pas dans I,

A, =7 E.=1

39



Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,
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Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,
Afunx—>t:X:>At Efunx—>t:Et

avec X une variable fraiche, et A; et E; calculés dans le contexte I, x : X,
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Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,
Afunx—>t:X:>At Efunx—>t:Et

avec X une variable fraiche, et A; et E; calculés dans le contexte I, x : X,
— pour une application t v,
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Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,

Afunx—>t:X:>At Efunx—>t:Et

avec X une variable fraiche, et A; et E; calculés dans le contexte I, x : X,
— pour une application t v,
?
Atu:X Etu:EtUEuU{At:(Aui)()}

ol X est une variable fraiche,
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Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,

Afunx—>t:X:>At

Efunx—>t:Et

avec X une variable fraiche, et A; et E; calculés dans le contexte I, x : X,

— pour une application t v,
At u = X

ol X est une variable fraiche,

— pour une paire (t,u),

Etu:EtUEuU{At

2

= (Ay = X)}

40



Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,
Afunx—>t:X:>At Efunx—>t:Et

avec X une variable fraiche, et A; et E; calculés dans le contexte I, x : X,
— pour une application t v,

Acy =X Eeu=E UE,U{A = (A, = X)}

ol X est une variable fraiche,
— pour une paire (t,u),

A,y = Ar X Ay Ei,uy = EtUE,
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Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,
Afunx—>t:X:>At Efunx—>t:Et

avec X une variable fraiche, et A; et E; calculés dans le contexte I, x : X,

— pour une application t v,
,

Atu:X Etu:EtUEuU{At:(Aui)()}

ol X est une variable fraiche,
— pour une paire (t,u),

A,y = Ar X Ay Ei,uy = EtUE,

— pour fst,
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Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,
Afunx—>t:X:>At Efunx—>t:Et

avec X une variable fraiche, et A; et E; calculés dans le contexte I, x : X,
— pour une application t v,

Acy =X Eeu=E UE,U{A = (A, = X)}

ol X est une variable fraiche,
— pour une paire (t,u),

Act,uy = Ar X Ay E¢t,y = EtUE,
— pour fst,
Afst:(XXY):>X Efst:Q)

avec X et Y fraiches 40



Génération d’équations

— pour une abstraction fun x — t,
Afunx—>t:X:>At Efunx—>t:Et

avec X une variable fraiche, et A; et E; calculés dans le contexte I, x : X,
— pour une application t v,

Acy =X Eeu=E UE,U{A = (A, = X)}

ol X est une variable fraiche,
— pour une paire (t,u),

Act,uy = Ar X Ay E¢t,y = EtUE,
— pour fst,
Afst:(XXY):>X Efst:Q)

avec X et Y fraiches (snd et fix similaires). 40



Génération d’équations

Etant donné t dans T,
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Génération d’équations

Etant donné t dans T,

Proposition (Correction)
Si o est une solution de E; alors ['[o] -t : A¢[o].
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Génération d’équations

Etant donné t dans T,

Proposition (Correction)
Si o est une solution de E; alors ['[o] -t : A¢[o].

Démonstration.
Par induction sur t. O
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Génération d’équations

Etant donné t dans T,

Proposition (Correction)
Si o est une solution de E; alors ['[o] -t : A¢[o].

Démonstration.
Par induction sur t. O

Proposition (Complétude)
Etant donnés o et A tels que ['[o] -t : A, on a o solution de E; et A = A¢[o].
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Génération d’équations

Etant donné t dans T,

Proposition (Correction)
Si o est une solution de E; alors ['[o] -t : A¢[o].

Démonstration.

Par induction sur t. O
Proposition (Complétude)

Etant donnés o et A tels que ['[o] -t : A, on a o solution de E; et A = A¢[o].

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de I'[o] - ¢ : A. O
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Génération d’équations

Corollaire
Les solutions principales de E; correspondent aux types principaux de t.
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Génération d’équations

Corollaire
Les solutions principales de E; correspondent aux types principaux de t.

Comment calculer une solution principale de E; 7

42



Nous allons maintenant décrire un algorithme d'unification qui calcule la solution la
plus générale d'un systéme d'équations E.

On note le résultat unify(E).
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Nous allons maintenant décrire un algorithme d'unification qui calcule la solution la

plus générale d'un systéme d'équations E.
On note le résultat unify(E).

On le définit récursivement de la fagon suivante...
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unify(int -z int, E) =

a4



unify(int -z int, E) = unify(E)

a4



unify(int -z int, E) = unify(E)
unify(bool -z bool, E) =

a4



unify(int -z int, E) = unify(E)
unify(bool -z bool, E) = unify(E)

a4



unify(int -z int, E) = unify(E)
unify(bool -z bool, E) = unify(E)
unify(X = X, E) =

a4



unify(int -z int, E) = unify(E)
unify(bool -z bool, E) = unify(E)
unify (X z X, E) = unify(E)

a4



unlfy(lnt = int, E) = unify(E)

unlfy(bool = bool E) = unify(E)

unlfy(X X, E) = unify(E)
E) =

unify((A = B) = (A/ = B’),
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unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)

unify((A = B) = (A" = B'), E) = unify(A = A", B < B', E)
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unify((A = B) = (A/ = B’),
unify((A x B) = (A’ x B'),

unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
,
E) = (A=
E) =
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unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
unify((A = B) = (A/ = B’), E) = unify(A LA BZ B' E)
unify((A x B) = (A x B'),E) = unify(A= A, B < B E)
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unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
unify((A = B) = (A/ = B’), E) = unify(A LA BZ B' E)
unify((A x B) = (A’ X B) E) = unify(A LA B B',E)
unlfy(X AE) =
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unlfy(lnt = int, E
unlfy(bool = bool E
unlfy(X X, E

(A/ = B’),

(A’ X B)
unlfy(X AE

unify((A = B) =
unify((A x B) =

) =
) =
) =
E) =
E) =
) =

unify(E)

unify(E)

unify(E)

unify(A = A", B < B, E)
unify(A = A", B £ B, E)
unify(E[X — A]) o [X — A]
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unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
unify((A = B) = (A/ = B'),E) = unify(A< A, B~ B',E)
unify((A x B) = (A" x B) E) = unify(A= A, B < B, E)
) = (

unify(X = A, E E[X — A)o[X— Al  si X &VL(A)
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unlfy(X AE
unlfy(A X, E

E[X — A])o[X— Al si X &VL(A)

unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
unify((A = B) = (A/ = B'),E) = unify(A< A, B~ B',E)
unify((A x B) = (A" x B) E) = unify(A= A, B < B, E)
) = (
) =
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unlfy(lnt = int, E
unlfy(bool = bool E
unlfy(X X, E unify(E)
,

) = unify(E)
) = unify(
) = unify(
unify((A = B) = (A/ = B'),E) = unify(A< A, B é B',E)
E) = unify(
) = unify(
) = unify(

unify(E)

unify((A x B) = (A" x B) unify(A = A", B £ B, E)
unlfy(X AE unify(E[X — A]) o [X — A] si X ¢ VL(A)
unlfy(A X, E

unify(E[X — A]) o [X = A]  si X € VL(A)
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unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
unify((A = B) = (A/ = B'),E) = unify(A< A, B~ B',E)
unify((A x B) = (A" x B) E) = unify(A= A, B < B',F)
unlfy(X A, E) = unify(E[X — A]) o[X = A si X ¢ VL(A)
unlfy(A X, E) = unify(E[X — A]) o [X — A] si X ¢ VL(A)
unify(0) =
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unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
unify((A = B) = (A/ = B'),E) = unify(A< A, B~ B',E)
unify((A x B) = (A" x B) E) = unify(A= A, B < B',F)
unlfy(X A, E) = unify(E[X — A]) o[X = A si X ¢ VL(A)
unlfy(A X, E) = unify(E[X — A]) o [X — A] si X ¢ VL(A)
unify(0) = id
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unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
unify((A = B) = (A/ = B'),E) = =
uMﬂMxB)(NxB) E) = unify(A= A, B < B',F)
unlfy(X A E) = unify(E[X — A]) o [X — A] si X € VL(A)
E)=
) =

2

(

(

( ?
unify(A = A, B = B/, E)

(

(

(

unlfy(A X, unify(E[X — A]) o [X — A] si X ¢ VL(A)
unify(0) = id

Dans tous les autres cas
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unlfy(lnt = int, E) = unify(E)
unlfy(bool = bool E) = unify(E)
unlfy(X X, E) = unify(E)
unify((A = B) = (A/ = B'),E) = =
uMﬂMxB)(NxB) E) = unify(A= A, B < B',F)
unlfy(X A E) = unify(E[X — A]) o [X — A] si X € VL(A)
E)=
) =

2

(

(

( ?
unify(A = A, B = B/, E)

(

(

(

unlfy(A X, unify(E[X — A]) o [X — A] si X ¢ VL(A)
unify(0) = id

Dans tous les autres cas unify échoue.
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Terminaison

Il n'est pas clair que cette procédure termine sur toute entrée.

Par exemple, la taille de la liste ne décroit pas :

unify((A x B) = (A' x B'),E) = unify(A=A,B= B E)
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Terminaison

Nous allons avoir besoin de deux mesures :

_‘E

var - le nombre de variable apparaissant dans E,
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Terminaison

Nous allons avoir besoin de deux mesures :

— |Elvar : le nombre de variable apparaissant dans E,
— |E|op : la taille des types dans E

Elw= 3 [Alop+ Blop
(AZB))EE
avec

lint|op = [bool|ep = [X|op =1
|A = Blop = |AX Blop =1+ [Alop + [Blop
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Terminaison

Nous allons avoir besoin de deux mesures :

— |Elvar : le nombre de variable apparaissant dans E,
— |E|op : la taille des types dans E

Elw= 3 [Alop+ Blop
(AZB))EE
avec

]int|op = ‘b001‘op - ‘X‘OP =1

|A = Blop = |AX Blop =1+ [Alop + [Blop

La taille est |E| = (|E|var, |E|op) ordonnée lexicographiquement.
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Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

| |Evar

‘E‘()p

unify(int L int, E) = unify(E)
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Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

| |Elvar | 1Elop
unify(int L int, E) = unify(E) ‘ = ‘ <
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Terminaison

Les appels récursifs décroissent :
| |Elvar | 1Elop

unify(int L int, E) = unify(E) ‘ = ‘ <
unify(bool Z bool, E) = unify(E)

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

| |Elvar | 1Elop
unify(int L int, E) = unify(E) = <
unify(bool Z bool, E) = unify(E) = <

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

| |Elvar | 1Elop
unify(int L int, E) = unify(E) = <
unify(bool Z bool, E) = unify(E) = <

unify(X L X, E) = unify(E)

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

‘ ’E|var ‘E‘OP
unify(int L int, E) = unify(E) = <
unify(bool Z bool, E) = unify(E) = <
unify(X L X, E) = unify(E) < <

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

| |Elvar | 1Elop
unlfy(lnt = int, E) = unify(E) = <
unlfy(bool = bool E) = unify(E) = <
unlfy(X X, E) = unify(E) < <
unify((A = B) = (A' = B'),E) = unify(A La.BLB E)

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

|Elvar | |Elop
unlfy(lnt = int, E) = unify(E) = <
unlfy(bool = bool E) = unify(E) = <
unlfy(X X, E) = unify(E) < <
unify((A = B) = (A’ = B'),E) = unify(A La.BLB E) = | <

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

|Elvar | [Elop
unlfy(lnt = int, E) = unify(E) = <
unlfy(bool = bool E) = unify(E) = <
unlfy(X X, E) = unify(E) < <
unify((A = B) = (A’ = B'),E) = unify(A La.BLB E) = | <
unify((A x B) = (A’ x B'), E) = unify(A = A", B = B', E)

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

|Elvar | [Elop
unlfy(lnt = int, E) = unify(E) = <
unlfy(bool = bool E) = unify(E) = <
unlfy(X X, E) = unify(E) < <
unify((A = B) = (A’ = B'),E) = unify(A La.BLB E) = | <
unify((A x B) = (A’ x B'), E) = unify(A = A", B = B', E) = | <

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

|Elvar | |Elop
unlfy(lnt = int, E) = unify(E) = <
unlfy(bool = bool E) = unify(E) = <
unlfy(X X, E) = unify(E) < <
unify((A = B) = (A’ = B'),E) = unify(A La.BLB E) = | <
unify((A x B) = (A’ x B ), E) = unify(A = A", B = B', E) = | <
unlfy(X A, E) = unify(E[X — A]) o [X — A]

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

|Elvar | |Elop
unlfy(lnt = int, E) = unify(E) = <
unlfy(bool = bool E) = unify(E) = <
unlfy(X X, E) = unify(E) < <
unify((A = B) = (A’ = B'),E) = unify(A La.BLB E) = | <
unify((A x B) = (A’ x B ), E) = unify(A = A", B = B', E) = | <
unlfy(X A E) = unify(E[X — A])o [X — Al | <

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

|Elvar | |Elop

unlfy(lnt =int, E) = unlfy(E) = <
unlfy(bool = bool E) = unify(E) = <
unlfy(X X, E) = unify(E) < <
unify((A = B) = (A’ = B'), E) = unify(A = A", B = B', E) = | <
unify((A x B) = (A’ x B’) ): ify(A< A',B < B, E) = | <

unlfy(X A E) = unify(E[X — Ao [X — Al | <

unlfy(A X,E) = unlfy(E[X — A]) o [X = A]

47



Terminaison

Les appels récursifs décroissent :

|Elvar | |Elop
unlfy(lnt =int, E) = unlfy(E) = <
unlfy(bool = bool E) = unify(E) <
unlfy(X X, E) = unify(E) < <
unify((A = B) = (A’ = B'), E) = unify(A = A", B = B', E) <
unify((A x B) = (A’ x B’) ): ify(A< A',B < B, E) <
unlfy(X A E) = unify(E[X — Ao [X — Al | <
unlfy(A X,E) = unlfy(E[X = Al)o[X = Al <
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Correction

Montrons que notre algorithme est correct :

Lemme
Pour les équations de la forme

unify(E) = unify(E)

les solutions de E sont les mémes que celles de E'.

Démonstration.

?
. - unify(int = int, E
Par inspection des cas : v(

unlfy(bool = bool, E
unlfy(X X, E
unify((A = B) L (A= B'),E

V\_/vvv
=
<
e T T T
N—r

unify((A x B) = (A x B), E) = unify(A = A, B = B', E) 48



Correction

Lemme
Pour X ¢ V/L(A), une substitution o est une solution de (X L A,E) ssion a
o =710 [X > A|, pour T une solution de E[X > A| telle que 7(X) = X.
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Correction

Lemme
Pour X ¢ V/L(A), une substitution o est une solution de (X L A,E) ssion a
o =710 [X > A|, pour T une solution de E[X > A| telle que 7(X) = X.

Démonstration.
On a la suite d'équivalences :

(i) o est une solution (X < AE),

49



Correction

Lemme
Pour X ¢ V/L(A), une substitution o est une solution de (X L A,E) ssion a
o =710 [X > A|, pour T une solution de E[X > A| telle que 7(X) = X.

Démonstration.
On a la suite d'équivalences :

(i) o est une solution (X < AE),

(ii) o(X) = Alo] et o est une solution de E,

49



Correction

Lemme
Pour X ¢ V/L(A), une substitution o est une solution de (X L A,E) ssion a
o =710 [X > A|, pour T une solution de E[X > A| telle que 7(X) = X.

Démonstration.
On a la suite d'équivalences :

(i) o est une solution (X < AE),
(ii) o(X) = Alo] et o est une solution de E,
(iii) o(X) = Alo] et o est une solution de E[X > A,

49



Correction

Lemme
Pour X ¢ V/L(A), une substitution o est une solution de (X L A,E) ssion a
o =710 [X > A|, pour T une solution de E[X > A| telle que 7(X) = X.

Démonstration.
On a la suite d'équivalences :

(i) o est une solution (X < AE),
(ii) o(X) = Alo] et o est une solution de E,
(iii) o(X) = Alo] et o est une solution de E[X > A,

(iv) o est de la forme 7 o [X +— A] pour 7 une solution de E[X — Al. O

49



Correction

Lemme
La solution la plus générale du systéme () est id.
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Correction

Lemme
La solution la plus générale du systéme () est id.
En combinant les lemmes précédents :

Théoréme
Etant donné un systéme E, si unify(E) est défini alors c'est une solution la plus

générale de E.
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Correction

Lemme
La solution la plus générale du systéme () est id.

En combinant les lemmes précédents :

Théoréme
Etant donné un systéme E, si unify(E) est défini alors c'est une solution la plus

générale de E.

Démonstration.
Essentiellement : le cas de base produit la solution la plus générale et les autres

préservent les solutions. Ol

50



Complétude

Proposition (Complétude)
Si I'algorithme unify(E) échoue alors E n'admet pas de solution.

Démonstration.
Les cas d’échecs sont de deux natures.

— Il'y a une équation A ~ B avec A et B sont de forme différente (par exemple
A=1dint et B =bool,ou A=1dintet B= By = By,ou A=A; = A et
B = By x By) : le systéme n'admet pas de solution, puisqu’une solution o devrait
vérifier Alo| = B[o], ce qui est impossible.
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Complétude

Proposition (Complétude)
Si I'algorithme unify(E) échoue alors E n'admet pas de solution.

Démonstration.
Les cas d’échecs sont de deux natures.

— Il a une équation X L Aavec X € VL(A) et A # X. Une solution o vérifie
o(X) = Alo], et donc
lo(X)| = |Ale]| > |o(X)]

Impossible. O
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Implémentation

En pratique, la régle
unify(X L A E) = unify(E[X — A]) o [X — A]

est coliteuse : il faut parcourir toutes les équations de E pour remplacer X par A...
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Implémentation

En pratique, la régle
unify(X L A E) = unify(E[X — A]) o [X — A]

est coliteuse : il faut parcourir toutes les équations de E pour remplacer X par A...

Plutét que de remplacer X, on peut la faire pointer vers une cellule mémoire que l'on

va modifier.
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Implémentation

Ceci suggere d'implémenter les références par

type t =
| TInt
| TArr of t * t
| TVar of t option ref
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Implémentation

Ceci suggere d'implémenter les références par

type t =
| TInt
| TArr of t * t
| TVar of t option ref

L'idée étant que

let r = ref None

let x TVar r

désigne une variable libre, ot on suppose que toutes les occurrences de x vont pointer
vers la méme cellule mémoire r.
53



Implémentation

L'idée étant que

let r ref None

let x = TVar r

désigne une variable libre, ot on suppose que toutes les occurrences de x vont pointer

vers la méme cellule mémoire r.
On peut alors substituer la variable par a :

r := Some a

53



Implémentation

L'idée étant que

let r ref None

let x = TVar r

désigne une variable libre, ot on suppose que toutes les occurrences de x vont pointer

vers la méme cellule mémoire r.

On peut alors substituer la variable par a :
r := Some a

Il faudra donc considérer

TVar { contents = Some a }

comme équivalent a a (avec une indirection).
53



Implémentation

L'idée étant que

let r ref None

let x = TVar r

désigne une variable libre, ot on suppose que toutes les occurrences de x vont pointer

vers la méme cellule mémoire r.

On peut alors substituer la variable par a :

r := Some a

Il faudra donc considérer

TVar { contents = Some a }

comme équivalent a a (avec une indirection).

Notons qu'on peut utiliser I'égalité physique == pour comparer les variables de type ! >3



Complexité de I'unification

L'unificateur d'un probléme de taille n peut étre de taille 2.

Par exemple,
{(((A X Xl) X X2) X X3) X X4 ; X4 X (X3 X (X2 X (X1 X A)))}

a pour solution
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Complexité de I'unification

L'unificateur d'un probléme de taille n peut étre de taille 2.

Par exemple,
5
{(((A X Xl) X X2) X X3) X X4 = X4 X (X3 X (X2 X (X1 X A)))}
a pour solution

- X1 = A

- Xo—> AXA

X3 = (Ax A) x (AxA)

Xa— ((Ax A) x (Ax A)) x ((AxA) x(AxA))
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Complexité de I'unification

L'unificateur d'un probléme de taille n peut étre de taille 2.

Par exemple,
5
{(((A X Xl) X X2) X X3) X X4 = X4 X (X3 X (X2 X (X1 X A)))}
a pour solution

- X1 = A

- Xo—> AXA

X3 = (Ax A) x (AxA)

Xa— ((Ax A) x (Ax A)) x ((AxA) x(AxA))

Pour éviter cela, il existe des variantes sur des termes avec partage d'expressions...
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Quatriéme partie |V

Polymorphisme
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Les déclarations let peuvent étre introduites comme du sucre syntaxique :

let x =t in u =
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Les déclarations let peuvent étre introduites comme du sucre syntaxique :

let x =t in u = (fun x — u)t

(mais on peut les introduire explicitement)
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Monomorphisme

L'une des limitations du systéme actuel est que les types sont monomorphes :

on ne peut utiliser un terme qu'avec un seul type.

Le programme suivant est typable :

((fun x — x) 5,(fun x — x) true)
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Monomorphisme

L'une des limitations du systéme actuel est que les types sont monomorphes :

on ne peut utiliser un terme qu'avec un seul type.

Le programme suivant est typable :
((fun x — x) 5,(fun x — x) true)
mais pas le programme

let f = (fun x — x) in (f 5,f true)
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Monomorphisme

L'une des limitations du systéme actuel est que les types sont monomorphes :

on ne peut utiliser un terme qu'avec un seul type.

Le programme suivant est typable :
((fun x — x) 5,(fun x — x) true)
mais pas le programme
let f = (fun x — x) in (f 5,f true)

qui équivaut a
(fun f — (f5,f true)) (fun x — x)
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Polymorphisme

Les langages ML reéalistes sont polymorphes : on peut donner des schémas de type

VX1... VX, A
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Polymorphisme

Les langages ML reéalistes sont polymorphes : on peut donner des schémas de type

VX1... VX, A
Par exemple, I'identité aura le type
VX.(X = X)
ce qui est généralement noté
Ja -> Ja
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Généralisation

La discipline de typage est la suivante.

Par exemple :

let £ = fun x -> x in (f true , £ 1)
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Généralisation

La discipline de typage est la suivante.

— Lorsqu’on fait une déclaration let, le type inféré est généralisé en quantifiant
implicitement sur les variables de types libres.

Par exemple :

let £ = fun x -> x in (f true , £ 1)
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Généralisation

La discipline de typage est la suivante.

— Lorsqu’on fait une déclaration let, le type inféré est généralisé en quantifiant
implicitement sur les variables de types libres.

— Lorsqu’on utilise une variable, on instancie les variables quantifiées en les
remplacant par des variables fraiches.

Par exemple :

let £ = fun x -> x in (f true , £ 1)
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Généralisation

La discipline de typage est la suivante.

— Lorsqu’on fait une déclaration let, le type inféré est généralisé en quantifiant
implicitement sur les variables de types libres.

— Lorsqu’on utilise une variable, on instancie les variables quantifiées en les
remplacant par des variables fraiches.

Par exemple :
let £ = fun x -> x in (f true , £ 1)

tX:>X
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Généralisation

La discipline de typage est la suivante.

— Lorsqu’on fait une déclaration let, le type inféré est généralisé en quantifiant
implicitement sur les variables de types libres.

— Lorsqu’on utilise une variable, on instancie les variables quantifiées en les
remplacant par des variables fraiches.

Par exemple :
let £ = fun x -> x in (f true , £ 1)

tVX.XéXtXéX
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Généralisation

La discipline de typage est la suivante.

— Lorsqu’on fait une déclaration let, le type inféré est généralisé en quantifiant
implicitement sur les variables de types libres.

— Lorsqu’on utilise une variable, on instancie les variables quantifiées en les
remplacant par des variables fraiches.

Par exemple :
let £ = fun x -> x in (f true , £ 1)

tVX.XéXtXéXtY$Y T—ZéZ
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Généralisation

La discipline de typage est la suivante.

— Lorsqu’on fait une déclaration let, le type inféré est généralisé en quantifiant
implicitement sur les variables de types libres.

— Lorsqu’on utilise une variable, on instancie les variables quantifiées en les
remplacant par des variables fraiches.

Par exemple :

let £ = fun x -> x in (f true , £ 1)
tVX.XéXtXéXtYé Y T—ZéZ

Notons qu'on ne généralise pas les abstractions : on ne peut pas typer

(fun £ -> (f true , £ 1)) (fun x -> x)
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Schémas de types

Un schéma de type est une expression de la forme
VXi....VX,.A

ou A est un type (sans quantification).
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Schémas de types

Un schéma de type est une expression de la forme
VXi....VX,.A

ou A est un type (sans quantification).
Les variables X; sont alors liées dans A (on peut les renommer).
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Schémas de types

Un schéma de type est une expression de la forme

VX1.... VX, A

ou A est un type (sans quantification).

Les variables X; sont alors liées dans A (on peut les renommer).
B est une instance de V.Xi....VX,.A, ce que I'on note
vXi.... VX, A X B
lorsqu'il existe des types A1, ..., A, tels que
B = AXi— A
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Schémas de types

Un schéma de type est une expression de la forme

VX1.... VX, A

ou A est un type (sans quantification).

Les variables X; sont alors liées dans A (on peut les renommer).
La généralisation d'un type A vis-a-vis de [ est le schéma

VFA = VXi....VX,.A
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Régles de typage polymorphes

On considére des contextes

ou les A; sont des schémas de types.

Les régles de typage sont les suivantes.
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Régles de typage polymorphes

— variables :
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Régles de typage polymorphes

— variables :
(x:A)erl A<B

N—x:B

(VAR)
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Régles de typage polymorphes

— variables :
(x:A)erl A=<B
(VAR)
=x:B
— fonctions :
x:AFt:B

(FUN)
[Ffun x — t: A= B
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Régles de typage polymorphes

— variables :
(x:A)erl A=<B
(VAR)
Fx:B
— fonctions :
x:AFt:B
(FUN)
Ffun x — t:A=B

— applications :
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(VAR)
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x:AFt:B
(FUN)
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Régles de typage polymorphes

— variables :
(x:A)erl A=<B
(VAR)
N—x:B
— fonctions :
x:AFt:B
(FUN)
[Ffun x — t: A= B
— applications :
l~t:A=B N~u: A
(apPP)
tu:B
— let :
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Régles de typage polymorphes

— variables :
(x:A)erl A=<B
(VAR)
N—x:B
— fonctions :
x:AFt:B
(FUN)
[Ffun x — t: A= B
— applications :
l~t:A=B N~u: A
(apPP)
tu:B
— let :

=t A x:ViAku:B
[Hlet x =t in u: B

(LET)
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Un exemple

Flet f = fun x — x in (f true,f 1)
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Un exemple

Ffun x — x: X=X

f: VXX = XE (f true,f 1) : bool X int

Flet f = fun x — x in (f true,f 1)

(LET)
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Un exemple

x: XEFx:X

(FUN)
Ffun x — x: X=X

f: VXX = XE (f true,f 1) : bool X int

(LET)
Flet f = fun x — x in (f true,f 1)

63



Un exemple

———— (VAR)
x: XEFx: X

Ffun x - x: X=X

(FUN)

f:VX.X = XF (f true,f 1) : bool X int

Flet f = fun x — x in (f true,f 1)

(LET)
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Un exemple

———— (VAR)
x: XEFx: X

Ffun x - x: X=X

(FUN)

f: VXX = XFf true:bool

f:VXX=XFf1l:int
f:VX.X = XF (f true,f 1) : bool X int

Flet f = fun x — x in (f true,f 1)

(PAIR)

(LET)
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Un exemple

———— (VAR)
x: XEFx: X

Ffun x - x: X=X

(FUN)

f:VX.X= XFf:bool = bool ... true: bool
f: VXX = XFf true:bool

(app)

f:VXX=XFf1l:int
f:VX.X = XF (f true,f 1) : bool X int

Flet f = fun x — x in (f true,f 1)

(PAIR)

(LET)

63



Un exemple

(VAR)

x: XEFx:X
(FUN)
Ffun x - x: X=X
(VAR)
f:VYX.X = XFf:bool = bool ... true: bool

(app)
f:VX.X = XFf true:bool

f:VXX=XFf1l:int
f: VXX = XE (f true,f 1) : bool X int

Flet f = fun x — x in (f true,f 1)

(PAIR)

(LET)
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Un exemple

(VAR)

x: XEFx:X
(FUN)
Ffun x - x: X=X
(VAR) (BOOL)
f:VYX.X = XFf:bool = bool ... true: bool ( )
APP
f:VX.X = XFf true:bool
f:VYXX=XFf1l:int
(PAIR)

f: VXX = XE (f true,f 1) : bool X int

Flet f = fun x — x in (f true,f 1)
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Un exemple

(VAR)

x: XEFx:X
(FUN)
Ffun x - x: X=X
(VAR) (BOOL)
f:VYX.X = XFf:bool = bool ... true: bool ( )
APP
f:VX.X = XFf true:bool
f:VXX=XFf1l:int
(PAIR)

f: VXX = XE (f true,f 1) : bool X int

Flet f = fun x — x in (f true,f 1)

63



Généralisation

Dans la régle
M=t: A Nx:ViAFu: B

[+1let x =t in u: B

(LET)

on ne généralise que les variables qui ne sont pas dans I'.

Sinon, on aurait

Ffun x - let y = x in y: X =Y
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Généralisation

Dans la régle

M=t: A Nx:ViAku:B
Flet x =t in u: B

(LET)
on ne généralise que les variables qui ne sont pas dans I'.

Sinon, on aurait

x:XFlet y=xin y:Y

(FUN)
Ffun x — let y

xin y: X=Y
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Généralisation

Dans la régle

M=t A Mx:ViFiAku: B
Flet x =t in u: B

(LET)

on ne généralise que les variables qui ne sont pas dans I'.

Sinon, on aurait

x: XFx:X x: X,y : VX XkFy:Y
(LET)
x:XFlety=xiny:Y
(FUN)
Ffun x - let y = x in y: X =Y
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Généralisation

Dans la régle

M=t: A x:ViAFu: B
[Flet x =t in u: B

(LET)

on ne généralise que les variables qui ne sont pas dans I'.

Sinon, on aurait

——  (VAR)
x: XFx: X x: X,y VX XEFy:Y

x:XFlety=xiny:Y

(LET)

(FUN)

Ffun x - let y = x in y: X =Y
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Généralisation

Dans la régle

M=t: A x:ViAFu: B

(LET)
Flet x =t in u: B
on ne généralise que les variables qui ne sont pas dans I'.
Sinon, on aurait
———  (VAR) (VAR)
x: XFEx:X

x: X,y VX XEFy:Y
x:XFlety=xiny:Y

(LET)

(FUN)

Ffun x - let y = x in y: X =Y
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Le cours et les TD sont disponibles sur

[E53(E)

https://agreg.mimram.fr/
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