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L'option fondements de la programmation

On couvre ici les deux points suivants du programme de I'épreuve 3b fondements de
I'informatique (partie fondements de la programmation) :

1. Sémantique des langages de programmation : sémantiques opérationnelles.
Application a un langage impératif restreint (IMP).

2. Systémes de types : types simples. Application a un langage fonctionnel simple
(mini-ML sans polymorphisme), siireté du typage.
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Sémantique des langages de programmation

Un programme est simplement une suite de caractéres dans un fichier.
Pour décrire ce qu'il fait, il faut en donner une sémantique.

Nous nous intéressons ici a décrire la facon dont il va s'exécuter et calculer un résultat,

c'est la sémantique opérationnelle.



Sémantique opérationnelle

Nous verrons qu'il existe deux facons de formaliser la sémantique opérationnelle :

— sémantique a grands pas : décrit |'évaluation du programme vers une valeur

— sémantique a petits pas : décrit les étapes de réductions utilisées pour calculer



Premiére partie |

Le langage IMP



Introduisons IMP qui est un langage de programmation impératif :

les instructions modifient un état (la mémoire).
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Syntaxe

Les programmes sont constitués de trois catégories syntaxiques :
— les expressions arithmétiques
a = n | x | a+ad | a=xa

avec x € V (dénombrable) une variable
— les expressions booléennes

b = true | false | a< a not b
— les commandes ou programmes

c == =skip | x:=a | c¢; c
| if b then ¢ else ¢’ | while b do ¢

(on pourrait ajouter d'autres opérations...)



On a par exemple le programme suivant :

if x < 2 * 2 then (x := 1; y := 2) else x := 0



Ceci n'est pas un programme valide :

X = 2 + true



Le programme

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x := x - 1)

calcule



Le programme

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x := x - 1)

calcule la factorielle de x dans y.



Deuxieme partie |l

Sémantique a grands pas

10



Sémantique intuitive

On s'attend a ce que |'exécution produise les résultats suivants :

— les expressions arithmétiques vont calculer des entiers,
— les expressions booléennes vont calculer des booléens,

— les commandes vont avoir un effet sur I'état courant de la mémaoire.

Nous allons définir la sémantique a grands pas, c'est-a-dire spécifier formellement le
résultat calculé par un programme.
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Les états mémoire

On modélise I'ensemble des états mémoire par
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Les états mémoire

On modélise I'ensemble des états mémoire par

Etats = NV

Un état o associe a toute variable x € V sa valeur o(x) € N.
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :

H_]]Aexp .
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

qui étant données
— une expression arithmétique a,
— un état o

donne le résultat

[l

de I'évaluation de |'expression arithmétique a dans I'état o.
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a générée par la syntaxe

13



Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a par

[a]5>° =
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a par

H HAexp
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a par

[a]5® = n
(1 =
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a par

Hﬁﬂéexp —
[x15°° = o(x)
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a par

Hﬁﬂéexp —
[x[o%? = o(x)
[a + a’}]éeXp =
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a par

Hﬁﬂéexp —
[x]%° = o(x)
Ha + a/ﬂéexp _ Ha]]?exp + Ha/ﬂéexp
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Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a par
Hﬁﬂéexp —
[5° = o(x)
[ + S50 = 2l + [2]2°°
[a * a’}]?eXp =

14



Evaluation des expressions arithmétiques

L'évaluation des expressions arithmétiques est donnée par une fonction :
[—]A®® : Aexp x Etats — N

définie par induction sur a par
[ =
{5 = o(x)
[ + 210 = [a5™° + [415°°
[[3 % a/ﬂéexp _ [[3 ?exp X ﬂa/ﬂéexp
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B

(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B
(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par

[true] 5P =
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B
(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par

[true]5®P = T
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B
(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par

[true]5®P = T
[false] 2P =
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B
(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par

[true]5®P = T
[false]2eP = 1|
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B
(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par

[true]5®P = T
[false]2eP = 1|

[[a < a/]]Eexp _
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B
(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par

[true]5®P = T
[false]2eP = 1|
. Aexp 1mAexp
T sif[a)e " <[]

Bexp
[a < 15 =
Y L si [a]ho® > [a]A°
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B
(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par

[true]5®P = T
[false]2eP = 1|
. Aexp 1mAexp
T sif[a)e " <[]

Bexp
[a < 15 =
Y L si [a]ho® > [a]A°

[not b] EeXp =
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Evaluation des expressions booléennes

L'évaluation des expressions booléennes est donnée par une fonction :
[—]B®® : Bexp x Etats — B
(avec B = { L, T}) définie par induction sur b par

[true]5®P = T
[false]2eP = 1|
si [[a}](/;\eXp < [[a/}]éew
si [a] 25 > []5°°
is [b]55P = L
is [bﬂEeXp =T

[[a < a/]]Eexp _

R

[not b] EeXp =
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Evaluation des commandes

L'évaluation des commandes est donnée par une fonction

HiﬂCexp :
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Evaluation des commandes

L'évaluation des commandes est donnée par une fonction

[]€®P : Cexp x Etats — Etats
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Evaluation des commandes

L'évaluation des commandes est donnée par une fonction

[]€®P : Cexp x Etats — Etats

Probléme :
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Evaluation des commandes

L'évaluation des commandes est donnée par une fonction

[]€®P : Cexp x Etats — Etats

Probléeme : quelle va étre la fonction associée au programme suivant ?

while true do x := x+1
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Evaluation des commandes

L'évaluation des commandes est donnée par une fonction partielle

[—]€®P : Cexp x Etats — Etats

Probléeme : quelle va étre la fonction associée au programme suivant ?

while true do x := x+1
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Evaluation des commandes

L'évaluation des commandes est donnée par une relation

& C Cexp x Etats x Etats

Probléeme : quelle va étre la fonction associée au programme suivant ?
while true do x := x+1

Il sera plus naturel de la définir comme une relation puis d'en déduire qu’elle définit une
fonction partielle.
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Evaluation des commandes

L'évaluation des commandes est donnée par une relation

& C Cexp x Etats x Etats

Probléeme : quelle va étre la fonction associée au programme suivant ?
while true do x := x+1

On note

(clo)—»d

au lieu de (¢, 0,0") € €, qui signifie :

la commande c, partant de I'état o peut aboutir dans I'état o’.
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Evaluation des commandes

Nous allons définir la relation ( ¢ | o ) —» ¢’ par
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Evaluation des commandes

Nous allons définir la relation ( ¢ | ¢ ) —» o’ par induction—sur—e
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Evaluation des commandes

Nous allons définir la relation £ par une liste de régles de la forme

(c| o) — 0 {cn|on) —> 0ol

(o) —o (NOM)

Cela signifie que la relation £ est la plus petite relation (= sous-ensemble de
Cexp x Etats x Etats) telle que si les prémisses sont dans la relation, la conclusion I'est
aussi.

17



Evaluation des commandes

Nous allons définir la relation £ par une liste de régles de la forme

(c| o) — 0 {cn|on) —> 0ol

(o) —o (NOM)

Cela signifie que la relation £ est la plus petite relation (= sous-ensemble de
Cexp x Etats x Etats) telle que si les prémisses sont dans la relation, la conclusion I'est

aussi.

On s'autorise des conditions de bord qui sont des conditions supplémentaires que

doivent vérifier les prémisses pour impliquer la conclusion.
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Définitions inductives

On essaye ici de définir £ C U avec U = Cexp x Etats x Etats par des régles de la forme

E; E,

qui indiquent que
EieéEN..NEpeE = E€&

18
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Définitions inductives

On essaye ici de définir £ C U avec U = Cexp x Etats x Etats par des régles de la forme

E; E,

qui indiquent que
EieéEN..NEpeE = E€&

et de plus £ est le plus petit ensemble vérifiant cette propriété.
On dit que & C U est clos lorsque I'implication est vérifiée pour tout régle.

Lemme
Il existe un plus petit sous-ensemble £ de U clos.
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Définitions inductives

On essaye ici de définir £ C U avec U = Cexp x Etats x Etats par des régles de la forme

E; E,

qui indiquent que
EieéEN..NEpeE = E€&

et de plus £ est le plus petit ensemble vérifiant cette propriété.

On dit que & C U est clos lorsque I'implication est vérifiée pour tout régle.

Lemme
Il existe un plus petit sous-ensemble £ de U clos.

Démonstration.
II'suffit de prendre & = e/ () os £ O

18



Définitions inductives

Etant donnée une propriété P sur les éléments de U, on a le principe d'induction

suivant :

Proposition
Si pour toute régle

P(E)A...AP(E) = P(E)

alors P(E) pour tout E € £.
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Définitions inductives

Etant donnée une propriété P sur les éléments de U, on a le principe d'induction
suivant :

Proposition
Si pour toute régle

P(E)A...AP(E) = P(E)

alors P(E) pour tout E € £.

Démonstration.
L'ensemble P = {E € U | P(E)} est clos donc € = o/ ¢ ) os €' € P. O
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Evaluation des commandes

— la régle pour skip est
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Evaluation des commandes

— la régle pour skip est

: (SKIP)
(skip |0 ) — 0

— la régle pour I'assignation est

(SET)

(x :=alo) — olx [a]5*]
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Evaluation des commandes

— la régle pour skip est

(SKIP)
(skip |0 ) — 0
— la régle pour I'assignation est
A (SET)
(x :=alo)—olx— [a] %]
ou
n siy =X
olx = nl(y) = ,
o(y) siy#x

20



Evaluation des commandes

— la régle pour la séquence est
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Evaluation des commandes

— la régle pour la séquence est

(a]o)—d (| o) —o"

(SEQ)
(cas C2|U>—»J”
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Evaluation des commandes

— la régle pour la séquence est

(a]o)—d (| o) —o"

(SEQ)
(cas C2|U>—»J”

— les régles pour le branchement conditionnel sont
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Evaluation des commandes

— la régle pour la séquence est

(a]o)—d (] )— o

(SEQ)
(cas C2|a>—»0”

— les régles pour le branchement conditionnel sont

(ca]|o)—d

(F7)  si[BEP =T
(if b then c; else ¢ |0 ) —» o’

(2|o)—d

(1F,) si [p]5P = L
(if b then ¢; else ¢ |0 ) —» o’
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Evaluation des commandes

— les régles pour les boucles sont
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Evaluation des commandes

— les régles pour les boucles sont

(clo)—o (while b do c|o') — 0

1/

(while b do c| o) —»o”

(while bdo c|o)—0

(WHILE | )

(WHILET)

si Hb]] Bexp

Sl [b]] Bexp
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Evaluation des commandes

— les régles pour les boucles sont

(clo)—o (while b do c|o') —» 0"

(WHILET) si [b]55P =

(while b do c| o) —»o”

(WHILE | ) si [b]55° =
(while bdo c|o)—0

Notons l'intérét de faire une définition comme une plus petite relation plutét que par
induction sur la structure des programmes !
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Evaluation des commandes

Par exemple, étant donné o avec o(y) = 1, montrons que le programme
if y < 2 then (skip; z := 5) else skip

aboutit a I'état

23



Evaluation des commandes

Par exemple, étant donné o avec o(y) = 1, montrons que le programme
if y < 2 then (skip; z := 5) else skip

aboutit a I'état o[z — 5].
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Evaluation des commandes

Par exemple, étant donné o avec o(y) = 1, montrons que le programme
if y < 2 then (skip; z := 5) else skip

aboutit a I'état o[z — 5]. On a en effet :

(if y < 2 then (skip; z := 5) else skip| o ) —» o[z +— 5]
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Evaluation des commandes

Par exemple, étant donné o avec o(y) = 1, montrons que le programme
if y < 2 then (skip; z := 5) else skip

aboutit & I'état o[z — 5]. On a en effet :

(skip; z := 5|0 ) — o[z 5]

(1F 1)
(if y < 2 then (skip; z := 5) else skip| o ) —» o[z +— 5]
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Evaluation des commandes

Par exemple, étant donné o avec o(y) = 1, montrons que le programme
if y < 2 then (skip; z := 5) else skip
aboutit a I'état o[z — 5]. On a en effet :

(skip|o ) — 0o (z :=5|0)—» o[z 5]

(SEQ)
(1F 1)

(skip; z := 5|0 ) —» o[z 5]

(if y < 2 then (skip; z := 5) else skip| o ) —» o[z +— 5]
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Evaluation des commandes

Par exemple, étant donné o avec o(y) = 1, montrons que le programme
if y < 2 then (skip; z := 5) else skip

aboutit a I'état o[z — 5]. On a en effet :

(sk1p)
(skip| o) — 0o (z :=5|0)— o[z~ 5]

(sEQ)

(skip; z := 5|0 ) —> o[z 5]
(1F )

(if y < 2 then (skip; z := 5) else skip| o ) —» o[z +— 5]
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Evaluation des commandes

Par exemple, étant donné o avec o(y) = 1, montrons que le programme
if y < 2 then (skip; z := 5) else skip

aboutit a I'état o[z — 5]. On a en effet :

(sk1p) (SET)
(skip| o) — 0o (z :=5|0)— o[z~ 5]
: (sEQ)
(skip; z := 5|0 ) —> o[z 5]
(1F )

(if y < 2 then (skip; z := 5) else skip| o ) —» o[z +— 5]
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Evaluation des commandes

Par exemple, étant donné o avec o(y) = 1, montrons que le programme
if y < 2 then (skip; z := 5) else skip

aboutit a I'état o[z — 5]. On a en effet :

(sk1p) (SET)
(skip| o) — 0o (z :=5|0)— o[z~ 5]
: (sEQ)
(skip; z := 5|0 ) —> o[z 5]
(1F )

(if y < 2 then (skip; z := 5) else skip| o ) —» o[z +— 5]
De facon plus générale, on peut montrer |'évaluation d'un programme par un

arbre de dérivation.
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Induction sur les dérivations

Rappel : la définition de I'évaluation nous donne le principe d'induction suivant.

Théoréme (induction sur les dérivations)
Considérons une propriété P({ ¢ | o ) — ¢’) sur les évaluations. Supposons que pour

chacune des régles

(c|oy)— 0 {(ch|on) —> 0ol

(clo)—o

si P({ ¢i | oi ) — o) est valide pour tout i avec 1 < i < n alors P(( c | o) — o).

Alors P(({ ¢ | o ) — o) est valide pour toute évaluation ( ¢ | o ) — o’.

(autrement dit, on raisonne par récurrence sur la taille de I'arbre de dérivation)
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éterminisme de I'évaluation

Théoréme
L'évaluation des commandes est déterministe :

si{clo)—det{c|lo)—»0d"alorsc =0o".
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Déterminisme de I'évaluation

Théoréme
L'évaluation des commandes est déterministe :

si{clo)—det{c|lo)—»0d"alorsc =0o".

Démonstration.
On montre par induction sur la dérivation de ( ¢ | 0 ) — o’ la propriété

P((c|lo)—0d'):
pour toute dérivation de ( ¢ | 0 ) —» ¢” de la commande c dans I'état o,
onac =d".
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

— Cas de la regle

(SKIP)
(skip|o ) — o0
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

— Cas de la regle

(SKIP)
(skip |0 ) — 0

Considérons une évaluation ( skip | 0 ) — ¢”.
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

— Cas de la regle

: (SKIP)
(skip |0 ) — 0

Considérons une évaluation ( skip | 0 ) — ¢”.
Celle-ci admet une dérivation qui se termine par une régle de la forme

(skip | o) —» o”
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

— Cas de la regle

: (SKIP)
(skip |0 ) — 0

Considérons une évaluation ( skip | 0 ) — ¢”.
Celle-ci admet une dérivation qui se termine par une régle de la forme

(skip | o) —» o”

Cette regle est nécessairement (SKIP), car c'est la seule qui permette de dériver
I'évaluation d'une commande skip.
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éterminisme de I'évaluation

Démonstration.

— Cas de la regle

: (SKIP)
(skip |0 ) — 0

Considérons une évaluation ( skip | 0 ) — ¢”.

Celle-ci admet une dérivation qui se termine par une régle de la forme

(skip | o) —» o”

Cette regle est nécessairement (SKIP), car c'est la seule qui permette de dériver
I'évaluation d'une commande skip.

Donc ¢ = o.
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration. (c|o)—»d

(1F7)
— Casdelaregle (if b then ¢; else ¢ |0 ) —» o
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration. (ci|o)—»o

. (1FT)

— Cas delarégle (if b then ¢ else o |0 ) — 0 .On a [[b]]EeXp =T.
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration. (c|o)—»d

IF
) ona BB = T

Considérons une évaluation ( if b then c¢; else & | o) — o”.

— Cas delarégle (if b then ¢ else o |0 ) — 0
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration. (c|o)—»d

IF
) ona BB = T

Considérons une évaluation ( if b then c¢; else & | o) — o”.

— Cas delarégle (if b then ¢ else o |0 ) — 0

Sa dérivation se termine par une régle de la forme

(if b then c; else ¢ |0 ) —» o

27



Déterminisme de I'évaluation

Démonstration. (c|o)—»d

IF
) ona BB = T

Considérons une évaluation ( if b then c¢; else & | o) — o”.

— Cas delarégle (if b then ¢ else o |0 ) — 0

Sa dérivation se termine par une régle de la forme

(if b then c; else ¢ |0 ) —» o

Cette régle est nécessairement (1F1) ou (IF ),

27



Déterminisme de I'évaluation

Démonstration. (c|o)—»d

IF
) ona BB = T

Considérons une évaluation ( if b then c¢; else & | o) — o”.

— Cas delarégle (if b then ¢ else o |0 ) — 0

Sa dérivation se termine par une régle de la forme

(if b then c; else ¢ |0 ) —» o

Cette régle est nécessairement (IF7) ou (IF | ), et cest le premier car [b]5%P = T.

27



Déterminisme de I'évaluation

Démonstration. (c|o)—»d

IF
) ona BB = T

Considérons une évaluation ( if b then c¢; else & | o) — o”.

— Cas delarégle (if b then ¢ else o |0 ) — 0

Sa dérivation se termine par une régle de la forme

(if b then c; else ¢ |0 ) —» o

Cette régle est nécessairement (IF7) ou (IF | ), et cest le premier car [b]5%P = T.
La dérivation est donc de la forme

(alo)—o"

(1F 1)
(if b then ¢ else ¢ | o) —» o”

27



Déterminisme de |'évaluation
Démonstration. (c|o)—»d
(1FT)
— Casde larégle (if b then ¢ else ¢ | 0 ) —> o . Ona [b]5¥° =T.
Considérons une évaluation ( if b then c¢; else & | o) — o”.

Sa dérivation se termine par une régle de la forme

(if b then c; else ¢ |0 ) —» o

Cette régle est nécessairement (171 ) ou (IF | ), et c'est le premier car [b]5P = T
La dérivation est donc de la forme

(alo)—o"

(1F 1)
(if b then ¢ else ¢ | o) —» o”

On en déduit o’ = ¢” par hypothése d'induction.
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(clo)— o} (while b do c|o] ) —» o’

(WHILET)
— Cas de la regle (while b do c|o ) —» 0o
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(clo)— o} (while b do c|o] ) —» o’

(WHILET)
— Cas de la regle (while b do c|o ) —» 0o

Ona [b]5P = T.

28



Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(clo)— o} (while b do c|o] ) —» o’

(WHILET)
— Cas de la regle (while b do c|o ) —» 0o

On a [b]5¥P = T. Considérons une évaluation ( while b do c | o ) —» o”,

28



Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(clo)— o} (while b do c|o] ) —» o’

(WHILET)
— Cas de la regle (while b do c|o ) —» 0o

On a [b]5¥P = T. Considérons une évaluation ( while b do ¢ | o ) — o, sa
dérivation est de la forme

(clo)—of (while b do c | o] ) —» 0"

(WHILET)
(while b do c|o ) —» 0"

28



Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(clo)— o} (while b do c|o] ) —» o’

(WHILET)
— Cas de la regle (while b do c|o ) —» 0o

On a [b]5¥P = T. Considérons une évaluation ( while b do ¢ | o ) — o, sa
dérivation est de la forme

(clo)—of (while b do c | o] ) —» 0"

(WHILET)
(while b do c|o ) —» 0"

Par induction on a o} = o

28



Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(clo)— o} (while b do c|o] ) —» o’

(WHILET)
— Cas de la regle (while b do c|o ) —» 0o

On a [b]5¥P = T. Considérons une évaluation ( while b do ¢ | o ) — o, sa
dérivation est de la forme

(clo)—of (while b do c | o] ) —» 0"

(WHILET)
(while b do c|o ) —» 0"

Par induction on a o} = o/ puis ¢/ = ¢ par induction.

28



Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(WHILE | )
— Cas de la régle ( while b do c|o ) —0o
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(WHILE | )
— Cas de la régle ( while b do c|o ) —0o

On a [b]5¥P = 1.
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Déterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(WHILE | )
— Cas de la régle ( while b do c|o ) —0o

On a [b]5%® = 1. Considérons une évaluation ( while b do c | o ) —» o”.

29



éterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(WHILE | )
— Cas de la régle ( while b do c|o ) —0o

B . ) : ,
On a [b];" = L. Considérons une évaluation ( while b do c| o) —» o”.
La dérivation de celle-ci termine nécessairement par (WHILET) ou (WHILE | ),

29



éterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(WHILE | )

— Cas de la régle ( while b do c|o ) —0o
B . ) : ,
On a [b];" = L. Considérons une évaluation ( while b do c| o) —» o”.
La dérivation de celle-ci termine nécessairement par (WHILET) ou (WHILE | ),

et c'est le second cas car [[bﬂEeXp =1.

29



éterminisme de I'évaluation

Démonstration.

(WHILE | )
— Cas de la régle ( while b do c|o ) —0o

B . ) : .
On a [b];" = L. Considérons une évaluation ( while b do c| o) —» o”.
La dérivation de celle-ci termine nécessairement par (WHILET) ou (WHILE | ),
et cest le second cas car [b]5%° = L.

Donc ¢ = o.

29



éterminisme de I'évaluation

Démonstration.

— Les autres cas sont similaires. O]

30



éterminisme de I'évaluation

On a montré :

Théoréme
L'évaluation des commandes est déterministe :

si{clo)—d et{c|lo)—c"alorsc’ =0o".
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Déterminisme de I'évaluation

On a montré :

Théoréme
L'évaluation des commandes est déterministe :

si{clo)—d et{c|lo)—c"alorsc’ =0o".

La relation
& C Cexp x Etats x Etats

définit donc une fonction partielle
Cexp x Etats — Etats

mais |'approche précédente s'étend a des cadres non déterministes !

31



Equivalence observationnelle

Deux commandes ¢; et ¢, sont observationnellement équivalentes, ce que |'on note

c1 ~ C», si pour tous états o et ¢’ on a

/ /

(a|o)y—o0o si et seulement si (c|o)—o0
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Equivalence observationnelle

Deux commandes ¢; et ¢, sont observationnellement équivalentes, ce que |'on note

c1 ~ C», si pour tous états o et ¢’ on a

/ /

(a|o)y—o0o si et seulement si (c|o)—o0

Lemme
~ est une relation d'équivalence sur les commandes.

32



Equivalence observationnelle

Proposition
Pour toute commande c, on a

1f true then c else skip~cC

Démonstration.
La dérivation de ( if true then c else skip | 0 ) —» o’ est nécessairement de la

forme

(clo)—o

(17 1)
(if b then c else skip|o ) —» o’
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Equivalence observationnelle

Proposition
Pour toute commande c, on a

1f true then c else skip~cC

Démonstration.
La dérivation de ( if true then c else skip | 0 ) —» o’ est nécessairement de la

forme
(clo)—o
) (Il*‘T)
(if b then c else skip|o ) — 0
ce qui est équivalent a avoir ( ¢ | o ) —» o’ dérivable. O
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Equivalence observationnelle

De méme :

Proposition
Pour toute commande ¢, on a

while b do c~ if b then (c; while b do c) else skip
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Troisieme partie |

Sémantique a petits pas

35



Sémantique operationnelle a petits pas

La sémantique a grands pas a des inconvénients :

— on ne peut pas raisonner sur les exécutions (seulement sur les résultats)

— on ne peut pas raisonner sur des programmes qui ne terminent pas
(comme un serveur web)

Nous allons définir la sémantique opérationnelle A petits pas en définissant la relation de
réduction.

36



La reduction est la plus petite relation sur
R C Cexp x Etats x Cexp x Etats

closes par des régles qui seront données par la suite.
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La reduction est la plus petite relation sur
R C Cexp x Etats x Cexp x Etats

closes par des régles qui seront données par la suite.

Un élément (c, o, c’.0’) € R sera noté

(clo)—(c]d")
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La reduction est la plus petite relation sur
R C Cexp x Etats x Cexp x Etats

closes par des régles qui seront données par la suite.

Un élément (c, o, c’.0’) € R sera noté
(clo)—(c|d")
ce qu'on peut lire :
dans l'état o,

la commande ¢ va commencer par exécuter une instruction qui aboutit a ['état o,
aprés quoi la commande ¢’ reste encore a exécuter.

37



Réduction des expressions arithmétiques

Nous allons commencer par définir la réduction des expressions arithmétiques comme
un sous-ensemble de
Aexp x Etats x Aexp x Etats

clos par les régles suivantes dont les éléments seront notés

(alo)—(d o)
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Réduction des expressions arithmétiques

— variables :
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Réduction des expressions arithmétiques

— variables :

39



Réduction des expressions arithmétiques

— variables :

— addition :
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Réduction des expressions arithmétiques

— variables :

— addition :
(a1]o)—(a|0o)

(ar + ax]o)—(ay +a|o)
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Réduction des expressions arithmétiques

— variables :

— addition :

39



Réduction des expressions arithmétiques

— variables :

— addition :

39



Réduction des expressions arithmétiques

— variables :

— addition :

— multiplication : similaire
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Réduction des expressions booléennes

On définit la réduction des opérations booléennes comme un sous-ensemble de
Bexp x Etats x Bexp x Etats

clos par les régles suivantes.
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Réduction des expressions booléennes

— comparaison :
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Réduction des expressions booléennes

— comparaison :

(ar]o) —({a|d)

(s <a|o)—(a) <a|o)
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Réduction des expressions booléennes

— comparaison :

(ar]o) —({a|d)

(s <a|o)—(a) <a|o)

(alo)—(d|d)

(n<alo)—{(n<ad|d)

41



Réduction des expressions booléennes

— comparaison :

(ar]o) —({a|d)

(s <a|o)—(a) <a|o)

(alo)—(d|d)

(n<alo)—{(n<ad|d)

sim<n
(m<n|lo)— (true|o)

41



Réduction des expressions booléennes

— comparaison :
(alo)—(a]d")

(s <a|o)—(a) <a|o)

(alo)—(d|d)

(n<alo)—{(n<ad|d)

sim<n

(m<n|lo)— (true|o)

sim>=n

(m<n|lo)— (false|o)

41



Réduction des expressions booléennes

— négation :
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Réduction des expressions booléennes

— négation :
(blo)—(b]d")

(not b|o)— (not b | o)
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Réduction des expressions booléennes

— négation :
(blo)—(b]d")

(not b|o)— (not b | o)

(not false|o ) — (true| o)

42



Réduction des expressions booléennes

— négation :
(blo)—(b]d")

(not b|o)— (not b | o)

(not false|o ) — (true| o)

(not true | o ) — (false| o)

42



Réduction des commandes

Nous pouvons finalement définir la réduction des commandes comme le plus petit
sous-ensemble de
Cexp x Etats x Cexp x Etats

clos par les régles suivantes.
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Réduction des commandes

— variables :

a4



Réduction des commandes

— variables :

(sET)

(x :=alo)—{(x:=4d]d)

a4



Réduction des commandes

— variables :
(alo)—({d|d)
(SET)
(x :=alo)—{(x:=4d]d)
(SET,)
(x :=nlo)— (skip|o[x+ n])

a4



Réduction des commandes

— variables :
(alo)—({d|d)
(SET)
(x :=alo)—{(x:=4d]d)
(SET,)
(x :=nlo)— (skip|o[x+ n])
— séquence :

a4



Réduction des commandes

— variables :
(alo)—(d|d")
(SET)
(x :=alo)—{(x:=4d]d)
(SET,)
(x :=nlo)— (skip|o[x+ n])
— séquence :
(alo)—(dldy
(SEQc)

(a; @lo)—(aq; ald)

a4



Réduction des commandes

— variables :
(alo)—(ad[d) §
(SET)
(x :=alo)—{(x:=4d]d)
SET,
<X:=Q‘0’>*><Skip‘0'[x’—>n]>( )
— séquence :
(alo)—(cld)
(SEQc)
(a; @lo)—(a; ald)
(sEQp)

(skip; c|o)—(c|o)

a4



Réduction des commandes

— branchement conditionnel :
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Réduction des commandes

— branchement conditionnel :
(blo)— (b ]d")

(if b then c; else ¢ |0 ) — (if b’ then ¢i else ¢ | o')

(1)
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Réduction des commandes

— branchement conditionnel :
(blo)— (b ]d")

(if b then c; else ¢ |0 ) — (if b’ then ¢i else ¢ | o')

(1)

(1F 1)
(if true then ¢ else |0 )—(ca |o)
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Réduction des commandes

— branchement conditionnel :
(blo)— (b ]d")

(if b then ¢; else ¢ | o) — (if b’ then ¢; else ¢ | o’)

(1)

(1F 1)
(if true then ¢ else |0 )—(ca |o)

(1F 1)
(if false then ¢j else |0 ) — (| o)

45



Réduction des commandes

— branchement conditionnel :
(blo)— (b ]d")

(if b then ¢; else ¢ | o) — (if b’ then ¢; else ¢ | o’)

(1)

(1F 1)
(if true then ¢ else |0 )—(ca |o)

(1F 1)
(if false then ¢j else |0 ) — (| o)

— boucles :
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Réduction des commandes

— branchement conditionnel :
(blo)— (b ]d")

(if b then ¢; else ¢ | o) — (if b’ then ¢; else ¢ | o’)

(1)

(1F 1)
(if true then ¢ else |0 )—(ca |o)

(1F 1)
(if false then ¢j else |0 ) — (| o)

— boucles :

(WHILI
(while b do ¢ |o ) — (if b then (c; while b do c¢) else skip | o)
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Réduction de commandes

Notons qu'une régle de la forme

(blo)—(b]|d)
(while b do ¢ |0 ) — (while b’ do c| o)

ne conviendrait pas pour les boucles : on veut évaluer b a chaque tour!
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Suite de réductions

On note
(alor)—{(cnlon)

lorsqu'il existe une suite de réductions

<C1‘01>—><C2‘0'2>%<C3‘03>—>...—><Cn‘0n>
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Suite de réductions

On note
(alor)—{(cnlon)

lorsqu'il existe une suite de réductions
<C1‘01>—><C2‘0'2>%<C3‘03>—>...—><Cn‘0n>

On appelle n sa longueur.

47



Voyons un exemple.



Suite de réductions

(y :=1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | o0p)



Suite de réductions

(y :=1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | o0p)
— ( skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) aveco; = 0y



Suite de réductions

(y :=1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | o0p)
( skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y

—
— (while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01)



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

(
<sk1p, while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) aveco; =0y
(while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01)

(

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)



Suite de réductions

(y :=1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | o0p)

( skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
(while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01)
(
(

if not (x < 1) then (y : x - 1); W else skip | o1 )
if not (3 < 1) then (y :=y * x; x :=x - 1); W else skip|o1)

y ¥ X; X @

Ll



Suite de réductions

LLltll

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)
skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)
if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

(
(
(while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01)
(
(
(

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)



Suite de réductions

LELLLY

(y :=1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | o0p)

( skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
(while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01)

(if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

(if not (83 < 1) then (y :=y * x; x :=x - 1); W else skip| o1 )

(
(

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)
if true then (y := y * x; x := x - 1); W else skip | o1 )



Suite de réductions

LELLbLbd

o o~ o~ o~ o~ o~~~

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)
if true then (y := y * x; x := x - 1); W else skip | o1 )
(y :=y *x; x :=x-1); Wlo1)



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avec oy = 0g
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y := y * x; x := x - 1); W else skip| o)

if not (83 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if true then (y := y * x; x := x - 1); W else skip | o1 )

y =y *x;x:=x-1); Wlop)

LELLLLbLd

yi=1*x;x:=x-1); Wlop)



Suite de réductions

LELLLbbbll

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

o o~ o~ o~ o~ o~ o~~~ ——

if true then (y := y * x; x := x - 1); W else skip | o1 )
(y :=y *x; x :=x-1); Wlo1)
(y ;=1 *x; x :=x-1); Wlo1)
(y :=1%3; x :=x-1); Wlo1)



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)
if true then (y := y * x; x := x - 1); W else skip | o1 )

L A A A A A

(y :=y *x; x :=x-1); Wlo1)
(y ;=1 *x; x :=x-1); Wlo1)
(y :=1%3; x :=x-1); Wlo1)
(y :=3; x :=x -1); Wlop)



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)
if true then (y := y * x; x := x - 1); W else skip | o1 )

L A A A A A A A A

(y :=y *x; x :=x-1); Wlo1)
(y ;=1 *x; x :=x-1); Wlo1)
(y :=1%3; x :=x-1); Wlo1)
(y :=3; x :=x -1); Wlop)
(skip; x :=x - 1); W |o1)



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

y 1=y *Xx; X x -1); Wlor)
1 *xx; x:=x-1); W/|op)
: X x -1); Wlop)
y =3, x:=x-1); W|o1)
skip; x :=x - 1); W |o1)

<
i

~ A~ A~~~
<
]
[
*
w

L A A A A A A A A A

(
(
(
(
(
(
(if true then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip| o1 )
(
(
(
(
(
(

x :=x-1; Wlop) avec o3 = o1y — 3]



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

y 1=y *Xx; X x -1); Wlor)
1 *xx; x:=x-1); W/|op)
=1 % 3; x x -1); Wlop)
y =3, x:=x-1); W|o1)
skip; x :=x - 1); W |o1)

<
i

~ A~ A~~~
<
]

x :=x-1; Wlop) avec o3 = o1y — 3]
Y 4. WA/ | <~ \

A A A A A A A A A

(
(
(
(
(
(
(if true then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip| o1 )
(
(
(
(
(
(
;



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

y 1=y *Xx; X x -1); Wlor)
1 *xx; x:=x-1); W/|op)
=1 % 3; x x -1); Wlop)
y =3, x:=x-1); W|o1)
skip; x :=x - 1); W |o1)

<
i

~ A~ A~~~
<
]

x :=x-1; Wlop) avec o3 = o1y — 3]
Y 4. WA/ | <~ \

A A A A A A A A A

(
(
(
(
(
(
(if true then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip| o1 )
(
(
(
(
(
(
;



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

y 1=y *Xx; X x -1); Wlor)
1 *xx; x:=x-1); W/|op)
=1 % 3; x x -1); Wlop)
y =3, x:=x-1); W|o1)
skip; x :=x - 1); W |o1)

<
i

~ A~ A~~~
<
]

x :=x-1; Wlop) avec o3 = o1y — 3]
Y 4. WA/ | <~ \

A A A A A A A A A

(
(
(
(
(
(
(if true then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip| o1 )
(
(
(
(
(
(
;



Suite de réductions

y := 1; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) | 0p)

skip; while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1) |01 ) avecoy =0y
while not (x < 1) do (y :=y * x; x :=x - 1)|o01)

if not (x < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not (3 < 1) then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

if not false then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip|o1)

y 1=y *Xx; X x -1); Wlor)
1 *xx; x:=x-1); W/|op)
=1 % 3; x x -1); Wlop)
y =3, x:=x-1); W|o1)
skip; x :=x - 1); W |o1)

<
i

~ A~ A~~~
<
]

x :=x-1; Wlop) avec o3 = o1y — 3]
Y 4. WA/ | <~ \

A A A A A A A A A

(
(
(
(
(
(
(if true then (y :=y * x; x := x - 1); W else skip| o1 )
(
(
(
(
(
(
;



Déterminisme de la réduction

Théoréme
La réduction est déterministe : si

(clo)—(alo) e (clo)—=(alo)

alors c; = ¢ et 01 = 05.

49



Déterminisme de la réduction

Théoréme
La réduction est déterministe : si

(clo)—(alo) e (clo)—=(alo)

alors c; = ¢ et 01 = 05.

Démonstration.
Par induction sur la dérivation de la réduction (¢ | o ) — (c1 | 01 ). O
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éterminisme de la réduction

Il est important que I'évaluation soit déterministe, mais on pourrait faire sans pour la
réduction.
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Déterminisme de la réduction

Il est important que I'évaluation soit déterministe, mais on pourrait faire sans pour la
réduction.

Par exemple, si on changeait les régles de I'addition en

(a1]o) —({a|0) (a2]0) —(a]d)

(a1 +a|o)—(a] +a|d) (ar+a|o)—(a +ay|o)
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Déterminisme de la réduction

Il est important que I'évaluation soit déterministe, mais on pourrait faire sans pour la

réduction.

Par exemple, si on changeait les régles de I'addition en

(a1]o) —({a|0) (a2]0) —(a]d)

(a1 +a|o)—(a] +a|d) (ar+a|o)—(a +ay|o)

on aurait
( (242)+(3+3) | o) — (4+(3+3) | o)

( (242)+(3+3) | o) — ( (2+2)+6 | 0 )

50



Déterminisme de la réduction

Par exemple, en C, le résultat du programme suivant dépend du compilateur :

int a;

int f(int i) {
a = 1ij;

return i;

int main(void) {
int b = £(1) + £(2);
printf("a = %d\n", a);

return O;



Quatriéme partie |V

Equivalence entre les sémantiques
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Commandes irréductibles

Une commande c est irréductible dans un état o s'il n'existe pas de réduction
(clo)—(c|d")

(c'est-a-dire qu’on a fini le calcul)
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Commandes irréductibles

Une commande c est irréductible dans un état o s'il n'existe pas de réduction
(clo)—(c|d")

(c'est-a-dire qu’on a fini le calcul)

Quelles sont les commandes irréductibles ?
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.

< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
= : par induction sur ¢, pour tout ¢ # skip est réductible.
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
= : par induction sur ¢, pour tout ¢ # skip est réductible.

— Sic=x := a, alors c est réductible par (SET).
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
= : par induction sur ¢, pour tout ¢ # skip est réductible.

— Sic=x := a, alors c est réductible par (SET).

— Sic=c1; o, alors on distingue deux cas.
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
= : par induction sur ¢, pour tout ¢ # skip est réductible.

— Sic=x := a, alors c est réductible par (SET).
— Sic=c1; o, alors on distingue deux cas.

— Si ¢ # skip alors ¢; est réductible et donc ¢ est réductible par (SEQ.).
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
= : par induction sur ¢, pour tout ¢ # skip est réductible.

— Sic=x := a, alors c est réductible par (SET).

— Sic=c1; o, alors on distingue deux cas.
— Si ¢ # skip alors ¢; est réductible et donc ¢ est réductible par (SEQ.).
— Si ¢; = skip alors ¢ est réductible par (SEQp).
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
= : par induction sur ¢, pour tout ¢ # skip est réductible.

— Sic=x := a, alors c est réductible par (SET).
— Sic=c1; o, alors on distingue deux cas.

— Si ¢ # skip alors ¢; est réductible et donc ¢ est réductible par (SEQ.).
— Si ¢; = skip alors ¢ est réductible par (SEQp).

— Autres cas en exercice, en utilisant les lemmes :
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
= : par induction sur ¢, pour tout ¢ # skip est réductible.

— Sic=x := a, alors c est réductible par (SET).
— Sic=c1; o, alors on distingue deux cas.

— Si ¢ # skip alors ¢; est réductible et donc ¢ est réductible par (SEQ.).
— Si ¢; = skip alors ¢ est réductible par (SEQp).

— Autres cas en exercice, en utilisant les lemmes :

— une expression arithmétique est irréductible ssi elle est de la forme n,
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Commandes irréductibles

Lemme
Pour tout état o, une commande c est irréductible ssi ¢ = skip.

Démonstration.
< il n'y a pas de régle permettant de réduire skip.
= : par induction sur ¢, pour tout ¢ # skip est réductible.

— Sic=x := a, alors c est réductible par (SET).
— Sic=c1; o, alors on distingue deux cas.

— Si ¢ # skip alors ¢; est réductible et donc ¢ est réductible par (SEQ.).
— Si ¢; = skip alors ¢ est réductible par (SEQp).

— Autres cas en exercice, en utilisant les lemmes :
— une expression arithmétique est irréductible ssi elle est de la forme n,

— une expression booléenne est réductible ssi elle est de le forme true ou false. [
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Equivalence entre les sémantiques

Les sémantiques & grands et petits pas coincident :
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Equivalence entre les sémantiques

Les sémantiques & grands et petits pas coincident :

Théoréme
On a équivalence entre

(i) (¢ | o) — o (dans la sémantique a grands pas),

(i) (c|o) = (skip| o' ) (dans la sémantique a petits pas).
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Equivalence entre les sémantiques

Nous allons avoir besoin de lemmes auxiliaires.
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Les expressions se réduisent vers leur valeur :

— Etant donnée une expression arithmétique a, on a
(alo)—([al2™® | o)

— Etant donnée une expression booléenne b, on a
(blo)—{[b]g*"| o)

avec I = true et L = false.
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Les expressions se réduisent vers leur valeur :

— Etant donnée une expression arithmétique a, on a
(alo)—([al2™® | o)
— Etant donnée une expression booléenne b, on a
(blo)—{[b]g*"| o)
avec T = true et L = false.

Par exemple, (3+1)*(x+5)|og)

57



Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Les expressions se réduisent vers leur valeur :

— Etant donnée une expression arithmétique a, on a
(alo)—([al2™® | o)
— Etant donnée une expression booléenne b, on a
(blo)—{[b]g*"| o)
avec T = true et L = false.

Par exemple, (3+1)*x(x+5)|oc)—(4x* (x+5)]|o)
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Les expressions se réduisent vers leur valeur :

— Etant donnée une expression arithmétique a, on a
(alo)—([al2™® | o)
— Etant donnée une expression booléenne b, on a
(blo)—{[b]g*"| o)
avec T = true et L = false.

Par exemple, (3+1)*x(x+5)|oc)—(4x* (x+5)]|o)
(4% (6+5)]|0)
57



Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Les expressions se réduisent vers leur valeur :

— Etant donnée une expression arithmétique a, on a
(alo)—([al2™® | o)
— Etant donnée une expression booléenne b, on a
(blo)—{[b]g*"| o)
avec T = true et L = false.
Par exemple, (3+1)*x(x+5)|oc)—(4x* (x+5)]|o)

— (4 % (6 +5)]|0)
— (4 x 11| 0) 57



Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Les expressions se réduisent vers leur valeur :

— Etant donnée une expression arithmétique a, on a
(alo)—([al2™® | o)
— Etant donnée une expression booléenne b, on a
(blo)—{[b]g*"| o)
avec T = true et L = false.

Par exemple, (3+1)*(x+5)|og)

* 11 | o) 57



Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Les expressions se réduisent vers leur valeur :

— Etant donnée une expression arithmétique a, on a
(alo)—([al2™® | o)
— Etant donnée une expression booléenne b, on a
(blo)—{[b]g*"| o)
avec T = true et L = false.

Démonstration.
Par induction sur a (ou b). O
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme

La réduction préserve les valeurs :

/ Aexp 1 _/mAexp
| alo " =[],

—si(alo)—(ad|o")alorsoc=0c"et]

—si(blo)— (b |d)alorso=d"et[b]s"" =[]

’
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
La réduction préserve les valeurs :

/ ‘ aﬂAexp _ [[ /]Aexp

—si(alo)—(ad|o")alorsoc=0c"et]

—si(blo)— (b |d)alorso=d"et[b]s"" =[]

Démonstration.
On a

(alo) ——— (d'[d)
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
La réduction préserve les valeurs :

/ ‘ aﬂAexp _ [[ /]Aexp

—si(alo)—(ad|o")alorsoc=0c"et]

—si(blo)— (b |d)alorso=d"et[b]s"" =[]

Démonstration.
On a
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme

La réduction préserve les valeurs :

/ Aexp 1 _/mAexp
| alo " =[],

—si(alo)—(ad|o")alorsoc=0c"et]

—si(blo)— (b |d)alorso=d"et[b]s"" =[]

’

Démonstration.
On a

par déterminisme
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
La réduction préserve les valeurs :

/ ‘ aﬂAexp _ [[ /HAexp

—si(alo)—(ad|o")alorsoc=0c"et]

—si(blo)— (b |d)alorso=d"et[b]s"" =[]

Démonstration.
On a

(alo) ——— (d'[d)

A A
([ | o) == { [d15° | o)
car les entiers sont irréductibles.
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme

La réduction préserve les valeurs :

/ Aexp 1 _/mAexp
| alo " =[],

—si(alo)—(ad|o")alorsoc=0c"et]

—si(blo)— (b |d)alorso=d"et[b]s"" =[]

’

Démonstration.
On a

(alo) ——— (d'[d)

([a]o™ | o) == ([d157° | o)

car les entiers sont irréductibles. [mais on pourrait faire une preuve qui fonctionne dans

un cas non-déterministe] O
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Les suites de réductions sont compatibles avec le contexte :

(alo)—(ad|d) implique (x :=alo) " (x :=ad|d)
(alo) - (c|o") implique (a; aolo)—={(d; al|d)
(blo)-—=5(b]|d) implique

(

if b then ¢ else ¢ | o) — ( if b then ¢ else & | o' )

Démonstration.
Par récurrence sur la longueur de la suite de réductions. O]

59



Equivalence entre les sémantiques

On peut finalement montrer |'équivalence entre les sémantiques & grands et a petits pas.
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

(skip | o) — 0 (s1cre)

on conclut immédiatement par
(skip | o) — ( skip| o)

en 0 pas de réduction.
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

(SET)

Aexp]

(x :=a|o)—ox—[a]}
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

(SET)

Aexp]

(x :=a|o)—ox—[a]}

alors on a
(alo)—([a]2®" | o)
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

(x = alo) oo o O
alors on a
(alo) = ([a]0%® | o)
et donc
(x :=alo) = (x :=[a}*"| o)
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

A (SET)
(x :=al|o)—olx—[a];7]
alors on a
(alo)— (a5 | o)
et donc
(x i=alo) = {x:=[a3*" | o)
et on conclut avec la régle
(SET,)

(x :=nlo)— (skip|o[x+ n]) 61



Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

(a]o)—d (| o) —»o"

SEQ
(c; olo)—o" (s2Q)
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

(a]o)—d (| o) —»o"

SEQ
(c; olo)—o" (s2Q)

Par hypotheése d'induction, on a

(alo)—(skip|o") (c2|o") == (skip|o")
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

(a]o)—d (| o) —»o"

(seQ)
(c; olo)—o"

Par hypotheése d'induction, on a

(alo)—(skip|o") (c2|o") == (skip|o")

Dot (a; @|o) == (skip; | o)
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est

(a]o)—d (| o) —»o"

(seQ)
(c; olo)—o"

Par hypotheése d'induction, on a

(alo)—(skip|o") (c2|o") == (skip|o")

D,OL‘J * . /
(c1; @@|o)— (skip; | o)
et I'on conclut avec la suite de réductions

(e @ o)== (skip; oo’ ) E%) (oo’ ) =5 (skip | o)
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est (c1|o) —»o

- (1F7)

(if b then ¢ else @ |0 ) — 0

ot [b]5P = T.
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est (c1|o) —»o

- (1F7)

(if b then ¢ else @ |0 ) — 0

ot [b]5P = T. Par hypothése d'induction, on a

(clo)—(skip|o')
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est (c1|o) —»o

- (1F7)

(if b then ¢ else @ |0 ) — 0

ot [b]5P = T. Par hypothése d'induction, on a

(clo)—(skip|o')

De plus, (b | o) —= (true | o)
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est (c1|o) —»o

- (1F7)

(if b then ¢ else @ |0 ) — 0

ot [b]5P = T. Par hypothése d'induction, on a

(clo)—(skip|o')

De plus, (b | o) —= (true | o)
d'ou (if b then ¢; else & | 0 ) — ( if true then ¢ else ¢ | o)
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Si la derniére régle est (c1|o) —»o

- (1F7)

(if b then ¢ else @ |0 ) — 0
ot [b]5P = T. Par hypothése d'induction, on a

(clo)—(skip|o')

De plus, (b | o) —= (true | o)
d'ou (if b then ¢; else & | 0 ) — ( if true then ¢ else ¢ | o)
On a donc la suite de réductions

(if b then ¢; else ¢ |0 ) — ( if true then ¢; else ¢ | o)

T e o) s (swip | o) o



Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
(clo)—»0o' = {(c|o) 5 (skip| o) parinduction sur la dérivation.

— Les autres cas sont laissés au lecteur. O
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
Réciproquement, ( ¢ | o) — ( skip | 0o ) = (¢ | 0 ) —» 04 par récurrence sur la
longueur de ——.

— Si la longueur est 0, on a ¢ = skip et 0o, = o et on conclut par (SKIP) :

(skip |0 ) — 0
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
Réciproquement, ( ¢ | o) — ( skip | 0o ) = (¢ | 0 ) —» 04 par récurrence sur la
longueur de ——.

— Si la longueur est 0, on a ¢ = skip et 0o, = o et on conclut par (SKIP) :
(skip |0 ) — 0

— Sinon, on a
(clo)—(c|od")—(skip|ow)
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Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
Réciproquement, ( ¢ | o) — ( skip | 0o ) = (¢ | 0 ) —» 04 par récurrence sur la
longueur de ——.

— Si la longueur est 0, on a ¢ = skip et 0o, = o et on conclut par (SKIP) :
(skip |0 ) — 0

— Sinon, on a
(clo)—(c|od")—(skip|ow)

avec ( ¢’ | o' ) —» 0. par hypothése de récurrence

62



Equivalence entre les sémantiques

Démonstration.
Réciproquement, ( ¢ | o) — ( skip | 0o ) = (¢ | 0 ) —» 04 par récurrence sur la
longueur de ——.

— Si la longueur est 0, on a ¢ = skip et 0o, = o et on conclut par (SKIP) :
(skip |0 ) — 0

— Sinon, on a
(clo)—(c|od")—(skip|ow)

avec ( ¢’ | 0/ ) —» 0. par hypothése de récurrence et il faut montrer
(c|lo)— o0
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde (¢ | o ) — (' | o).
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si c'est
(alo)—(d|d)

(sET)
(x :=alo)—{(x:=4d]d)
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si c'est
(alo)—(d|d) (se)
SET
(x :=alo)—{(x:=4d]d)

alors on a
d o) — ox = [d]07°]

alo)— ol [AlA]  (x :=

(x :
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.

— Si clest
(alo)—(a o)
(SET)
(x :=alo)—{(x:=4d]d)
alors on a
(x i=a|o)— o[x [a]A] (x :=4d | o) —» o'[x > [d]2%]

A A . o
avec 0 = o’ et [a],"" = [a']7" (lemme sur les expressions arithmétiques).
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si c'est

(SET,)
(x :=nlo)— (skip|o[x+ n])
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si c'est

(x o (SET,)

IS

| 0 ) — (skip | o[x +— n] )

c'est immédiat par

(SET)

(x :=n|o)—> olxm ]3]

(o2
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démo_nstration.
— Siclest (alo)—(ald)

(SEQ¢)
(c; lo)—(d; old (
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démo_nstration.
— Siclest (alo)—(ald)

(SEQ¢)
(c; lo)—(d; old (

L'évaluation ( c/; o | ¢/ ) — 0~ est de la forme
1

/!

(ald)—d" (ald)—ox

, (s50)
(i @] 0) — 0w
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démo_nstration.
— Siclest (alo)—(ald)

(SEQ¢)
(c; lo)—(d; old (

L'évaluation ( c/; o | ¢/ ) — 0~ est de la forme
1

/!

(ald)—d" (ald)—ox

, (s50)
(i @] 0) — 0w

L'hypothése d'induction sur ( ¢| | ¢’ ) — ¢” donne ( ¢; | o ) — o”
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démo_nstration.
— Siclest (alo)—(ald)

(SEQ¢)
(c; lo)—(d; old (

L'évaluation ( c/; o | ¢/ ) — 0~ est de la forme
1

/!

(ald)—d" (ald)—ox

, (s50)
(i @] 0) — 0w

1 !

L'hypothése d'induction sur ( ¢| | ¢’ ) — ¢” donne ( ¢; | 0 ) —» ¢” d'ou

!

(alo)—0d" (ald)—ox

(s50)
(ca; o) — 0 63



Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si c'est

: (sEQp)
(skip; c|o)—(c|o)
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si c'est

: (sEQp)
(skip; c|o)—(c|o)

alors on a immédiatement

(skip |0 ) — 0 (clo)— 00

(s50)
(skip; ¢ | o) — 0
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Cas (1r), (1F7) et (1F ) : laissés au lecteur.
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si clest
(while b do ¢ | o ) — (if b then (c; while b do c) else skip | o)

(WHILE
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si clest
(while b do ¢ | o ) — (if b then (c; while b do c) else skip | o)

(WHILE

Si [b]5%° = T.
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si clest
(while b do ¢ | o ) — (if b then (c; while b do c) else skip | o)

(WHILE

Si [b]5%P = T. L'évaluation de la droite est de a forme

(c|lo)—o (while b do c| o' ) —» 00

(SEQ)
(c; while bdo c |0 ) —» 0

(1F7)
(if b then (c; while b do ¢) else skip |0 ) —» 0o
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si clest
(while b do ¢ | o ) — (if b then (c; while b do c) else skip | o)

(WHILE

Si [b]5%P = T. L'évaluation de la droite est de a forme

(c|lo)—o (while b do c| o' ) —» 00

(SEQ)
(c; while bdo c |0 ) —» 0

(1F7)
(if b then (c; while b do ¢) else skip |0 ) —» 0o

et on conclut par

(clo)—o (while b do c |0’ ) —» 0

(WHILET)
(while b do c| o) — 0uo 63



Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si clest
(while b do ¢ | o ) — (if b then (c; while b do c) else skip | o)

(WHILE

Si [b]5° = L.
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si clest
(while b do ¢ | o ) — (if b then (c; while b do c) else skip | o)

(WHILE

Si [b]3%° = L. L'evaluation de la droite est de la forme

(skip| o) — 0

(TF1)
(if b then (c; while b do ¢) else skip|o)— 0o
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Equivalence entre les sémantiques

Lemme
Si{clo)y—(c|d)Yet(c|o')—oxalors{c|o)— 0.

Démonstration.
— Si clest
(while b do ¢ | o ) — (if b then (c; while b do c) else skip | o)

(WHILE

Si [b]3%° = L. L'evaluation de la droite est de la forme

(skip| o) — 0

(1F )
(if b then (c¢; while b do c) else skip|o ) — 0

et on conclut par

(WHILE )
(while bdo c|o ) — 0
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Equivalence entre les sémantiques

On a ainsi défini les sémantiques a grands pas (évaluation) et a petits pas (réduction)
et montré :

Théoréme
On a équivalence entre

(i) (¢ | o) — o (dans la sémantique a grands pas),

(i) (c|o) = (skip| o) (dans la sémantique a petits pas).
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En pratique

Tout ceci est utile en pratique, par exemple pour certifier des compilateur :

type elimination
loop simplifications

side-effects out
of expressions

CompCert C C#minor

Optimizations: constant prop., CSE, stack allocation

inlining, tail calls, dead code of “&" variables

Cminor

register allocation (IRC)
calling conventions

eration

Asm x86 [AsmARM] [Asm PPCJ

(CompCert) 65



Le cours et les TD sont disponibles sur

[E53(E)

https://agreg.mimram.fr/
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