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Une décomposition : la factorisation

Dans ce TIPE, nous allons définir des ensembles particuliers appelés courbes
elliptiques et munir ces derniers d’une structure de groupe. Nous proposerons
ensuite une méthode basée sur I'utilisation de ces groupes pour décomposer un
“grand” entier en produit de facteurs premiers. Cette méthode est, a I'’heure
actuelle, la plus rapide pour factoriser les entiers compris entre 108 et 103°.

1 Les courbes elliptiques, définitions, propriétés

1.1 Définition des courbes elliptiques

Définition 1 (Plan projectif). On appelle plan projectif sur un corps K l'en-
semble, noté P?(K), des classes d’équivalence (K*\{(0,0,0)}) /R, out R est une
relation d’équivalence définie par :

2
v ((a,b,0), (a',¥,¢) € (K\{(0,0,0)7)",
(a,b,c)R(a’, V', ') & [3t € K\{0}, (a,b,c) = t(a’,V', )]
Définition 2 (Courbe elliptique). On appelle courbe elliptique sur un corps
K, notée FE(K), une courbe cubique dans le plan projectif P?(KK) i.e. définie par

F(X,Y,Z)=0ou F est un polynome de degré 3, homogene en trois variables,
a coefficients dans K :

F(X,Y,Z) = a1 X3+ aoY? +a3 23 +as X?Y +as X2 Z+aY?* X +arY? Z4+ag 22 X +09 Z°Y +a10 XY Z = 0
et munie d’une origine O € E(K).

Remarque 3. Dans la suite, nous nous intéresserons aux courbes elliptiques non
singulieres i.e. :

VP € B(K). <§—§<P>, ) §—§<P>) £(0,0,0)

définies sur un corps K de caractéristique différente de 2 ou 3.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le corps, nous noterons indifféremment
les courbes E(K) ou E.



Proposition 4. Soit E une courbe elliptique. On peut se ramener a une équation
de E, dite forme courte de Weierstrf :

E:Y?Z=X3+aXZ*+ 027" (1)

On peut alors écrire cette équation en coordonnées non homogénes (x = % et
Y
y=z):
E:y =24+ax+0 (2)
plus le point O = (0,1,0) qui est le seul point d Uinfini (Z = 0) et que Uon
choisit comme origine.

Théoreme 5. Soit E une courbe donnée par une équation de Weierstraf. Alors
E est non singuliére si et seulement si la quantité A = 4a> +27b? est non nulle.

1.2 Structure de groupe abélien

Montrons que 'on peut munir une courbe elliptique d’une structure de
groupe abélien.

Proposition 6. Soit E une courbe elliptique et D une droite définies sur un
corps K. Si E a au moins deuzx points d’intersection (comptés avec leur multipli-
cité) avec la droite D, alors E a exactement trois points d’intersection (comptés
avec leur multiplicité) avec la droite D.

1.2.1 Approche géométrique de la loi de la sécante-tangente

Soit E une courbe elliptique définie sur P?(K). On peut alors définir sur
E une loi de composition * dite loi de composition de la sécante-tangente (cf.
figures) :
— si (P,Q) € E? avec P # Q, on définit P * Q comme étant le troisieme
point d’intersection de la droite D passant par P et @ avec F ;
— si P € F, on définit P * P comme étant le troisieme point d’intersection
de la droite D tangente & la courbe en P avec E (P est alors considéré
comme un point double d’intersection).

1.2.2 Expression analytique de x

Soit E une courbe elliptique définie par :
E: f(z,y)=vy*— (2> +azx+b) =0U0 = (0,1,0) avec 4a® 4+ 2702 # 0 (3)

Proposition 7. Soit P = (x1,y1), P2 = (x2,y2) et P3 = (x3,ys) trois points
de E\{O} tels que Py # Py. Six1 # x9 et si P3s = Py x Py, alors

$3=)\2—$1—$2
ys = Mxz —21) + 11

avec \ = L2791
To2—T1

Remarque 8. Cette définition est encore vraie dans le cas ot z1 = x2 et yo = —y1
avec P; x P, = O.



Proposition 9. Soit Py = (x1,y1) et P» = (x2,y2) deuz points de E\{O}. Si
P, = P, x Py, alors

Igz)\Q—Il—.IQ

ys = Azs —z1) + 11

31?+a
2y1

avec A =

Remarque 10. Le fait d’avoir imposé que la courbe soit non singuliere nous
permet d’étre assurés que la tangente existera toujours.

Proposition 11. On a de plus O« O = O.
Proposition 12. Si P, = O x P, ou P, = P, x O alors
To = T
Y2 = —y1

Remarque 13. La loi de composition interne * est commutative par construction
mais n’est pas, a priori, associative.

Corollaire 14. Soit E est une courbe elliptique définie sur un corps K, soit Py
et Py deux points de E. Alors l'opération + définie par

V(Pl,PQ) EEP+P=0x (P1 *PQ)

permet de munir E d’une structure de groupe abélien (commutatif) admettant
O comme élément neutre.

De plus, supposons P; = (x1,y1) # O et Po = (x2,y2) # O. Si x1 = x2 et
y2 = —y1 alors Py + Py = O dans les autres cas, si P3 = (x3,y3) = P1 + P,
alors

$3:)\2—$1—£L‘2

ys = Az1 —z3) — 11

ou
[ osipzQ
= 2
L siP=Q
On a enfin

VPe E,LP+O=0+P=P
Remarque 15. Cette proposition est encore vraie dans les cas ou K est un corps
de caractéristique 2 ou 3.

Remarque 16. Le calcul de X fait appel & un inverse (dans K) ce qui justifie la
nécessité pour K d’étre un corps.



1.3 Cardinalité

Remarque 17. Si p est un nombre premier, on notera dans la suite F, un corps
fini de cardinal p.

Théoréme 18 (Théoreme de Hasse). Soit p un nombre premier. Si E(Fp)
est une courbe elliptique définie sur le corps fini F), de cardinalité p alors la

cardinalité #E(Fp) de E(F,) vérifie
p+1-#EF,)| <2\p (4)

Remarque 19. Deuring a montré que pour tout entier premier p, pour tout entier
e compris entre p+1—2,/p et p+1+2,/p, il existe une courbe elliptique E(IF,)
telle que #E = e. C’est donc le meilleur encadrement possible.

2 Une méthode de factorisation

L’algorithme de factorisation utilisant les courbes elliptiques est une variante
de la méthode p — 1 de Pollard dans [F),.

Définition 20 (B-lissité). Soit N € N et soit N =[]\~ p la décomposition
de N en facteurs premiers.
N est dit B-superlisse si et seulement si :

Vi [L,m]],p% < B

Méthode 21 (de Lenstra). Soit N € N un entier, supposé non premier, admet-
tant un facteur premier p (que I’on veut trouver). Voici les étapes du déroulement
de la méthode de Lenstra pour la factorisation de NV a 'aide de la courbe ellip-
tique E,p définie par :

Eup:y>=2°+ax+bU0 =(0,1,0)

ol a et b sont des entiers. On supposera la cardinalité de #E, ,(IF,) B-superlisse.

— On vérifie que N n’est divisible ni par 2, ni par 3 (sinon, on a trouvé

un facteur de N) pour nous assurer que Z/pZ sera de caractéristique
différente de 2 ou 3 et donc le groupe (E, »(Z/pZ),+) bien défini.

— En notant A = 4a> + 27, on vérifie que A AN = 1 pour nous assurer que
E(Z/NZ) est non singuliere. Si 1 < A AN < N alors nous avons trouvé
un facteur non trivial de N et si A AN = N alors nous choisissons une
autre courbe elliptique (d’autres valeurs de a, b et B).

— On choisit un point P € E, ,(Z/NZ)\{O}. #E, (F,) étant supposée B-
superlisse, # E(F,) divise k = PPCM(1, 2, ..., B). D’ol, d’apres le théoreme
de Lagrange, ’ordre de P divise k donc kP = O.

Silon calculait kP = P+ P+ ...+ P dans E(IF,), on serait alors amené a
calculer Q + P = O avec Q = k'P et k' < k. En pratique, on va effectuer
le calcul de kP non pas dans E, ,(F,) mais dans E, ,(Z/NZ).
Rappelons les formules d’addition pour Ps = Py + P» :
—sizy=xzoetyo=—yp alors P+Q =0



— sinon

$3:A2—I1—I2

ys = ANz —x3) — )1

31?+a . _
5o siP=Q

o {% si P#Q
On aura P+ Q = O donc 1 = 25 (mod p), soit p|x; — z2. Mais il se peut
que lon ait : z1 Z 22 (mod N). Lors du calcul A pour additionner @ et P,
(x1 — x2) ne sera alors pas inversible (dans Z/NZ) car p|PGCD(x1 — z2, N)
donc (z1 — x2) AN # 1. Dans ce cas, si 1 < (z1 —22) AN < N alors nous
avons trouvé un facteur non trivial de N et si (z1 —22) AN = N.

— Si le calcul de kP dans E(Z/NZ) aboutit alors nous choisissons une autre
courbe elliptique (d’autres valeurs de a, b et B).

Pour le choix de la borne de lissité, on peut tenir le raisonnement suivant :
si p est un facteur premier de N alors p < v/N; or, d’aprés le théoreme
de Hasse (théoreme 18), on a #E(F,) < (,/p + 1)2. On peut donc prendre
B> [(NY*4+1)2].

Remarque 22. Dans la pratique, pour des raisons évidentes de rapidité de calcul,
on ne prend pas k = pPPCM(1,2,..., B) mais simplement k = ppCcM(B, B — 1).
Cela diminue la probabilité de trouver un facteur premier mais améliore de
beaucoup la rapidité de I'algorithme.

Remarque 23. De plus, plus au lieu de 'addition naive, le calcul de kP est
effectué avec 'exponentiation rapide ; le principe reste cependant valable.

Remarque 24. Pour le choix de P dans E,;, on peut imposer b = —a, ce qui
permet d’étre assuré que P = (1, 1) appartient a la courbe elliptique.

Il a été montré que le temps moyen d’aboutissement de cette méthode est
en O(e(lJrs) In Nlnln N)'

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle n’est pas, stricto sensu, un algo-
rithme car elle n’aboutit pas forcément a un résultat. Il faut lui adjoindre des
tests de primalité (il en existe utilisant les courbes elliptiques).

3 Implémentation

L’implémentation a été réalisée a l'aide de Visual C++ 6.0 et testée sur
un Pentium 4 1,5 GHz avec 256 Mo de RAM. Elle a en particulier permis de
trouver, en 9 minutes seulement, un facteur premier d’un entier produit de trois
facteurs premiers de 8 chiffres.



Une classe supportant les opérations dans les courbes elliptiques a été congue.
Le programme utilise entre autres ’algorithme d’Euclide étendu avec obtention
des ceefficients de Bezout (pour I'inversion dans Z/nZ), 'exponentiation rapide
et la gestion d’entiers de taille arbitraire (supérieure a 32 bits).
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F1G. 1 - Calcul de P * Q dans la courbe elliptique E : y?> =23 — 42 +2U O

F1G. 2 — Calcul de P * P dans la courbe elliptique F : 42 = 2% — 4z +2U 0O




