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1 Divers

Relation d’équivalence : réflexive, symétrique, transitive
Relation d’ordre : réflexive, antisymétrique, transitive
[AUB| = |Al +|B|-|AN B

IFl=pe [P(F)=2P

2ixerE) Xl = p2r-t

2 Algebre geneérale
2.1 Divers

Un groupe monogéne est isomorphe & Z ou & Z/NnZ.
Signature de o € O 2 £(0) = [ jyep([1, N @
Théoréme de Bezout:aAb=1 o 3(u,v) € Z%,au+bv=1
Théoreme de Gauss : (aA b = 1et abc) = alc

2.2 Groupes
(G, ) : = est associative, G admet un élément neutre pour =, tout élément de G admet un symétrique pour =
H+o
H sous-groupe de G & { V(x,y) € H:, xxye H
VxeH,xteH

Une intersection gcq de ss-groupes est un ss-groupe H+G:ppss-grtgHUGcCcH+G
L’image d’un groupe par un morphisme est un groupe de neutre f(eg)
Transport de structure :
f bijection de (G, -) ds B alors ¢’est un morphisme de (G, ) ds (B, #) avec * : ux v = f[f~1(u) - f~1(V)]

Les ss-groupes de Z sont les nZ
HUKgroupes HcKouK cH

Plus petit ss-groupe contenant HU K : H + K
f injective & Ker f = {0}

Relation d’équiv associée a un ss-groupe : XRyy & yixe H
f
E — F

f —
Décomposition canonique : E — F : il existe f, bijective, tq : sl Ti

E/R — — (E)

Groupe cyclique : monogene fini
Th de Lagrange : I’ordre de tt élémt divise le cardinal du groupe
Si G est de cardinal p premier alors il est cyclique et isomorphe a (Z/ pZ)
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(G*, x) est un groupe
(Z/nZ)* est un groupe de cardinal (n) ~ ¢(n) = n[T; (1- %)
Sima n = 1alors ¢(mn) = p(m)p(n)

démo:7: K - (K,K)etdimim = M. car mA n = dim Ker

PGCD : générateur de Y aZ PPCM : générateur de ), &Z
Théoreme Chinois : sim A n = 1alors (Z/mnZ, +) est isomorphe & (Z/mMZ x Z/nZ, +)
EQ DIOPH

2.3 Groupe opérant sur un ensemble

Action a gauche : eg - X = xetV(9,9) € G%,g- (¢ - X) = (g* Q) - X

(A~ = Ags

Automophisme intérieur : a, : oxo !

7:(G, )= (0O(E),0) / g Ag=g-.estun morphisme de groupes

A tt morphisme 7 de (G, ) dans (O (E), o) est associée une action a gauche de G sur E tq : Vg € G, 7(g) = Aq

Action fidéle : 7 injectif donc bijectif de (G, ) dans (r(G), o)

Relation d’équiv associée a une action : xRy & Ige G,y =g- X = Ag(X)

Orbites de E ss I’action A : élémts de E/R Oy =A-X

Action transitive : E/R ne contient qu’un seul élément

Th de Lagrange : ds un groupe fini E, le cardinal de tout ss-groupe G divise le cardinal du groupe
démo : G — Oy / g+ g- x bijection donc |Oy| = |G| et E = g/, |Ox = |E/Ra| - |G|

Si |G| =nalorsVge G,g" = eg

Petit th de Fermat : si p premier eta # 0 alors aP! = 1 (mod p) démo : Lagrange avec (G*, xX)

Xinvbds (Z/nZ) & xAn=1o Gr(X) =Z/nZ

Centre: Z(G) = {ge G/ ¥x € G, gx = xg}

Toute orbite est stable sous I’action de G

Pour tt orbite Oy ettt g € G, Ag: Ox — Oy / Y+ gy est une bijection

Stabilisateur (groupe d’isotropie) : Stab(a) = {ge G / g- a = a} : groupe

Y(a, b) € O, Stab(a) et Stab(b) st isomorphes (conjugués par autom intérieur)

Va e Oy, Card(Oy) x Card(Stab(a)) = Card(G)

démo: Oy ={a};pa: G — Oy /g g-amqai, = v = ({a,}) = g, - Stab(a) avec a = g, - a puis les a;, : partition de G
Card G = Card(Im f) x Card(Ker f) démo : ¢ : (g/ Kerg) — Im f / g — f(g) isomorphisme

Th de Burnside : N - |G| = ¥ e |Fgl ouFg={xeE/Qg-x=x} démo : poser @ = {(9,X) e GX E/g- x= X}

Illya p%l carrés dans Z/ pZ démo : ¢ : (Z/pZ*, x) = (Z/PZ*,X) | X+ X2

2.4 Anneaux — corps

Anneau (A, +, X) :
(A, +) est un groupe abélien, x est associative, x est distributive sur +, A admet un élément neutre pour x

lA eB
Bsous-anneaude A & { V(x,y) € B, x-yeB
V(x,y) € B>, xy e B

aestrégulier:ax=ay= x=yetxa=ya= Xx=y
arégulier & anon diviseur de 0

Anneau intégre : non nul, commutatif, sans diviseur de 0
(A%, x) : groupe des élémts inversibles

aest nilpotent: Ane N,a" =0

Si aest nilpotent e — aest inversb d’inversee+ a+ ... + a™?

| est un idéal de A: | est un sous-groupede AetVae A Vi€ l,ai €|
Si1la €l oul contient un élémt inversb alors | = A

I nJestunidéal, | +J: pp idéal contenant | U J

Si f morphisme d’anneaux : Im f ss-anneau et Ker f idéal

Relation d’équiv associée a un idéal : xRy & x-yel

Idéal principal : Ja€ A | = aA

Anneau principal : intégre, dt ts les idéaux st principaux



Caractéristique : ordre de ea dans (A, +)
La caractéristique d’un anneau integre est soit infinie, soit un nb premier

Ds un anneau de caractéristique p, si xy = yxalors (x+ y)P = xP + yP
démo : (x+y)P = ¥P  CE x<yP* et Vk e [1, p— 1], p| Ck

Corps (K, +, X) :
(K, +, x) est un anneau, O # 1k, tout élément de K\{0} admet un inverse pour x

1K eL

V(xy)e L x-yelL
V(xy)eL? xyel
¥xe L\{0},xtel

L sous-corps de K &

Un corps est un anneau intégre
La caractéristique d’un corps fini est un nombre premier
Si | estunidéal d’un corps K alors | = {O}ou | = K
L’image d’un corps K par un morphisme d’anneaux est un corps isomorphe & K démo : Ker ¢ = {0} : idéal
Dans un corps commutatif fini de caractéristique p tt élémt admet une et une seule racine p-ieme
démo : 7 : K —» K / x — xP morphisme d’anneaux bijectif
Tout corps fini est commutatif
Tout corps fini a pour cardinal p" avec p premier
démo : K de caractéristique p; L = {e, 2e, ..., pe} ss-corps de K ; K : L-ev de dim (finie) n

Un polyf de degré d admet au plus d racines ds un corps

Th de Wilson: (p—1)! =1 (mod p) démo:1,..., (p—-1) : racines de XP1 — 1 ds Z/pZ

2.5 Polynémes

dimKy[X]=n+1

K[X] est un anneau principal

Polynéme P irréductible : divisible seulement par 1 et AP (1 € K*)

Un polynéme de degré n admettant n + 1 racines distinctes est le polynéme nul

PIQ = [P(¥) = 0= Q(x) = 0] |

aracine de multiplicité k de P : Vi € [0,k — 1], PO(a) = 0 et P®(a) # 0

P=AX"— o XD 4 4 (—Dko XK+ 4 (=1)"op]avec oy = Xg + ... + Xn et o = Xg. %0 (2 [Tn %)
attention a la normalisation de P

Mettre les polyf du 2™ degré ss forme canonique

Théoreme de d’Alembert : C est algébriquement clos

Si P est scindé alors P’ I’est démo : multiplicités m — 1, Rolle pr les racines distinctes

Décomposition d’un fraction rationnelle en éléments simples :

— parité, conjugaison ?

— calculer la partie entiére de £

— p6le simple : calcul du coeft en virant le pble

— si N(X) = X Na(é) avec a de multiplicité 1, partie principale relative a a : %

pole multlple |éiem pour le calcul du coeff pr le plus haut degré du numérateur
)!Ln;xF(x) : somme des coeffs (ou du coeff de x si racine non réelle dans R) avec d°F < 1

valeurs particuliéres — équations

Si ap (avec p A g = 1) est racine de P alors plag et glan
Polyf de Tchebytchev : Tp(cost) = cosnt T2 + Th = 2XThi1

Opérateur aux différences finies : A : P(X) — P(X + 1) — P(X) A=T-IdavecT : P(X) » P(X + 1)
avec P e K[X] tqdegP = n—1: deg(A*P) = n—kdonc A"P = 0
sur Co[X]: KerA = Co[X] et ImA = Cp_1[X]
T'P(X) = P(X +n) et TA = AT donc A"P(X) = (T = 1d)"P(X) = Xp_o(-1)*CEk Tk = 30_ (-1)*P(X + k)
= P(n+ 1) si on connait ts les P(k) avec k € [1, n]



2.6 Polyndmes et K-algebres

Algébre (A, +, X, ) :
(A, +,x) estunanneau, (A, +,)estun K-evet YA e K, V(X Y) € A, (1- X) Xy=XX(1-y) =1 (XXY)

leB
Bsous-algébre de A & { V(x,y) € B>, x+yec BetxyeB
VieK,¥xe B,Axe B

 KX]> K / P=YajX - 1,(P) = Y ejal = P(a) est un morphisme d’algébres

Polyf minimal : le générateur unitaire de Ker r, (idéal des polyf annulateurs de a)

Le polyA minimal divise tt polyf annulateur

K[a] = Im 1, (a € A) est une ss-algébre commutative de A : deux polyf d’un rh endomorphisme commutent
Si I’algébre est integre et I1, existe alors I1; est irréductible dans K[X]

Si I, existe, tout P(a) € K[a] est inversible dans A ssi P A I, = 1; ds ce cas P(a)~! € K[a]

Si A est de dim finie, Ya € A, I, existe démo: (&°,...,a") lice

Kerty # {Ox[x} © Imt, = K[a] est une algébre de dim finie démo : div eucl de P par I1,

Si Ker ta = IT,K[X] avec deg IT, = d alors K[a] est une K-algébre de dim d de base (a°, .. .,a%?)

Si A est intégre et K[a] est de dim finie alors K[a] est un corps démo : 1, irréd donc PATI, = 1

Si K[a] est un algébre de dim finie et P(a) inversible alors P(a) ™ € K[a]
démo : ¢, : K[a] » K[a] / x+ xP(a) isomorphisme

3 Algebre linéaire

3.1 Espaces vectoriels

Espace-vectoriel (E, +, .) :
(K, +, x) corps commutatif, (E, +) groupe abélien, 1.X = X, (A + u)X = AX + uy, AX+Y) = AX+ Ay, A(uX) = (Au)X

F+xo
Fsous-evde E & { V(xy)e F3,x+yeF
YaeK V¥xe FAaxeF

Pour montrer F ss-ev de E, on peut montrer F = Ker ¢

Norme: N(X)=0e x=0 N(AX) = [AIN(X) N(X+Yy) < N(X) + N(y)

norme d’algébre : N(a x b) < N(a)N(b)
IN(X) = N)I < N(x+) < N(x) + N(y)

donc X - ||x|| est continue car 1-lipschitzienne
Normes usuelles : [|Xll1 = %1% X2 = /2% [IXllo = Max x|
Normes équivalentes & ¥x, N(X) < a]|X|| et ||x]| < BN(X) & Id : (E,N) — (E, || ||) bicontinue
DsunEevn: B(x,r) = Bs(x,r) etvice versa
f € £(E,F) [u] continue & C°en 0 < bornée sur B¢(Og, 1) ou S(0g,1) & N[f(X)] <Kx| & k-lip
Norme suboordonnée (norme d’algebre sur Lo(E, F)) : |IIflll= sup N[f(X)] = sup N[f(X)]= sup N[fo(ux)]

xeB;(0g,1) xeS(0g,1) XxeE\{Og}

NLEOOT < FIE-1iE [ig o FllE < gl - N fil

Si F evnc alors (L(E, F), ||| 1Il) BvNe
Si||Id|| # 1 alors || || n’est pas une norme suboordonnée

(X y) = X+ yet(4,X) — Axsont continues

Sur un K-ev de dim finie, toutes les normes sont équiv

Sur un K-ev de dim finie, une partie est compacte ssi ¢’est un fermé borné
F ss-ev de dim finie de E = F evnc et fermé de E

Un K-ev de dim finie est un espace de Banach

Sur un K-ev de dim finie, tt application linéaire est continue

En dim finie, la sphére unité est compacte donc Jxg, [||ull] = [Ju(xo)|

u p-lin continue & C° en 0 < bornée sur S(Og, 1) ou B¢(0g, 1) & N[u(X, . .., Xn)] < KXl . . . [[Xall
Sur un produit d’ev de dim finies, u est continue



Hyperplan : noyau d’une forme linéaire non nulle (E # H et Yae E\H,E = H # Ka)
H est soit un fermé de E, soit une partie dense dans E avec Fss-evde E= Fss-evde E:siH# HalorsEc H

Hi N Hy ss-ev Hi + Hy pp ss-ev contenant Hy et Hy
f € L(E) est une homothétie © ¥Yx € E, (x, f(X)) est liée
(Xg,...,Xy) libressi A1+ ...+ AnXy=0=> A1 =...=2,=0

F et G sont supplémentairesdans E & VYxe€ E,A(Xr, Xc), X=X+ X © F+G=EetFNnG={0} & FoeG=E
Lasomme Ej + ...+ E,estdirecte ssi V(Xg,..., X)) € E1 X ... XEy, X +...+ X% =0= xx=...=%X,=0
o VK YT ENE={0) & Y, Ejn X, E = (0}

i%]
Ei+E,=E1®E; o EtnE, ={0} © dimE; +dimE, =dimE

Restriction : fiy surjective & E = H + Ker f fiu injective © HNKerf =0
démo:Vxe E,dheH, f(x)=f(h)ye f(x—-h)y=0etx=h+(x-h)eH+Kerf
Tt supplémentaire de Ker f est isomorphe a Im f

po p= p: pprojecteur sur Im p parallelement a Ker p
so s=Id: ssymétrie par rapport a Ker(s— Id) parallélement a Ker(s + Id)
Famille orthogonale de projecteurs :
si (f)) € L(E)"tq Zih=1 fi=Ideeti# j= fiofj =0gg alors les f; st des projecteurs de E et E = EBih:l Im f;

Si sest une symétrie, S*;"E est un projecteur...

Soit f € L(E, F); si Ker f et Im f sont de dim finie alors E est de dim finie

Théoréme de la base incompléte : AB,Lc Bc LUG

SiFcEalorsdimF =dimEe F=E

dim(F + G) = dimF + dimG - dim(F N G)

Théoréme du rang : si f € L(E, F) alors dim(Ker f) +rg f = dimE dim f(H) + dim(H n Ker f) = dimH
dimKergo f < dimKerg+ dimKer f

Codimension : dimension du supplémentaire

f injective & Ker f = {0}

Formule du bindme de Newton : si f et g commutent: (f +g)" = ¢, Ck fkgnk

Si fg—gf =Idalors, parréc: fg"—g'f = (n—1)g

3.2 Matrices
SiC=A-Balorscij = Yp_; aikbyj
{(AB) = 'B'A

M8133(V o U) = M8283(V) X MBIBZ(U)
Matrice de passage de Ba B’ : P = Mg g(1d) X = PX’
Rang : ordre maximum de tt ss-matrice carée inversible extraite

Acest équivalente a B: B = QAP (fh endom ds bases #)

rgA=r & Aest équivalente a Jn (— méme rang)

Aestsemblablea B: B = P~*AP (— méme trace)

Mn(K) = Sp(K) & An(K)  démo: ¢ : M 1o (MEM MM jsom

tr(AB) = tr(BA) — deux matrices semblables ont M trace : la tr est indép du choix de la base
Pour un projecteur: trp=rgp

Ei jExi = 0jkEi,
Inversion : (All,) — opérations sur les lignes — (I1,JA™)

detA= 3 o, &()asw - - - Ar(nn

det(AB) = det Adet B det( ’8 g ):detAdetC démo:( hE ):( . )( Ao )
Développement suivant la jo-iéme colonne : detA = 31, aj,(—1) "o det Aj,

Comatrice : matrice des cofacteurs : (-1)"* det A;

AlCom(A) = (det A)l, At = 5 ('Com(A))

Formule de Cramer : x; = 2(4=D-0-)



(A=A AecSI(K)NGL(K) = Al e Sy(K)

K =RouC:GLy(K) est dense ds Mn(K) démo : My = M + <1y ; = ¢ Spi(M) apcr : det My = xm(5) # 0
Th de Hadamard : si A = (&) € Mn(K) tq Vi, |a;| > Z?:l |ayj| alors A est inversible
j#i
démo : par I’absurde : X tq AX = 0; [Xi,| = max(|xl) ; ... l@igig| <...
Corol : SpM c UL, Diavec Dj = {ze C/ |ai — 4 < X7 layjl}
j#i
1 1 1 1

) X1 Xn e Xn
Déterminants de Van der Monde : | . ) ) o= I (x5=-x%)

: : . : I<i<jzn
-1 -1 n-1
démo : les x; tous # ? puis remplacer la derniére colonne par des X*

Les centres de M, et GL,, sont les matrices scalaires (1 1d) démo : avec les Ejj pr M, ; avec (I + Ejj) pour GL,
Le commutant d’un endomorphisme est une algebre
K[A] c I'(A) (commutant)

H stable par M & H* stable par 'M < H+ = Vectv avec v vc pr de 'M (si H hyperplan)

3.3 Réduction des endomorphismes

E,(f) = Ker(f — A1dg) Spg(f) - ensb des vl pr de f
Si f et g commutent Ker f et Im f sont stables par g (= EY
Si (@) € KP distincts alors les Ker(f — «; 1dg) st en somme directe
démo : par réc, mq 0 s’écrit de fagon unique comme 3, X;
= si (4, ;) st des couples propres dt les 4; st distincts, ils forment une famille libre ex: (X - etiX)
Un endomorphisme diagonalisable qui admet une unique vl pr est une homothétie

f inversb & uy est de valuation nulle
Si P(f) =0, ttvl prde f est racine de P
Th de décomposition des noyaux : si Py A P, = 1 alors Vf € Lx(E), Ker P1P,(f) = Ker P1(f) & Ker P,(f)
= si P=P1P,... Pyet P(f) = 0 alors E = Ker P(f) = Ker P1(f) @ Ker Po(f) @ ... ® Ker Pp(f)
f digonalisable (nb fini de vl pr) < admet un polyfi annulateur scindé sur K a racines simples (vrai aussi pr u)

Polyf interpolateurs de Lagrange :
igo(X—m)
Wi(X) = 2 Wi(e)) = 6k YP e Kn[X], P(X) = S, P(ar)Wk(X) : base de Kq[X]

T (ax—ai
ik
si les e st les vl pr : c’est une famille orthogonale de projecteurs et Vx € E, x = Y1_o Wi(f)(X)

Polynéme caractéristique : ya(X) = det(M — XI,)

Si A e My(K) alors d°a = net ya = (=1)"X" + (=) L(tr AX"L + ...+ det A
endim 2 : ym(X) = X% — (tr M)X + det M

dim E, est au plus la multiplicité de A dans y

Si y+ est scindé a racines simples alors f est diagonalisable

Diagonalisation : M = PDP!

XAB = XBA démo : avec A ~ J, ou A € G.L, puis densité

Les induits d’un endom diagb st diagb démo : P(f) =0 = P(fg) =0

Si f et g st diagb et commutent alors ils st codiagb démo : considérer les induits

0 ... 0

Matrices de Freebenius : A = & — tt polyn est le polyf caractéristq d’une matrice
oo 0
0 ... 1 &

Drapeau : (Ej) tgdimE; =i et E c Ej;4

Le polyf caractéristique d’un matrice T € 7" est annulateur de T

Xt scindé & f trigonalisable avec vl pr sur la diagonale démo : réc sur n = dim E ; stt pas d’induit !
Si f admet un polyfi annulateur scindé alors f est trigonalisable (dim finie)

Théoréme de Cayley-Hamilton : y est un polyfi annulateur de f
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= (O f1,..., f") estliée

Si f est nilpotent, Spx(f) = {0} 7 =0z (Idg —=f) L =ldg +f +...+ P (existe)  0:seulevlpr

0 1 0
Si f est nilpotent d’indice n = dim E alors il existe une base 8 tq f &,
1
0 0
0 ?
f nilpotent & y¢(X) = (-1)"X" © 38, f < N
0 0

Théoréme des noyaux itérés : pp = min{j € N/ Kerul = Kerui*l} = min{j e N/ Imul = Imul*!}
Yk € N, Ker uPotk = Ker uP et ImuPetk = ImuPe E = ImuP @ Ker uf
U = Ujkeruro Nilpotent d’indice po et dim Ker uP > pg dim Ker uPe = multiplicité de 0 comme racine de y
en particulier : si Keru = Keru? alors E = Keru® Imu

xiscindé: y¢(X) = (-D)"[T;(X =)™

Ss-espace caractéristique : Fj = Ker(f — A; Idg)™

E =Kery(f) = P, Fi chaque F; est stable par f = matrice diagonale par blocs

Si y+ est scindé, f s’écrit (de maniére unique) ss la forme f = d + navec d diagonalisable et n nilpotent qui commutent
démo : les induits de (f — 4; Id) sur F; sont nilpotents

3.4 Dualité
E est isomorphe a E* (ont rh dimension)
Base duale : (€)1<i<n tq €' (€)) = 6j f*=Yr, f*(e)e

Une base duale de E* est la base duale d’une unique base de E
— siontrouve (g) et () tq €'(e;) = dij alors (&) est une base de E de base duale (€f)
Les polyf interpolateurs de Lagrange (W;)o<j<n SONt une base de Kn[X] et (¢ : P — P(&)) la base duale associée

Vo e E*,Alac E,Vxe E,¢p(X) = <ax> VM e M, AIA € My, o(M) = tr(AM)
démo :mq ¢ : Mp > M/ A [M > tr(AM)] est injective

Orthogonal : YA € P(E), A* = {f* € E* / Vx € A, f*(x) = 0} VB e P(E*),B° = {xeE/Vf*eB, f*x) =0}
ce sont des ss-ev de E
F c (F*)° (égalité ssi F ss-v) F=(F%)* (F+G)* =FtnG*
F+ +G* c (FNG)* (=ssi F et G ss-ev) (et vice versa...) FcG= G*cFt
(Kerp)* = Vecty
Si F ss-ev de E de dimnalors dimF+ = n—-dimF etdimG° = n—-dimE
démo : prendre une base de E*etmgF* o F* = E
donc F — F+ est bijective de réciproque G — G°
SiFetGss-evalorsF=G & F+ =Gt

Vect(g) = E © Vect(g) = {0} (=EY)
Vect(pi)® = (X Vect(ei))® = (M Vect(pi)® = (M Ker(ei)

Intersection d’hyperplans : dim (<5t Hs = n—t (égalité ssi (f)1<s< libre)

Si f*(x) = 0 est I’éq d’un hyperplan, tt les autres éq st de la forme Af*(x) = 0 (1 # 0)
démo :siH = Kergp = Kery mg A = % convient avec xds Ee H

(e1,...,ey) base de E & f* > (f*(€s)1<s<n) iSOmorphisme d’ev entre E* et K"

Transposée de f € £(E,F) : I'unique 'f € £L(F*,E*)tq: Yy € F*,'f(y) =yo f
Yy € Fr,¥x e E, < f(y)Ix> = <yl f(X)>

rgf =rg'f Kertf = (Im f)* Imtf = (Ker f)* Ygo f)=tfolg
F stable par f & F+ stable par 'f

Tt hyperplan H de M,(R) contient une matrice inversible
démo : dp, H = Ker g, puis 3A, ¢ : M - tr(AM), puis A ~ J;



4 Algébre bilinéaire

9y 1 X (X, ) de 1y e(.y)
Symétrique : o(X,y) = ¢(Y, X) antisym : (Y, X) = —¢(X, Y) alternée : p(x,x) =0
@ antisym < alternée (en caractéristique # 2)
@ symétrique & g, = d,
L7(E) = So(E) @ AL (E) dim £5(E) = r? dimS; = @ démo: ¢ : M s (MEM MoM) jsom

Identité de polarisation : gym(%y) = 3[A(x +Y) - a(X¥) - ay)] = z[a(x +Y) - a(x - y)]
a(¥) = T, (e, e) + 2 Ticj XiXje(e, &)

Matrice : A = (¢(e, €))) e(x,y) = XAY A= Matee)d,

Changement de base : P = Mat(e ¢/(1dg) X =PX’ A ='PAP

Matrice positive : VX,'XAX >0 & #(X) >0 SpACR, & sgnA=(?,0)
wp: YM,'MM € Si(R) VM € GL,(R),'MM € St*(R) M+tMeS,

Acet B sont congruentes : AP € G.L,(K), B = ‘PAP

V(X Y) € M, (K),"XAY = 'XBY & A=B

YX € Mz (K),'XAX = 'XBX & A - Bestantisym

x ety st p-orthogonaux : ¢(x,y) =0 XLlyy
At = {xe E/Vye A ¢(xy) =0} ss-ev de E
AcB= BfcA! A1LB&s AcBte Bc At A
(F+G)*=F'NnG* FL+G*c(FNG* FcFY FI" =FY  (0g}*=E
dimH* =n-dimH + dim(H n Kerd,) démo : H* = [d,(H)]°
E=HoeH" e HNH"={0} démo : Kerd, c H* donc H nKerd, c Hn H*
Si ¢ non dégénérée : pr tt H ss-ev de E dimH* = n-dimH
HY=H  (Hi+H)*=H{nHf Hf+Hf=(HinH)* E=FeGe E=F‘aG*
Contre-exemples : (12(N), ¢) avec ¢(u, V) = ¥, ukvk prendre R[X]+

Noyau ou radical de ¢ : Rad ¢ = E*» = Kerd, = {ye E / ¥x € E, p(X,y) = 0} YF,Rady c F+
¢ non dégénérée : Rad ¢ = {Og} & M, inversible

Rang de ¢ : rgd,

dim(Radg) =n—-rge

X est p-isotrope : (X, X) = 0 cone isotrope : C, = {x € E / ¢(x, X) = 0}
X+yeC, & XL,y Radp c C, (%, X) =0 & Kxc (Kx)*+

o est définie : C, = {Og}

¢ définie = non dégénérée ¢ définie = prtt H ss-ev de E, ¢nxn est définie

Ss-Ev stables, utiliser : F stable par M < F+ stable par ‘M

Si ¢ s sur E, il existe une base ¢-orthogonale (— matrice diagonale) : base réductrice
démo : par réc, prendre Xo tq ¢(Xo, Xo) # 0 et E = (Kxo) + (Kxo)*

Signature (p., p-) de ¢ : p, : dimension max d’un ss-ev H de E tq ¢4 soit définie positive

Th d’inertie de Sylvester : ds une base & p-orthogonale, p, : nb de ¢(g;) > 0, etc...

Recherche de la signature :

parachuter la solution: E = F 3G

utiliser une décomposition de Gauss

matriciellement : relations avec le det, la trace, les restrictions...

mettre sous forme de produit puis utiliser ab = %[(a+ b)? + (a - b)?] ex: Xl %X = (X 1%)(ZiLy %)
avec les vl pr

pr une forme positive [resp négative] : rg = n — dim Rad et Rad = Céne démo : 1cs

Mineur principal d’odre k : dét de la matrice carrée k x k extraite en haut a gauche
Condition de Sylvester : M € S}* < ts les mineurs principaux de M sont > 0 démo : réc, avec les restrictions

Gauss : forme canonique / produit
Endomorphisme symétrique u (« autoadjoint) : <u(X)ly> = <xju(y)>
Ds une base r <|>-orthonormée : u symétrique < Mat;(u) € Sh(R)
Les vl pr d’une matrice symétrique réelle (ds C) st réelles démo : A = 1 avec 'ZMZ
Les ss-espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont orthogonaux démo : <AXly> = u<xy>
Th spectral :
tt endom symétrique admet une base orthonormée de vc pr



tt matrice symétrique réelle est diagonalisable avec matrice de passage orthogonale
VM € Sp(R), M1 € Oy(R), AD € Dy(R), D = [I"IMII = TIMIT
wp: VS e S*(R), VS, (VS)2 =S démo : induits
Th de réduction simultannée :
si ¢ forme quadratq de (E, <|>) alors il existe une base de E <|>-orthonormée et ¢-orthogonale
VA€ S:*(R), VB € Sy(R), AP € GLn(R),'PAP = |, et 'PBP = A € Dy (R)
Yo € S2(E), Alu € Sz(E), ¢(x y) = <u(X)ly> = <x|u(y)>

Aet A’ sont congruentes ssi ¢ et ¢ ont M signature

Inégalité de Schwartz : si ¢ est positive, |p(X, Y)I? < ¢(X)p(y) [<xly>| < [IX| IVl démo : avec (X + Ay)
si ¢ est définie positive, (X, Y)I? = ¢(X)p(y) & (X, y) liée

Inégalité de Minkowski : si ¢ est positive, \/o(x +Y) < /o(x) + \o(y)
si ¢ est définie positive, \/p(x +y) = 8(X) + Vo(y) & (x y) positivement liée

Si ¢ est positive : Cone ¢ = Rad ¢ démo : 1cs

Une forme quadratique définie est soit positive, soit négative
démo : A — ¢(x + Ayp) admet au plus une racine donc ¢(X)é(Yo) = 0

4.1 Espaces euclidiens

Produit scalaire : forme bilinéaire symétrique définie positive
Norme euclidienne : v<x|x>

Distance : d(M, N) =b0 s M=N d(M, N) = d(N, M) d(M,N) < d(M, P) +d(P,N) distance eucl : ||W\ﬂ|
00 2 1
Normes: (f.g) — [ fg  (P.Q~ [~ PQe™ (P.Qw [/ PQ

polyforthogonaux : avec le polyfides racines avec changement de signe
Si f € C%([a,b],R)esttq VpeN, fabtpf(t)dt =0alors f =0  démo : th de Weierstra® : f lim unif sur [a, b] de (P,) € R[X]"

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre

I3 X1 < 112 %P

Théoréme de Pythagore : X Ly & [|X+ YII2 = [IXI* + |lyl]?

Identité du parallélogramme : ||x + yII2 + X = VIIZ = 2(IIXI[> + [lyl[)

Si (r;) base ¢-orthonormée de E eucl alors (d,(ri)) est la base duale associée
Vi e B, Alye E,YX e E, f*(X) = ¢(X. V)

Th de la base orthogonale incompléte

M my = <u(rj)iri> tr(u) = > <u(ry)|ri>

E=F3G> E=F'®G'etF* =G- =F
1

E=FeGo F LGetF+ LGt

E = Vect(g) & [Vect(e)]* = {0}

Adjoint : <u(X)ly> = <xXju*(y)>
)y =u W)lt=wW?H" uH) cH= u(H)cH: Keru =(Imu)*
Ds une BoN : Mat(uy,) = 'M
Si u est défini positif alors u* est défini positif
Ker(u* ou) = Keru Im(u* o u) = Imu* > rgffof=rgfof =rgf rg‘MM = rg M (— Gram)
Endom symeétrique (autoadjoint) : u* = u antisym: u* = -u
dscecas: E=Keru+@Imu

f autoadjoint positif :
fiIF= SuplIf (Il = p(f) = l'éggé)lﬂl démo :tes : [IFIIZ < 1= o Flll < F= NI

lIxil<1

IFNZ = WE0> = Mo fll Wfll= Sup |<f(ly>]  démo: Xl = sup<xly>|

X< lyll<1 Ini=1
IMlll22 = yp('tMM)

Endom orthogonal u (€ O(E) c GL(E)) :
lu(X)|l = [IXIl & <u(X)|u(y)> = <x|y> < envoie une Bon sur une sox & ‘MM =1, & u* = u?
= detM € {-1,1}
Si F stable par u alors F+ stable par u
Dans un Bon r, si Q = Mat, (u) alors tt vl pr de Q est de module 1
Tt endom orthogonal admet un ss-espace invariant de dim 1 ou 2



démo : soit vl pr, soit u + u* sym dt b vc pr alors Vect(b, u(b)) stable par u

Procédé d’orthonormalisation de Schmidt :
a tt drapeau de E, il existe une base orthnormée adaptée a ce drapeau
Vect(v,..., Vi) = Vect(br, ..., 0K Vie1 = biea = B <balMi>Vi W = il
il y a unicité si I’on impose : Yk, <vibx> > 0

Topologie matricielle :

— S;* : partie fermée de M(R)

— On(R) : partie compacte de Mn(R)
— GL,(R) : partie dense de Mn(R)

Si S € Sy(R) alors AM € Mp(R), S = 'MM démo : avec M = VS
Décomposition polaire : si M € M, (R) alors 30 € O,(R), 3S € S} (R), M = OS

démo : M inversible puis densité sachant O,(R) compact (ss-suite de O, cv) ou bien S = VtMM et O = MS~? conviennent
Décomposition d’Iwasawa : si M € GL,(R) alors 30 € Op(R), AT € TP, M = OT  démo : Schmidt
Avec H € S/ et K € S, HK nilpotent & K =0

démo : Ja € Si*, H = taa et HK = 'aaK ='a(aK'a)'a! : semblable a une diagb donc diagh
Décomposition de Choleski : YA € Si*,31S € 77, A =SS avec S a élémts diagonaux positifs

démo : @, prod scal de R? (base canong 7) ; Schmidt : 3r pa-Bon tq Vi, Vect(y;, . . ., nw) = Vect(ri, ..., re) et ea(mi, ri) > 0; soit S = P} alors :
A=1S|,Savec S e 7*

unicité : si A=1SS ='S'S’ alors S = ISUS e TP N T = D, et (SS1)(SS' ) = I, donc SS" L = I,

¢ : Mp(R) > R/ M Sup [tr(OM)]|: norme de Mn(R)
OeOn(R)
p-matrice de Gram : G = (¢(vi, vj)) AL[(%)] = detG
r9G=rg(v) (9 liée o AN =0  d@F)? = g
Symétrie (s> = Id) : orthogonale & 'MM = I, et'M = M & Ker(s- Id) = (Ker(s+ 1d))* & send sym
p projection (p? = p) : orthogonale < Ker p = (Imp)* & pendsym & (Ide —p)end sym < Imp = (Kerp)*t & p*=p
& il =1ou0
p proj ortho & p* = pet VX, [|p(X)|| < [IX|
démo : [|p(¥)|? = <xip*p(X)> = <x|p(X)> < [IXI| Ip(X)| ; réciproque : appliquer I’inégalité & x + ty avec x € Ker p
Ds une Bon I : uend sym < Mat;(u) € Sp(R)

Réflexion d’hyperplan H : §(x) = x — Zml’l\},q

Projection orthogonale sur H : p(x) = x —

<XN>

INJ2
. cosf —sind

Rotations (det = 1) SO : ( sing  cosd

03 :

— det = 1:80s\{ld} : rotations axiales : axe tq f(v) = vettrf =1+ 2cosé

— det = —1: réflexion / prod commutatif d’une rot et d’une réfl de plan L a I’axe de larot: axetq f(u) = —uettr f = -1+ 2cos o

Signe de sin @ : signe de [v, f(v),u] avecue D etv e E\D

) reflexions 02\SO; : semblables é( é _Ol )

Produit mixte (parfois noté Det) : det dans une son ne dépend pas du choix de la Bon
Sidetu = 1alors [u(xy),...,u(xn)] = [X1,- ., Xn]

Mesure de I’angle orienté entre xetyendim 2 : cosf = —@ﬁ% sing = _||>[<ﬁ’|)|g/n
. . _ <y> : _ lixayll
Endim3: CoSO = e Sinél = gy

Aire algébrique du triangle ABC : %[ﬁ, A_C)], etc... (pavé en dim n)
Rem:dim2 « dim3: [0, V] & |[GA V|

Produit vectoriel : v=x3 A ... A Xy tq VX € E, <Vix> = [X1, ..., %n, X]
Yue O (E),u(X)) A ... AU(Xn) = U(Xg A ... A Xn)
Formule de Gibbs : (a A b) A ¢ = <alc>b — <bjc>a
Division vectorielle :sia-b=0alors{xe E/aA x=b} = {la— %’l’ / 1€R}
En dim 3, I’application: 7: E - A(E) / w — a, = [X+— w A X] est un isom d’ev
Ve AE), Nw,VXe E,f(X) =wAXx  YMe A(R),AQ,VX € M31(R), MX = QA X

Distance de xa F : d(x, F) = inf{|ly — X||/y € F} = d(x, p(X)) ou p: proj orto sur F

la-x|=d@F)e a-xeF* o x=pe(a)

La projection ortho sur F de dim finie ou ss-ev complet ou partie convexe et compléte existe
démo : identité du parallélogramme...
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Distance de M a I’hyperplan H de normale N)(al, a0 dMH) = Wﬁé'—vﬂa%“” aveCH : Y ax +d=0
Distance de M a la droite D = Vect(O) :

Il (o]
Droite D définie par P; N P, : chercher P_LP; puis : d(M, D)? = d(M, P1)? + d(M, P)?

e
— [[AA2.Uh0o]|
(D1, Do) = g

dim2: d(M, D) = {/IAMI2 = <BME2 i 3 (M, D) = IBMAUL guec A ¢ D

4.2 Espaces préhilbertiens complexes

o sesquilinéaire & gauche : X - ¢(x, y) est semi-linéaire (o(1x,y) = dg(X, Y)) ety — ¢(X, y) est C-linéaire
¢ sesquilinéaire hermitienne (autoadjointe) : (X, y) = ¢(Y, X) o A=A

Al=A rgA=rgA A =TA

e(xy) = X*AY A =P*AP

Matrice unitaire : U* = U~! < mat de passage entre Bone <u(X)[u(y)> = <xly> < [[u(X)|| = x|
M*M € H}(C) YM e GL,(C), M*M € H*(C)

B(A¥) = 1%(X)
Identité de polarisation : ¢(X,y) = %[¢(x +V¥) —d(X=Y)—igp(X+1y) +ig(x—1iYy)]
X'AX=XBXe A=B X'AX=0e A=0
¢ sql hermitienne & Vx € E, ¢(X) = (X, X) € R
Si ¢ est définie alors elle est soit positive, soit négative démo : ¢(X)é(Yo) < 0 avec ¢(X + yo)
Si ¢ est positive alors : V(x,Y) € E2, [o(X, y)I> < ¢(X)p(Y)

si de plus ¢ est définie : [o(X, Y)I> = ¢(X)e(y) © y=0o0uy# Oet Jue C,x = puy

Minkowski : o(X+Y) < /8(X) + oY) -

Décomposition de Gauss : avec x| et ab + @b = $[la+ b — [a— bf?]

Penser & : ¢(x+ uyo) = ¢(X) + 2R [p(x, yo)] + |ul’¢(yo), puis poser (x, yo) = po €' ety = 1e~'%

Produit scalaire hermitien : forme sesquilinéaire hermitienne définie positive — espace hermitien
att : <AXly> = A<X|y>

Th de Pythagore : [[x + yI? = X2 + IyI? & R[g(xy)] =0
la-X|=d(a F) e a-xeFt o x=pe(a)

Ds une BoN : X = YL, <rj|X>;

Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Décomposition de Choleski

Tt ss-ev de dim finie [resp complet] admet un supplémentaire orthogonal

Matrice unitaire diagonale : a ses vl pr de module 1

Tt endom hermitien a un spectre réel et admet une Bon de vc pr
Tt matrice hermitienne est diagonalisable avec matrice de passage unitaire

Si A est antihermitienne alors i A est hermitienne
Tt matrice antihermitienne est diagonalisable avec matrice de passage unitaire et vl pr imaginaires pures

Endomnormal : f o f* = f*o f
dscecas: ||f|| = | Ker f = Ker f* W, = Ker(f — 21d) est stable par f* et W, = Ker(f* — A 1d) (st normaux)
sid#palorsW; LW, W; stable par f f admet une Bon de vc pr

f normal & f* est un polyf en f démo : polyfinterpolateurs de Lagrange sur les vl pr de f

Si U unitaire U est semblable & Diag(e'?, ..., e"%) démo : u = u* : commnutent

4.3 Géométrie affine

Soit E un v

V(A,B,C) € &, f(A.C) = f(A,B) + f(B,C)

(&E. 1) K-espace-affine < { VA€ & YucE,ABe &, f(AB)=u
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F s3-6A © (AM / M e?’}ss Evde E
AQA

Barycentre : G tq X1, AiGA. -0 o0G= Z'Zln T (notation: G = Y); & 5 A.)
Le ss-ea engendré par (Aq, ..., Ay estl’ ensemble des barycentres des A
A convexe ssi Y(M, N) € ?lz, [M,N] c A

f application affine & g € £(E, F), Y(M, N) € &2, T(M)T(N = o(MN)
Affinité : f : & - &/ P p(P) + Ap(P)P

4.3.1 Coniques

. — —
Conique : C ={M € A/ (OM) + f*(OM) + k = 0}
Centre Q de laconique:C={M e A/ ¢(§W) + kK =0} 2 dw(m) = % = unique sirg A= 2, droiteou @ sirgA =1

Coniques :
— matrice M de la forme quad  (attention aux 3 pr le coef de xy)
— detM:
— detM > 0 : ellipse : ( ) +(%)z—1 =0 (ou pt uniquesik =0ou ®sia<0)
— detM = 0: parabole : y? = 2px (ou deux droites parallélles : x> — 22 = 0 ou 0)
— detM < 0 : hyperbole : (g)2 - (%)2 —1=0  (oudeux droites concourrantes : @x® — By? = 0si k = 0)
sitr M = 0 : hyperbole équilatére : xy = k

fe=0 .
- { ? o0 = Q(wy, wy) = changement d’origine : Q

y
— vl pr 2; et 2, et directions propres v, et v, = changement de base
Ex: F(XY) = arX+apxy+asy?+agx+asy+as =0 = apX+apXy+asy’+F(wxwy) =0 = A+ Ly+F(wx, wy) =
0 dans (Q, V1, V)

Peut s’obtenir a I aide d’une réduction de Gauss
Enpol:p = p = ed : param; e: excentricité (e < 1 : ellipse...) ; directrice : D : x=d

l+ECOSO
dM,F)=ed(M,D) e=¢ F=a+b’
Paramétrages :
— cercle : x = REL y = R;2,

— ellipse: x = acose y = bsing
— parabole : x = 2 ,y_t
— hyperbole : x = gacht, y = bsht équilatére : x=t, y = ‘f

4.3.2 Courbes paramétrées

Arc simple : pas de pts multiples point régulier : ?’(to) #0 birégulier : (?’(to),l—:)”(to)) libre
Normale a T" (réguliére) : gﬁ)jl—:)(xo, Yo)

Tangente aT en Mo : (Mo, FP(to)) (= éqavecledet)  F®(t) : 1 dérivée non nulle

Plan osculateur 2 T en Mo : Mo + Vect(F P(to), F@(ty)) avec (FP(to), F@(to)) : 1 dérivées O et libres

Endim2: M = My + EQFO(t) + CUTF@ ) o((t - to)ﬁ@(to)) donc :
p impair, q pair : pt ordinaire

p impair, g impair : pt d’inflexion

p pair, g impair : pt de rebroussement de 1" espéce

p pair, g pair : pt de rebroussement de 2¢ espéce

Branche infinie : |||—:>(t)|| — direction limite : chercher m = Ilmy(t)
—a

ax(®
Asymptotes : faire un oL ou :
— sim=0, asymptote si | = Itln? y(t) est fini = D : y = | ; branche paraboligue sinon idem pour m= +co
—t0

— sim=d# 0, asymptote sid = Itlrrt1 [y(t) — mx(t)] est fini => D : y— mx = d; branche parabolique sinon
—1l0
Restriction de I’ensb d’étude : périodicité, symétries (-t, 1/t,...) tableau de variations

Arcs paramétrés CK-équivalents : 39 Ck-difféomorphismetqg = f 0 0
— classes d’équiv : arcs géométrq représentants : paramétrages admissibles
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Un arc paramétré de classe C* est rectifiable (on peut définir sa longueur)
Longueur : L(T') = fabH?’(t)Hdt

enpratique (enron) : L) = [* x20 +y2cdt L) = [ Vo?(6) + p(6)d6
Abscisse curviligne: s: t— sft: |||—:)'(u)||du +k représentation normale de I (régulier) : F o s73(t)

Arcnormal : L([e,8],9) = |8 — ¢| estnormal : g = f o st avec f € C?
Tt arc régulier de classe C* admet un paramétrage admissible normal

Th du relévement : si ze C*(1, U) alors 30 € C1(I,R), Vt € |, z(t) = e'?®

démo : poser u(t) = 1 fot %du; dériver zZ(U)Z(u) = Lprmqu = u (= u(t) € R); puis ' (t) =

Avec z(t) = x(t) + iy(1), (1) = [ (x(y)y’ (U) - X (U)y(W)) du

P 4 N 4
Coord pol : OM = p(6)Uy avec Uy = COSH i +Sind |
Coord sphériques : M = Q + p(sin 6 T, + cos 6§ K)

i40]

0 = zsoldey —ig'y=0

Tangente en O : 6 = 6 sinon éq ds (O, U, V) : X;p ’; =0 vect direct : ( '(; )
Intersection T de latg et de O+ R Yy tq : OT = _p’fz

Branche infinie : p —— oo~ direction A6 =6
—bo

Asymptote : sil = elingp(e)sin(e — &) fini, passe par K tq OK =1 Vs, ; branche parabolique sinon
—bo

cei(ly — 1
rem:si (3)"(6o) # 0, | B0
Si p —— | : cercle (ou point) asymptote

H— =00

Si p() # 0, inflexion géométrique ssi p? + 2p’% — pp’”” s’annule en changeant de signe
pr p(#) = 0 allure ordinaire / rebroussement de 1 espéce si p s’annule en changeant de signe / non

P S d — c
Droite en coord pol : p = cos(6—6p) ~ acosb+bsind

Repére de Frénet en M (ronp) : (M, T, N) avec T = l'_;):g;” = @ N = r,,/z['f'(t)]

df _ dN _ L B
o= cN &= —cT démo : dériver T2 = 1

CourburedeT"au pt M : ctql—Z) osi(t) = cN Rayon de courbure : R = %

Centre de courbure : K tq MK = RN

Cercle de courbure = cercle osculateur (centre ds la concavité)
=4 =4 2 2

&= s(t)donc F'(t) = $Tet F(t) = 5T +c(§)' N

c= FOF@ o _ IFOFQ

IROR GHOR .
Développée de I : ensb D des centres de courbure (I : développante de D)

Avec T(t) = cos[a(®)]i +sinfe(t)]] c=9% R=

cavectana = LU =tant o=t (modx) R=& =50

centre de courbure : K = (x - &,y + &
(o3 (o3
v=a-0 tanv:F% — da =dv+do

Th des fonctions implicites : T' = {(x,y) / F(x,y) = 0} et F € C!; si %(a, b) # 0 alors il existe W voisinage de (a, b) et U

2 (xp(x)
Fy(%(9)

voisinage de atels que : Vx € U, dp(X), F(X, ¢(X)) = 0 avec ¢’(X) =

4.3.3 Surfaces
sonlier - [ 9F OF iMe T rad il
Pt régulier : (W(xo,yo), W(xo,yo)) famille libre / grad G(Xo, Yo, 20) # 0

Plan tangent : éq avec le det pr une nappe (z = ¢(X, y)) ou une fonction implicite (A = gﬁa G) : avec la normale

La tangente a un arc sur une nappe est une droite du plan tangent
Intersection avec une droite : G(H,) = 0 : si 4 est racine d’ordre > 2, D est une tangente 8 X en H,,

Application affinede AdsR: f(M) = ux+vwy+wz+h

Cylindre de direction de génératriced: YM e C, M+ Rl c C
Si f et g formes affines alors C = {M € A / F[f(M), g(M)] = 0} est un cylindre de dir de gén Ker fn Kerg
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Cylindre de révolution d’axe D etrayon R: M € C & d(M, D) = ”’*_"\éﬁ' =R
Cylindre d’axe Oz: F(x,y) =0
Eq:MeCe AL H, €8

Coéne de sommet S : YM eC,S+RS—I\7I) cC
Si f, g et h formes linéaires tq (fi g, ﬁ) base de E* et F fct p-homogeéne alors C = {M / F[f(M), g(M), h(M)] = 0} est un cone de
sommet Stq f(S) =g(S)=h(S) =0

démo : S pt unique tq f(S) = g(S) = h(S) = 0 car base ; p-homogéne = F(0,0,0) =0; f(S+ /IS—MS) = Af(Mg)

2=
Cone de révolution: M e C & cosa = ‘E'S—M'
Iidil ISMil

cas particulier d = (0,0,1), S = 0: X2 +y? = Ztana

Ensemble de révolution: YM € E,Cup € &
Si f forme affine non cst alors & = {M € A / F[f(M), ||§m||] = 0} est un ensb de rév d’axe Q + R(Ker ij
Surfengendréepar B: M e E & CupNB+0 < Imme Bet Mm-d = 0et ||£T/I>||2 = ||£%>1||2 avecQ e D

Distance d’un pt a une droite : d(M, D) = ”Anﬂ,fld”

Distance d’un pt au plan ux+ vww+wz+h = 0:d(M,II) =

JuX+VY+WZ+h|
VAW
Perpendiculaire commune a deux droites : [A+ Vect(t, d)] N [B + Vect(V,§)] avecg=U0GAV

Plus courte distance entre deux droites : ||ﬁk>|| = [ﬁfﬁl

Volume d’un tétrahédre : V =

[Mle, M M, |v|1|v|4]

X2+Y2 X Y
XiYa  Xa Ya
XE B X8 YB

XEV?: Xc Yc

Eq du cercle circonscrit & un triangle : C(X, Y) :

e

4.3.4 Quadriques

rg | Eq réduite Nature
3| £+L+Z-0 |singleton
£4L_Z-0 |cone
;—2 + § + é =-110
£4+L+Z -1 | ellipsoide
£ 4+¥ _Z -1 | hyperboloide a une nappe (Hy)
;—2 + g - § = -1 | hyperboloide a deux nappes (H;)
2 [ £y -2 paraboloide elliptique
;—2 § = %Z paraboloide hyperbolique
;—2 + § =-1 0
Lir-1 cylindre elliptique
£_r-1 cylindre hyperbolique
;—2 + g =0 droite
§ - g =0 deux plans sécants
1| x2=2py cylindre parabolique

Une quadrique est de révolution ssi ses vl pr st égales
Les intersections d’une quadrique par deux plans / sont deux coniques de rm type

5 Topologie

Topologie: 0etEe 7T - ANBeT - UaA€eT

Topologietrace : Ty =HNT

Ouvert : voisinage de chacun de ses pts

Fermé : R\F est un ouvert & FcF ettsuited’élémtsde Fasalimds F o F = f<"(F") avec f € C°
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Voisinage : AU € 7,U c V

Distance : d(a, B) = Infd(a, b) diamétre : 6(A) = Sup d(x.y)
beB (xy)eh?
Intérieur & A : A est un voisinage de a (plus gd ouvert c A)
Adhérent & A : tout voisinage de arencontre A/ aest la lim d’une suite d’élémts de A (plus petit fermé > A)
Aestdense dansB: A= B
Valeur d’adhérence : YV € V5, YN € N, dng > N, up, € V & est la lim d’une suite extraite
L’ensb des valeurs d’adhérence d’une suite est un fermé
Frontiére : A* = ANE\A = A\A

limf(x) =1 e [¥(x:) € A lim(x)) = a= lim f(x,) =]

f continue & f<>(0)=0 o f<P(F)=F
f € L(E) est [u] continue & continueen 0 & N[f(X)] < K|IX|| & k-lip

Sur un K-ev de dim finie, tt les normes st équivalentes

Em complet : tt suite de Cauchy de HY est cv (ds H)
Partie compléte = fermée - ds un espace de Banach (evnc) : partie compléte < partie fermée
Un K-gv de dim finie est complet
Petit th de Baire : ds un métrique complet, si (Fn)ner \, de fermés non vides tq 6(F,) — 0O alors Ja, Npew Fn = {@}
Critére de Cauchy pr les fonctions (ds un emc) :
!(ig;f(x) existe © Ve > 0,3U € V,,V(X, xX") e U,d (f(X), f(X")) <&
Th du point fixe (sur une partie compléte d’un evn ; en pratique, sur D fermé tq f(D) c D) :
f k-contractante (k < 1) et (u,) f-récurrente = la lim de (up) est le pt fixe de f et Vn, |ju, — 1]| < ﬁllul — Ug||

Compact : de tt suite on peut extraire une ss-suite cv
Sur un evN : compact = fermé borné (on a I’équivalence sur R et C)
Sont compacts : parties finies - {ye E/Ane N,y = xn} U {l} avec (un) cv
Ds un compact, la lim de tt suite ™\, de fermés non vides est un fermé non vide
Tt em compact est complet
Partie compacte = fermée - ds un espace compact : partie compacte & partie fermée
Ds un compact, si une suite admet une unique valeur d’adhérence alors elle cv vers cette valeur
L’image d’un compact par un fonction continue est un compact
Une application continue bijective est un homéomorphisme sur un compact
Théoréme de Heine : une application continue est uniformément continue sur un compact
Une application continue est bornée sur un compact et y atteint ses bornes
Propriété de Borel-Lebesgue :
une partie K est compacte ssi de tt recouvrement ouvert de K on peut extraire un ss-recouvrement fini
R est un compact

Dans les espaces produits :

Les normes usuelles sur une famille de p evn sont équivalentes

La projection sur le i® gv~ est continue

Dans (E = []; Ei, ll llw), B(%, 1) = TT; B(%, 1)

Il'yacvssiilyacv coord par coord

Un produit d’ouverts est un ouvert un produit de fermés est un fermé

Une partie est compacte ssi ¢’est un produit de compacts

Ds un K-ev de dim finie les compacts sont les fermés bornés

Une partie est compléte ssi c’est un produit de complets

La continuité d’une fonction implique la continuité des applications partielles (réciprogue fausse)

(R, +) n’admet pas de ss-grp ouvert autre que lui-m
démo : ¢, B(0,&) c G = ] — 2P, 2P¢[Cc G
Gss-grp de (R, +) : soit da e R,G = aZ soit G est dense dans R
démo:a = infG;sia # 0alors @ € G prendre 2 élémts entre « et 2« et faire leur différence : G = @Z ; sinon mq Y(X, y), GN]x, y[# @ avec [%J

Connexité par arcs : V(a, b), ([, B], ¢), ¢ € C% ¢(a) = a,¢(B) = b

Les parties ¢ p a de R sont les intervalles

Tt partie convexe ou étoilée d’'unevN estcp a

L’image d’une partie ¢ p a par une application continueestc p a

Le produitd’evncpaestcpa

Th du peigne : si C et les (Aj)iq sontcpaetVi,ANC=#0alorsCU (Ui A)cpa
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Siles (A)ier sontcpaetV(i, j), ANA;#0alorsUA cpa

Toute partie ¢ p a d’un evn est une partie connexe (i.e. tt partie & la fois ouverte et fermée est E ou 0)
démo : mq si P # 0 alors P = Aavec yp o ¢ avec yp € C°

Si f est localement cste sur une partie connexe par arcs alors elle est cste

Th de Darboux : si f € D(I,R) avec | intervalle alors f'(I) intervalle
0émo : g+ X > " §i w2 At Ga(@) = /()i Use 1) € pacar ga € C°, 1 ¢ paet gal) N gu(1) # 0 car ga(t) = Go(a); puis ma
/(1) = Uaa Ga(1) : intervalle

6 Suites — séries

6.1 Suites

Suite arithmétique (U, = Up + nr) : Yo up = (N+ 1) =5
Suite géométrique (Un = Upq") : 2Ly Un = Ug lﬁnﬂ
Suite arithmético-géométrique (un,1 = aun + b) : soit | tel que | = al + b et se ramener a (v,) = (un — I) géométrique
Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 :

A>0=Up=Ar +urfouA=0= Uy = (2 +un)rgouA < 0= uy =p"(A1cosnd + ysin nb)
Suites récurrentes linéaires :

si PoT(u) = 0etsi P(X) = [T, (X — 4;)™ est scindé, une base des suites (un) est (ns/li”)0<15§<igh .

avec : T : (Up) + (Unsz); 0na: Ker(T — A1d)™ = Vect{(n°AM), (nAM), ..., ("™1AM)} =

démo : réc avec ¢ : Ker(T — Ald)™ — K / (u)) — (T = Ald)(u,); mg dimKer(T — A1d)™! = dimKerg + dimImg < m+ 1 et
Ime c Ker(T — Ald)™...

Suites f-récurrentes :

— domaine de déf

— graphe de f

limites possibles

existence de la limite : cv monotone / unique val d’adhérence

(th du pt fixe — cv)

recherche d’un domaine D tq f(D) c D

—avec f € ¢! :si f7 > 0, (uy) monotone si f2 >0, fof et (uy) et (uzn+1)) monotones de varient en sens contraire
(adjacentes)

. 1
Si U1 = f(un) avec up > 0, Uy — O et : Ja, F(X) 5 x —ax®*! + o(x**1) alors : u, ~ (ﬁ) o

démo : poser Vi, = U,* et MQ Vq,1 — Vo — &, puis Césaro : "—”*;"’1 — aw

Une suite monotone bornée est cv
Suites adjacentes : u 7, v\ et limp_c Va — Uy = 0 : méme limite

n
Théoréme de Césaro : U, — | = v, = % N
généralisé 1 up, - let Yp jax — 0 = v, = Tadk |
=0 nN—oo 2

Si (Sw1—s) > 1€Ralors 2 — 2
Si #2 — 1eR, alors {fU, — A

Suite de Cauchy : de > 0,AN e N,Vm > N,¥n > N, |up — Up| < &

Suite cv = de Cauchy = bornée

La val d’adhérence d’une suite de Cauchy (si elle existe) est sa limite

Théoréme de Bolzano-WeierstraR : de toute suite bornée dans un emc on peut extraire une ss-suite convergente
= toute suite réelle bornée admet une valeur d’adhérence

La limite d’une suite cv est son unique valeur d’adhérence

Th d’interversion des limites monotones (up) : Si VP, (@n,p)n . €L YN, (8n,p)p ./ alors lima(limp &, ) = limp(limy &, )
démo : les limites existent ds R puis mq chacune est inférieure & I’autre

Suites homographiques : Uns1 = i‘d—ig = f(up);suivantl = (1) :

— unique sol : v, = i est arithmétique

— deuxsol : v, = “”’,', est géométrique

Un—
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6.2 Séries

Stg Un cve Yp_o Uk cV
Dans un EvNc, AcV = cv
Si stg Vi, (Vh > 0 APcr) cv et Up <V, 0U U, = O(Vy) alors stg up cv
Si U ~ Vp alors u, > 0 apcr et stg uy et v, st de M nature
Si stg Vp cv et -2 < “2 alors stg Up cv
Théoréme de d’Alembert : si ”3—;1 — dalorsA <1 =stguycvetd>1=stgu,pv
idem avec {/u, — 1 (comparer avec stg k")
Régle de Raabe-Duhamel : si %2 =1 — £ + O(7) alors uy ~ £ démo : b, = In(N"Uy) puis stg (bn,1 — by)
Si u, — o alors v, = EKT‘)“ - o0
Si f C° par morceaux et N\, alors : stg f(n) cv & f intégrable sur [a, +oo[

stg'ecve |7 <1

stgeMcv ey <0

Série harmonique: Y, £ ov  démo: 321 L > { = pas de Cauchy
Séries de Riemann : & cv ssi @ > 1 = Régle de Riemann

Séries de Bertrand : stg u, = m cvea>lou(a=1etp>1)
Si v, > 0 apcr et uy ~ Vv, alors (idem avec up = 0(Vy)) :
— Sistg vy cvalors 3 Uk ~ Yo Vi

— sistg vppv alors Y o Uk ~ YR_o Vi

1 4 .
Yheix ~Inn (=Inn+y+o0(1) démo : mq stg @n = Xpy1 — XnCvaveC Xo = % +...+ 2 —Inn

. o 1 1 : n 1 1
Sl a > 1 a|OrS Zk:n ke ~ (a—l)rr"l Sla < 1 a|OI‘S Zk:l ke ~ (l—a)n”‘l
, 1
démo : 2 30, (%)* — [t dt
oo 1 1 n A . 1 1 1
icnid ~m  ZieoKl~ 0l démob= i — iy ~

Produit de Cauchy : si U et v, sont acv alors stg Wy = i j_n UiVj cv (resp acv) et 3170 W = (X2 Uk)(Xilo k)
Critére spécial de cv des séries alternées : si (an) € RY \ et tend vers 0 alors stg (—1)"an cv et : | Sy akl < lan]

Transformation d’ Abel (up) :
Si VN, || Yoo Ukl < M et stg [Ans1 — Anl cv (0U An \) €t A4y — 0 alors stg AnUy, cv
démo : Ty = Y1, Uc et mq Sy = Y, AUk est de Cauchy

ejnﬁ'

S iovsia<0,acvsia>1,si0<a<1:pvsife2nZ, scvsib¢2nZ

avec0 < a < letf ¢ nZ, SI¥ et XM gy démo : Abel

, . R in? in?
démo - si cons[Pé? ACY oozzane < leosmdl 45y oozzane + smnanﬁ ot ©os29 _ cos?nd _ sin?nd

] = no no n
Pour 8 ¢ nZ, sinnd A 0
démo : sinon sin[(n + 1)8] = sinnd cos 6 + sin@cos ng — 0 donc cos nd — 0 donc sin?nd + cos2nd =1 — 0!

Pour A € My(K), () = Ae* =e A démo : cvu de f'... et continuité de M — AM

0o (1)t 2 oo (=LKt ) +1 Lk 1 Qoo
In2=yp, & démo: 3, CU =y~ Rt dt = [ 3 (-1t dt

6.3 Séries entiéres

Lemme d’Abel : si 7y € Ctq (a,Z)) est bornée alors : Yz e C, |2 < 2| = stg |anZ"| cv
démo : |a,2"| = |anzg||% " avec |%| <1
Rayon de cv R = Sup{2 € R% / (apA") bornée} : |7 < R= stg a,z" acv |7 > R= stg a,Z" bv
stganz) scv = 20| =R - VzeCstgaZ'cv & Vze Cstg anz’ acv
R = Sup{1 € R} / (anA") bornée} = Sup{d € R% / anA" — 0} = Sup{d € R% / stg anA” cv} = Sup{d € R} / apd" acv}
Siapb < bhalorsR; > Ry
Stga,2"amrayondecv que:lanz® - A-an?' - by ~a, - n%a?’ - (n+1a, 2" - 2!

n+l

Ra+b < min(Ry, Ry) si Ry # Ry ousi (ap) et (by) sonta sﬁaports disjoints alors Ry+p = Min(Ry, Ry)
Le produit de Cauchy de deux sk est une se de R < min(R,, Ry)

Les pts du cercle de cv sont soit tous acv soit tous pv, soit??? (= si on connait la cv d’un pt...)

La stg a,Z" cvn donc cvu sur tt compact inclus dans le disque ouvert de cv

La fonction somme d’une sk est continue en tout z du disque ouvert de cv

Si la stg |anZ"] cv en un pt du cercle de rayon R alors la se cvn donc cvu sur le disque fermé de cv et la fonction somme est
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continue sur ce disque

La fonction somme d’un se est C*® sur le disque ouvert de cv
On peut intégrer ou dériver terme & terme une se sur son disque ouvert de cv

Formule de Cauchy (up) : ¥r €]0,R[,Vn€ N, a,r" = & fz”

7 JO
5y 1 1 an+b-1
Pensera - = fo t dt

f(rei®) e dg

Si une fonction est bsg() alors elle est C* sur un V(0) et f(X) = X2, %x“ : série de Mac-Laurin

L’ensb des fonctions sk est une algebre
DpSE : avec les sk usuelles / par une équa diff
Recherche de psk :

— onchercheunesolsur]-R R[ (R>0)
— identifier par unicité du pse

— vérifier le rayon de cv

Si f eCetvxe[0,a],Vn,|fO(X)| < M [resp VX €] — a, o[, [f™(x)| < CB™n!] alors f est pse ~ démo : 1w
Contre-ex : f(X) = e six# 0et f(0) = 0 est C* et non sk : la série de M-L est nulle

6.4 Familles sommables

Toute réeunion dénombrable d’une famille d’ensembles dénombrales est dénombrable

Famille sommable : JA€ E,Ve > 0,3 € F, o CcI= [ Xjsaj - Al<e

L’image d’une famille sommable par une application linéaire continue est une famille sommable

Une famille positive est sommable ssi : AM € R,¥J € 7, }jc;8j < M dsce cas: Yig & = SUpyer Ag

Si (Jn)new € 7' est une suite 7 tq Uney Jn = | alors A = 3, & existe ssi r!LrgoAJn = SUPphey A, eXiste (= vaut A)

= sommer sur Ty = {(p.q) / p+q < N} ou Cy = {(p,q) € [0, N’}
(2)ier SOommable < (|z])ici Sommable
Tt ss-famille d’une famille sommable est sommable
Avec |1 (N) = {(Un)nex € RY / (un) sommable} et Ny @ U 3 aq lunl ona: (I1(N), Np) Evne
Avec |(N) = {(Un)nay € RY / (u2) sommable} et Ny : U /Y e U2 ona: (I2(N), Np) Evae
Si (&)icr est sommable alors 3¢ & = Moo X ey, @
Sil=1"Ul”avecl’nl” =0 alors (&)ic; sSommable & (&)ic- et (&)ic» SoOmmables
ds ce cas Ziel a = Ziel’ a + Ziel” a
si (&)ier € RY, généralisable a | = [ [t It avec T dénombrable (faux ds le cas général)
Si (Upg)pgez € K™ est sommable alors 2p 2qUpg = 2g ZpUpg
(Upg)p.ger2 € K est sommable ssi V0, 0q = X pen [Upgl eXiste et (og)qen €St sommable
dsce cas: Xpg Upg = 2p LqUpa = Xq2pUpa
Si (|ap])perr €t (Ibgl)qerr SONt sommables alors : 3, ez = (Zp ap) (Zp bq)
Convergence domingée : si Vn, |un p| < vp avec stg vy cv alors uy, p est sommable

7 Fonctions

7.1 Fonctions

(gof)t="f"tog!
f=0(g) & AVeV,V¥xeVnE,f(X)=e(X)a(X) f=0(g) & |f(X)] < M|g(X)
f~ge (f-g =0 e f(x)=(1+e(X)9(x)
Homéomorphisme : bijection bicontinue
(fy (@) = m
si f e C"etVx, f/(x) # O alors f~1 existe et est C"
Formule de Leibnitz : (fg)®™ = 3f , CK fKgh—+

Théoréme du retour de la limite : si f — | et @ < | alors il existe un voisinage V de atq Yxe VN E, f(X) > «
k-lipschitzienne : [f(x) — f(y)| < kix-y| < [f’I<k = uniformémentcontinue
Théoréme des valeurs intermédiaires : | intervalle et f € C° alors f(1) intervalle.
en particulier 3(a,b) € 12, f(a) < 0 et f(b) > 0 = Ac€la, b[, f(c) =0
Continuité uniforme : Ve > 0,An > 0,Y(x,y) € E2, |x -yl <np = [f(X) - f(y)| < &
Théoréme de la limite monotone : si f " alors xIin;_f(x) < f(a) < Xlin;f(x)
Th de prolongement de la dérivée :
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si f € C%([a,b]) et f € D(Ja, b]) et £ admet une limite | en aalors f est continiment dérivable en aet f'(a) = |

Théoréme de Rolle : si f € C%([a, b]) et f € D*(]a, b]) et f(a) = f(b) alors Ic €]a, b[, f'(c) = 0

Théoréme des accroissements finis (faux ds K") : si f € D([a, b]) alors 3c €]a, b[, f(b) - f(a) = (b—a)f’(c)
démo : Rolle avec (t) = f(t) - t12-1@

Inégalité des accr0|ssements fInIS (encore vraids K") : Vt € [a, b], [T’ < g'(t) = [If(b) - f(@)I < g(b) — g(a)
démo : ||f f(t)dt|| < f 1/ (t)]|dt

Regle de I’hopital : Ic €]xo, X[, M =IO (= passage a la lim)

g(c

démo : RolleSUst(X)—[f(b)—f(a)]%J(X) [g(b) 9(@If(¥)

Formule de Taylor-Lagrange (= rrv) : Ic €]a, b[, f(b) = Xp_, (bl‘(—?)k fM () + % f(D(c)
k

Formule de Taylor-Young : f(b) = f_ &2 ¥ (a) + o (b - a)")

Formule de Taylor avec reste intégral : f(b) = X, &2 0 (a) + fb O0% ¢ (D) (t)dlt

Convexe (e.g. X = €) : VX, VA € [0, 1], f(Ax+ (L - y) < Af () + (L - Df(y) o I@ 7
f convexessi f” 7 ssi f” >0
Si f convexe alors Vx, f(X) < f(a) + (x—a)f’(a)

Penser a : ( f f/(tx) dt — existence d’un prolongement par continuité

{zeC/ e*=2z}={z=In|z|+i0+2ikr / ke Z}avec § = argzy

7.1.1 Equations fonctionnelles

1"™méthode :

— tatonner

— parréc: f(nx)aveche N puisne Z
—pourx=1(teRneN): fi)y= f(Bt)= f(qt)avecqeQ
— pour X € R : A(Xy) € QY, Xy —X (densité de Q dsR) = f(x)
— Vérification

2°méthode :

— intégrer pour montrer par réc : f € C®

— dériver pour obtenir une équa diff — la résoudre
— Vérification

3*méthode : T(f) = gavec T linéaire = f = fo + Ker T

7.2 Suites de fonctions

cvu o sup|fa(X) = f(X) = 0
La convergence uniforme est conservée pour : f, + gn, Afn, ¢ o f avec ¢ k-lip, pn x f, avec (on) et (fn) bornées
Critére de Cauchy uniforme : (f,), ds F Evne, cvusur Ao Ve > 0,AN e N,Vp,q > N,Vx e A [|fp(X) — fg(¥I < ¢
Si F evne, (B(A F), || l) est un espace de Banach
Si K compact, C°(K, F) est un fermé de (B(K, F), || |l.), ¢’est donc un Evnc
La limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue (= non cvu si f non continue)

encore vrai si cvu sur tt compact

. 0 . cvu . b b
Si les f, sont C (resp intb) et f, W f (et f intb) alors fa fn— fa f

. Ccvu X Ccvu X
compact de | compact de |
Th de dérivation : ‘
sivn, f, e CL(I,R) et f — f et f, —— galors f, ——— f et f e CL(I,R) et f' = g
sur | comsplgarc}tde | comspl:irc?de |
lacvs de f enun ptde | suffit

Th de Dini : K partie compacte de E, (f,) € C°(K, R)" suite 7, f, —CV—SKe f et f € CO(K,R) alors f, —CV—T(» f
sur sur
démo :mqg Fn(e) = {(xe K/ |[Ta(X) — f(X)| > &} = (f — )" ([e, oo[) suite \, de fermés vides apcr
2 th de Dini : si (f,) € C°([a, b], R)" et f, ——» f et f € C%([a, b],R) et ¥n, f, ~ alors f, —— f

sur [a,b]
démo : prendre une subdivision de pas 7 (tq |f(x) - f(x N<eg)
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Penser aux fonctions créneau, pic, escalier, etc...

fa(X) ——>s Ap
) XeA XA
Si n_mlsm* ln_m alors f(x) —o A
f(x) A
f(X) —2, 9, An
XeA
Si f, de E dans F complet et si ”H‘X’lsﬁYUA alors A € F, l”%"
X—a
F(%) f(x) — A
Fonction réglée sur [a, b] : A(ey) € (EFHY, e, —C—:U—b]» f (& VX € [a,b], f admet une lim & gauche et & droite)
sur [a,
Th de Weierstra® : si f € C°([a, b], R) alors : A(P,) € R[X]Y, P, =, f (analogue ds C)

sur [a,b]
démo : avec les polyfde Bernstein : Ex(X) = CKXX(1 - X)"  ona: Y0 E = 1, YhokEx = nX et 30, k(k — 1)E en dérivant

o Bio CHOOA(L = X)X dPoll BLo K2E, = n(n = 1)X2 +1X; Po(f) = Sio f()E oo 1

Mg Tiea, E(¥) < 70 00 An = (k€ [0.1), | — X| > 1} avec Tio(k — X)’E(X) < § et 2ol < | Tkear |+ S0, n]ia, |

f est de classe C* par morceaux sur [a, b] ssi il existe une subdivision de [a, b] tq fija a.,[ €St C¥ et prolongeable par continuité

sur [&, a+1]
Tt application continue par morceaux sur [a, b] est réglée sur [a, b]
Tt application continue sur [a, b] est limite uniforme d’une suite d’applications affines par morceaux

Si f est la lim unif sur R d’une suite de polyf alors c’est un polyh démo : mq P, cste apcr avec le critére de Cauchy

7.3 Séries de fonctions

Mémes propriétés que ci-dessus avec la suite des sommes partielles : Sy = S o Uk(X)
(continuité, intégration, dérivation)
Stg X - Uk(X) cvu sur A & (Sy) est de Cauchy
Stg X — Uk(X) est dite normalement cv ssi : A(an) € (RL)Y, stg an cv et ¥n, VX, [lun(X)|| < an
Si stg up cvn alors stg X — un(X) acvu donc cvu
majorer un(X) par an (avec éventuellement a, = sup |[un(X)|])
si u(X) est alternée, majorer |S(x) — Sn(X)| avec le cscsa (premier terme non négligé)

Si (U) € C°([a, bl, R) cvu sur [a, b] alors stg [ ue(®)dt cv et [ T2 u(tdt = X2y [ et
Si onacvn de stg [X — ux(X)] sur [a, b] alors :
déf

itk L7155 Ol < 57 ( £ Iuolidt) = £ luds

Si Yo Uk(t) —cv—bl—> fet Yp_o up(t) —CHJT) galors f’ existeet f' = g
sur sur

7.4 Séries de Fourier

C2, : ensb des fonctions continues 27-périodiques
¢ EXE—C/(f,9) & [ TOo® dt = <flg>
(& = t — €'k, famille orthonormale génératrice des polyf trigonométriques

o(f) = <adf> = L [ ft)eKdt

Inégalité de Bessel : Vf e CO™, VN, TRy leu(F)P? < & 02,, I ()Rt
(Ick(F)[?)kez st sommable

Si f paire : c_x(f) = c(f) impaire c_(f) = —ck(f)
ck(f7) = ike(f) c(t > f(t+a)) = e' @ cy(f) lek(F)l < 1 flleo
o(FD) = (ik)ie(f) idem avec f e C;’;l N CP™ et la dérivée prolongée arbitrairement

Th de Weierstral trigonométrique (up) : tt fonction de C», est la lim unif sur R d’une suite de polyfi trigonométrg

Théoréme de Parseval : Vf e C3", L Oz"lf(t)lzdt = ez lae(F)2

V(f,9) € (Con, & [ TOUMI = Sz (D)
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7 (Cor, <I>) = (12(Z), ¢) / T — (ck(f))iez CONserve la norme donc est injective
Vf eCou[YkeZ,a(f) =0 f=0g,]
Si f € Cy, il y a unicité du psr démo : f —g e Cy et Vk c(f — g) = 0...

Théoreme de Dirichlet : ¥ € C3", limy_.o S(F)(%0) = 3 [f(¢) + fOg)|  avec Sn(¥) = Ty c(F) e

Si (Ykkez est sommable alors f : X - Yz vk €™ € Car et VK, c(f) = ¥k
Si f € Cor N CE™ alors (Ck(f))yez €St sommable, VX, f(X) = Yyez C(f) €K

et [x — Sn() = TRy () €] —— [x i F(¥)]

démo : (c(f)?) et (k) sommables donc (c(f) = %(2) sommable donc g : t > %2
f = gcar f — gest CO et th de Parseval

. C(f) e’ cyn donc est C° et a le M psk que f donc

aj(f) =1 [T f(Hcos(jtydt  by(f)=1 [Fsin(jhdt aj=cj+c; by=ig-ic

Ck = ak—2| by Ck = ak+2i [
Th de Dirichlet : Vf € C3™, 3 [(x*) + f(x)] = limy_o [ 252 + ¥, (aj(f) cos jx + by(f)sin jx)]

Si f paire : aj(f) = 2 [ f(t) cos(jt)dt et bj(f) = 0...
Th de Parseval : si f € C%™ alors 1 fOZ" f2(t)dt = %% + Yioo(a2 + b2)

Lemme de Lebesgue : kIim fab f()e'dt=0  — aveccoskt...
—+00

démo :si f € Gt :pp; sinon f cste, puis en escalier, puis réglée
Noyau de Dirichlet : Dy(u) = 5 + XL, cos(ju) = N + 5 si U € 27Z, =

J5 Dn(uydu =3

sin[(2N+1) Y]
2sin §

siug¢ 2nZ

Applications T-périodiques : w = &

Z
() =2 [T e idu  o(f) = ikoc(f)

T
Formule de Parseval : v € C®™, ¢ [ |f(u)Pdu = Tyez [ck( )2

Th de Dirichlet: Vf € CY™, 2[f(u*) + f(U7)] = liMnoeo Dpe_y C(F) €7k
Sifec®nctm, uN | c(f)elken 'T{ f(u)

sur
f [imlpaire : a(f) = cj+ c_; = 2 [ f(U)cos(jwt)du  bj(f) =icj—ic =2 [ f(u)sin(jeu)du
Sifect™: I[f(u)+fu)l=2+ Z?‘zl(aj €os jwU + bj sin jwu)

N

TR L=z démo : psr de f € CO™ paire tq Vt € [0, 7], f(t) = 7 - t
s 1 _ 1 1
Pensera: ¥ & = X gy + X oty

7.5 Intégration
7.5.1 Calcul

Intégration par parties : fab u'v = [uv]? - fab uv’ (permet de virer les In) bien choisir la cste
Changement de variable : si ¢ C'[-difféomorphisme] alors fab f (b))’ (H)dt = f‘o(b) f(u)du

o(a)
Sih:xe [ t(’g) f(t, ¥)dt alors h(x) = b'(X) f(b(X), X) — & (X) f(a(X), X) + fa‘(’(xj’ 8t (¢, X)dt

Th de Fubini sur les intégrales doubles : fxfy = fo att : sur des compacts avec f continue

Fractions rationelles :

X ot _ o (X _2tp X y _a 2 1 ﬁ 2 _ o _ P
f tzﬂqut =3 12+pt+th+f (t+g)2+qu_2dt_ 5 In(X° + px+q) + 5 Arctan(—?) + Caveca® =g - 7
4

X at+f _ a (X _(2t+p)dt X dt dt
/ @ 9= 3 ) @rpurgy +y [ @ ptra) @

Polynéme en sin et cos : fx(sin t)2P+1(cos t)ddt = — fcosx(l — U?)Puddu avec u = cost et vice versa si q impair
ou passer par les exp

FRensinetcos: u=tan (penser & 1 = sin? + cos?)

Regles de Bioche :
f(-t)=—-f():u=cost f(r—t)=-Ff@):u=sint f(r+t)=f(t):u=tant (hyperbolique: idem)
f(x) = P(X)e = F(X) = Q(x)e** avec d°Q = d°P : dériver F puis identification

FRen x et (2£8)7 : u= (2D)7 d’od u” d’out

; Al R b i N, _ :
Intégrales abéliennes (en Vax? + bx +C) : z= X+ 5 puis ya(Z + h) avec Vsh°u-1=chu:

puis calculer J, = par réc avec une p
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Vi+t2 - t=shu V1-12 - t=sinu Vt2 -1 - t=chu

V(X = a)(x - B) poser x = acos? t + Bsin*t avec t € [0, Z]
Valx=a)(x=p) = [x - al Ja>Z et poser u = (jaxL

Sifa+b-t) = f@®alors [tf®dt= 22 ["f)dt  démo: [(a+b)f(dt= [tf®dt+ [*@-+b-f@dt=2 [*tf(dt
Penser & dériver les int & paramétre puis réintegrer penser & intégrer le pse

00 2 _ ﬁ —00 gint o 00 _ _
Jyetdt=F 77 Mdt=2 (we) [ t”ezt dtz_ n!
. z z 22p(pl 7~ (2p)! s
Wallis : 1, = [?(cost)"dt = [*(sint)"dt lp = ﬁ et lopi1 = 5% In~ Z
démo : lp.q = f07 cos™ttcos?t dt = [cos™ (1 —sin*t)dt = I,y — [(cos™ttsint)sintdt = lpg = lng— 2o
I d’Euler: I'(X) = &i tle-tdt D =R}, C, convexe, [(x + 1) = XI(x), [(¥) ~ Lrn)=n-H,Ir¢) = vr

7.5.2 Intégrabilité

Une fonction bornée ou prolongeable par continuité est intégrable

Fonctions continues : intégrables sur un segment ; de méme si la primitive est bornée

f intégrable ssi | f| intégrable

Utiliser )!im fx f(t)dt (d’abord vérifier que f intb)

Si gavaleurs ds R, intégrable et si f = O(g) (resp f ~ g) alors f intégrable et fxb f = O(fxb g) (resp ~)
Si g a valeurs ds R, non intégrable et f = 0(9) (resp f ~ g) alors f: f= o(fax g) (resp f: f f: )

— recherche d’équivalents (eventuellement précédé par une pp)
ex: fxm et dt ~.? rechercher h(t) tq (h(t) e—tz) et

e intégrable sur R,
Intégrales de Riemann (a> 0) : x — % intégrable sur [a, +oo[ ssi @ > 1; intégrable sur ]0,a] ssi @ < 1
Critére de Riemann :

Si tI_i}m)ot“f(t) =0(a>121)alors f = o(t%,) donc f intégrable sur [a, +oo[ (idem avec a < 1 sur ]0, a])

Intégrales de Bertrand : t intbsur[e,o[ © (@>1)ou(e=1etB>1)

_1
te Inf(t)

Si f N\ etestavaleursds R, alors stg fnrll f(t)dt — f(n) cvet:stg f(n) cv & fintb sur [A, oo

7.5.3 Etudes théoriques

Une application réglée sur K est bornée sur K
b b
I < LN

On intégre composante par composante

Si f € C°%([a, b] x K, R) avec K compact alors X fab f(t, X)dt est C° sur K (idem si K = E de dim finie)
Si f e 2l existe et 3 € C° (en (x, 1)) alors X > ¢(x) = fab f(t, x)dt est C* et ¢’ (X) = fab 9L (t, X)dt

Si festC?avaleursds R, alors [ f =0= Vxel, f(x)=0

Si f intb sur [a, oof et si r!im f(x) = A existe dans R alors 1 = 0

Penser a traiter f cste, puis en escalier, puis réglée

Changement de variable ¢ € C* strictement monotone (difféomorphisme)
si ¢ monotone : L(I) f=[fopxly|

. 1
Sommes de Riemann : £ 310 o f(¥) — 5 f(dx

impropres : si f est C%, positive, monotone et intb sur ]a, b[ alors fon;”l f< %Zﬂzl f(%) < fll/n f
si f estCY, positive, N\ et intb sur R% alors 37>, hf(nh) — fo‘x’ f

Formule de la moyenne : si g < 0 alors dc € [a, b], fab f(t)g(t)dt = f(c) fab g(t)dt
en particulier : [ f(t)dt = f(c)(b- a)
Inégalité de Cauchy-Schwartz : (fab fg)? < (fab fz)(faID )
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fabf‘s fab|f||

Théoréme de convergence monotone :
si (fn) suite  de fonctions réelles intb sur | tq f, —CV—§|—> f alors f intbsur I ssi (| f.)nestmajoréeet [ f = sup, [ fo = lim, [ f,
sur

Corollaire :
si (uk) suite de fonctions > 0 intb sur | tq la stg ux cvs vers f sur | alors f intb sur | ssi la stg f|uk cv etfI f= flz;’;;o U =
Zr?;of,Uk )
Théoreme de convergence dominée :
si (f,) suite de fonctions ds R ou C intb sur | et ¢ > 0 intb sur | tq f, —CV—S|—> f et Vn,|fy] < ¢ alors f estintb sur | et :
sur

J f=lim, [ f,  (penser a I"appliquer sur un intervalle)
Intégration terme a terme :

si (uy) suite de fonctions ds R ou C intb sur | tq stg uk cvs sur | vers f alors si stg flluk| cv alors f intb sur I, f||f| =
J oo lud < SR flud et [ f= [ S ue= T f Uk
Théoréme de continuité :

si f ds R ou C continue sur D x | et Yx € D,t — f(xt)intb surl et ¢ > 0 intb sur | tq Y(xt),|f(xt)] < ¢(t) alors
X g(x) = f| f(x, t)dt est continue sur D

pour la continuité : penser a séquencialiser — tcp
Théoréme de dérivation :

mémes hyp avec D intervalle de R et f tq ’;—)f( existe et vérifie aussi ces hyp alors gest C* sur D et Vx € D, g'(X) = fl ‘;—L(x, t)dt

Penser a u%iliser le cscsa
Suites d’L " : utiliser x{a,z,] Pr Se ramener sur un compact
n

Lemme de lebesgue : lim fabf(t)e*‘”‘dtzo
N—+o00

Si f e C%[a,b],R)etVpeN, fabtpf(t)dt =0alors f =0 démo : th de Weierstral

7.6 Equations différentielles

y +a(t)y = b(t) sg:t ae ™ démo :avec f(t) = eAV y(t)

Le pb de Cauchy : y'(t) = u[y(t)] et y(to) = Yo admet une sol unique Y gy,

Si (Y1,...,Yp) € Snalors Yio, rg(ys, - . ., Yp) = rg(ys(to), . . ., yp(to)) démo : 7y, 1 F — Sh/ Yo > Yoy iS0morphisme
dimSy =dimF =n

)7(—5 = u[@] avec u diagonalisable : A(ky, ..., k,) € K2, Vt e J,@ =3 ketty

Le pb de Cauchy : Y’(t) = AY(t) et Y(to) = Yo admet une sol unique Y, v, (t) = exp[(t — to)A] - Yo
démo : avec F(t) = exp(—tA)Y(t)
dimSy =dimF =n le rang d’une famille de solutions ne dépend pas de t

Raccords : méme limite en X, méme dérivée en Xy, la sol en xo convient

Matrice Wronskienne : ‘W(t) : n solutions en vecteurs colonnes

(Y1,...,Yy) base de Sy 3¥0,(W(to) 20 VL, W{H) 20

det W(t) = det W(to) exp J trAS) ds)

Variation de la constante : sp ss la forme A(x)e B

Méthode de Lagrange : si 3, k;Yj se, poser Y(t) = X", kj(t)Y; = W(B)K(t) alors WK’ = B(t)
d’ot K’ = W(t)1B(t)

Th de Cauchy-Lipschitz linéaire :

- — - T .
le pb de Cauchy y'(t) = u(t)[@] + @ et y(_toj = Yp admet une sol unique définie sur J entier
dimSy =dimF =n le rang d’une famille de solutions ne dépend pas de t

¢ :Sh— Sy /Yy (YY) est un isomorphisme d’ev dimSy =2
Cas particulier : y” + f(t)y = 0 alors “W(t) = cst
Changement de var t = ¢(X) ol ¢ est un difféomorphisme (bijection bidérivable) : poser z(t) = y(X) = y(¢~*(t))

Coefs csts : racines de I’éq caratéristique sur C
Yy’ +by +c=f(X) SG : a€* + Be'2X (ax+ p)go* e**(Acos wx + Bsinwx)

23



EDLH : Si ON connait une sp y*, poser : y = zy*
S ay(X) = v(X) avec y(X) = P(X) polyn [resp P(x) e**] chercher une sp ss la forme x™P(x) [resp x™P(x) e*X] avec m multiplicité
de 0 comme racine du polyf caractéristq

ED a variables séparables ?

P(xY) +YQ(xY) = 0avec 28 = 22 et U étoilé?

ep de Newton :y” = f(y): multlpller pary’

ep d’Euler : ax?y” + bxy +cy = 0: posert = In x

ep de Bernoulli : y' = a(x)y + b(x)yP : poser z = y?

ep de Ricatti : y' = a(xX)y? + b(X)y + ¢(X) avec y* sp : posery = y* + z
Si F(Ax Ay, Y) = A°F(X,Y,Y') poser y(X) = xm(X) — Ep a var sép

FLy.y)=0 y =1ty
Si t n’apparait pas ds I’éq alors I’ensb des sols est “invariant par translation”
Solution maximale : on ne peut pas la prolonger

Th de Cauchy-Lipschitz : si U est un ouvert de R x E sur lequel f est définie et C* alors V(to, yo) € U, il existe une unique
solution maximale (7, ¢) de E, ) avec contrainte (t, y(t)) € U

tt autre sol est une restriction de (Z, @)

il y unicité locale au pb de Cauchy : de tq 3 une sol (Jto — &, to + £[, ¢)

Th de Cauchy-Lipschitz pr les éq du second ordre : sur I’ouvert U, avec g € C* le pb de Cauchy : y”’ = g(t,y,Y’), Y(to) = « et
Y (to) = B admet une solution maximale unique (7, ¢)

Tt solution non nulle de y” = a(t)y’ + b(t)y admet un nb fini de zéros sur tt segment [«, 5]
démo : compact — prendre une ss-suite d’élémts distincts qui cv vers | ety'(l) = lim 2220 = ¢
Siy = f(t,y) avec f bornée alors tt sol max & un mtervalle de déf égal AR
démo : supposer ]a, b[ et prolonger en b car y(b) = yo + f y'(t) dt

Lemme de Gronwall : f,u e C%([a,b],R) tq Vx € [a,b],1f(x) < M + [If(®)llu(t)ldtalors [f(x)] < Mexp| L lu(t)ldt]
démo : poser g(x) = M + fax|f(t)||u(t)| dt et majorer % siM>0

7.7 Fonctions de plusieurs variables
f 1 U — F est différentiable ssi 3l € £(E, f),Lir%w -0

heU
f admetunporal’ordre lena: f(a+ h) = f(a) + daf(h) + ||h/le(h) avec g(h) — 0
Si E =R, f différentiable en ty & f dérivable en tg etd, f(1) = f'(to)
f différentiable en a= f continue en a
Dérivée partielle : daf (V) = 25(a) = !mgw

Différentielle : daf : (hy.....hp) - X7, 2L (@)hy
df rar dof  df =3P, g; avecdx; =7t (hy,....hp) = hi  da()) = (;”—ij(a) = D;f(a)

feCle df eC®
festClsurU e Vie[l,n], fi=piofestClsurU

Siy i x - ¢[f(x), g(x)] alors day(h) = ¢[daf(h), 9(@)] + ¢[ (&), dag(h)]
da(g o f) = df(a)g o daf

Si f estcste, Va,daf =0

Si f est affine, Ya,d,f = f

Les applications linéaires sont leurs propre différentielle

Avec N(X) = ||| : dyN(h) = <= démo : N : x> 7+ [P

(11|

Si f bijective d’un ouvert de RP ds un ouvert de R" et si f est différentiable en un pt aetsi ! I’esten b = f(a) alors n = p et
df(a)ffl = (daf)71
Une application est différentiable ssi elle I’est composante par composante

Si f eClalors Vj e [1, p), o= N Les
SiVvje[l,pl g—xf existe et est C sur U alors f est différentiable sur U et est C*
]

SurU:feCleVifi=pofecCteVvij ax' existe et est C°

Matrice jacobienne : Jf(a) = Mat(, »)(daf) Jf(a) = (‘”‘ (a))
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fCleam Jf(a)CP
daf isomorphisme & detJf(a) # 0

H ﬁhk n ng 3)"
Sih=go falors 5 = X, Fx 7

Sig(t) = fu(t). .. Up(t)) alors g'(t) = XF ) Srlu(®), .., up(®] U (1)

f est un C*-difféomorphisme ssi f bijection et f et f~* sont de classe C*
Si f est injective d’un ouvert U de RP ds R" et Va,d,f est unisom d’ev alorsn = p, V = f(U) est un ouvert de R" et f est un
C*-difféomorphisme de U sur V

Th d’inversion locale : si f € C1(U, F) et si da f isomorphisme alors f est localement un C*-difféomorphisme
Si f e CY(U,R") injective et si Vx € U, dyf isomorphisme alors p = n, V = f(U) est un ouvert de R" et f est un Ck-
difféomorphisme de U sur V

Passage en polaires : x dx+ydy =r dr xdy-ydx=r?do

Si U ouvert convexe de RP et f € C1(U,R") tq AM, Vx € U, ||ldxf|ll < M alors ¥(a, b) € U?,||f(b) — f(a)l| < M||b - al|
f est alors unif continue sur U
SiVxe U,dyf = 0z rn alors f est cste sur U

Formule des accroissements finis : avec f € C1(U,R) : c €]a, b[, f(b) — f(a) = d.f(b—a) = < ar—aﬁ f(o)lb-a>
af af p—
grad f —(6X 3—) da(¥) = 2 (a) =< grad f ()V >

FO 0 )
Hessienne : Hf(v) = %,(V) B;( ) ,MZ(V) Ga(V) ='v-Hf(a)-v
AU TORE=10)
Si f € C?(U,R), prvfixé: f(a+tV) = f(a) + tdaf(v) + %qa(v) +0(t?) démo : Taylor avec ¢ : t = f(a+tv)

f(a+h) = f(a) + daf(h) + Jaa(h) + lINIPs(h) avec lims(h) =

Pt critique ade f : d,f =0

Si f admet un extremum local en aalors d,f =0

Si aest un pt critique de f : aest un maximum [resp min] relatif de f ssi g, forme négative [resp positive]
Si a pt critique et si g, définie positive alors a min relatif strict de f sur U

Si f continue tq ||I|m f(X) = oo alors f admet un min absolu qui est atteint
X||—

Si A partie convexe et f convexe alors tt min relatif de f sur A est min absolu sur A démo : avec z, = Xo + t(y — Xo)

Passage en polaires : R* x] — m,n[— A / (r,6) ~ (r cos6,r sin6) est un C*-difféomorphisme de bijection réciproque : (x,y)

2 2 y
(VX2 +y2,2 Arctan HW)
Th de Fubini

Th du changement de variable :
[ FOCY) dxdy = [f for(u,v) '% dudv  ou BEL‘Q = Jr(u,v) avec 7 : (U, V) > (X,Y)

Représentation polaire : ffT(U) f(x.y) dxdy = [J, f o 7(r.)Ir| dr do

Représentation sphérique : ffr(u) f(xy,2) dxdydz= [[[, f o 7(r,6,¢)Ir’sin6| dr do de

Pour I’ellipse, poser : (x,y) = (a1 cost, basint)

, < . k k
Théoréme de Schwartz : si f € CK al = .B ! ,
ﬁmkmﬁml

,ﬁmdb ﬁmdn
div F = tr(dsf)
Forme différentielle : application de U ds R®"
Forme différentielle exacte « : il existe un champ scalaire f (primitive de @) tq dxy) f = a(xy)

. — . . . —
Sia= <F_'|(dx, dy,dz>ona: F= grad f (lf dérive d’un potentiel scalaire) donc rot F=0
Forme différentielle fermée : vérifie Schwartz @ =P dx+Qdy: § = = 20
Ensemble étoilé : AMy € A,YM € A, [Mg, M] Cc A
Th de Poincarré : une forme différentielle définie sur un ouvert étoilé est exacte ssi elle est fermée

Intégrale curviligne : 1 = [C(PX + Qy + Rz) dt = [ ofe()](¢' () dt
pr une forme différentielle exacte : | = f[p(b)] — f[e(a)] | ne dépend que des extrémités de I’arc
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Formule de Green-Riemann :
si @ = P dx+ Q dy forme différentielle, P, Q € C*, D domaine défini par un arc fermé I alors [La = [J/ (52 - & )dx dy

ox
Airg(D) = [[Ldxdy= [.xdy= [[-ydx=3 [(xdy-ydx)  pol:e = 3p°dd
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8 Formules

8.1 Trigonométrie
8.1.1 Dérivées

Argchx = In(x+ Vx2 — 1)
Argshx = In(x+ VX2 + 1)

Argthx = £ In($2

(cos)’(x) = —sin x (ch)’'(x) = shx

(sin)’(X) = cos X (sh)'(x) = chx

(tan)’'(x) = 1+tan?x = L= | (thy(¥) =1 -th®x= —
(Arccos)’ (x) = ﬁ (Argch)' (x) = \/%
(Arcsiny (x) = (Argshy () = 2=

(ArC tan),(X) = lsz (Arg th)/(X) = 1—lx2

8.1.2 Composées

COS(Arc cos X) = X
sin(Arcsin x) = x
tan(Arctan x) = x
cos(Arcsinx) = V1 — x2
sin(Arccos X) = V1 — x2

cos(Arctan x) = —=

. V1+x2
sin(Arctan x) = 1)-(+x2
tan(Arc cos x) = =X
tan(Arcsin x) = \/1"77

8.1.3 Addition, linéarisation, factorisation, duplication, ...

Arcsin X + Arccos X =
Arctanx + Arctan 1 =

ISIERSIE

X Sgn X

ch(Argchx) = x
sh(Argsh x) = x
th(Argth x) = x
ch(Argshx) = Vx2 +1
sh(Argchx) = VX2 -1
ch(Argthx) = \/1_)(2
sh(Argth x) = —
th(Argch x) = XX=1

th(Argsh x) = \/ﬁ

<7

N

x

— DL

cos?a=
cos®a =

cos? X+ sin® x=1
1+tan?x =

1
€0s? X
1+cos2a

sin2 a= 1-cos?2a

3 cos a+cos 3a sin3 a=

)

3sina-sin3a

)

ch®x-sh?x=1
1-th?x= -1

ch? x

Addition

cos(a+ b) = cosacosb—sinasinb
sin(a+ b) = sinacosb + sinbcosa
tan(a+b) =

tanat+tanb
l-tanatanb

cos(a+b) =chachb+shashb
sh(a+b) =shachb+shbcha

_ that+thb
th(a+b) = 7ams

Linéarisation

cosacosb = 1[cos(a+ b) + cos(a — b)]
sinacosbh = lz[sin(a+ b) + sin(a — b)]

£

sinasinb = s[cos(a - b) — cos(a + b)]

chachb = 3[ch(a+ b) + ch(a—b)]
shachb = f[sh(a+ b) + sh(a—b)]
shashb = ;[ch(a+ b) — ch(a - b)]

Factorisation

cosa+ cosb = 2 cos &P cos &2
cosa - cosb = —2sin 2 sin &P

cha+chb=2ch%bcha;zs
cha—-chb=2sh&bghab

2
sina+ sinb = 2sin 22 cos 22 sha+shb=25h%che%b
sina—sinb = 2sin &2 cos &P sha—shb=2sh &L ch 22
Duplication || cos2a = cos?a—sin“a ch2a=ch’a+sh’a
=2cos?a-1=1-2sina =2ch’a-1=1+2sh’a
sin2a = 2sinacosa sh2a=2shacha
_ 2tana _ 2tha
tan2a = T taa th2a = La
_ X _ 1t _ 14t
t = tan(h)3 Cos X = fr chx= f
sinx = gttz shx =125
_ t _ 2t
tanx = 5 thx_m

sin? - —sh? et tan2 — —th?
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8.2 Primitives

f(x) F(x)
Pl AX : In x|
X(y+1 1 -1
Xt l(t+1 X (n—ll)fo
ax ax X X
e ze a nad
Inx xInx—x
i 1
cos? x tan x sirf M —cotg X
1 1
P th x o coth X
tan x —In|cos x| cotg X In|sin x|
th x In(ch x) coth x In|sh x|
1 X 1 X T
W‘ In|tan 3| fo In|tan(3 + 7)I
Bx In|th 3| Thx 2 Arctan(eX)
s 2 Arctan X L =2 (= 2 ArcthXsur]-aal)
X _ 2+ a2 1 in X
T Argsh 2 =In|x+ V2 + &2 T Arcsin 3
L_ | Injx+ Vx¢—a? (= Argch % sur]a, +co)
Xe—a

8.3 Développements en séries entieres

= TR X =1+ x+ 2+ + 5+

ToF = Zikeo CE;;fl X< démo : dériver p fois 1=
ex:Zﬁioﬁ—T=1+x+x72+%3+§+.._
INL+X) = SR ()X = x - ¥ 0 Xy

(1 + X)” -1+ ZEO:J_ ka =1+ aX+ (t(ozz—l) ¥2 4 (t(a—lg(a—Z)Xs .

X2k+ 1

iny =S kel PSS
sinx =2 0(-1) Do =X~ tim

_§:°° k x& X2 x4

COS X = k=0(_1)m_1_7+ﬂ+“'
A — J® ko2t < xX8
retanx = Yo~ g =X-3+% ~ -
Arc si _ oy Cyoxel _ X, 38
rCSInX_Zk:OTm_X+?+m+"'

Arccos x = 7 — Arcsin x

Encore vraies pour x € C; fonctions hyperboliques : remplacer (-1) par 1

8.4 Divers

Al = @ ») =Ch = 5

chP=ch cPl+ch,=cCh

Ch=Ch=1 Ci=Ci't=n Al=1 Aj=n Aj=n
(@+b)" = T, Crakb™*

a"—b" = (a-b) X} akprik

22:1 Kk = n(n+1)

2
2 _ n(n+1)(2n+1
T ¢ = thesian

3 _ n?(n+l1)?
Tia K = MO

n

Comparaison des moyennes : ——"— < &= < (g x ... x ay)'/"

I+
démo: 1:ics:n® < (T a&)(X 3);2: concavité du In
1 11 fr - !

Gt S g demo:iCh= G 1

Formule de Stirling : n! ~ \/27m(g)n

2
x=% <In(l+x)<x e=21+x

[sinX < X Yt e [0, Z],sint > %t (car sin est concave sur [0, £]) |%| <n (parrécavecsin(n+1u=..)
tan X > X
cos™ x = cos(x+ Z)  sin® x =sin(x + &)

Ul =M < u-Vv
luvi < 2(u? +v?)  (car (Ju| - V) > 0)
Z+722< 22 +1ZP (car0<|z-Z| = |22 + |2 - Z - Z2)
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K=ie k=+3
>t wP* = nsi pin/ 0'sinon

Arccos ~; V1 — X2 car Arccos 1 = 0 donc Arccos X ~1 Sin(Arc cos X)
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