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1 Une sémantique interactive des dépendances du premier ordre

2 Une présentation polygraphique de la sémantique
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Présentations polygraphiques de catégories

Présentations par générateurs et relations

• Décrivent les catégories comme des structures algébriques
libres

• Peuvent fournir des descriptions finies des catégories

• Sont intéressantes techniquement (ex : composition)
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Première partie I

Causalité en logique propositionnelle du premier
ordre
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Logique propositionnelle du premier ordre

Formule : A ::= ∃x .A | ∀x .A | A ∧ A | A ∨ A

• Quantificateurs du premier ordre :

Γ ` P,∆

Γ ` ∀x .P,∆(∀)
Γ ` P[t/x ],∆

Γ ` ∃x .P,∆ (∃)

• Connecteurs :

Γ ` A,∆ Γ ` B,∆

Γ ` A ∧ B,∆
(∧)

Γ ` A,B,∆

Γ ` A ∨ B,∆
(∨)

• . . .
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Causalité dans les preuves

π

Γ ` A,B,∆

Γ ` A, ∀y .B,∆(∀)

Γ ` ∀x .A, ∀y .B,∆ (∀)

 

π

Γ ` A,B,∆

Γ ` ∀x .A,B,∆(∀)

Γ ` ∀x .A,∀y .B,∆ (∀)

Si x 6∈ FV(t) !
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Causalité dans les preuves

Les dépendances essentielles induites par les preuves sont

∀x // ∃y

où le témoin t fourni pour y admet x comme variable libre.
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Jeux

Formules : A = ∃x .A | ∀x .A | A ∧ A | A ∨ A

jeu = formule = arbre de coups (Joueur / Opposant)

∀x .∀y .(∀z .P ∨ ∃z ′.Q)

 

∀ ∃

∀

^^ @@

∀

OO
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Stratégies

stratégie = relation de dépendance sur les coups du jeu

` P,Q[t/z ′]

` P,∃z ′.Q
(∃)

` ∀z .P,∃z ′.Q
(∀)

` ∀y .(∀z .P ∨ ∃z ′.Q)
(∀)

` ∀x .∀y .(∀z .P ∨ ∃z ′.Q)

(∀)

 

∀ ∃

∀

^^ @@

∀

OO
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Variables libres de t : {x , z}
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Stratégies causales

jeu A = ordre partiel sur les coups
stratégie σ = relation sur les coups

Une stratégie σ : A est causale lorsque

1 si m σ n alors m opposant et n joueur

2 la relation ≤A ∪ σ est acyclique

Interdit :
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Une première étape

On traitera ici le cas des formules dont les connecteurs sont
restreints aux feuilles :

∀x1.∀x2.∃x3.∀x4.∃x5.∃x6.∀x7 ... P(xi1 , . . . , xik )
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On peut ainsi construire une catégorie monöıdale Jeux des jeux et
stratégies causales.

Rem : la compositionalité des stratégies n’est pas évidente.
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Deuxième partie II

Présentation polygraphiques de catégories
monöıdales
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La catégorie simpliciale

La catégorie simpliciale ∆ a pour :

• objets : les ensembles [n] = {0, 1, . . . , n − 1} pour n ∈ N,

• morphismes : les fonctions croissantes.
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@@@@@@@

2
OOOOOO

1 1 : [4]→ [2]

0 0
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Une théorie des monöıdes
La catégorie ∆ contient deux morphismes générateurs :

µ : [2]→ [1] et η : [0]→ [1]

1
0

0
0

qui vérifient :

=

et

= =

µ et η engendrent ∆
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Une présentation de la catégorie ∆
La catégorie ∆ est isomorphe à la catégorie monöıdale libre sur les
deux générateurs

µ : [2]→ [1] et η : [0]→ [1]

1
0

0
0

quotientée par les relations

=

et

= =
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Une théorie des monöıdes

foncteur monöıdal strict ∆→ C
=

monöıde dans C

Mon(C) ∼= StrMonCat(∆, C)
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Définition externe / interne

Deux formulations équivalentes des monöıdes :

• formulation externe : critère d’acyclicité (croissance)

...
...

j

:::::::: j ′

...
...

i

��������
i ′

...
...

i ≤ j ⇒ f (i) ≤ f (j)

• formulation interne : générateurs + relations
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La théorie des jeux

foncteur monöıdal ∆→ C
=

monöıde dans C

La théorie correspondante est une variante polarisée des relations.
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Présentations
La théorie des monöıdes

Catégorie simpliciale ∆ : entiers et fonctions croissantes.

• Générateurs :

et

• Relations :

=

= =
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Présentations
La théorie des symétries

Catégorie Bij : entiers et bijections.

• Générateurs :

• Relations :

=

=
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Présentations
La théorie des monöıdes commutatifs

Catégorie F : entiers et fonctions.

• Générateurs :

• Relations : monöıde + symétrie +

=

. . .
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Présentations
La théorie des comonöıdes commutatifs

Catégorie Fop : entiers et fonctions.

• Générateurs :

• Relations :

. . .
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Présentations
La théorie des bigèbres bicommutatives

Catégorie Mat(N) : entiers et matrices à coefficients dans N.

• Générateurs :

• Relations : monöıde commutatif + comonöıde commutatif +

= =

= =
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Présentations
La théorie des relations

Catégorie FRel : entiers et relations.

• Générateurs :

• Relations : bigèbre bicommutative +

=
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La catégorie Jeux

La catégorie Jeux est la catégorie dont

• les objets sont les entiers

[n] = {0, 1, 2, . . . , n − 1}
munis d’une fonction de polarisation

λ : [n]→ {∃,∀}

• les morphismes sont les stratégies causales.

3

∀

2

OO

∃

1

OO

∃

0

OO

∀
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∀ ∀

∃

VV

// ∃

∀ ∃

∃

77oooooooooo

??�������������
∀

ggOOOOOOOOOO
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La structure des fils

∀ ∀

∃

VV

// ∃

∀ ∃

∃

77oooooooooo

??�������������
∀

ggOOOOOOOOOO

 

∀ ∀

∃ ∃

∀ ∃

∃ ∀
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Les ingrédients
Deux objets ∃ et ∀ tels que
• ∃ est un monöıde

∃
∃

∃
∃

et
∃ ∃

∃ ∃

i.e. vérifie

=

et

= =

• ∃ est un comonöıde commutatif

∃
∃

∃
∃ et

∃ ∃

∃ ∃
• ∃ est une bigèbre bicommutative
• ∃ a ∀

∃

∀
et

∀

∃
tels que

∃

∀

∃

= ∃ ∃ et

∀

∃

∀

= ∀ ∀

(dualité = adjonction)
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Les ingrédients

C’est suffisant !

• En particulier, la dualité ∃ a ∀ induit une structure de bigèbre
bicommutative qualitative sur ∀.
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La théorie Jeux

foncteur monoidal Jeux→ C
=

paire duale de bimonöıde commuatifs relationnels

Jeux(C) ∼= StrMonCat(Jeux, C)
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On obtient ainsi facilement :

• la définissabilité des stratégies

• la composition des stratégies
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Troisième partie III

Vers une présentation convergente
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Orientation des relations

Il est naturel d’orienter les relations des présentations afin de tenter
d’obtenir des systèmes de réécriture convergents
(= localement confluents + terminants).
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Orientation de la théorie de symétries

Un générateur :
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Orientation de la théorie de symétries

Deux relations :

=

=
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Orientation de la théorie de symétries

Deux règles de réécriture :

→

→
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Une paire critique
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Une paire critique
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Une paire critique
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Une paire critique
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Une paire critique

��

//

��

oo
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Une famille de paires critiques

φ
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Une famille de paires critiques

φ
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Une famille de paires critiques

φ
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Le cas des bigèbres

φ
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Le cas des bigèbres

φ

→
φ
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Le cas des bigèbres

→
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