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[A] Barbaresco, F. Jean-Louis Koszul and the elementary structures of Information Geometry. In Geometric Structures of
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[D] Barbaresco, F. Les densités de probabilité « distinguées » et I'équation d'Alexis Clairaut: regards croisés de Maurice
Fréchet et de Jean-Louis Koszul, Conférence Histoire de la discipline, GRETSI'17 , Juan-Les-Pins, Septembre 2017
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) - @ Jean-Louis'Koszul
/ Créateur du CIRM
ix"(@hoto anniversaire CIRM)
Jean-Louis Koszul au colloque « Topologie différentielle »,

Strasbourg 1953 avec Chern, de Rham, Eckmann,
Ehresmann, Godeaux, Hopf, Lichnefpwicz, Malgrange, %
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Milnor, Reeb, Schwartz, SUss, Baom, Libermann et Weil.
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CIRM Seminar, August 2017
TGSI'17 « Topological & Geometrical Structures of Information »

pecial Issue "Topological and
eometrical Structure of
formation”, Selected Papers from
IRM conferences 2017"
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FGSI'19 Cartan-Koszul-Souriau « Foundations of Geometric Structure
of Information », 4-6 Février 2019, IMAG Montpellier

| FGSI'19 Cartan-Koszul-Souriau

> Site web: hitps://fasi2019.sciencesconf.org

» Workshop on the influence of the Triumvirate Elie Cartan (ENS, 1888),
Jean-Louis Koszul (ENS, 1940) and Jean-Marie Souriau (ENS, 1942)
on Foundation of Geometric Structure of Information.

> For the 50th birthday of Jean-Marie Souriau Book “Structure des
systemes dynamiques” published in 1969, and Jean-Louis Koszul
Book Translation by Springer “Infroduction to Symplectic Geometry

» Both Koszul and Souriau were influenced by Elie Cartan works on
symmetric homogeneous spaces.

- Jean-Louis Koszul has developed theory of hessian geometry
infroducing Koszul forms that are fundamental structures in
Information Geometry.

- Jean-Marie Souriau has developed in the framework of

Geometrical Mechanics applied for Statistical Mechanics, a Lie
Group Thermodynamics in Homogeneous Symplectic Manifold.
Based on Souriau cocycle, this thermodynamics defines a
generalized Fisher metric where the Giblbs Maximum Entropy is
covariant with respect to dynamic groups of Physics.

2 Elie Cartan started his carreer at Montpellier, where he was

semr@ppointeddin 18%4:as lecturer in mathematics 0
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I SOURIAU 2019 SOURIAU 2019

Conference May 27-31 2019, Pariz-Dider

| SOURIAU 2019
: > Site web: http://souriau2019.fr

Frédéric Barbaresco
. Dandel Bennequin
> In 1969, the groundbreaking book of Jean- oo
Marie Souriau appeared “Structure des S Cnati
N\ ° 1] . Thibault Damour
Systemes Dynamiques”. We will celebrate, Rk B
in 2019, the jubilee of its publication, with a iy
conference in honour of the work of this S S S
greOT scientist. Yvette Kosman.Schwartzbac
. . . . Marc Lachieze-Rey
> Topics: Symplectic Mechanics, Geometric e
Quantization, Relativity & General I, e B | ety
Covariance, Thermodynamics, | = ' : s ¥
. . JEAN-MARIE SOURIAU Roland Triay
Cosmology, DIffGOlogy, PhI|OSOphy In 1969, the groundbresking book of Jean-Marie Souriau appesred *Structure des P
Systémes Dynamiques”. We will celebrate, in 2019, the jubilee of its publication, S
. . . . with a conference in honour of the work of this t scientist.
> POnel On ThermOdynomlcs (lnC|Ud|ng “Lle Symplectic Mechanics, Geometric Quagr::zation, Relativity & General San V0 Nggo
Groups ThermOdynOmICS, SOU”OU‘F'Sher Covariance, Thermodynamics, Cosmology, Diffeclogy — Philosophy

Metric”)
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Geometric Science
of Information: GSI

GSI’'13
Mines ParisTech

GSI’'15
Ecole Polytechnique



https://www.see.asso.fr/gsi2013
https://www.youtube.com/channel/UC5HHo1jbQXusNQzU1iekaGA
https://www.youtube.com/channel/UC5HHo1jbQXusNQzU1iekaGA
http://forum.cs-dc.org/category/90/gsi2015
http://forum.cs-dc.org/category/90/gsi2015
http://forum.cs-dc.org/category/90/gsi2015
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https://www.youtube.com/channel/UCnE9-LbfFRqtaes49cN2DVg/videos
https://www.youtube.com/channel/UCnE9-LbfFRqtaes49cN2DVg/videos
https://www.youtube.com/channel/UCnE9-LbfFRqtaes49cN2DVg/videos
https://www.youtube.com/channel/UCnE9-LbfFRqtaes49cN2DVg/videos
http://www.gsi2017/
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Probability on Riemannian Manifolds
Optimization on Manifold

Shape Space

Statistics on non-linear data

Lie Group Machine Learning
Harmonic Analysis on Lie Groups

Statistical Manifold & Hessian Information
Geometry

Monotone Embedding in Information
Geometry

Non-parametric Information Geometry
Computational Information Geometry
Divergence Geometry

Optimal Transport

Geometric Deep Learning

Geomeftry of Hamiltonian Monte Carlo

Information Topology

Geometric & (Poly)Symplectic Integrators

Geometric structures in thermodynamics and

sstatisticalgphysiasique , 20/11/2018
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GSI'19 Geometric Science of Information
27-29 Aout 2019, Toulouse, ENAC

| GSI'19 (4¢me édition) || Site: www.gsi2019.org

Contact Geometry & Hamiltonian
Confrol

Geometric and structure preserving
discretizations

Geometry of Quantum States
Geodesic Methods with Constraints

Probability Density Estimation &
Sampling in High Dimension

Geometry of Graphs and Networks
Distance Geometry

Geometry of Tensor-Valued Data
Geometric Mechanics

Geometric Robotics & Learning

Geometry in Neuroscience & Cognitive
Sciences

A special session will deal with:

» Geometric Science of Information

Libraries (geomstats, pyRiemann , ...)
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I Trimestre 2019 Labex CIMI, Toulouse

« Statistics with Geometry & Topology » CiMi e 13
Statistics with

€3 TOULOUSE

;] Trimestre « Statistics with Geometry & Geometry and Topology
;s Topology », Toulouse, Aout-Sept. 2019 Conference: ,

5% Geometric Science of Information (GSI 2019)
22 . . . August 26-29 2019, ENAC
» Opening Event: Geometric Science of e e

Information (GSI 19), 25-27 Septembre 2019, Mini courses and workshops:

;f ENAC Topology for learning and Data Analysis
£c . September 30 - October 4 2019, IMT

» Information Geometry, 30 Aout au 6

5§ Information Geomet

‘ég SepTembre & 14 au 19 Octobre 201 9' IMT August 30, September 2-6, Oc%lber 14-19 2019, IMT

i » Topology for Learning and Data Analysis, 29 Computational aspects of Gaometry
g SepTembre—4 Octobre 2019, IMT Algebra, Optimization and Statistics

83 . November 6-8 2019, IMT

[ Computational Aspects of Geometry, 6-8 -

Novembre 2019, IMT pat et i et R
23 Fabrice Gamboa (IMT) Florence Nicol (ENAC)

2 g Aurelien Garivier (ENS LYON) Edouard Pauwels (IRIT)

€5 Didier Henrion (LAAS CNRS) Xavier Pennec (INRIA SOPHIA)

=9 Thierry Kiein (ENAC) Stephane Puechmore! (ENAC)
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GSI SPRINGER PROCEEDINGS
LECTURE NOTES IN COMPUTER SCIENCE

° Geometric Science
e = of Information
- Geometric Science :
Geometric Science = °f'_"f°"3'at!?n

Pataiseau, France, October 2830, 2015
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Livre inédit de Koszul
traduit par Springer
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Introduétion fo

Symplectic
Geometry

Jean-Louis KOSZUL
Translated by Yi Ming Zou
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Koszul Book « Introduction to Symplectic Geometry »
traduction par SPRINGER, préfaces Koszul, Marle, Boyom, Barbaresco

TaBLE oF CONTENTS
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12 Symplectic vector spaces, symploctic bass .
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23 Symplectic coordinutes
24 Huamaltonan veetor Sebds amd symploctic voctor flekds
5 Potsson brackets uodor symploctic coordinstes
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1 Cotangent Bundles
31 Liowville forms and canomical symplectic stroctures on cotangost bandies
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10
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13 Fquivariance of moment maps
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113
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ForEWORD

I was invited to give lectures at Nankal University in the spring of 1983, This book is
based on the lecture note, translated and written (with minor modifications) by Yi Ming Zou.
We hope to introduce symplectic manifold theory to the readers through this introductory
book.

The development of analvtical mechanics provided the basic concepts of svmplectic stroe-
tures. The term svmplectic structure i3 due largely to analvtical mechanics. But in this book,
the applications of symplectic structure theory to mechanics s not discussed in any detail;
and some of the important parts of the theory, especially the application in analysis, are not
discussed at all. For those topics, we refer the readers to the references [1, 2, 7, 26). The

emphasis of this hook 15 on the differential properties of manifolds with svmplectic stroctures.

Chapter 4 discusses symplectic G-spaces. that is, symplectic manifolds with svmplectic
structures that are invariant under the actions of some Lie group G. For these symplectic
manifolds, certain maps we call moment maps provide with us an effective study tool. The
studv of symplectic G-spaces is a rich topic in symplectic manifold theory, there are still
many problems that deserve further study. The study of the symplectic G-spaces leads us to
the study of the dual structures of Lie algebras and the geometry properties of the so-called
coadjoint representations. We will discuss these subjects in section 4.3, which will last until
chapter 5.

THALES
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I Motivation: Information Geometry & Machine Learning

| Information Geometry & Natural Gradient

S

ay, inw
2015 All right:

2 Information geometry has been derived from invariant geometrical structure
involved in statistical inference. The Fisher metric defines a Riemannian metric as
the Hessian of two dual potential functions, linked to dually coupled affine
connections in a manifold of probability distributions. With the Souriau model, this
structure is extended preserving the Legendre tfransform between two dual
potential function parametrized in Lie algebra of the group acting transentively
on the homogeneous manifold.
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> Classically, to optimize the parameter @ of a probabilistic model, based on a
sequence of observations Y, ,is an online gradient descent with learning rate i, ,
and the loss function |, =—log p(y, / ¥, ) :

ol (y, )T
00

vithout the

0, <6, —n,

part or disclosed to a third pa

This document may not be reproduced, mo

| ] 6 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S



I Motivation: Information Geometry & Machine Learning

| Information Geometry & Natural Gradient

2 This simple gradient descent has a first drawback of using the same non-adaptive
learning rate for all parameter components, and a second drawback of non
invariance with respect to parameter re-encoding inducing different learning
rates. Amari has introduced the natural gradient to preserve this invariance to be

55 insensitive to the characteristic scale of each parameter direction. The gradient

descent could be corrected by (8)™ where | is the Fisher information matrix

with respect to parameter @, given by: T

‘ ol ()

0, « 6, —n1(0)" ——

1(0)=[9; | .
5 log p(y/@)ﬂ :{E B m{alog p(y/6)dlog p(y/@)ﬂ

with g. =| —E
i l: y~p(y/6’){ agiagj 00 00.
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I Motivation: Information Geometry & Machine Learning

] Information Geometry, Dual Potentials & Fisher Metric

; » Amari has proved that the Riemannian mefric in an exponential family is the
Fisher information matrix defined by:

g. =— 0D with @(9):—Iogje‘<‘9'y>dy
! 06,00, | s

ij

nsent of Thales -

2 and the dual potential, the Shannon entropy, is given by the Legendre transform:

dified, adapted, published, translated, in an
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I Motivation: Information Geometry & Machine Learning

| Statistical Mechanics, Dual Potentials & Fisher Metric

>
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2 In geometric staftistical mechanics, Souriau has developed a “Lie groups
thermodynamics” of dynamical systems where the (maximum entropy) Gibbs
density is covariant with respect to the action of the Lie group. In the Souriau
model, previous structures of information geometry are preserved:

RO ~(BU
|(ﬂ):—aﬂ2 with ®(B) =-log i e g 4
S(Q)=(.Q)-®(p) with Q=(m;—,(8ﬂ)eg* and ==Y e

» In the Souriau Lie groups thermodynamics model, f is a *geometric” (Planck|
temperature, element of Lie algebra g of the group, and Q is a “geometric”
heat, element of dual Lie algebra g~ of the group.

| ]9 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S



I Motivation: Information Geometry & Machine Learning

| Statistical Mechanics & Fisher Metric

» Souriau has proposed a Riemannian metric that we have identified as a
generalization of the Fisher metric:

=g, ] with g,([£.2.].1.2,])=6,(2.[5.2,])
with ©,(2,,2,)=6(2,,2,)+(Q.ad, (Z,) ) where ad, (Z,)=[Z,,Z,]
> The tensor @ used to define this extended Fisher metric is defined by the

moment map J(x) . from M (homogeneous symplectic manifold) fo the dual

Lie algebra ¢ . given by:

O(X,Y) = JXY] {35,dy} with J(x):M —> g such that J, (x) =(J(X), X) X eq
2 This tensor @ is also defined in tangent space of the cocycle 0(9) eq (this

cocycle appears due to the non-equivariance of the coodjom’r operator Ad
action of the group on the dual lie algebra): Q(Ad,(8))=Ad;(Q)+6(g)

O(X,Y):gxg >N with ©(X) =T,0(X(e))




I Fundamental Souriau Theorem

G

IB . (Planck) température )
element of Lie algebra

Qe etae Q" Q =Q(Ad,(5))= Ad’ (Q)+6(g)
12 e THALES



I Motivation: Information Geometry & Machine Learning

| Statistical Mechanics & Invariant Souriau-Fisher Metric

2 In Souriau’s Lie groups thermodynamics, the invariance by re-parameterization in
information geometry has been replaced by invariance with respect to the
action of the group. When an element of the group g acts on the element feg
of the Lie algebra, given by adjoint operator Adg . Under the action of the group
, Ad,(B) . the entropy S(Q) and the Fisher metric | (B) are invariant:

s[Q(Ad,(8)]=5(Q)

i Bea— Ad (B)=
|| Ad,(B) |=1(B)
t BR
- _ ith @ _ ﬁu(é)dﬂ,
|(B) =~ with (B) - j e
 s@=(pQ)-0(p) with 0= T2 ey’ and p-E e

| 22 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S



Souriau-Fisher Metric & Souriau Lie Groups Thermodynamics:
Bedrock for Lie Group Machine Learning

TEMPERATURE HEAT
In Lie Algebra G In Dual Lie Algebra
gﬂ([ﬁ’ Zl]’ [ﬁ’ZZ])=€)ﬂ(Zl1[ﬁizz])20

x/ Q QO g azlogj'e—m,u@))d/1
M

Gibbs canonical
ensemble 2
0

Ad, (B) Ad: (Q)+06(g) 1(8) = 1(Ad, (8))=-

QNN Z,
S
Entropy invariant under the
s(Q):<,8, Q>_cp(lg) action of the group

s(Q)=(£.Q)—®(8)=(0(Q).Q)— (@ (Q))

Logarithm of Partition Function  Entropy —
(Massieu Characteristic Function) Q=0(pB) = oD _ o B=0© (Q)eg
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I Motivation: Information Geometry & Machine Learning

.|| Higher Order Souriau Lie Group Thermodynamics based on Poly-
Symplectic Model of Christian Gunther

ny way, in who \

2 In the case of small data analytics, we propose to parameterized the (maximum
entropy) Gibbs density with higher order “geometric” temperature £, and
higher order heat Q, , that parameterized higher order entropy S (Ql,___,Qn)
and dual potential function ®(4,,..., 5,)

$(QuerrQu)= 2 (A Q)= @i )

© Thales 2015 All rights res

ntof Thales -
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E with ﬂk = aS(Ql""’Q”) and Qk — aq)(ﬂl""’ﬂn)
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:(E}é _Zn: ,Bk uk (&)

where ®(f;,.... §,) =~log j 2y,
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Motivation de la Géomeétrie de I'Information: travaux de Yann Ollivier
Natural Gradient & Natural Langevin Dynamics
|

. GSI'17 Best paper Winners are:
= Yann Ollivier (FACEBOOK IA Lab, Paris) &
Gaétan Marceau-Caron (MILA Lab, Montreal)

Natural Langevin Dynamics for Neural Networks

Gaétan Marceau-Caron'™ and Yann Ollivier2(®

' MILA, Université de Montréal, Montréal, Canada
gaetan.marceau.caron@umontreal.ca

2 CONRS, Université Paris-Saclay, Paris, France The resu |ng ngfurgl LOngevin

contact@yann-ollivier.org

dynamics combines the advantages of
Amari's natural gradient descent
ST, SRRPT . T ) (r”.;” ot m,..;m) | ‘b \ T 1/207(0.1d) and Fisher-precondifioned Langevin

Preconditioned Stochastic Gradient Langevin Dynamics

N dynamics for large neural networks

Natural Langevin Dynamics (use of Fisher Matrix as in
Natural Gradient from Information Geometry)

CxJ@)

J(8) = Ew yleD IL Gaupg | Hle) [(._r'j'” Inpgly|x)) I'H,).]||I.'J“[lr;i_1'1 :Ii ] Yan n O I | IVI er
|_5 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018




Gradient naturel de la géométrie de I'information
& son dual le gradient entropique

;| Gradient Naturel Bl ok
16" 6“ = 0% —n(Hess L)

_1 OL(6%)
oLz,

m o0 (Natural gradient: M(#) = Fisher information matrix.)

;. | Gradient Entropique Dual (Mirror Descent, Gradient de Balian)

Orr1 = 0y — iV f1(6¢) Ori1 = Arg min {(9 Vfe(6y)) + gHQ — 9t|%}
= t

Or1 = argmin {(0, VF2(6r)) + 0(0.6:)}  W(0.6") = e — '3

| Bo(6.6) = G(6) = G(#) = (VG(0).0 —0) 6y = arzmin { 0.V £,(60)) + —~Be(@, Hf}}

9k+1 _ 9!'( o ‘T}'M(I‘;)

d

dified, adapted, published, translat
ntof Thales -

~~ written conse

2o ¥y

G(0) H (1) By (1,17

CH(n) =sup{(0.n) —G(0)} [T T3 Ty — /3
€O exp () (1, log 1) — 1 nlog =

h=VH, g=h"!
n = g(0)
Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/% BH (?77 T},) — H(T}) o H(n’) _ (VH(T]’)‘ ?7 _ TJ’) T H I‘\ L E S
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Gradient naturel de la géométrie de I'information

& son dual le gradient entropique

| Gradient Entropique Dual

_ 1
O;11 = arg wiin {((—) V fe(0y)) + Q—Bg(é}, Qt)}
t

g(6rr1) = g(6:) — Vo fi(6:)]  Gradient Naturel

n=g(0)= VG 6 =h(n) =VH(n)

Ne+1 =1t — atVofi(h(ne))
Vo fe(h(n)) = V,h(n)Ve fi(h(n))
Vofi(h(m)) = [an?*(?}'t)]_lvnft(h(’?}'t))

Gradient entropique dual

H: Shannon Entropy
THALES



I Métrique de Fisher par Misha Gromov (IHES)

I M. Gromov, In a Search for a Structure, Part 1: On
Entropy. July 6, 2012

> http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/structre-serch-entropy-
july5-2012.pdf

©Thales 2015 All rights reserved.

Gromov Six Lectures on Probability, Symmetry,
Linearity. October 2014, Jussieu, November éth , 2014

> Lecture Slides & video:

http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-
Nov-2014.pdf

https://www.youtube.com/watch2v=hb4D8yMdov4

Gromov Four Lectures on Mathematical Structures
arising from Genetics and Molecular Biology, IHES,
October 2013

https://www.youtube.com/watch2v=v7QuYuoyLQc&t=5935s
(at time 01Th35min)

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole orin

part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales -
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Question de Gromov : Are there « entropies » associated to moment
maps

Tuesday 27 March

ggbabﬂﬂy”

2
| Bernoulli Lecture - What is Probability? What IS

Misha

> 27 March 2018 - CIB - EPFL - Switzerland GROMOY, S8
2 Lecturer: Mikhail Gromov

> https://bernoulli.epfl.ch/images/website/What is Probability v2(2).mp4
> http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489%-alternative-probabilities-2018.pdf

©Thales 2015 All rights reserved.

Fisher Metric. Recall (Archimedes, If, accordingly, we take the "in
287-212 BCE) the real moment map verse Hessian" — a kind of double
from the unit sphere 5™ c R"*1 to integral "/ f ds?" for the definition
Ill(‘ I)]‘ﬂ] ’ﬂlli]ir_\' \)I]l])l(‘X A” C R,,+l “f ent l'()[)\' - we “lll\“ at
for Question 2. Are there interest-
(20, ... n) = (po = :(3, s P = :,3,) ing "entropies" associated to (real

and complex) moment maps of gen-

and observe following R. Fisher that s s
eral toric varieties? Is there a mean-

the spherical metric (with constant

curvature +1) thus transported to ingful concept of "generalised prob-

A" call it ds? on A" is equal, up ability" grounded in positivity en-

to a scalar multiple, to the Hessian countered in algebraic geometry?

of the niropy ok ok kR eoskokskok SR sokokoR SR R ekokoR sk ook

ent{po. ....pn} = - Lipilogp;. B cib.ephic
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Préambule: des statistiques dans les espaces abstraits

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole orin
part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales - © Thales 2015 All rights reserved.

@

L'extension des statistiques dans les espaces abstraits a été introduite par Maurice Fréchet
a travers la notion « d’espace distancié ».

L'approche par les espaces métriques permet de définir la moyenne ou la médiane
d’'éléments dans un espace distancié par le barycentre géodésique de Fréchet calculé
par le flot de gradient de Hermann Karcher.

Pour définir ces espaces distanciés, il nous faut au préalable infroduire une distance entre
ces éléments. La métrique de Fisher et le hessien de I'entropie de la « Géométrie de
I'Information » fournissent une distance disposant des qualités d’invariances souhaitées.

La métrique de Fisher peut éfre généralisée dans des espaces plus abstraits a partir de la
fonction caractéristique de Koszul-Vinberg et la 2-forme de Koszul.

L'étape suivante consiste a généraliser la notion de densité gaussienne, en généralisant la
notion de densités a maximum d’entropie, ce qui nous oblige a généraliser la définition de
I'’entropie. Partant des fonctions caractéristiques de Frangois Massieu, cette généralisation
nous est donnée par Jean-Marie Souriau via « la thermodynamique des groupes de Lie »,
dont on deduit une metrique de Fisher-Souriau. THALES

Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018



I Plan de I'exposé (1/2)

| 1) Motivation : caractérisation statistique de la mesure digitale des
fluctuations de I'onde électromagnétique radar (idée de Henri Poincaré)

| 2) Approche de Maurice Fréchet : Les éléments aléatoires de nature
quelconque dans un espace distancié de Maurice Fréchet

| 3) La géométrie de I'information pour les familles de densité exponentielles

| 4) Approche de Jean-Louis Koszul: Les structures élémentaires de la
géométrie de I'information liées a I'étude des domaines bornés homogenes

| 32 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S
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I Plan de I'exposé (2/2)

| 5) Les fonctions caractéristiques de Frangois Massieu en physique statistique
et les fonctions potentielles de la géométrie de I'information

| 6) Approche de Jean-Marie Souriau: géométrisation de la physique
statistique et théorie géométrique de la chaleur (la Thermodynamique des
groupes de Lie)

| 7) Extension de la notion d’Entropie et des densités a maximum d’entropie
(maximum d’Entropie d’ordre supérieure)

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole orin
part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales - © Thales 2015 All rights reserved.
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I Geéeomeétrie de I'information: Géometrie d’Elie Cartan

. Une inspiration commune: Elie Cartan

Géométrie de Jean-Marie Souriau
Etude de la géométrie des variétés

do=0 . Géomeétrie symplectiques homogeénes sous |'action
=00l Svmplechque des groupes dynamiques. Introduction
Gee ml el"llieiﬂ le, |H||nl f|®r|m| I ]@ | on de la Thermodynamique des groupes

de Lie en mecanique statistique.

Géométrie de Jean-Louis Koszul
Etude de la géométrie des domaines
bornés homogenes, des espaces
homogeénes symétriques et des cobnes
convexes saillants. Infroduction d'une
2-forme invariante.

Géomeétrie de Erich Kahler

Etude de la géométrie des variétés
différentielles équipées d'une structure
unitaire satisfaisant une condition
d'intégrabilité. Le cas Kahler homogene
éetudié par André André Lichnerowicz.




Interdisciplinarité des Sciences Géomeétriques de I'Information

Métrique de Balian |

3 )
\v

structure

systémes
dynamiques
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I Géomeétrie de I'Information et Transformée de Legendre

3 " | Métriques de la Géométrie de I'Information
23 |
‘ T=d®¥ =d*S g=-d’log®=d*¥

Transformee de Legendre Transformée de Laplace/Fourier
| Y(X) = <x, x*> — Y (x) ¥ (x) = —log ®(x) = —log J‘e—<x,y>dy
£

©Tha
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I Signification intuitive de la transformée de Legendre

| Transformée de Legendre cp*(x*): <x*, x>—c1>(x)
- >la fransformée de Legendre transforme dq)*(x*) dD(x) -
: une fonction définie par sa valeur en un 4+ avec v =X et Tax =X
point en une fonction définie par sa X X
tangente.

2 se rencontre en thermodynamique et en

meécanique lagrangienne
+ O(X) Pente
. dox)  o(x)-@7(x)
dx x=0

Transformée de Legendre est I'équivalent d’une transformée
de Fourier pour les fonctions convexes (elle met en dualité)
Brenier, Yann. Un algorithme rapide pour le calcul de transformées de
Legendre-Fenchel discretes, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 308
(1989), no. 20, 587-589.

Géométrie classique
(la courbe est représentée
par un continuum de

Géométrie de Plicker
(la courbe est définie par
I'enveloppe de ses
tangentes)

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole or
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I Modeéle de Souriau de la Thermodynamique des groupes de Lie

TEMPERATURE CHALEUR
dans I’Algébre de Lie €l Dans le dual de I'algébre de Lie Métrique de Fisher
9,(8.2.1[8.2,)=0,(z,,[5.2,)=0

g Q Gibbs canonical o g PL |Og J'e—<ﬂ,U (§)>CMv
M

ensemble 52

Al () AdyQ+0(9) 1A =1(Ady(p)=-T 5=

B 2 Q
L’Entropie est invariant sous
s(Q):<,8, Q>_q)(lg) I’action du groupe

R s(Q)=(8.Q) - @(8)=(07(Q).Q)— ®(©(Q))

Logarithme de la oM

¥ fonction de Partition Q=0 ="""ca” F= ©7(Q) <=x
¢ (fonction caractéristique) op THALES




I Potentiel de Massieu versus Potentiel de Gibbs-Duhem

Potentiel de GIBBS-DUHEM: Energie Libre [idiiiiand

impossible to understand

,in whole orin

any elementary
course in
thermodynamics.
Viadimir Arnold

y way
| 15 Al right

©Thales 2015 Al

nsent of Thales -

Potentiel de MASSIEU (fonction caractéristique)

written co

dified, adapted, published, translated, in any wa

- —==E- S:>‘P <,6’,E>—S
T T IB:_ Préservation de la

T dualité de Legendre

Iﬁ) Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 T H A L E S



Définition Géomeétrique et Ontologique de la notion de température
par Jean-Marie Souriau: La Thermodynamique des Groupes de Lie
.| La température (de Planck) géométrique de Souriau est un élément de I'algebre
st de Lie du groupe dynamique (groupes de Gallilé ou Poincaré) agissant sur le

‘5 systéme

>
¢]

y W r
2015 All rights

| LUEntropie généralisée est la transformée de Legendre de I'opposée du logarithme
de la transformée de Laplace (fonction caractéristique de Massieu)

nt of Thales - © Thales

] La métrique de Fisher-Souriau est une Capacité Calorifique Géomeétrique (hessien
du potentiel de Massieu)

adapted, published, tra

d
prior written co

d to a third party without the

may no

Le formalisme de Souriau est totalement
, et ne nécessite aucun systeme de
coordonnées arbitraires (
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Travaux précurseurs de Muriel Casalis

N

E

Irsevstomal Rakinial Rovwrw (UL B 1 -3 Pried s Gres Brvus
€ Imcmvenrad Sntsmcsl bemtur

Familles Exponentielles Naturelles sur ¢
Invariantes par un Groupe

Muriel Casalis

Lobareoire de Statisvigue, Université Pawl Sebatier, 118, rowse de Narbonne, 31062
Towlouse Cedex, France

Reévameé

La der Larmallier de R pw par un grospe 4ty donsd onl
fabte Gum mom oo cola dun groupe compact, on partialicr de ospe des rotalioes, cehil de powpe
hyperteligue ¢t onte el @en growpe g & La Adopate comsnte b radwre b
peopnest dimvariance de b wwmom-rmmwl’wp—lmm
Cos dermitees o8 comséjecnie

1 Introduction

1l est courant en statstique & envisager un modéle (Q, o, (P )i tel qudl existe un
prowpe G de permutations de Q préservant globalement la famdlle de probsbilaés
Fw (P, 0¢0), Cested-dire que pour tout (6, g) de © x G, l'image g(Fy) de P, par g et
encore dans F (Bamdorfl-Nieken parle alors de modéle de transformations) On pourra
consulter Barndorfi-Nichsen et al. (1982) et plus récemment le livre de Barndorfl-Nielsen
(19638).

Un exemple célibre est celut des distnbutions de Fasher- Von-Mises pour leguel Q est
Ia sphere unité de U'espace euclidien E

Polde) = LF) " exp (0, x)oldx),

o d habel o war Q et L(0) le coefficient de normalisation, et pour
iequtl (:ml-pmwdumumuﬂ(f)*l’
Dans cet exemple, [V, 06 9) est une tamilie exponenticlle naturclle au sens suivant
Soit E un espace vectoriel de dimension finic, E* son dual et s (6, 1) ost dams E* x E,
(8, x) désigne le crochet de dualiné; soit, de plus, 4 une mesure de Radoa posstive ser £
on note alors L, 1a transformée de Laplace de p définie par

L,;r-[o.-u-] exp (0, ) ufdv);
L3
D, est Vemsemble (66 E*, L (8) <=}, O(u) son imérieur ot k, Is fonction définie sur
) pas
k(0)=Log L.(7) Ly
On désigoe nussi par M(E) I'emsemble dos mesures de Radon u positives telles que

(1) m n'est pas concentrée sur um sous-espace affine stnct de £
(1) & u) est non vide

N d'ordre 579
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I Des groupes omniprésents

|

X R 0 w| X

t'|=|0 1 el/t]| ,ReSO@), G,weR’eeR

1] [0 0 1)1]

> Systeme mobiles / robotiques (Pistage en Radar) (Groupe SE(3))
2] [Q t][z Qe S0(3)

J{o 1}{1} ’ {teR3

» Géomeétrie de I'Information (lois gaussiennes)

e

vA

—

Rl/2 ETn+
(RY?: Cholesky de R)
meR"

N\

il

~? Thermodynamique des groupes de Lie (groupe de Galilée)

» Demi-Plan de Poincaré

Y

1

|

2

X
1

} ,aeR: et beR

-+

groupe affine pour
lois exponentielles

-+

groupe de
Poincaré
en relativité

+
groupe SIM(3)
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I Groupe SE(3)
> Groupe de Lie SE(3)

z-:RZH{ZHR tﬁ | {ReSC’@{R jesm) G=SE@
1 0 1|1 teR® 0 1

> Algebre de Lie de SE(3): se(3)

F(“) qese(3) - Z=(j(a).7)eR® , se(d eq=R°
0O O

» Dual de I'algebre de Lie

x=(I,p)eR® , xeq
» Crochet de dualité

{Zz(a,y)eg

X:UJﬂefzbﬁl):@a%%Q7>

L4 THALES



I Groupe SE(3)

» Opérateur Adjoint | c)(A O
geSEQR)=g=
- 1erterme: O 1){0 1

o S -l T Ao PGS 75

:<I,a>+<p,axc+7>:<l,a>+ C X ,a)+(p,7/>=(|+C>< p,a>+(p,y

(& S DGS9 3 I )

L4s THALES
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ALEAE GEOMETRIA
Géométrie du hasard

|1_) Motivation :
caractérisation statistique de
la mesure digitale des
fluctuations de I'onde
électromagnétique radar
(premiere idée de Henri
Poincaré)
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I Mesure digitale des fluctuations de I'onde électromagnétique radar

| L'idée est de « coder » I'état stationnaire d’'une mesure digitale de I'onde
électromagnétique (Direction, Doppler et Polarimétrie) par un point dans
un espace métrique.

n any way, in whole orin

©Thales 2015 All rights reserved.

| Comme il s’agit d’'une mesure statistique, la métrique naturelle est donnée
en géométrie de l'information par le hessien de I'Entropie du processus
stationnaire (métrique, potentiels et systéme de coordonnées duaux de la
métrique de Fisher via la tfransformée de Legendre).

ntof Thales -

| En utilisant, les structures Toeplitz (respectivement Bloc-Toeplitz) des
matrices de covariance du signal temporel [Doppler] ou spatial
[direction] (respectivement spatio-temporelle), on démontre que la
métrique naturelle est Kahlérienne dans I'espace produit du polydisque
de Poincaré (info. Doppler) et du polydisque de Siegel (info . spatio-
temporel)

Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, translated, i
arty without the prior written conse

part or disclosed to a third p

N
N



Mesure Digitale Spatio-Temporelle (et Polarimétrique) de I'Onde
| Electromagnétique Radar

"1 Mesure digitale polarimétrique
i - (Matrice de covariance polarimetrique)

Mesures digitale spatio-temporelle
f (Matrice de covariance spatio-temporelle)

Mesure digitale spatiale

|

| _ : :

I (Matrice de covariance spatiale)
|

|

Mesure digitale temporelle
(Matrice de covariance Doppler)

nverse temporal clutter filte

Ei\*ﬂ/ifj

fast target

| Mesure digitale de 'onde EM

» Mesure polarimétrique
2> Mesure temporelle => information Doppler
2> Mesure spatiale => Direction du front d'onde

This document may not be repr

/ spaca-time ™.
clutter filter

2> Mesure spatio-temporelle
Ii8 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018
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I Approche historique de Henri Poincaré de 1891 pour la polarisation

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole orin

part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales -

©Thales 2015 All rights reserved

E

| Géométrie des états de polarisation

» Henri Poincaré montre qu'il est possible de
représenter une vibration lumineuse
polarisée elliptiquement, par I'affixe d'un
nombre complexe: chaque état de
polarisation de I'onde est représentée par
un point sur le plan complexe

» La projection stéréographique du plan
complexe sur une sphéere de diametre
unité permet de représenter tous les états
de polarisation d’'une onde par un point et
un seul sur une sphere

> 2 siecle plus tard, Jones et Muller
proposerent des méthodes de calcul
malftriciel, mais le modéele de Poincaré
reste le plus élégant et efficace.

Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018
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I Modélisation géométrique de Poincaré des états de polarisation

S

2015 All rights resel
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» Champ Electromagnétique E est décrit par:

E(z t)=Re[Ae ™ ] =E i +E] 3.7

= oy i(l)y H 31'» ' &
avec A=Ae™I +Ae" ] —Pedns
y=—T= ') _y 1y N Z

AXeI(DX

.: || Représentation de I'état de polarisation par un point du plan complexe

A

Y=cte

IXi= cte

» La valeur de ce rapport nous fait connaitre la forme de I'ellipse 7 et son
orientation ¢ décrite par le vecteur électromagnétique dans le plan
perpendiculaire & I'axe de propagation et décrivant I'état polarimétrique de

I'onde: Ay

\Z\zgztam et argy=p=0,-@, X=

| 50 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018
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I Modélisation géométrique de Poincaré des états de polarisation

| Représentation de I'état de polarisation par un point du plan complexe

> Ellipse de polarisation

- Ey, ()| | A®)e"Y ] o cos¢ —sing|[ cost
" Ew, )] | A )" =P sing cos¢ ||ising
- 7 . angle d'éllipticité caractérisant I'élongation (la forme)

- @ : caractérise I'inclinaison de I'ellipse
2 Matrice de cohérence de Jones:
E ‘]21}
‘]22

E\Ey i E<EM,yE:A x)_ {‘]11

J=E(E, E; )=

E(E, .Ep ) EQEM,y‘Z) 3,
» Vecteurs de Stokes: _So_ [+ dy ] I So
g S| _ Jy,—J, _[ S0 COS 27 COS 2¢
s,| | 2Re(J,) | |s,cos2zsin2¢
H R ———— s, | |-2Im(J,)| | ssin2r

Ay

z]

72--
Te|l——;
-

1
= —arctan
? 2

1
T =—arctan
2

2 2 2 2
S; =S, +S, +5;

S5
\/SL +85

=



I Information polarimétrique: réprésentée par un point sur la sphere
. || Coordonnées sphériques /

> Sur la sphére: (2¢,27)
> Hémisphere Nord: polarisation droite

ny way, in whole

- ©Thales 2015 All rights rese

> Hémispheére Sud: polarisation gauche

Polarisation circulaire gauche Polarisation circulaire droite

=
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Les éléments aléatoires de nature quelconque dans un espace
distancie pour caracteriser la fluctuation du signal electromagnetique
.| Dans la mesure digitale de I'onde électromagnétique, il s’agit de caractériser les

fluctuations : ; B3

» En amplitude: variation du signal en puissance ' k
> Sur la polarimétrie: variation de la polarisation de I'onde i_ E : r
» Spatialement: variation de la direction d’arrivée du front d’'onde | ’ ‘
» Temporellement: Variation du spectre Doppler | , ? e |

. . o Spectre Doppler/Distance
| Exemple du signal radar Doppler relatif a la série temporelle de mesures

any way, in whole orin
© Thales 2015 All rights reserve

ntof Thales -

modified, adapted, published, translated, in

; Mesure de la série b L T Stationnaire mm) R Toeplitz
. temporelle du signall r r. - :
55 o o . 7 + 1 0 . . *
_ digitalisé (pour une R, = E[ZZ ]: S ] . | avec r, = E[Zmzm_k]
- direction donnée) ; SRR o
:§§ i Zl ] _rn—l o rl rO _
Z=|:| avec z,eC avec r_ :coefficient de corrélation dont on déduit le spectre Doppler
E% Zn 2 n-1 2.4k ?
- _ -]
53 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 ‘SZ ( f )‘ - k Z r;(e T H A L E S
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Etude du cas le plus simple: matrice THDP de taille 2x2

n

| Exemple sur matrice 2x2 Toeplitz Hermitienne définie positive:

; > 1 matrice de covariance d'un signal stationnaire 2x2 peut étfre représentée par
2 « 1 point » surune variété dans R,*xD (avec D le disque de Poincaré unite)
o [ h a-ib det(Q)=h>—(a+ib)a—ib)
- laxib N det(Q)=h?—(a% +b?)>0 h [
avec a,beR et heR] h? > a? +b? b lﬁi%'gne
o -0 gt
Q=h. L o# avec u= clinlle Doppler moyen I
é‘ i h Dpoppler - PDASE de 11 &
ig ,Ll‘z _a r;l—zb <1 car h?>a?+b? Donpper = arCEAN > e ’ o
- ueD={z/|z]<1} " \7\0».}}; \ /(//
b e e ‘ a
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Quelles sont les contraintes entre les parametres de la matrice de
covariance d’un signal complexe (circulaire) stationnaire

| Les parametres d’'une matrice de covariance d’'une série temporelle d’un
signal complexe (circulaire) stationnaire sont contraints par :

> Structure Toeplitz (Eléments égaux sur la diagonale) :  Wn, E[znz:_k]z I

* * * *

o n I, oo M1 M1
R.=lr n 2 | = Nn 1 k
o r, rn
s 0 0 n h (ha - I n o | “
» Structure Hermitienne : Oftto Toeplitz

R™ =R avec +:transposée et conjuguée
> Structure définie positive (valeurs propres positives) :
VZeC",Z'RZ>0 et A >0 i=1..n avec det(R, —1/)>0

s a

Ii’j Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 T H A L E S



Théoreme de Trench/Verblunsky (décomposition d’'lwasawa
partielle) pour les matrices Toeplitz Hermitiennes Définies Positives

:¢]] Structure: matrice de covariance Toeplitz Hermitienne Définie Positive THDP

» Toute matricel THDP est difféomorphe a I'espace produit (Py, gy...., t,)eR*XD,, :

- P, est un parametre d'échelle (puissance du signal)
-y sont des parameétres de forme (forme du spectre) appelés coefficients de

réflection/Verblunsky @ :THDP(n) — R*x D"

I:en |_)(P0’1ul""’/un)
avec D={Z€C/|Z|<1}

» Cette décomposition par bloc est lié a la décomposition d'lwasawa partielle:
F —
a1 | @ha a1 A A Aé_i
R™ =

n — + An — + H,
a3 AL Rnil +a, AL AL 0 1
;i ar:lfll_‘ﬂn‘zkgil PO — ao_l V(_) — JV*

|56 sommote ccoe roviecm THALES



I Théoreme de Trench/Verblunsky et décomposition de Cholesky

| L'itération de la structure bloc de la matrice: SABD'K
: 7

R — A a4, A
n ]
a4 A RI+o ALAL

Géneére la décomposition de (André-Louis)
Cholesky: ~
A.L. Cholesky

O = (a R )_1 = Qllz_Ql/2+ (Commandant d’Artillerie Cholesky
n n-mn n 4 tué pendant la grande guerre)

-
=2
RS

ny way, in wh

- ©Thales 2015 All rights

nsent of Thales
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1/2 2| 1 On_1 Machine a
Qn = 1—‘,Un‘ 1/2 calculer
An—l Qn— Dactyle
A. Cholesky, Sur la résolution numérique des systémes d’équations
linéaires, Manuscrit, Fonds A. Cholesky, Archives de I''Ecole THALES
()

Polytechnique, Palaiseau.



I Métrique de Fisher de la géométrie de I'Information

- || Nous considérons comme métrique, le hessien de I'Entropie:
- > Enfropie: S(R,) = Iog(det ﬁn‘l)—log(n.e)
-~ > Développement de I'enfropie en utilisant sa matrice blocs et det[p qq: p.det(Q—qq*)
_ _ = — 1= Pt a
Z%j R _|: Xny an—lAr1+—1 :| O = b_‘ﬂn‘ bn—l
e n Tl = QA D1, = A A+ = _
55 a1 A Rg+a ALAL P, =«
a2 n-1 S " E :
33 — 2 — U= ‘_=21 kilog (1 —aya) {k:; Konstanten)
;fg ‘ S(Rn) = —Z(n — k) |Og£[— ‘,uk‘ ]— n |Og [ﬂ.e.Po] Exemple de I'arficle de 1932 de
53 k=1 E. Kdhler et appelé cas hyper-
35 74 o . ; abélien
- || La paramétrisation est donnée par: E. Kahler
m_[E = T _
3 0™ = [Po oo /un—1]T = E[[Po oo /un—l]T]
- ] La métrique au sens de la géométrie de I'information est donné par le
. hessien de I'Entropie: daf
0°S 2 _ Nyl ggmaam* _ | 9F
IiS Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 6089 I’J ‘ILII‘



I Moyenner les matrices de covariance structurées

| La distance entre 2 matrices de covariance est donné par la distance
dans I'espace produit R*xD,, (via la distance de Poincaré dans Ie disque):

APt T Bt = N1og ( 02j+z )[ Gigﬁ

i
Hir — His
1_ﬁi,1ﬁi,2
| La moyenne est alors définie comme le barycentre géodésique de
Fréchet qui minise la somme des carrés des distances géodésiques:

Prsarsmen ipangener) 1 )=
0,barycenter? /ui barycenter )j—1 ]

ArgMin Z dP [( Po barycenter: {ﬂ. barycenter}N_l)' (Po ko {ﬁi,k }.[:1 )]

Po.medians {lul medlan}_l k=1
| Le calcul du barycentre de Fréchet est calculé par le flot de Hermann
Karcher

|_9 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 T H A L E S
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I Unicité du centre de masse: de Elie Cartan a Hermann Karcher

jo Centre de Masse de Cartan

> Elie Cartan a prouvé que la fonctionnelle suivante:
f :meMdeZ(m,a)da
A

ny way, in whol

E. J. Cartan

est strictement convexe et possede un unique minimum (centre de masse
de A pour la distribution da) pour les variétés a courbure négative.

ales - ©Thales 2015 All rights re

d, published, franslated, in a
t of Thal

I Wi nsen

i

O%Flot de Karcher

priol

» Hermann Karcher a prouvé la convergence du flot suivant vers le centre

reproduced, modified

; de masse:

m, =y, @t)=exp, (-t,.Vf(m,)) avec ,(0)=—-Vf(m,)

< _ o TV =— .f exp ' (a)da
"\ : — A

I



I Flot de Karcher pour calculer la moyenne ou la médiane géodésique

| Flot de Karcher

> Passage de I'Euclidien & la variété via la carte exponentielle pour le médian

©Thales 2015 All rights reserved.

hed, translated, in any way, in whole orin

X, —M —1
m,,, = tz . . m —e t €XP (%)
; < [ = mg | it = SPm, Zk: lexo ot ()|
- Euclidien "
(r.niumcuwns ON PURE AND APPLIED MATHEMATICS. VOL. 300X, 509-541 (1977) R Rlemann Ien

Riemannian Center of Mass and
Mollifier Smoothing*

-~
M. KARCHER e
Foun University -

ff’/
Les vec ngents a éodésiques sont
normalisés dans le cas du médian

Partir d'un point arbitraire sur la variété

Calculer les géodésiques de de ce point aux N points et les vecteurs
tangents (normalisés)

Sommer les vecteurs tangents (normalisés)

Déplacer le point sur la variété dans la direction de ce vecteur somme

| 6 ] Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018



Flot de Karcher pour le barycentre de Fréchet dans le disque unité
de Poincaré: calcul des coefficients de réflexions/Verblunsky

. m
W = M avec I/ < _ _Hen = W
23 n — ’n Ay n & Hyni1r =
is k=1 [Hkn
5z k=l “-"
- ** Y, **
ER ** ‘e o
£33 ** /Ll N o*
B9 ‘o’ 2,n lLl ‘e, .o’
th o 1,n R, R
5 . o . o ILl
=0 0 . - 2.n+1
5O o . o
EE Lz “ .O
Qg -
st d median,n+1 n P .
= L ) ]
g5 ) 1 ]
< 4 E ]
28 .
T . median,n g 1 .
Og n |}
. , . 1 |
O > - L] -
ot . L .
g . L] .
0 5 . L .
2= - : e
gg “An ; “A
g2 ! o
?g * . 3,n+1
SRl ° b -
Eg .
00O
s
2% . o _ /umedian,n + Wn

L 4 - —
‘., B lumedlan,ml 1 >
62 S n'\roiroEco\cPo\y!ochmqu’)!‘.... ..... ---““ +ILLmedian,an :
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D:/Work/minicita-U/New2008/article-info-geo/classic.mpg
D:/Work/minicita-U/New2008/article-info-geo/new.mpg

I Barycentre de Fréchet médian = Barycentre de Busemann

;. ] Cas du disque de Poincaré

ny way, in wh

> <&, (z)peut étre écrit en fonction de & (z)qgui est le
vecteur tfangent de la géodésique en z € D pointant
vers £ e S*™

£,(2) = [ &.(2)du($)

» En géométrie de Poincaré du disque unité, le champ de
vecteur & est le gradient d'une fonction hgdon’r les
lignes de niveau sont les horocycles tangents a & e S*
en St:

avec h, :z> [h.(2)d (<)

Sl

- ©Thales 2015 All rights

nt of Thales

v without the prior written conse

N
||
<
=)

Mediang, ;. \w,. w,, w, | = Conformal _Barycenter(C,. 0. &, |

| L= i - =Lt H=Limy™(t
(@)= %'Og[lz—lzllz jd”(g) = [Lim[d@.n-d@ro]due) f;-"“

Sl
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Spectre Doppler “median” par le calcul du barycentre de Fréchet
sur les coefficients de reflexion/Verblunsky dans le disque unite
3 Barycentre géodésique médian

dB

Robustesse '
e aux spectres ? ;
_1-50.5 -074 -0!3 -0!2 -0!1 o ru;du“e 0!1 D!z 0!3 D!4 DTS q b berrq ni‘s : [ |
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Estimation du spectre Doppler « median » : préserve les
discontinuites

OS-CFAR

e WM

Simulated spectra of a clutter

Narmalzed frequency
Normalized frequency

0.5
0 20 40 60 80 100
Range case

A RALARLE b o

Normalized frequency
M~ ~

ethode haute résolution

! Doppler (coéff! Réflexions PECTCDOHRIRE e diahe

| Barycentre de Fréchet

THI\LES

Range case
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I Comparaison specire Doppler moyen et médian

Axe Dopplerm

lated, in any way, in whole orin
- © Thales 2015 All rights reserved.

Spectre Doppler
Median

Spectre Doppler
Moyen

Axe Distance

Non préservation 10

des discontinuités =

30

A0

Perturbation par -

des valeurs N
aberrantes a0 ﬁ

100
20 40 B0 80 100 120 140 160 180

20 40 BO 80 1o 120 140 160 180

c U
£a
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Extension a la mesure spatio-temporelle de 'onde
électromagnétique: structure de Matrice Toeplitz-Bloc-Toeplitz

I Nous considérons un vecteur de mesures spatiales et temporelles

|
|
|
|
|
J
|
|
|
|
|
l

Mesures digitale Z,,
~__ spatio-temporelle .
(Matrice de covariance
spatio-temporelle) A
o Z=| :
_|izindice temporel
Zi,j o . . Zl,M
J :indice spatial ;
R=E|zz"]
_ZN’M —
_ « O --- 0 J
R ~ " > . .0
n R, =V| : |lavec V = .
R R 0] J, :
C n J 0 0

THALES



Extension du théoreme de Trench/Verblunsky aux cas des matrices
Toeplitz-Bloc-Toeplitz Hermitiennes Définies Positives

2 | Les matrices Toeplitz-Bloc-Toeplitz Hermitiennes Définies Positives

peuvent étre parameétréees par des coefficients de Verblunsky matriciels:

2@15 All rights reserv

A+
R, =] O %A with o =i ANAN ek e =R,
oo ’ o, A, Rp,n + A, A,

Ail R _‘]pA:—_ll*‘]p_
B i~ i~ = N . An—l n
-1 + + — . —
R .= a + ALR A — AR, and A, 3 [Op}&- 3 AT
P T I?p,n"A‘n I?p,n a I

P

adapted, published, translate

| Extension du théoréme de Trench/Verblunsky au cas matriciel: Existence
iz d’undifféomorphisme ¢:

@ :TBTHPD,_, — THPD, x SD"

R (R,, AL,..., A™})

with SD ={Z e Herm(n)/zZ* <1, }
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I Métrigue de la géométrie de I'Information: Hessien du potentiel

| L’entropie définie encore un potentiel (Kahlérien) dont le hessien fournit
une meétrique Riemannienne pour les parametres matriciels de Verblunsky:

5(Rp,n)= — Iog(det R,x )+ cste = —Tr(log R,n )u + Ccste

— 0 = Hess[¢(Rp n)]

| La structure « Toeplitz-Bloc-Toeplitz » permet d’exprimer I’entropie
uniguement a partir des parametres de Verblunsky traduisant I'information
spatiale et d’une matrice R, incorporant I'information Doppler étudiée
précedemment:

DR, )= Z(n —k).logdet[I, — A* A" |+ n.log[z.e.det R, ]
| Le hessien de I Entropie donne la métrique:
ds? = n.Tr[(Ro—lolRO ]+ Z(n - k)Tr[(I L= AAT A (1, — AT A )_1dAf+]
e e - THALES
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I Extension des domaines symétriques bornés homogenes:

Disque Unité de Poincaré

Z+1

2 _ dx” +dy2 _ ‘dz‘z

ds v ¥ 42 dw|”
B 2
ds® = y'dzy'dz’ (1_“"" )
avec z=x+iy and y >0 ds® = (1—ww*)_1dw(1—ww*)_ldw*
Demi-espace supérieur W =(Z—-il \Z+il)™ Disque Unité de Siegel

ds? =Tr(Y *dzY *dZ)
with Z = X +1Y
7 X e Herm(n,C) and Y € HPD(n,C) THALES

ds? =Tr|(1 —ww ) aw (1 —ww ] aw |



Les parametres de Verblunsky matriciel sont élément du disque de
Siegel : 27*<I

| Les automorphismes du disque de Siegel SD,, sont donnés par:

(Z-2,1-252)" (1 —252,)"”

| LUensembles des automorphismes sont donnés par:
VW e Aut(SD,),3U €U (n,C)/¥(Z) =UD, (Z)U"

1+|®, W )IIJ
1—||®, (W)

—1/2

s—o, (2)=0-2,23)

| Ladistance est: vZ,W eSD,,d(zZz,W)= % Iog[

| Lautomorphisme inverse est donné par:
G=0-2z,z;)*2(1-2;z, )" =(z-2,)1—z;z)"
Z = @;1(2)=(GZ; + )G +2y)
—
A with G =(1—z,z; J*2(1 —z;z,)
172 oo THALES

1/2




I Groupe Symplectique (Carl-Ludwig Siegel) : Demi-espace SH,

-2 || Métrique de Siegel sur le demi-plan supérieur :

> Demi-Plan supérieur: |SH, ={Z = X +iY € Sym(n,C)/Im(Z)=Y > 0}
> Les isométries de SH_ sont données par le groupe quotient :
PSp(n, R) = Sp(n, R)/{i I2n} avec Sp(n, F) le groupe symplectique :

A B) »
M = = M (Z2) =(AZ + B)CZ + D)

\C D)

(A B) A'CetB'D symmetric
M = e Sp(n,F) <

(C D) ATD-C'B=1,

0

_|n

Sp(n,F)={M e GL@2n,F)/M"IM = J},J :[ 'O”je sL(2n,R)

- » Seule métrique invariante par M (Z):
4%, 00 = Tr(Y *(dZ)¥ 3(dZ))  Z =X +iv
IL3 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 T H l‘\ L E 5




I Distance dans le demi-plan supérieur de Siegel

| Distance dans le demi-plan supérieur de Siegel:
Z=X+1Y €eSH_, with X =0

ny way, in who \

- ©Thales 2015 All rights re

nt of Thales

avec det(R(Z,,Z,)—4.1)=0
R(21' ZZ): (Zl T ZZ )(Zl T ZZ )_1(21 T Z_Z le T ZZ )_1

rty without the prior written conse

- | Cas particulier (axe imaginaire: matrices symétriques définies positives)
Z=IR avec R=>0

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, translated, in a

part or disclosed to a third pai

det(R, — 1R, )=0
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Extension des domaines symétriques bornés homogenes:
Domaine de Siegel: Demi-espace superieur et disque de Siegel

/

-
vly

C.L. Siegel

# F. Berezin |

Siegel Upper Half Space
SH, ={Z =X +iY € Sym(n,C)/Im(Z) =Y >0}
det(R7V2.R,.R7* —AT)=0
(R, R,)= > log* (2,)

Z, iR itwm —NOR)

ds* = Trace{(R_ldRy]
ds? = Tr (Y (dz )Y (dZ))

Bicue . 20/11/2018

X
2x§ - ij/i.Yk
R(lezz): (Z1 —Z, )(Zl - Zz )_1 (Zl *Zz XZ —Z, )_1
det(R(Z,,Z,) - A2I)=0
THALES




Décomposition (polaire) de Mostow ou Fibration de Berger pour
appliquer le méme schema que dans le disque de Poincare
2> Théoreme de Mostow .

ed.

- Toute matrice M de GL(n, C) peut étre décomposé :

IALS
oU) M =Ue"e

- U estunitaire

- A estréelle antisymétrique
- S estréelle symétrique
Peut étre déduit de

any way, in whole orin

© Thales 2015 All rights reserv

nsent of Thales -

G.D. Mostow M. Berger

modified, adapted, published, tfranslated, in
prior written co

> Lemme : Soit Aet B, 2 matrices hermitiennes définies positives, il existe une
unigue matrice hermitienne définie positive X telle que:

part or disclosed to a third party without the

XAX =B
s » Corollaire : Si Mest hermitienne définie posi’rive il existe une unique matrice
: symétrique réelle S telleque: M™ =e>M tes
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Polar Decomposition: R. Bhatiq, Indian Statistical Institute

Fl SEVIER www.elsevier.comvlocate/laa

Contents lists available at ScienceDiract

Linear Algebra and its Applications [zl

AB:'S T-R:A €T

The bipolar decomposition

Rajendra Bhatia

=

wdian Statisticel Institute. 7. S 1. S, Sansenwal Marse. New Delhi 11001 6. India

facrored as
Z = We'KeS
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It is shown that every nonsingular square complex matrix Z can
be factored as Z = ele'Te'Xe>, where S and T are real symmetric
matrices, and K and L are real skew-symmetric matrices. New
proofs are given for some related decomposition theorems for
unitary and positive definite matrices.

Theorem (The Mostow Decomposition Theorem). Let Z be a nonsingular complex martrix. Then Z can be

where W is unitary, S is real and symmetric, and K is real and skew-symmetric. Such a facrorisation is unique.

I thank F. Barbaresco, Roger Horn and M.S. Raghunathan for illuminating discussions.

[1] F. Barbaresco, Information geometry of covariance matrix: Cartan—Siegel homogeneous bounded domains, Mostow/[Berger
fibration and Fréchet median, in: F. Nielsen, R. Bhatia (Eds.), Matrix Information Geometry, Springer, 2013, pp. 199-255.
[2] R. Bhatia, Positive Definite Matrices, Princeton University Press, 2007.
[2] R. Bhatia, Matrix factorizations and their perturbations, Linear Algebra Appl. 197/198 (1994) 245-276.
[4] R. Bhatia, ]J. Holbrook, NMoncommutative geometric means, Math. Intelligencer 28 (2006) 32-39.
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I Généralisation du codage d’Henri Poincaré

(RO, All,..., A:__ll)e THPD,, < sp™? Information Spatio-temporelle:
. R x Polydisque Poincaré x Polydisque Siegel
sD=1{z/zz"<1,} _ I
1 daily =
Ro —> (109(R, ). £44,---, #4 1) € Rx D™ ( EE—)
* \ N —=
D= {z /22" < 1} N «>\“\r’\>’\‘§
e / et g

codage spatio - Dopplere Rx D™ xSD"™*

& T 1 S
Q i ¢ = = arctan —Zj
i - | S| |S,C0S27COS2¢ 2 !
A S= = _ avec -
sl _/3} S S, C0S 27 5IN 2¢ = 1 TR S;
K% ‘\, /"'/ ,'/‘/ 4-/’-‘\ . // 1 1 4 H
N A N/ -z 1 Information polarimeétrique:
| eioeer— - codage polarimetrique € Rx S R,'XS!
ipseorientée




I Citation dans « Encyclopedia of Distances » (M. Deza, SPRINGER)

% 244 12 Distances on Numbers, Polynomials, and Matrices

g Michel Marie Deza

<) » Barbaresco metrics Elena Deza

i Let z(k) be a complex temporal (discrete time) stationary signal. i.e., its mean %

S value is constant and its covariance function E[z(k,)z" (k)] is only a function of En c c I 0 ed I a
§ ki — k. Such signal can be represented by its covariance n x n matrix R = ((r;)). y p

©

where r; = Ez(i), 2% ()] = E[z(n)z* (n—i+)))]. Itis a positive-definite Toeplitz .
(i.e. diagonal-constant) Hermitian matrix. In radar applications, such matrices Of DISta n ces
represent the Doppler spectra of the signal. Matrices R admit a parametrization
(complex ARM, i.e., m-th order autoregressive model) by partial autocorrelation
coefficients defined recursively as the complex correlation between the forward
and backward prediction errors of the (m — 1)-th order complex ARM.
Barbaresco ([Barb12]) defined. via this parametrization, a Bergman metric
(Chap. 7) on the bounded domain & 4 xD, c C” of above matrices R; here D is
a Poincaré disk. He also defined a related Kiihler metric on M x S,. where M
is the set of positive-definite Hermitian matrices and SD,, is the Siegel disk (cf.
Siegel distance). Such matrices represent spatiotemporal stationary signals, i.e.,
in radar applications. the Doppler spectra and spatial directions of the signal.

-

. '\' ’ wa - -mal
| 79 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I A L E S

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole orin

part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales



THALES

ALEAE GEOMETRIA
Géométrie du hasard

|;) Approche de Mavurice
Fréchet : Les eléements
aleatoires de nature
quelconque dans un espace
distancié de Mavrice Fréchet

Blaise Pascal

www.thalesgroup.com



I Mauvurice Fréchet : Les éléments aléatoires de nature quelconque

s | M. Fréchet, “les éléments aléatoires de nature Documents numérisés a partir du Fond Fréchet
' . des Archives de I’Académie des Sci

. quelconque dans un espace distancié”, Annales  “°°Anves de TAcademie des SEIEnses
© deI'lHP, 1.10, n°4, p.215-310, 1948( voir sur = I 0 0 d Y
¢ Numdam) e il -- g

|
|
» Formidable extension du Calcul [des probabilités qui] i
résulte de la simple introduction de la notion de ; ol i 6 ‘ | ' /
distance de deux éléments aléatoires oy e oo Uy 3

» La nature, la science et la technique offrent de o = S| 4 | |
nombreux exemples d'éléments aléatoires qui ne sont, S s AR A J
ni des nombires, ni des séries, ni des vecteurs, ni des ' ' - S
fonctions. Telles sont par exemple, la forme d'un fil jeté
au hasard sur une table, la forme d’un oeuf pris au
hasard dans un panier d’'oeufs. On a ainsi une courbe
aléatoire, une surface aléatoire. On peut aussi
considérer d'autres éléments mathématiques
aléatoires : des transformations aléatoires de courbe
en courbe.

M. Fréchet collaboration avec M. Ozil:
Analyse harmonique des profils
humains. Les tableaux de M. Ozil ne
correspondent pour des formes en fait
assez compliqués qu'a 9 harmoniques
et représentent seulement la moitié
expressive du profil, c’est a dire une
fonction non périodique.

Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S
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Antoine-Augustin Cournot et le triangle rectangle moyen
Joseph Berirand et 'homme moyen

» Lorsqu’on appligue la détermination des moyennes aux
diverse parties d'un systeme compliqué, il faut bien prendre 5, -
garde que ces valeurs moyennes peuvent ne pas se

convenir : en sorte que I'état du systeme, dans lequel tous

les éléments prendraient a la fois les valeurs moyennes
déterminées séparément pour chacun d’eux, serait un état b ‘

Impossible.

©Thales 2015 All rights reserved.

v

Si, par exemple, un triangle est assujetti a rester rectangle [a1+az+ag+a4+asjz+[5l+bz+bj+b4+st i(l:q+f?2+h3+kr4+hsj
pendant que ses cotés varient, il y aura une valeur > > >
moyenne pour chacun des trois cotés; mais ces trois
moyennes, prises ensemble, ne conviendront pas & un
triangle rectangle, ou ne satifseront pas a cette condition si
connue, que le carré fait sur I'hypoténuse égale a la
somme des carrés fait sur lles deux cotés de I'angle droit.

v

L'homme moyen: Par un systeme de moyennes tirées de la
mesure de la taille, du poids, des forces, etc., sur des USA JAPON  HOLLANDE  FRANCE
In.dIVIdL.JS e’nAgrond nombre. L’homme moyen’ ainsi défini, I e ———

bien loin d'étre en quelque sorte le type de I'expece, serait ' proportionnel & son volume, il varie comme le

tout simplement un impossible cube de la taille; or la moyenne des cubes
|i2 o _ n'est évidemment pas le cube de la
Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 moyenne _ Joseph Ber‘h’qnd
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I Moyenne/Médiane: Barycentre de Fréchet dans I'espace métrique

| lllustrons I'idée du barycentre de Fréchet pour des « friangles rectangles »

> Considéerons N triangles rectangles {a, b, h}, on cherche le « triangle median
rectangle »: La solutfion est le barycentre « geodésique » de Fréchet, qui minimise la
somme des distances géodésiques a tous les triangles rectangles

{A B, H } arg Min ngeode3|que({ai o, hy }’ {A’ B, H })

ABH

p=2: Moyenne, p=1 Median
h=+va’+b’

* Les parametres d’un triangle {a,b,h}
rectangle sont contraints par la
I’équation de Pythagore h?=a?+b?

©Thales 2015 All rights reserved.

« Cette contrainte se « déploie » en un
cOne convexe.

« 1trianglerectangle est représenté par 1
point sur la le cone convexe

Ii3 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 h — \/ a.2 + b2 T H A L E S
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Mauvurice Fréchet, Darmois, Cramer, Fisher, Levy, Blanc-Lapierre
Congres Calcul des probabilités - Geneve 1938 & Lyon 1948

kel
£ 0

Fig. 9 Colloque International sur le Calcul des Probabilités, Lyon 1948, First row: Paul Lévy and
Maurice Fréchet. On the picture one can find among others J. Doob, R. Fortet, D. Van Dantzig,
E. Mourier. J. Kampé de Fénet, A. Blanc-Lapierre. . ... (Photo: © Private collection F. Lederer)
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I Mauvurice Fréchet et I'équation de Clairaut

_. || Travaux précurseurs de Maurice Fréchet

» En 1939, dans son cours de I'lHP, Maurice Fréchet introduit ce qui fut appelée
ensuite borne de Cramer-Rao | | ) 1 dF(X,6)
(0n)* = oy e T = HX o X A= 55% “30

©Th

R

6 estimateur de 0, borne de Fréchet : R, = E[(@ = éXe = é)T } >1(9)*

: (9)]” i _E|:82 |Z%Zg /9)} _ E[a IogaPé().Z 10) 0 Iog;g(; /0)}

nsent of Thales -

d, published, franslate

apte

or written co

ed, ad

out the p

> Dans son article de 1943, Maurice Fréchet s'intéresse aux “densités distinguées”,
densités qui atteignent cette borne. Il montre qu’elles dépendent d'une fonction
(logarithme de la fonction de partition) qui vérifie I'équation de Alexis Clairaut.

o ()= <X*’ dao”(x’ )>_ q)[dqn*gx* )J ot o = 420

dx” dx” dx

duced

d to a third party with

T May NnoT be repro

(55) u=0u —y)
c’est-a-dire une équation de Clairaut. La solution ¢’ = constante réduirait f(x, 6),
d’aprés (48) a une fonction indépendante de 6, cas ot le probléme n’aurait plus

de sens. u est donc donné par la solution singuliére de (55), qui est unique et
s’obtient en éliminant s entre u = 6 s — y(s) et & = y’(s) ou encore entre THALES

This documen
art or disclose
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I 2eme partie de I'article de Fréchet: I'équation de Clairaut

> A cette étape, Fréchet cherche les « densités distinguées », foute densité de
probabilité p,(x) telle que la fonction suivante soit indépendante de 6 :

mpr@

Jjape (X)} dx
Py (X)

> L'objectif de Fréchet est alors de déterminer la fonction minimisante T = H'(X,,..., X
qui atteint la borne. L'identité précédente peut se réécrire :

h(x) =6+

A(6) 9log p, (X) =h(x)-6 Inverse de la
06 matrlcelde Fisher
| |

[=Top, 0T ox | [ onp, 0T .1 [ [Temp,e0T ]l
ﬂ(x)_m 20 } pe(x)} _“ i ){ 20 } } ‘H[ 20 H]




I 2eme partie de I'article de Fréchet: I'équation de Clairaut

comme la dérivée seconde d'une

. 2 0Orcomme A(@) >0, on peut considérer
3 fonction ®(#) telle que : A(6)

Samgmoozamxmﬂﬁm_g]IM)_x“%({amifm} _EHampA@}}:aqu

00 00’ 00 06°
» dont on déduit que la quantité suivante est indépendante de @4:

) = 1og p, 09~ 22 ()~ 6] - ()

> Une densité distinguée sera donc de la forme :
oD (6) i

0 (X) _o o0 [h(x)-0l+@(0)+¢(x) qvec J‘ pe (X)dX 1
; —

2> Ces 2 conditions sont suffisantes

~ Fréchet montre que ces densités sont forcément des densités exponentielles.
- Fréchet remarque que la matrice de Fisher est égale au hessien d’une fonction
- (fonction caractéristique de Massieu)

T THALES




Equation de Clairaut(-Legendre) de la géométrie de I'information
découverte par Mavurice Fréchet

. || L'équation de Clairaut(-Legendre) de Maurice Fréchet

* aGI’(‘9)h _Old(0)+0
> Partant de I'équation:  p_(x) = [1G0-el+@@)+£00

> On peut prendre arbitrairement h(x) et 1(x) et alors ®(9) est déterminée par :
oD () o () oo acb(e)

" h(x)- 0]+ ®(8) + £(X) 0.——-®(0)
je@é’[ | dx=1 m——) ¢ 7 = e

—0o0

h(x)+£(x)

> Si on fixe alors arbitrairement h(x) et I(X) et soit S une variable arbitraire, la
fonc’non suivante sera une fonction positive connue représentée par € ¥(s)

J'es.h(x)+£(x)dx _ e‘I’(s)
e o) — o 2P0) 8(13(49) GCD(Q)
> On obtient alors la fonction ®(@) par I'équation : ©(6) = 00 00
» Fréchet remarque qu'il s’agit de I'équation d’Alexis Clairaut. ®(8) est donné par
la solution singuliere de cetfte équation de Clairaut, qui est unique et s'obtient en
éliminant S enfre : oo
é% D — 95 _\P(S) ot 0= 6\11—(5) avec \P(S) _ Iog J es.h(X)+£(X)dX
Ii8 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 aS —®© T H l'\ L E S
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I La borne de Cramer-Rao-Fréchet-Darmois et la métrique de Fisher

. | La borne Cramer-Rao -Fréchet-Darmois a été introduite par Fréchet en
1939 et par Rao en 1945 comme l'inverse de la matrice de Fisher : | (6))

Ry = E[(H—éXQ_éH > 1(6)* 1(0)], g & g?@%(z)

| Rao a proposé d’'intfroduire une métrique Riemannienne dans I'espace des
paramefres des densités de probabilité (axiomatisé par N. Chentsov):

- ds? = Kullback _ Divergence(p,(z), p,.q0(2))

pe+d9(z) w =W (0)
(et p,(2) * = ds? = ds
Zg.,dﬁdé’ =Y [1(0)] ,d6de =do*.1(0).de

Taylor i

Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 THALES

ny way, in who \

© Thales 2015 All rights res

ntof Thales -

reproduced, modified, a dopfcd p ublished, franslated, in a

arty thouTT e prior written co

o
w
T N
|
|
%
™)

SN

part or disclosed to a third p

This document may not be

O
o



I Distance entre gaussiennes au sens de la géométrie de I'information

Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018

| Matrice de Fisher de I'Information pour le cas gaussien:

1
— O A T )
1 (0) = O(’) % avec E[(@—H)(Q—H) ]zue) et 9:(2)
O

> Fisher matrix induced the following differential metric

2 2 2
O O O

2 2 2
ds? =do™.1 (0)do =9, do" _ 2 [[dmj +(do-)2}

J2

> Modele de géométrie hyperbolique de Poincarée
m . Z— 1|
Z=——+i.o @ = : Qco\<1)
2 Z+1
‘da)‘z La géométrie paramétres
— d82 = 8. des gaussiennes est la
2 , , . .
L géomeétrie du disque de
(1 ‘a)‘ )z Poincaré




I 1 gaussiennes monovarié = 1 point dans le disque de Poincaré

2 m . Z—1
|ds® = —+2.— Z=—=+1l0o w= _ (Ia)|<1)
L O o ~ 2 Z +1
-~ Métrique demi-plan
ot
%1 ."II‘| vlz\'n
“"‘—-__ ~~~~~ / ‘\ N
T
= - - 2
A . . : - 1+ 85(0® o
- Métrique disque unité d*({m,, o}, {m,,o,})=2] log 5(60(1)’0)(2))
|d |2 1-9(0", 0*)
5 a
- |ds® =8. 2 avec 5(0",0®)= 2 =a"
o oS e




Barycentre de Fréchet entre gaussienne =barycentre dans le disque
(voir flot de Karcher dans le disque unité précédent)
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2 E I /
£0 /
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©
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I Quel est le groupe qui agit pour les densités multivariées gaussiennes

=z || Laracine carrée de la matrice de covariance R symétrique définie T
!\  positive est donnée par la factorisation de Cholesky R = L' = RY?|RY?
;= quifait apparaitre une matrice triangulaire avec des éléments positifs sur

. la diagonale (élément d’un groupe)

Y ~NX(m,R)

85 Action of Affine Lie Group*

1/2

I (m,R) & Sym(n) xR"
1 0 M { ) 1}eeaﬁ

Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 . ‘ X ~ N(O, I) _) N(m, R) H A L E S
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I Géomeétrie de I'Information pour une gaussienne multivariée

] La métrique de Fisher pour une gaussienne multivariée (M, R)

ds* = 2.9,d0,0) = o' R ‘am + T (R R |

any way, in whole orin

Th \ s 2015 All rights reserved.

| Les geode5|ques sont données par les équations d’Euler-Lagrange

1y Wi Th ut the

| Avec les symétries, Ies invariants (invariant de Noether ou application
moment de Souriau) réduisent les équations a celles d’Euler-Poincaré:

Zg,ke +Zr,lk99 =0 , k=1..,n Bimm’ —RRIR =0
e 7, {% Nl agi,} i~ RR =0
2| 86, 00, 06

o a third pa

1y not be

dt, dR*R+Rmm") d(R'm) R+ R - B — cste m = Rb
dt 'y I R P ~E T
0 0 m=Db=cste R=R(B—bm )

E



I Tirs géodésiques pour calculer les distances
entre 2 gaussiennes multivariees
m = Rb

I Principe du tir géodésique: Equations d'Euler - Poincaré .
R=R(B—bm")

> Fixer un vecteur tangent au point (m(O), R(O)) TR

> Corriger le tir, par tfransport parallele de I'erreur < v
» Apres convergence la distance est

; — (MOLRO)

— \/m(o)T R1(0)m(0)+§Tr[(R1(O)R(0)) ] o Ny
(A — _BA+ me A 0 . : NI."'* \«'-\.l;lll‘:.k»"“.) I"
= 18 =-BSs+([L+5"AD with { 0)=- N |

{A(t) =R(t)
AQ)=1,,5(0)=0 o) =b

S(t) = R (t)m(t)

) A S5 B b o0) |
A(t) =exp(tA) = 5" & y'| with A=|b" 0 -b' -
"0 @T y T 0 -b B

19 THALES



Tirs géodésiques pour calculer les distances
entre 2 gaussiennes multivariees

Principe de corrections 60, = expg, Vo,
5 du tir géodésiqu
4
25 01 = expg, Vo
1.5 W
1 . L L L - ! ’ 00
|| lllustration du tir géodésique pour des gaussiennes de dimension 1 et 2
Tir dans le demi-plan de Poincaré pour gaussienne dim 1 Géodésique pour gaussienne dim 2
oY N o Minima | geodesic m R )
I m . ( 2102
.o ¢ z=——+i.o 't
B ~/ 2 oaf
! m TN e
"o T . bW o ou % \/ 2 P23 B o2 o4 I ' y T2

[NN= o
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cones convexes saillants
| J.L.Koszul aintroduit une métrique hessienne affinement
Invariante sur les cones convexes saillants.

I La fonction caractéristique de Koszul et la métrique associée aux

served.

ny way, in whole orin

| ©estun cone convexe dans un espace vectoriel E de
dimension finie sur R (un cone convexe est saillant s’il ne
contient pas de droite).

- ©Thales 2015 All rights re

nt of Thales

| " estleconedual de © estun cone convexe saillant .

| Soit d& lamesure de Lesbegue sur E* espace dual de E ,
I'intégrale suivante:

o (X) = je_<§'x>d§ VX e Q
o

arty without the prior written conse

est appelée fonction caractéristique de Koszul
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I Formes de Koszul

.z ] 1°¢ forme de Koszul
> lere forme de Koszul « : la 1-forme différentielle

a=d¢, =dlogy, =dy, /vy,
est invariante suivant I'ensemble des automorphismes G = Aut(Q) de Q .

Si xeQ et ueE alors <ax,u>=—j<§,u>.e_<§’x>d§ et a, e-Q

Q*

: ] 2éme forme de Koszul
: > 2¢me forme de Koszul 7 : La 2-forme symétrique différentielle

y =Da =Dd logy,,
est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E invariante sous I'action

de G=Aut(Q)et Da >0
> La positivité est donnée par I'inégalité de Schwarz et :

Dd logy,, (u,v) = j(f,u)(‘f,v)e‘“’”dg
® THALES

5
C
€
IS
o)
O
(e}
©
L
Ny
=

Q
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I Métrique de Koszul

| Koszul a montré qu’a partir de cette 2nd forme, il était possible d’introduire
une métrique Riemannienne invariante sous I'action des automorphismes
du cone:

ny way, in wh

©Thales 2015 All rights r

> Métrique de Koszul: D¢ définit une structure Riemannienne invariante par Aut(Q)
et la métrique Riemannienne est donnée par: g =Ddlogy,,

o | [Ferde G(é)zdf—( I F(é).e(f)dé) >0

ntof Thales -

(Dd logy (x))(u) = )

prior written conse

(x.€)

reproduced, modified, adapted, published, translated, in a

arty without the

avec F(&)= e_% et G(&)= e_%@@ (u, &) dy

> On peut en effet montrer la positivité via I'inégalité de Schwarz, dlogy = —— et

2
Dd logy = Ddy —[dl//j
4 4

o (dy ())u) =—| e < (u,&)dE et (Ddy(x))(u) = j e 9 (u,£) d¢&

Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 Q*

part or disclosed to a third p
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I Transformée de Legendre de la fonction caractéristique = Entropie

O (x7) = (X, x7) —d(x) = —Ilog R S Ie_<§’x>d.§ + log Ie‘<§'x>d§
o o o

D (x") = [Ie<§’x>d§j. log J'e_<§’x>d§— _flog e (&) .e<‘§'x>d§}/ _fe_<§'x>d§
o (o} o o
D (x7) =] log Ie‘<§’x>d§ — Ilog e () e Y d&
(o) o J‘e_<§’x>d§
L QF
—(£.x) —(£.x) —(£.x)
- _ e _ e . e
® (x") =|log [e ™ de. de |— [loge €. d& | with d& =1
J* J*Ie_<‘§’x>d§ J JeT#dg J*Ie‘““”dé :
| o} o o
o) J. e (&x) : e (&%) g
D (X )=|— ————-log e S | Entropie de Shannon
I Te@az "% Teaz P
(o} o

102 THALES



I Lien entre métrique de Koszul et métrique de Fisher

<z | Pour faire le lien avec la métrique de Fisher donnée par 1(x) ,
on observe que la dérivée seconde de log p, (&) est donnée

par: log p, (&) = =@ (&) = D) —(x, &)
0% log p, (&) _ &’ [®0)—(x.&)] _ o*®(x

any way, in whole o

© Thales 2015 All rights reserv

5; 6)(2 8x2 @)(2
o° log p, O’ D (X o%lo X
= 1(x) = —E, 95(‘5) _ 2(): gczﬂg()

| Le hessien du logarithme de la fonction caractéristique de
Koszul, nous donne la métrique de Fisher:

o log p, (é)} _ 2% logyo(¥) _

E.[£2]- E.[£] =Var(&)

OX* OX*

I(x)=—E§[

part or disclosed to a third party without the

This document may not be re
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I Schéma de Koszul et la géométrie de I'lnformation

(.,.) produit de dualité a partir de la forme de Cartan - Killing:

(& ﬂ>:-B(§,9(ﬂ)) et BZ,0(8))=Tr(ad ad,, )

S(E)=(&,B)—D Transformee
©={ep)-ow delegendre  ®(B)=-10gyo(5)
S(2)=—[ p,(O)logp, (10 (U o y,(p)- [
-(07(&).¢) S 2
__ ¢ o0 (p) _05(8)
p§ (5) - J‘e_<®1($)’§(’g>.d§ 5 - (ﬁ) aﬂ ﬂ - aé
0% log p, (&) dsy = 9;d5,dp, ds, = Zh‘jdéidéj
(8)=—E— 2 ; ds? = ds?
2 et q. = O"D(p) with h; = oS (c)
g% __ 0° D(p) _ 0" logy,(h) Ji 0B oE?
£38 I (ﬂ) 8,8 aﬂz ij
|]_O4 Seminarre Ecole Polytechnique , 20/11/2018 T H /\ L E 5
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I Densité de Koszul pour les matrices symétriques définies positives

ay, in
2015 All rights reserve

any w

dified, adapted, published, translated, in

duced, mo

This document may not be repro
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| Sion applique la formule de Koszul:

-(£.07(5)) _
e 0D (B) D(B) =—logy,(f)
p: (&)= §=0(p)=
¢ I ~(¢0" (§)>d98 op avec v, () = Ie—<ﬂ,§>d
(n.£)=Trlg"&), v.& eSym(n) ’
on, va=] e Plde = det(B) 7 o (1)
Application:

5 20(p) _logyo(B) _n+l 4
op op 2
| Ladensité a Maximum d’Entropie (équivallent de la loi gaussienne
mais pour les matrices symétriques définies positives):

p: (&) = e waollg )-det(af_ _1)6‘“(“5 ") avec o = nTJrl

éminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S



I Géomeétrie de I'Information pour une gaussienne multivariée

| Pour la densité Gaussienne multivariée de moyenne M et de matrice de
covariance R, nous avons pris I'’habitude de la paramétrée par:

ke
) <
S 0
> O
-
0]

1 —%(z—m) R (z-m)
e
27)"* det(R)"?

pm R(Z) —
T

2 ] Mais la bonne paramétrisation est la suivante:
[ Pl
1 (&) ‘ M [a
- P(@) =7 e """ avec ¢ = et f=| 1,4 |=
i g je <§5>d§ 777 —R H
~ Dualitédonnée par (&, B)=a"z+2"Hz = Trlza” +H™zZ"|
~(£.5) 1 LR
~ log _[e dé& =Iog(Z)=nlog(2n)+§logdet(R)+§m R™m
I]_Oé Séminaire Eccg\g:o\yrochmquc 20/11/2018 T H A L E S



I Géomeétrie de I'Information pour une gaussienne multivariée

] Fonction caractéristique de Massieu:

va(B)= e dé et B=

— R_lm a

O(B) = —logy, () =%[—Tr[H *aa’ |+ log|(2)" det H |- nlog(27)]

| Relation de la dérivée donnant le moment

0D (p)

py =££5.p§—(5)d5=5

110

avec 5:{;} et R=E|(z-m)z-m) |=E[zz"]-mm’"

| L

THALES



I Géomeétrie de I'Information pour une gaussienne multivariée
| Entropie (de Shannon), fransformée de Legendre de la fonction
B .

- oS (& al |[—R™m
S(E)=(Z.8)-0(B) avec —(—)=ﬂ= = 1.
o0& H 5

— ~(&.8) £.B)
__J*Iee@,ﬂ log je ) =—§£p5(§)logpg(§)_dg

| Expression de I'Entropie (de Shqnnon).

S(Z)= % llog(2)" det|H ]+ nlog(27.¢)|= %[Iog det|R]+nlog(2z.e)]

¢ I]_O8 Séminaire Ecole Polylechnique , 20/11/2018 THALES



I La forme hermitienne canonique de Koszul

_:]] « Sur la forme hermitienne canonique des espaces homogenes complexes »

I
<

> Koszul considere la forme hermitienne d'une variété homogene G/B (G groupe de
Lie connexe et B un sous-groupe fermé de G, associé, a un facteur constant pres, ¢
I'unique volume invariant par G, et a la structure complexe invariante par les
opérations de G). Les domaines bornés homogenes dont le groupe des
automorphismes est semi-simple sont alors des domaines bornés symétriques au sens
d'Elie Cartan. Koszul y infroduit une forme de degré 1 invariante d gauche sur G

>
¢]

y W r
2015 All rights res

o
(0]
9]
c

o
9]

<

=
S
9]
a
c

adapted, published, tra

> Théoreme de Koszul : La forme de Ké&hler de la forme hermitienne canonique a pour
image par p” la différentielles de la forme:

1 1
_pr(x):—ZTrg,b(ad(JX)—Jad(X)) , VX eg

d
he prior written co

=
>
aQ

. Laprojection p: E — M définit un homomorphisme injectif p~ del'espace des formes
- différentielles de M dans I'espace des formes différentielles de E.

L
3©

Tr,,0 la frace de I'endomorphisme de g/b déduit de ® par passage au quotient,

~° avec TrO=Tr,®+Tr,,0 et TrO latrace de larestriction de © ah
I]_O9 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 g b T H A L E S



I Formes de Koszul et espaces homogenes bornés de Poincaré/Siegel
] Formes de Koszul
: > lere forme de Koszul: @ = —% d‘I’(X )

Y(X)=Tr,,,[ad(IX )—Jad (X)] VX eq

» 2éme forme de Koasul: =D«

] Dans le cas du demi-plan supérieur de Poincaré: [ad(Y).Z =[Y,Z]
V ={z=x+iy/y>0} Yzyd— = [X,Y]=-Y
Y IX =Y

] avec X = y% et {Tr[ad (IX)—Jad(X)]=2

| On en dédujt que: Trad(3Y)—Jad(Y)]=0

P(x)=2 D oLy Ldxndy
y 4 2y
2% :>d32=dx + dy Q:ide/\dy

Iﬂo Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 2 y2 y T H l'\ L E S



Th

slated,

Filiation Poincare/Cartan/Koszul

« Il est clair que si I'on parvenait @ démontrer que tous

1 les domaines homogénes dont la forme

A -
@ -9’ log K}z,z) 7,02,
3 02,0Z;

1 1

est définie positive sont symétriques, toute la théorie

1 des domaines bornés homogeénes serait élucidée.

C’est la un probléme de géométrie hermitienne

| certainement trés intéressant »

1 Derniére phrase de Elie Cartan, dans « Sur les
{ domaines bornés de I'espace de n variables
complexes », Abh. Math. Seminar Hamburg, 1935

Henri Poincaré Elie Cartan
(demi-plan supérieur) (classification en 6
=1 classes des
domaines bornés
homogeénes

Iﬂ ] Séminaire Ecole Polytechnique Symét”queS) n<=3

Carl Ludwig Siegel

(Domaines de Siegel et
:Géométrie Symplectique) ,

Lookeng Hua

(Noyaux de Bergman, Cauchy et

Poisson El‘es,domaine§ de Siegel
P

Ernest Vinberg
(Domaines de Siegel de 2" espéce)

Structure de la
geomeétrie de
I'information

(Geometrie hessienne
de Koszul)

Jean-Louis Koszul

(formes canoniques hermitiennes des
espace homogenes complexes, un
espace homogene complexe avec
une forme canonigue hermitienne
définies positive est isomorphe a un
domaine borné, étude des groupes de
transformations affines des variétés
localement plates)



I La géométrie des structures hessiennes
| Les structures élémentaires:

> Structure de Codazzi(D, g), D une connexion sans torsion: (D, gY,Z)= (D, g )(X,Z)

> Structure hessienne: (D, g) Codazzi avec D est plate => structure duale (D', g)
avec: D'=V-D (avec Vv la connexion de Levi-Civita)

> Pour une structure hessienne (D, g) avec g = Ddg, g = D'dg' et la structure (D', g)
de Codazzi duale est aussi une structure hessienne O

> On a la propriété que @' est la transformée de Legendre de ¢ : ? = ZX X’

> Une structure hessienne(D, g) est de type Koszul, s'il existe une 1-forme fermée @
telle que g =Dw

» Koszul a introduit une 2-forme, qui joue un réle similaire au tenseur de Ricci pour
une métrique Kahlérienne: ¥ =Da avec la 1-forme a , telle que Dyv =a(X)v
avec I'élément de volume v , et pour (D',0) : a'=—a et y'=y-2Va

> Pour un céne convexe régulier homogeéne Q, la structure hessienne (D, g) est
donnée par g=Ddy avecles formes de Koszul ¢ =dlogy et ¥ =0

ed.

L'élément de volume v est invariant sous I'action des automorphismes de €2.

| ] ]2 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018
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I Géomeétrie de I'Information et Transformée de Legendre

3 " | Métriques de la Géométrie de I'Information
23 |
‘ T=d®¥ =d*S g=-d’log®=d*¥

Transformee de Legendre Transformée de Laplace/Fourier
| Y(X) = <x, x*> — Y (x) ¥ (x) = —log ®(x) = —log J‘e—<x,y>dy
£

©Tha

nsent of Thales -
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Développement et utilisation de la « fonction caractéristique »
par le Corps des Mines: Massieu, Poincaré, Levy & Balian

| 1869: Frangois Massieu S = ¢_1, 0g =¢— £.Q (Tr. Legendre)
$: | » Infroduction de la fonction caractéristique en T 8(%)

thermodynamique : . , e -

, Y q o ... S:Entropie, ¢: Fonction caractéristique

AR > Gibbs et Duhem reprennent I'idéee pour définir ..

v « Je montre, dans ce memoire, que toutes les

| tentiels th ‘ ry 2qui
es potentiels thermodynamiques propriétés d'un corps peuvent se déduire

2] 1908-1912: Henri Poincaré (+ Paul Levy) d’une fonction unique, que j'appelle la
" fonction caracteéristique de ce corps »
@ » Poincaré réutilise la fonction caractéristique F. Massieu

dans son cours de 1908 « Thermodynamique » ¢ = log W

b » Poincaré infroduit la fonction caractéristique ) . . .
dans le cours de 1912 « Calcul des Probabilités » ¢ fonction caracteristique (de Massieu)

> Paul Levy généralise I'utilisation de la fonction ¥ - fonction caracteristique en probabilité
caractéristique en probabilité . & A

ueene s(D)=F(x)-(D,x)

- || 1986: Roger Balian

, . F()Z ): logTr exp()Z)
» Balian introduit la métrique de Fisher Quantique A )
comme hessien de I'Entropie de von Neumann = ds? = —d°S = Tr[dDd log D] LES

minaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018



I Le conseil malheureux de Berirand a Massieu

|| Dans sa publication suivante, I'article de Frangois Massieu
est revu par Joseph Louis Franc¢ois Bertrand, qui lui donne

un conseil malheureux de remplacer la variable 1/T par la
variable T. Si les équations semblent plus simples, on perd

n

Joseph Louis

la structure initiale de la transformée de Legendre. Francois Berfrand

‘" Dans le mémoire dont un extrait est inséré aux Comptes rendus de U Académie
des sciences du 18 octobre 1869, ainsi que dans la Note additionnelle insérée le

- 'l P r - - - H ] l]
22 novembre suivant, javais adopté pour fonction caractéristique 55> ou S — =3

c’'est d'aprés les bons conseils de M. Bertrand que j'y ai substilué la fonction H.
dont 'emploi réalise quelques simplifications dans les formules.

| Les fonctions caractéristiques de Massieu sont ]
redécouvertes par Max Planck (1897) et ont été mises en
avant que plus récemment par Herbert Callen (1960) et
Roger Balian

| 116 semiore ccote royrecmiave. 12010
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Francois Jacques Dominique Massieu découvre la « fonction
caracteristique » a Rennes

1 0
| Publications de Francois Massieu S=¢-— a; =¢—pU (Tr.Legendre)
T

MEMOIRES S :Entropie, ¢:Fonction caractéristique

MEMOIRES PRESENTES.
PRESENTES PAR DIVERS SAVANTS

A IPACADEMIE DES SCIENCES i St A, T Yo e

caractérstiques s presentée par M. Combes.

©Thales 2015 All rights reserved.

DE l;’l\STlTUT NATIONAL DE FRANCE. » Cette (cun’ln;u.n résultat & posterion: de la théorne méme: mais |':u te-
connu quil était possible de 'établir de prime abord par un |-r0\m|-' qui
TOME XXII. — N° 2. a 'avantage de conduire plus simplement & la connaissance de la fonction

caracténistique et de mootrer la liaison de cette fonction avee d'autres

fonctions dépa introduites dans la science, savoir : lentropic S et 'énergie
ou chaleur interne U, Je rappellerai dailleurs qu'une fois la fonction carac-

Tl{ P:R\lODY'N ANI[QU E‘ térstique d'un corps déterminde, la théone lhrnnw[\lulu:-lur de ce corps

— est Late,

MEMOIRE y=S— 5

Or, pour avoir Set 1L, = par sate ¥ i sufit de connaitre -lur”r\ sont

sun 3 i
Tes -lulnlulc\ cléementaires de chalear 4/1‘) qu il oot fourmr an « orps stusant

LES FONCTIONS CAR-\CTERISTIQUES DES DIVERS FLUIDES un cycle .lurlq OIMUIE, POur le fawre passer d'un état imtial & an éat déter-
ET SUR LA THE-OBIE DES ‘APELRS mine, o en oulre | accromssement dU de sa chaleur intern prour les dullé-

rents élements de ce eycle, ou de tout autre cycle, re laot le meme €tat 1=
PAR F. DIASSIEU, tial au méme éat inal

INGENIEUR DES MINES, PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE HKEN\ES.

| ] ]7 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S
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Henri Poincaré découvre la fonction caractéristique de Massieu

©Thales 2015 All rights reserved.

GO B0 LA FACLLTE Bis scdbEnces e FARDs

COURS DR PHYSIGUE MATHEMATIGUNR

THERMODYNAMIQUE

H POINCARE,
P
1. MLONDIX,

e e e

SEOFIEME ERITION, NEVEE E7 CONNIGER

&

PARES,
GACTMIER-VILLANS, 1M FRINEER-LITNATRE
Seanae o8 & ke re

Iﬂ 8  seminairg

AROBABILITES

o POINCANE

COUNMEME ROETION REVER Y bAMISTRE Pan LATTISS

)
£

425. Fonctions :caractéristiqunes de M. Massieu. — Le
théoréme de.Clausius nous a conduit & 'introduction d’une
nouvelle fonction de 1'état d'un systéme : son entropie S.

8i donc nous premons comme variables indépendantes
définissant I’état du systéme la pression p et le volume spé-
cifique v, nous aurons 4 considérer, dans les applications,
trois fonctions de ces variables : la température T, 'énergie
interne U et I’entropie S.

M. Massieu a montré que, si ’on fait choix pour variables
indépendantes de ¢ et de T ou de p et de T, il existe une
fonction, d’ailleurs inconnue, de laquelle les trois fonctions
des variables, p, U et 8 dans le premier cas, v, U et S dans
le second, peuvent se déduire facilement. M. Massieu a
donné & cette fonction, dont la forme dépend du choix des
variables, le nom de|fonction caractéristique. |

Puisque des fonctions de M. Massieu on peut déduire les
autres fonctions des variables, toutes les équations de la
Thermodynamigue pourront s’écrire de maniére a ne plus
renfermer que ces fonctions et leurs dérivées; il en résul-
tera donc, dans certains cas, une grande simplification. Nous
verrons bientdl une application importante de ces fone-
tions.

THALES
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| Fonction caractéristique en probabilité

» Henri Poincaré introduit la « fonction caractéristique »
en probabilité dans son cours de 1912 (inspiré par
I'idée de Massieu; les 2 sont reliées par un logarithme)

Elle est infroduite avec une transformée de Laplace

la fonction caractéristique d'une variable aléatoire
réelle détermine de fagon unique sa loi de
probabilité.

Les valeurs en zéro des dérivées successives de |la
fonction caractéristique permettent de calculer les
moments de la variable aléatoire.

la seconde fonction caractéristique qui en est la
transformée logarithmique, est la fonction génératrice
des cumulants.

Les cumulants ont été définis en 1889 par I'astronome,
mathématicien et actuaire danois Thorvald Nicolai
Thiele (1838 - 1910). Thiele les appelle alors half-

|19 . Invarants (demi-invariants).

Henri Poincaré introduit la fonction caractéristique en Probabilité

Fonctions caractdristiques. J'appelle fonction caracté-

ristéique f () la valeur probable de ¢**; on aura done

fla) =X po*,

si la quantité w varie d'une maniére discontinue et peut

prendre sealement un nombre (Ini de valeurs, ot

J(=x) ../‘?(':r\v“' dax,

st @ varie d'une manidére continue el si e () représente Ia

loi de probabilité, I est elair que

— & .y - ot . ] = - ]
J(&) =1 —.T(") + ;i—:(;z )+ ..‘1.:5“ ) ooy
(xr) désignant la valeur probable de wf. On voit que
J(o)=1.
La fonction caractéristique sufflict pour définir la loi de
probabilité. On a en effet par la formule de Fourier

- -

raa =

() ofax dax,

Jlix)e="** dua.

anY(o) = /..

Si denx quantités = et v sont {adépendantes ev si f(x),
Sy () sont les fonclions caractéristiques correspondantes,
la fonction relative & @ 4 y sera le produit /' (=) /, (=). En
effet, comme nous 'nvons vu au paragraphbe 130, la valeur

wobable du produit e= =+ sera le produit des valeurs pro-
1

THALES



La Structure fondamentale de la géomeétrie de I'information
quantique de Roger Balian

served.

Transformée de Legendre

ny way, in whole orin

3(6)=F(>2)—<f>,>2>

ntof Thales - © Thales 2015 All rights re

Fonction caractéristique

Entropie de von Neumann

S = —Tr|D log(D) F(X)=logTrexp X

¢}
£
k]
2
k)
%
=
g
=
o
o}
-
2
ko)
>
a
k]
2
Q
o}
ke
o}
k]
oy

r written conse

Densité a Maximum d’Entropie

arty with

5 exp X Métrique de Balian de la géométrie de

I'Information Quantique (1986)

Trep X ds? = —d2S = Tr|dD.d log D

This document may not be reprodud
part or disclosed to a third p
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I Signification intuitive de la transformée de Legendre

| Transformée de Legendre cp*(x*): <x*, x>—c1>(x)
- >la fransformée de Legendre transforme dq)*(x*) dD(x) -
: une fonction définie par sa valeur en un 4+ avec v =X et Tax =X
point en une fonction définie par sa X X
tangente.

2 se rencontre en thermodynamique et en

meécanique lagrangienne
+ O(X) Pente
. dox)  o(x)-@7(x)
dx x=0

Transformée de Legendre est I'équivalent d’une transformée
de Fourier pour les fonctions convexes (elle met en dualité)
Brenier, Yann. Un algorithme rapide pour le calcul de transformées de
Legendre-Fenchel discretes, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 308
(1989), no. 20, 587-589.

Géométrie classique
(la courbe est représentée
par un continuum de

Géométrie de Plicker
(la courbe est définie par
I'enveloppe de ses
tangentes)

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole or

part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales -

points)



I Transformée de Legendre, 1787

| 1787, Adrien-Marie Legendre,
“Mémoire sur I'intégration de quelques
équations aux différences partielles”.

» Adrien-Marie Legendre a introduit la
transformée de Legendre pour résoudre
un probleme de surface minimale posé
par Gaspard Monge (Monge avait
demandé d Legendre de consolider sa
démonstration).

©Thales 2015 All rights reserved.

» Legendre précise “J'y suis parvenu
simplement par un changement de
variables qui peut étre utile dans d’autres
occasions’.

Legendre, A.M. Mémoire Sur L'intégration de Quelques
_ Equations aux Différences Partielles; Mémoires de I'Académie
des Sciences: Paris, France, 1787; pp. 309-351.

| ] 22 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018
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M E MO I R E

SUR
Zz INTEGRATION DE QUELQUES EQUATIONJ’
AUX DIFFERENCES PARTIELLES.

Par M. L GENDR BE.

(L)
De I'Egquation de la moindre Surface.

N fait, d'aprés M. de Ia Grange, que la furface fa
moindre entre des limites donnécs. a pour équation
dxﬂ"crenuellc 7
dd , .u :
(r -+ q%) ,_. — 2pg d_,; -i—-{x ——p*) =% = o,
d

en faifant, pour abréger, -:—f =, 7‘ = 7. M Monge-

a tenté d'intégrer cette équatlon dans les Mémoires de I"Aca-
démie de 1784 ; mais U'intégrale qu’il a donnée (page r49)
n’étant pas 2 I'abri de toute objeélion, attendu que les fignes

Lotique la valeut de o {era ¢onnue, il eft clair quion . |
aura celles de x, y, z, exprimées en p -& ¢ favoir,

d'm e
P ,_f'_._n,e,
z—_}’-‘l'-—l—g;.'—u.

THALES



Interprétation géométrique de la transformée de Legendre:
Polaire réciproque par rapport a un paraboloide

» Darboux donne dans son livre une interprétation de Chasles : « Ce qui revient
suivant une remarque de M. Chasles, a substituer a la surface sa polaire
réciproque par rapport a un paraboloide »

» Considérons la surface donnée par: z=f(X,y) avec p= o et q= o
» Considérons I'équation du paraboloide: X*+y? =2z 2 2/
» Les coordonnées de la polaire réciproque par rapport au paraboloide : X,Y,Z
> Le plan polaire par rapport & ce paraboloide de |la polaire réciproque
XX+Yy—-z2-2=0
doit étre égale au plan tangent de la surface au point : (xn, Vo, zn)
L—1,= pO(X_XO)+q0(y_ Yo) = p0x+q0y—z—(poxo 0o Yo _Zo):O
» En égalant terme & terme, on obftient:
X = Po > Y =0 - L= PoXo +UoYo — £
qui est la transformée de Legendre

]23 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S
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Pierre Duhem: Les équations générales de la thermodynamique

EQUATIONS GENERALES DE LA THERMODYNAMIQUE,

Paw P. DUHEM,
CHALGE D'UN COURS COMPLEMENTAIRE A LA FACULTE DES SCIEXGES DE LILLE.

Au premier rang, il convient de citer M. F. Massieu (*); il a obtenu
un résultat capital, i savoir que toutes les équations de la Thermody-
namique peuvent étre éerites au moyen d’une seule fonction caracte-
ristigue ¢t deses dérivées partielles, cette fonction changeant d'ailleurs
avec les variables indépendantes adoptées.

M. Gibbs (*), dans le Travail célebre ot il a démontré que les fonc-
tons caracteéristiques de M. Massieu pouvaient jouer le role de poten-
tiels dans la détermination des états d’équilibre du systeme, a fourni

également de profondes idées sur les équations de la Thermodyna-
mique prises sous la forme la plus générale.

M. H. von Helmholtz (') a développé de son coté des idées analo-
aues.

Enfin, M. Arthur von Oettingen (*) a donné un exposé de la Ther-
modynamique d'une remarquable généralité; il a cherché, dans cet
exposé, i mettre nettement en évidence le caractere dualistique que
présente le développement de la Thermodynamique, caractere déji
marqué par M. Massieu.

(4) R, Crauswes, Sur diverses _ﬁyruwx des t"qlmlm./rjbudmncnlah.-.v de lee Thermody no-
mique, qui sont conmmadas dons UCapplication ( Théorie micanique de la chateur. Trud,
Folio, Mémoire IN).

(%) F. Nassigu, Sur les fonetions caracteristiques (Comptes rendus, | LXIX, p. 834 ot
10975 1804 ). — Mcmovire sur lex fonctions caractératiques des divers fluides of sur b
theorie des vapeurs (Suvants dlrangers, L XXI; 1876),

(%) 1. WiLtann Giong, On the equidibrium of heterogencous subistances | Transactinus of
the Connecticut dcaderny, . W ; 1875-18506).

(1) I vox Huswnowrz, Zur Thermodynamik chemischer I'urgiin;_,-t.' (Sitzungsber. der
Berl. Alademie, A, 1, p- 235 1882,

(%) Anvuvn vox OcrrixeeN, Die thermodynamischen Besichungen, antuhetiseh ent-
wickelt (Memnires de ' deadémie de Saint-Petershmrg, 1. XXII; 1885),

Duhem développe une théorie
générale et généralise la notion
de « capacité calorifique »
(Souriau va géométriser la
notion de capacité).

Les théories de Duhem et
Souriau sont compatibles

THALES



Pierre Duhem: Les équations générales de la thermodynamique

> P. DUHEM. Commentaire aux principes de la Thermodynamique (Troisieme Partie).

Journal de mathématiques pures et appliquées 4e série, tome 10 (1894), p. 207-286.
b Le potentiel thermodynamique interne. — Soient R _A [ .y C o
: =Eow (ReFOR A=f
U(e,8y..,2,2) et S(eBy..., N 9) U B 55 o
5 Ry= 355 — § Ry=F(%) % B=3p
So N ' 4 . 9 Lol ssiassesrsanang
. Pénergic interne et Pentropie d'un systeme. e — (RTIPIT d51 - (e d 51,
52 Posons - = = 3 _ :
%% 1- dh E R"“F(&)Eﬁ’ L= ﬁ’
38 . . - U o
i Hkeo W D=EU@E - W) —FES@E LA} =5 g L c=F(®)%. 0= 4 154t
E SEcoNpE RESTRICTION, — Imaginons qu'a partir d'un certain état . aF )
%% (2, B, ..., A, ) du systéme, on lui impose une modificalion virtuelle ES = dF (3) (@ - ﬁ) EU=3F+ EF(—% (@ - 3—;)
e ~ ™ bt s 3 ds
g é 2, 55’ ey GAy G5 [ R P ( d_‘f 3 _"‘_"_J), . "r': ‘l.'rxpn?ufon du potentiel thermodynamigue interne du sys-
R les aclions des corps extéricurs qui le maintiendraient en équilibre | T E(Z) \dz a0z 2 L'czpression
&5 en I'état (2, B, ..., %, $) eflectuent un travail virtuel ax . 8=/s(%B--)9)
§.§ . Re= ,__'_(,3',__ (Q_ﬁ — _‘P_f)' de la guantité © relative au systéme en équilibre,
5= Afx + B3 + ... + Lok + 022, BT d@R(3) \di T 0703 On peut détorminer ;
zo ds ' 1° L'énergis interne ot Uentropie du systéme dans un éial quel-
€0 — & ' ] s o, 3
.gg .'\—-—-fq.{mj l?l"'j?‘-)-d)'l ﬂ,:%‘; --!r{. ) J? H””HF.“)””;’ ...... (-,.;.-, ';?u[cl“. R ires et suffisantes de Uéguilibre du sys-
£ _ = _ F(® ) 15 ime;
0 g B '_'fﬁ(a’ B’ oy }" ~ \ Rg= %g = f? R’« — dF(3) (‘cﬁ: — ET-})_)’ “’"3" Les coefficients calorifiques du systéme en équilibre.
E R TR * CP R ey “dz C'est la généralisation d'une proposition bien connue de M, Massieq.
o L=/A(a0..,05), 'Rr—-%?--é. F(3) (o0 &F\ F(3)F'(3) 93
- & o= g2 (% _ 05y _EoPin g o
]2 )g:fj(a,§1-“,1,s)./2018 “(: ;4%_%. 1 %ﬂ (dﬁ' 93') “ {3)] ( !"5’) T HALE S
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Généalogie des Souriau: « Esprits raffinés » de la structure de
I'esthétique, I'esthétique du mouvement & la structure du mouvement

ted, published, tran
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Esthétisme des Souriau sur « structure du mouvement » a travers 3
genération de Normaliens

Esthétisme du Mouvement [Siieaies I

L'esthétique

e G’egttu-
. > B e &
- v-\ . Y |
Exgr 0

bublished, translated, in any way, in whole orin
ntof Thales - © Thales 2015 All rights reserved.
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I Etienne Souriau & Gaston Bachelard at Sorbonne University
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Dans laWour de la Sorbonne enW944 : les professeurs E. Bréhier, P. Mou

G. Bachelard, H. Gouhier, E. Souriau, J. Laporte et P. Romeu, bibliothécaire (de g.ad.)
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Jean-Marie Souriau a Carthage de 1954 a 1958
(Germination de « structure des systemes dynamiques »)
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I Le Livre de Souriau

J-M. Scuria

Structure of
Dynamical Systems

A Symplectic View of Physics

Doty C M Crnnundn W
B Cudnan

G M Tuyenss
L )

Birkhduser

DEFFATEMENT M8FREN T
Diorige e b Fepfeswws . CCLU YL

STRUCTURE

DES
SYSTEMES
DYNAMIQUES

Alanirised o il iy il

A0 SOl
S —

eep—

http://www.imsouriau.com/structure des systemes dynamiques.htm

http://www.springer.com/us/book/9780817636951

| ] 3] Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018

Intfroduction de la géométrie
symplectique en Mécanique

Invention de I'application moment

Géométrisation du théoreme de
Noether

Théoreme de décomposition
barycentrique

La masse totale d'un systeme
dynamique isolé est la classe de
cohomologie du défaut
d’équivariance de I'application
moment

Thermodynamique des groupes
de Lie (Chapitre 1V)
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I Idées de Lagrange redécouvertes par Jean-Marie Souriau

r
» Récriture équations de la méconique classique dans I'espace des phases [ j
5 Vv
| d r dr
—7 = F m——) m V=—
dt t
» Souriau redécouvre que Logrcmge avait considéré I'espace d'évolution: Y=|r |eV
mov—Fat =0 Vv
or—vot =0
> Un systeme dynamique est représenté par un feuilletage. Ce feuilletage est

déterminé par un tenseur du 2"9 ordre covariant antisymétrique o , appelé la 2
forme de Lagrange (-Souriau), opérateur biliénaire sur les vecteur tangents de V

St 5't
o(yNS'y)=(M& —F&, &' r-vs't)—(mS'V-FS&'t,& —v&) sy=|6sr| et 5'y=|s'r
oV o'V

2 Dans le modéle de Lagrange-Souriau, o est une 2-forme sur 'espace d’évolution
V, et I'équation différentielle du mouvement & € € implique:

5'y)=0, Vo' o(85y)=0 ou Syeker(c
L THNY)=0, Oy () () THALES




I Espace des Mouvements de Lagrange-Souriau

Evolution Space V Space of Motion U

15 All rights reserved.

©Thales 20

—s mov—-Fat=0
or—vat =0

Space-Time

t may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole orin
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I Exemple du groupe de Gadlilée

| Cocycles symplectique du groupe de Gadlilée : V. Bargmann, Ann. Math.

<2 59,1954, pp 1-46. Groupe de Gallilée homogene
s | Groupe de Galilée et algébre X R U] wiX
X'=RX+Ut+wW t'|=]0 1] e|t
- |t=t+e 1] |0 0 11
 X,0 and we R%, ecR" o 57 7| 4 <R -
4 an S ,E E
. ReSO(@3) o 0o &|,47 7?: ToesEr
i- | Extension centrale de Bargmann: |0 0 O (@ € S0(3) 1 X > W= X
R 0 0 W - -
0 1 0 e
= "2
_ a
o |ear MR
2
o 0 0 0 1
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I La « Thermodynamique des groupes de Lie » de J.M. Souriau

. | Modele symplectique de la Physique statistique de Jean-Marie Souriau

> L'idée de Lagrange a été de considérer qu'un état statistique est une mesure de
g probabilité sur la varieété des mouvements

2015 All rights resel

any wa

> Souriau étend la notion d’ensemble canonique de Gibbs & une variété
symplectique homogene sur laguelle un groupe agit (groupes dynamigques de |a
physique).

> L'algebre de Lie du groupe vérifie des relations de type cohomologique qui
brisent la symétrie. Pour rétablir cette symétrie, Souriau introduit une température
« géométrique » comme élément de I'algébre de Lie, et une chaleur «
géométrique » (moyenne de I'Energie qui est le moment de I'action

hamilfonnienne du groupe) comme élément de son dual, permettant de

remetire en dualité, via la fransformée de Legendre, I’ Entropie « géométrique »

et le logarithme de la fonction de partition (fonction caractéristique).

> La densité de Gibbs-Souriau (densité & Maximum d'Entfropie) possede alors la
propriété d'étre covariante pour le groupe qui agit, ef I'Enfropie de Boltzmann «
géométrique » associée est invariante pour tout symplectomorphi

éminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 i i I A L E S
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I La « Thermodynamique des groupes de Lie » de J.M. Souriau

: ]| Modele symplectique de la Physique statistique de Jean-Marie Souriau

n
ed

> Si on se restreint dans ce modele au groupe des translations femporelles, on
refrouve la théorie de la thermodynamique classique.

15 All rights rese

» Jean-Marie Souriau a appelé cetfte nouvelle structure élémentaire de la physique
statistique « la thermodynamique des groupes de Lie » et précisa que « ces
formules sont universelles, en ce sens qu’elles ne mettent pas en jeu la variété
symplectique, mais seulement le groupe G, son cocycle symplectique et le
couple de la température et de la chaleur (géométriques)».

©Thales 20

» Souriau introduit enfin un tenseur symétrique a partir d’'une 2-forme de I'algebre
de Lie (liee ala 2-forme de Kostant-Kirillov-Souriau et aux orbites coadjointes), qui
fournit une structure riemannienne invariante par I'action du groupe.

> Nous avons observé que cette métrique est égale au hessien du logarithme de la
fonction de partition (la fonction caractéristique) et correspond en conséquence
d une généralisation de la métrique de Fisher. Or, comme la fonction
caractéristique est linéaire par rapport a la température, son hessien, la métrique

136 ... 38 Fisherreste inchangee sous ['action du groupe. THALES

t may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole or

documen
part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales -

IS

Th



I La « Thermodynamique des groupes de Lie » de J.M. Souriau

| Modele symplectique de la Physique statistique de Jean-Marie Souriau

> Cefte métrique, comme dérivée de la chaleur par la température, s'interprete
également comme I'analogue d’une « capacité calorifique » au nouveau statut
géomeétrique.

any way, in whole
© Thales 2015 All rights res

» De facon naturelle apparait un invariant intégral de Poincaré-Cartan et une
equation d’'Euler-Poincaré associeée, qui fournissent un cadre variationnel a cette
thermodynamique.

ntof Thales -

» Dans le modele affine de Souriau, comme dans celui de Jean-Louis Koszul, les
structures fondamentales sont déduites de la représentation affine des groupes
et algebres de Lie.

modified, adapted, published, translated, in

prior written conse

arty without the

> Le modeéle de Souriau est compatible du modele de gauge de Balian-Valentin
de la thermodynamique.

reproduced

» Souriau et Koszul furent deux éleves de Elie Cartan, qui influenca profondément
leurs travaux sur ces sujets.

part or disclosed to a third p
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I Rappel sur la théorie des groupes de Lie
| Algebre et groupe de Lie et opérateurs adjoints

» Soit Gun groupe de Lie et T Gespace tangent a Gen I'élément neutre €

- AdReprésentation adjointe de G
Ad :G — GL(T,G) avec iy :h+> ghg™
geGi— Ad, =T,

ad application tangente de  Aden I'élément neutre € deG

ad =T_Ad : T.G —» End(T.G) X,Y eT.Grad, (Y)=[X,Y]
» Pour G=GL,(K)avec K=R or C .
T.G=M_(K) XeM,(K),geG Ad (X)=9gXg"

X, Y eM_ (K) ad,(Y)=(T.Ad),(Y)=XY —YX =[X,Y]

- Courbede e =1, =c(0)tangenta X =c(): c(t) =exp(tX)
et transformé par : Ad y(t) = Ad exp (tX)

d

ad, (Y) = (T,Ad), (V) = -y (O | =S ep @)Y ep(X) | = XY —YX

n N



I Ensemble canonique de Gibbs sur une variété Symplectique

| En mécanique statistique classique, un état est donné par la solution de
I’équation de Liouville sur 'espace de phase.

ny way, in whole orin

- ©Thales 2015 All rights reserved.

| Comme les variétés symplectiques ont une mesure complétement
continue, invariante par diffeomorphismse, la mesure de Liouville 4 , tous
les états statistiques seront donnés par Ie rodU|’r de la mesure de Liouville
par la fonction scalaire donnée par e Ia fonction de densité
généralisée définie par:

sent of Thales

> I'énergie U (élément du dual de I'algebre de Lie)
> La température (de planck) “géomé’rrique”IB (élément de I'algebre de Lie)
> (I)(IB) le terme de normalisation

arty without the prior written con

. | L'état d’équilibre de Gibbs est étendu aux variétés symplectiques
associées aux groupes dynamiques.

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, translated, in a

part or disclosed to a third p
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I Fonction caractéristique de Souriau

| Soit un group G d'une variété M, la température (de Planck) géométrique
est un élément de I'algébre de Lie 5 de G telle que les intégrales
suivantes convergesnt dans un voisinage de 5 : | () = je"<ﬁ’”>dﬂ

ny way, in whole orin
AATE Al vimdabe rmemnia

>(B,U) crochet de dualité entre g et Q
> dA est dans densité de Liouville de M

| Théoreme: La fonction |, est infiniment différentiable C* dans Q (le plus
grand sous-ensemble propre ouvert de 1) et ses nth dérivées pour pcQ,
I'intégrale tensorielle sont convergentes: | (B) = J‘e—<ﬂ,u U®da

M
| Pour chaque temperature §, on peut associer une loi de probabilité sur M
avec la fonction de distribution :
ePA-BUE) gvec @(B)=-log(l,) —Iogj'e RO et Q(B) = qu’(ﬁ) ﬁu(f)Ud/i_:—l
> L'ensemble de ces lois de probabilité &st I'ensemble de GIbbSNdU groupe

dynamique , @ est le Potentiel Thermodynamique et Q € g estla chaleur
|_40 sémi &é%i‘ﬁéfﬁ?ﬁ“éwg Il H/ALE D
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I Notion de Capacité géométrique = métrique de Fisher-Souriau

| On peut observer que la chaleur geome’rrlque Q est C” et fonchon de la
température géométrique 3, élémentdex’: fea—>Qeq

ny way, in whole or

a®(h- ﬁU(§)>Udi__1
Q(B) = j ]

- ©Thales 2015 All rights reserv:

. | Nous avons : Q_Zi) avec O(fB)=- Iogje FREg

nt of Thale

| Sa dérivée est un tenseur symétrique d’ordre 2: Z— =:—2—@ =|I—2_Q ®Q
§ 2 0 0 1

5ﬂ Iecp(ﬂ) (BU(©&) [U Q]®[U Q]d/l - 22 = Z,qu) >0

% M

| Cette forme quadratique est positive, et définie positive pour xe M sauf si
il existe un élément non nul Z eg tel que <U Q, Z> 0 (signifie que le
moment Uy varie dans une sous-variété affine ¢* )

éminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S
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Rupture de symétrie, représentation affine des groupes et algebres

de Lie, cocycle

. | Pour la thermodynamique classique, le groupe G (groupe de translation
temporelle) laisse inchangé I'équilibre de Gibbs.

ny way, in whole or

| Ce n’est pas vrai dans le cas général: La symétrie est brisée.

.| Sion considere I'état de Gibbs, la loi de probabilité 1, , son image par'¥, (,uﬁ)
avecg G est une loi de probabilité.

onsent of Thales - © Thale: 20 5 All rights reserv d.

| Pour calculer ¥,(4,), nous devons calculer J.w;* oU J estI'application
J:xeMmUena

rty without the prior writte

| Il existe une application 9:G — g telle que:
3(#,(x)=a(g. 3 (%) = Ad; (3(x)+6(g) Ad;(U)=U o Ad;"
| g Vvérifie I'égalité, prouvant que c’est un g-cocycle du groupe G

0 AdS0(9,)+6(a.) . Va..q, G 6(e)=0  O(g™")=—Ad_ 6(g)
I]_4-2 Sém'rggg-cogezPo)yTechn'que,QO?W%/QOlggZ) (gl) gl gz T H A L E S
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I Action du groupe de Lie sur la distribution

| La distribution sous I'action du groupe de Lie est donnée par: 4 T )

®” _CI)(,B )—CI)—<6?(g_1),,B> p = Ady(P) ‘Pg(:“/f)::“Adg(ﬂ)

any way, in who \
©Thales 2015 All rights re

®" =0 +(6(g), Ad, ) 6(g ") =—Ad, 0(g)

(%) ®(B) =—log _[e‘“}'“(‘f”dz
| Siona Q —% , nous avons la contrainte: v

30 -(Q,5) =0

- | Par dérivation de (**), nous avons:

O(X,Y):mxg— R 0(8,2)+(Q,[p.2]) =0

XY= (0(X),Y)  o(x)=T.o(X(e))

part or disclosed to a third p
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I Cocycle symplectique de I'algebre de Lie

| Nous avons précédemment onservé: (:)(,B,Z)+<Q,[,B,Z]> 0

03
o0
<

9

| (:)(X )Y) est appelé cocycle symplectique de I'algébre de Lie g relié a
I'application moment J par
O(X,Y) = Jixy] —{J4.,Jy} avec {.,.} crochets de Poisson et J tl'application moment

2
c
>
]

15 All

©Thales 20

d,ina

> J, est I'application linéaire de & vers la fonction différentielle surM: g —C”(M,R)

X >
> Et I'application différentielle associée J, appelée application moment: X

J:M —>ga avec x> J(x) telqued, (x)=(J(x),X), X eq

nsent of Thales -

adapted, published, franslate

written co

modified
prior \

thout the

© | ©(X.,Y) estune 2-forme de g et vérifie:
o(Xx.,Y]2)+o(Y,z] X)+6(z,x]Y)=0

d to a third party

%

] Définie par: (:)ﬂ(Zl,ZZ):(:)(Zl,ZZ)+<Q,adzl(Zz)> avec ad, (Z,)=(2,,Z,]

©

]
c
S

1l Aveclapropriété:  BeKer®,  ©,(8,8)=0 , VBea THALES



Théoreme fondamental: représentation affine des groupes et
algebres de Lie

G

: température (de g
Planck) élément de /

I'algébre de Lie g;ﬁ : Q(Q)

: chal S| € td * * *
Qe et e Q" Q" =Q(Ad,(8))=Ad;(Q)+6(g)
L7 R —— THALES




I Métrique de Fisher-Souriau

y, in whole orin

| On peut calculer 'image de la chaleur sous I'action du groupe de Lie:

Q" =Ad; (Q)+6(g)

| Par dérivée tangentielle sur I'orbite sous la contrainte Z eg et en utilisant
la positivité _Q , 4, on trouve:

op
0,(z.[p.z)=0z[p.2)+{Q[z.[5.2])>

I (:)ﬁ est une 2-forme de g qui vérifie:

o(X.Y]2)+o(Y,z] X)+6(z,X]Y)=0

- | Alors, il existe un tenseur symétrique g, définisur ad,(Z)

52
IShke}

gﬁ([ﬂ’ Zl]’ [:B’ Zz]): éﬂ(zl’ [:B’ Zz])

| Avec l'invariance suivante: I(Ad (ﬂ))= _52(®_<‘9(9_1)’ :B>) 0°® _1(B)

le(Ad (8))|=35Q(B)) g 0p° of°
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I Métrique de Fisher-Souriau: métrique hessienne

.| Souriau a introduit la métrique Riemannienne:

9,(8.2.}18.2,)=0,(z.]52,) pekKero,
@AZPZZ)—@( 1.Z,)+(Q.ad, (Z,) ) with ad, (Z,)=[Z,.Z,]
| Cette métrique est une extension de la meétrique de Fisher, une métrique
hessienne: si on différencie la relation Q(Adg(,B))z Ad; (Q)+6(g)

@(_ 2., 8))=6(z,.[8.)+(Q.Ad,, (8.)) =6,(z..[8.)

([Z IB] ) (Zl’[ﬁizz])+<Q’Ad.zl ([,B,ZZ])>=@)ﬁ(Zl,[ﬁ,ZZ])
TO__Q_ g (15.21[8.2,)=8,z.15.2,)

o op
- | Lamétrique de Fisher est une généralisation de “Capacité calorifique”:
1 I —1
- P== K=-R_ aQ(a(llkT)j _y72 8 M _ % AT avee R-cp
kT 8,6 oT\ ot oT ot C.D oT
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I Modeéle de Souriau de la Thermodynamique des groupes de Lie

TEMPERATURE CHALEUR
dans I’Algébre de Lie €l Dans le dual de I'algébre de Lie Métrique de Fisher
9,(8.2.1[8.2,)=0,(z,,[5.2,)=0

g Q Gibbs canonical o g PL |Og J'e—<ﬂ,U (§)>CMv
M

ensemble 52

Al () AdyQ+0(9) 1A =1(Ady(p)=-T 5=

B 2 Q
L’Entropie est invariant sous
s(Q):<,8, Q>_q)(lg) I’action du groupe

R s(Q)=(8.Q) - @(8)=(07(Q).Q)— ®(©(Q))

Logarithme de la oM

27 fonction de Partition Q=-0p)="cg" P ®*(Qes
¥ (fonction caractéristique) o THALES




Universalité du modéle de Souriau de thermodynamique des
groupes de Lie

| Les équations de Souriau sont universelles

ny way, i wh\

| Ces formules sont universelles, en ce sens qu’elles ne mettent pas en jeu
la variété symplectique, mais seulement:

- ©Thales 2015 All rights re

» Le groupe G
2 Son cocycle symplectique 6(g)
> La température géométrique g élement de I'algebre de Lie

nsent of Thales

» La chaleur géométrique Q élément du dual de I'algebre de Lie

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, translated, in a
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I Retour a la thermodynamique classique

| Nous avons les relations générales

B od B oS
°~op =%
$(Q) = < ﬂ> O(f) = <Q as>
op oQ

| Pour la thermodynamique classique, il faut se resireindre au groupe des
translation temporelle, et on retrouve alors la définition classique de

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, translated, in a
ty without the prior writt

. I'Entropie de Clausius: fﬂ 0s

% 3 aQ = ds = d—Q
1 !
T
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Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du

groupe de Galilée

> Group de Galilée:

o<
R

o o >

> Algebre de Lie associée:
i(@)

0

0

Q

2 Action du groupe:
AF +th +d

t+e

| Transformation Galiléenne:

b d
1 e | avec <
0 1

(A e SO(3): rotation
b € R®: boost en vitesse

d e R®: translation spatiale

a o
1 & | avec <
0O O

avecr =

N < X

e: translation temporelle

a)X

o=|w |, d et 6eR® ceR
a)z

0 -0, o
j(®)=| ®, 0 -, |es0@), (@) =oxT
-0, @ 0

THALES



Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du
groupe de Galilée

» Transformation de Galilée en position et en vitesse:

iU (A b d)YF V) (AfF+tb+d AV+b
t'" 1(={0 1 et 1|= t+e 1
1 0 0 0 1)l1 0 1 0

> Résultat de Souriau: cette action est hamiltonnienne, avec I'application J, défini sur
I'espace d’'évolution, a valeur dans le duqle de I'algebre de Lie g* de G,

d'application moment: | Fxv 0 0
JFLV,m=m7-tv 0 0 =m{rxv,r—tv,v,%”vuz}eg“
X A
Formule de couplage: 2 )
(3(F.t,9,m), B) = <m{Fx\7, r—tv,v,luvuz}, {@,&,S,g}> i@ a o }
2 Z=| 0 1 ¢ ={a3,0_2,5,5}eg
(IR 4V,m), B) = m{c?).FxV—(FxV).O_Z +v.5—1\\v\\zgj 0 00



I Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du

groupe de Galilée
| Démo de Souriau Demo pour I'application moment Galiléenne pour une

particule libre o(dp)dp)=-d(J,Z) , vdp
> Definition de I'application moment: z, (p) = &a, (p)]
2 Definition du champ de vecteur tangent:

@) a o A=¢
. Z=| 0 1 elew = A0 =dxr,+at+d
Zy (p)=5lay (p)] ~ ~
§s 0 0 0 N, =woxV;+a

> 2forme de Lagrange:

‘ o(dp)ap)=Y (mdv,&xr; +ét+8 —ve)—(m m(@xv; +a) dr—vdt)=—d(J,Z)=-dJ, = ~dH
dt) ! P % =0

~ dp=|dr|and =] |= o(dp)p)=(mdv—Fdt,d —vét)—(md - F&,dr —vdt)

dv & L

> Cocycle: 6(g )=J(Ang)—Adg(J(Z))={dxb,d—be,b,gHbH} THALES
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Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du
groupe de Galilée
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