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SUR LES SINGULARITES ISOLEES
D’INTERSECTIONS COMPLETES QUASI-HOMOGENES

par Mare GIUSTI

1. Introduction et énoncé des résultats.

Soit X = (f7'(0), 0) un germe d’intersection compléte définie
par :

=W, ..., f®) . (C",0)—(C?, 0)

ou chaque f® est un polynéme. On suppose que O est une singula-
rité isolée de X.

Pour e positif et assez petit, la sphére frontiére S, de la boule
B, ouverte de centre O et de rayon € dans C", est transverse a X. Une
telle boule est appelée une boule de Milnor pour X.

Il existe alors un voisinage ouvert V de 0 € C? et une hyper-
surface A(f) dans V tels que f induise sur f~! [V — VN A(f)]N B,
une fibration de base V — V N A(f).

La fibre est une variété algébrique non singuliére %(f), ayant
le type d’homotopie d’un bouquet de u(X, 0) sphéres réelles de di-
mension 1 — p.

u(X, 0) est le nombre de Milnor de Xen 0. [5, 7, &].

DEFINITION 0. — Un polynéme g€ C(x,,...,x,] est quasi-
homogéne de degré d € Q, et de poids (a, ,a,,...,a,) €Q" sl
. o . a ‘
est combinaison linéaire de monémes xl1 e x:" tels que

n-‘
h aa =d
j=1
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DEFINITION 1. — Une application
=W, . f®): c",00 — (C?,0)

sera dite quasi-homogéne de type (d,, . .., d,J ;a,,...,a,)sichaque
composante O est un polynéme quasi-homogéne de degré d, et de
poids (a, , ..., a,).

Remarque. — Le type est défini par des coordonnées homogénes
dans Q2%

THEOREME. — Soit X = (f7'(0),0) un germe d’intersection
compléte quasi-homogene dont 0 est une singularité isolée. Alors la
fibre G (f) ne dépend que du type quasi-homogéne de [ a difféomor-
phisme prés.

COROLLAIRE 1. — Le nombre de Milnor p ne dépend que du
type quasi-homogéne. On peut donc le calculer explicitement en
fonction des degrés et des poids.

Exemple 1. — Ceci a été fait par Milnor et Orlik [9] dans le cas des
singularités d’hypersurfaces quasi-homogénes de type (d;a,,...,a,):

noood
b= — 1
ig‘l (ai )
Exemple 2. — Sin=1p
dd,...d

n

u=—1+

a,a,...a,

Exemple 3. — Singularité isolée d’intersection compléte homo-
gene de codimension 2, de type (d,,d, ;1,1,...,1)

Cu=d-1D"dn—1) + 1] Sid, =d,=d

d,d, — D" —-d,(d, — )"

u=2(‘ ) 1 — D Sid, +d,
d, — d,
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Exemple 4. — Singularité isolée d’intersection compléte homo-
génede type(d,d,...,d;1,...,1)avec p # n.

n—p ) )
p= (1Pt g | Y (1Yl cp! d“*”"]

n—-j—1
j=0

Pour établir les deux expressions ci-dessus on calcule u directement
grace 4 une méthode topologique de Lé [7].

PROPOSITION. — Le nombre de Milnor d’une singularité isolée
d’intersection compléte quasi-homogéne de type d,,d, ;a,, a,, a;)
(Courbe gauche de C3) est :

P
p=1+—(S - 0)
T

ou S(resp. o) est la somme des degrés (resp. des poids)
et P(resp. ) est le produit des degrés (resp. des poids)

Les exemples ci-dessus et la proposition conduisent a formuler
les deux conjectures suivantes :

Conjecture 1. — Pour n > p, la formule donnant u écrite a ’aide
de fonctions symétriques des degrés et des poids ne dépend que de
n — p, c’est-a-dire de la dimension de I'intersection compléte.

Conjecture 2. — Pour le type (d,,d,, ..., d,;a,,a,,...,a,)
et n > p cette formule est :

w=Md, ,d,,....,d,;a,,4a,,...,a,)

il

. P "2” . pj
—1)r-p*1 4 — — 1Y ol A"7P7/
Gy | A (-1 o), A _
ot 2 =1;0,,...,0" = sont les fonctions symétriques élémen-

tairesdeal,az,...,a,,,etAg=1;A’;= > dTl....dZ"
lal=
pour kK > 0 o
p
P=1 d,

Remarque. — Si le mondme x, apparait dans f,, on aaq, = dp =d.
L’intersection compléte aurait alors pu étre décrite par une application
et 0— (P, 0.
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On peut vérifier que

M, .,d,,...,d d;a

> P~1 ] d)

Lo s @y,

=Md,,....,d,_,;a;,...,a,_)

DEFINITION 3. — Une morsification de f est la donnée de :
1) Une petite déformation fdef

_ 2) Un plongement ¢ du disque unité D € C dans C? tel que
71V N (D) N B, soit une variété lisse difféomorphe au disque
unité de C"~P*H,

3) Une morsification [2, 3,4, 6,7', 7" de I'application

: FHV N (D)) NB,—> (D) NV

IV N e(D)] N B,

On peut alors définir une base distinguée du module des cycles éva-
nescents H,,_,,(Eﬁ(f) ; Z) et le diagramme de Dynkin qui y est associé.

Exemple. — Soit X = £~1(0) lintersection compléte définie par:
f: (C’,00— (C*,0)
(x,y, x)—(x? - y*, y? — 2%)
X est constitué de quatre droites en position générale dans C3, passant
par Porigine qui est singularité isolée de X.

X est un cone : il coupe transversalement toute sphére centrée en 0.
Toute boule centrée en 0 € C3 est boule de Milnor pour X. Fixons
en une, B,.

X, lieu critique de f, est défini par I'idéal engendré dans C{x, y, z} par
les 2-mineurs de la matrice jacobienne

2x -2y 0
0 2y —2x
x=0

y=20 x=0

Il est constitué des 3 droites d’équations
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Le discriminant A(f) est formé des trois droites suivantes, données
par une représentation paramétrique :

X=—p* |X=x*|X=0
Y= [Y=0 ly=-2
(2)
\" (2)
k/ 2)
A(f)

La déformation semi-universelle de X s’écrit : [12, 13]
F:CxcP—C2xC?

(x,y,z,a,B,7) —(x? —y* + 28y + 27z,

y2—22+2ax,a,3,7)

Calculons (X, 0) suivant une méthode topologique dae a Lé
Dung Trang [7]. Soit A le discriminant de F, et L une droite de
C? x {0} C C® passant par lorigine telle que LN A = 0, ce qui re-
vient a4 dire que la trace de L dans V ne coupe A(f) qu’en 0.

Soit 4’ la multiplicité d’intersection en O de A et L. L’hyper-
surface X, C C3, image inverse de L par F, d’équation f, =0, a une
singularité isolée en 0.

Lé montre que : p(X,0) + u(X,,0) ="

Si 'on prend comme droite L la droite dont la trace dans C% x {0} C C°
a pour équation X =Y, alors f, =x% — 2y? +2? 4'=6, dou
u(X,0) = 5.

Etudions la déformation f de f:
f: c’—¢?
(x,y,2) ¥ (x* = y* + 2vz,y* — 2%) y#0
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[ 2x -2y 2«

B 1 0 2y =2z
2 formé des 3 droites d’équations :

La matrice jacobienne est ], d’ou le lieu critique

=0 x=0 y=0

et

y=0 z =y z=0

et le discriminant A(f) constitué des 3 courbes :
X =x?

X=2yz | X=—p2+ 2%

Y=0

Y =—22

Y=y2—'y2

(2)

(2)
(1

On choisit dorénavant vy assez petit pour que le triangle curviligne
(OAB) soit dans V.

Soit D, la droite de C* d’équation X = a Alors f~![D, N V] N B,
est un ouvert de I'hypersurface non singuliere x? — 32 + 2yz = ¢
qui peut étre globalement paramétrée par x et y.

_ peut s’écrire dans des cartes convenables :
1@, NV)nB,

(x,y)—y? — e (@—x*+ %) =g(x,¥)
Si a = y?, g admet 5 points critiques distincts et non dégénérés. C’est
une morsification de f
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. On verra plus tard que le diagramme de Dynkin associé est I’arbre
D,.

COROLLAIRE 2 DU THEOREME. — Soit X= f~1(0) une intersection
compléte homogene dont O est une singularité isolée. Alors [ admet
une morsification.

Question. — Toute application définissant un germe de singu-
larité isolée d’intersection compléte admet-elle une morsification ?

Pendant la préparation de cet article des résultats de G.M. Greuel
et H. Hamm ont apporté des réponses positives aux conjectures 1 et 2.
Je tiens a remercier ici N. A’ Campo et M. Merle pour de nombreuses
et fructueuses discussions sur ce travail.

2. Démonstration du théoréme et du corollaire 2.

1. Rappelons la construction de Tjurina de la déformation semi-
universelle de (f7!(0), 0), germe de singularité isolée d’intersection
compléte [12, 13].

Soit ©y o = C{x,,...,x,}/(fD, ..., f®)ou(fP,. . ., )
est I'idéal engendré par les fonctions f(‘) e f(”) dansC{x,,...,x,}.
Soit N(f) le sous Oy , — module de Of ;, engendré par les p-uples

) (1) ) (p)
(f ce, ! >i=1,2,...,n.

ox; ax;
Le C-espace vectoriel (9§’(’0/ N(f) est de dimension finie 7. On choisit
alors 7 éléments g].(]' =1,...,7) dans [C{x,,...,x,}]? qui don-
nent une base de O)’Z o/ N(f). Ce choix peut étre fait de telle sorte
que pour 1 <j <p,gj soit de la forme (0,0,...,—1,0,...,0)

avec (— 1) 4 la j*™* place.
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Considérons I’application G :

G:C'xC —C?

(Xy0e o Xns Ny M) (G, GP)
avec
GD(x, .oy, Ay, W) =Py, 0, )
7 -
+ ¥ )xl.g](”(xl,...,xn)
j=1

Pour A = (A, ..., A\) fixé, on appellera G, I'application :
G, : C"—C?
(xy,...,x)—(GY . G»)

Soit B, une boule de Milnor pour £71(0). Choisissons alors un disque
Dn = {NE C" | {IAll < n} suffisamment petit pour que :

VAED, , G'(0)h S,

Choisissons un polydisque ouvert Vx D C D, C C? x C"™"P. Si on
pose :

Y={(x, ...,x,,A,....,,)EB, xVxD|G(x,,...,x,,\) =0}

la restriction a Y de la projection canonique C" x CT—>C" définit
la déformation semi-universelle de (f -1 0), 0).

Définissons
FOy, Xy Nar s oo ou A
> T .
Sf(')(xl,...,xn)+ YoNg (g, x,)
= Jj=p+1
( pour ]l <i<p
\, ptlI<is<r

Alors la déformation semi-universelle peut encore s’écrire :
F : (BeﬂD)ﬁF"(VxD)—>VxD
(s ey Xy s Apagsen s )= (FD L FO)

Si A CV x D est le discriminant de cette déformation semi-universelle,
F est fibrée au dessusde Vx D — (V x D) N A.
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Pour A = Mptrse-n s A,) fixé appelons F5 I'application :
F;z: B, NF{'(V) —V
(xy,...,x,) — (FU ... F®)
Alors on a le diagramme commutatif :

[B.NE-'(V — VN AF)] x (N =B, xD)NF ' (VxD—(VxD)
N 4)

Fy F
[V—VHA(FX)]x{X} — > VxD-(VxD)NA

Les fibrations induites par les FX (et en particulier F, = f) sont des
restrictions de celle induite par F.

En particulier elles ont toutes méme fibre F(f).

Exemple. — Reprenons ’exemple de
f: (€*,00—(C*,0)

(x,y,2) —(x? —y*, y? - 2?)

La déformation f utilisée est du_type FX' Donc I'application
g est fibrée au dessus de [V —V NA(f)] N D, et sa fibre est i (f).

Choisissons vy réel. g s’écrit :

gx,y) =4y (x+y+N(x-y+NEx+y -—VN(x-—y—9)



172 M. GIUSTI

donc g71(0) N R? est un partage a 4 branches du disque réel. En uti-
lisant les techniques de N. A'Campo [1], on tire la matrice d’inter-
section des cycles de H, (& (f); Z) et le diagramme de Dynkin cor-
respondant.

2. Preuve du théoréme. — Soit g: (C",0) — (C?,0) satisfai-
sant aux mémes hypothéses que f et de méme type quasi-homogéne.
Considérons I'application :

H:C'xC— CPxC
x,D—=(f+tg—-—NH,n

Elle définit une singularité isolée d’intersection compléte, donc
soit A C C? x C son discriminant.

Remarquons que comme f est quasi-homogéne (pour des poids
strictement positifs) toute boule B centrée a lorigine de C” x C est
boule de Milnor pour H™'(0). D’autre part pour un ¢ générique,
[f + t(g — £)171(0) définit une singularité isolée d’intersection com-
pléte, et coupe transversalement toute sphére centrée i l'origine de
C”, puisque f + t(g — f) reste quasi-homogéne de méme type. Compte-
tenu des deux remarques précédentes, on peut choisir un polydisque
B,xDCB CC”"xC avec B,B, et D arbitrairement grands, et un
disque ouvert V C C? tel que ’application induite par H :

(BGXD)ﬂH_I[VXDw(VXD)nA]‘—’VXD—(VXD)ﬁA

soit une fibration C™ localement triviale.

Il est donc clair que les fibres& [ f + ¢(g — f)] sont difféomorphes
pour un ¢ générique dans D, en particulier & (f) et %(g), puisque f
et g définissent des singularités isolées d’intersection compléte.

3. Preuve du corollaire 2. — Soit f: (C", 0) —(C?,0) de type
d,,..., dp ;1,...,1) définissant une singularité isolée d’inter-
section compléte.

On va d’abord prouver le corollaire dans un cas particulier auquel
se raménera le cas général.

Cas particulier. — Supposons que f() ne dépende que des va-
riablesx; pour 1 < j<n-p+i(=1,...,p).
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Remarquons d’abord que si pour un i quelconque, d; est égal
a 1, Pintersection compléte homogéne est contenue dans I’hyperplan
[ = 0, et aurait pu étre décrite par une application :
(€™, 00— (c?71,0)
On peut toujours supposer les d; plus grands que 1, quitte a effectuer
les réductions nécessaires.
Dans ce cas, on commence une base de @’}_I(O)O/N(f) avec

les images des éléments

(0,0,...,0,x, ,4+1,0,...,00€ (9;_1(0)’0
(X,_p+jrg @alaj™ placepourl Sj<p-1)
et on considére la déformation F, de f, pour
A= (A

N#FOpourn—p+2<is<n:

,,_p+2,...,)\n,O,O,.‘.,O)ECT"’ assez petit,

{ P+ Mppejrs Xnopejer 1 STSp—1

()] =)
Fy7 ) ) .
H(x) i=pr
Soit L(b, , ..., b,_,) la droite de C” d’équation :
¥, =b1,...,yp_1 =bp_1.
La restriction a L de la projection (y,,..., yp) >y, est une carte
deL NV,

Considérons F;l(L NV) NB,. Cest un ouvert d’'une variété
lisse, et une carte globale peut en étre donnée par la restriction de
la projection :

Xy s Xy X)Xy, oo X0 pey)

L’application F} rnvyn Be—l LNV est alors fibrée au dessus
de L NV privé de ses valeurs critiques, et cette fibre est &(f). On
retombe sur les techniques de morsification des singularités d’hyper-
surface [1, 2, 3].

Cas général. — Soit f vérifiant les hypothéses du corollaire. Supposons
qu’il existe un élément g dans la classe homogéne de f vérifiant les hy-
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pothéses du corollaire et tombant dans le cas précédent. On peut
tracer dans le plan complexe un chemin joignant O et 1 en évitant
les ¢ non génériques tels que f + f(g — f) ne définisse pas une sin-
gularité isolée d’intersection compléte. g peut donc étre considéré
comme déformation de f, et déformation ‘“‘petite’”’ puisque les fibres
Fi(f + t(g — f)) sont les mémes le long du chemin.

La morsification de f est celle indiquée au cas précédent.
Reste a prouver qu’un tel g existe, d’abord sin > p.

Soit A= (A, ..., h®) un élément homogéne de méme type
que f, tel que A9 ne dépende que des x].(l <j<n-p+i pour
I1<is<p

Considérons dans P"~! le simplexe de référence dont les som-

mets e; (1 <i < n) sont les points de coordonnées homogenes
[0,0,...,1,0,...,0](1 ala i*™® place).

La variété projective de P""P*! définie par les zéros de A
est le cone de sommet e,_,,, sur la variété de P""” définie par les
zéros de h"). On peut déformer dans P""7 cette derniére variété
de maniére a ce qu’elle ne soit pas singuliére.

Définissons VA (x) comme le n-uple

(ah<0 - anD
x),

t B
ox, ox,, (x)) ¢

comme la déformation requise de A1),

Soit x un point d’intersection dans P*~?*! du cone précédent
avec la variété définie par les zéros de h(*» ; on peut déformer dans
P"—P*! cette derniére de maniére & ce que VAV (x) et VA (x) soient
indépendants (déformation A ?) de h?)),

Puis on déforme dans P" ?*? la variété définie par les zéros
de n® dans P""P*? de maniére a4 ce qu’aux points d’intersection de
E®7H0) N P""P*2 avec le cone de sommet e, p+3 Sur la variété
de P"P*! définje par AV = D =0, VA vE® viO) forment
un systeme de rang maximal. On aboutit ainsi aprés ces mises en posi-
tion générale successives, 4 une application g = (A", ..., hP)
dont les zéros forment un cone de dimension n — p sur une variété
lisse de P"~'. Il est donc intersection compléte et son sommet, l'ori-
gine, est son seul point singulier.
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Si n = p, il suffit de prendre pour g un élément (g1, ..., g\™)
tel que:

. g9 est homogeéne de degré d,
. &9 ne dépend que desx; pour | <j <i (1<i<n)
gD ()#0 (1<i<n)

Il est facile de voir que les deux derniéres hypothéses imposent
que seule I'origine est zéro de g

Remarque. — Si f est quasi-homogéne, on ne peut conclure
toujours a I'existence d’une morsification par ce type de raisonnement.

En effet, soit
f: (C*,00—(C*,0)
(x,y,z)—(x* +y*z, 2% + yx)

Cette application est quasi-homogéne de type (10, 8;5, 3, 4). On
peut vérifier directement qu’elle définit une singularité isolée d’inter-
section compléte.

Or il n’apparait dans la classe quasi-homogeéne de f; (resp. f;) que
les deux mondmes x2? et y?z (resp. z2 et xy). Il n’existe donc pas
d’élément g = (g,, g,) dans la classe quasi-homogéne de f qui défi-
nisse une singularité isolée d’intersection compléte et tel que g, ou
g, ne dépende que de deux variables.

3. Nombre de Milnor d’une singularité isolée de courbe gauche de C*
quasi-homogene et intersection compléte.
. 3 (f1, 1) 2 .. . N
Soit f: (C”, 0) ——=5(C”, 0) une application quasi-homogéne
de type (d,, d, ; a,, a,, a;) définissant une singularité isolée d’inter-
section compléte.

On se propose de montrer que la conjecture 2 est vraie dans ce
cas.

LEMME. — Sous les hypothéses précédentes, la conjecture est
vérifiée dans les deux cas suivants :

. f; ne dépend que de deux variables.
. [, définit une singularité isolée de surface.
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PROPOSITION. — Sous les hypothéses précédentes, l'une des trois
assertions ci-dessous est vraie : il existe dans la classe quasi-homogéne
de f un élément h = (h,, h,) définissant une singularité isolée d’inter-
section compléte tel que

1) Soit hy, soit h, ne dépende que de deux variables.
2) Soit h,, soit h, définisse une singularité isolée de surface.
3) h s’écrive

S (x®*+ yPz | 27 + »%x)
Wx,y,z)=' ou ) ,
Ax®%z + pfx + 27x , AyPz + 27y + x*'y)

(types exceptionnels).

Aprés avoir controlé que les deux types exceptionnels vérifient la
conjecture, on a la formule

P
u=Md, ,d,;a,,a,,a;) =1 +ﬁ(S—o).

b,
Ecrivons chaque rationnel q; sous la forme d’une fraction — jrré-

¢
ductible. Soit ¢ le plus petit commun multiple des ¢; (1 <i < 3).

Dans toute la suite on prendra toujours comme coordonnées homo-
génes du type (cd,, cd, ; ca,, ca,, ca;) de telle sorte que lappli-
cation R :

R: (C’,00—(C°,0)
(x,y, z)__)(xcal , yca2 ’ an3)

soit un revétement ramifié.

Démonstration du lemme. — Dans le premier cas f s’écrit :

f(xay,z)z(fl(xyy)’ fz(X,y,Z))

f, définit une singularité isolée de courbe plane, car si ce n’était le
cas, elle ne serait pas réduite et O ne serait pas une singularité isolée
de £71(0).

Le lieu critique ¥ est défini par 'annulation des trois mineurs
de la matrice jacobienne :
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oy M O
ox oy oy Ox

of, 3y

ox 0z

(mmz
dy o0z

z =0

On notera dans toute la suite de la démonstration du lemme
les générateurs d’un idéal de C{x, y, z} entre parenthéses.

2, espace équidimensionnel de dimension 1, se décompose en :

0 0
— X, défini par I'idéal (a—l , —fl—) C’est I'axe des z avec la multi-
X

oy
plicité u(f; (0), 0).
T 2: |
— X, défini par I'idéal (a—z , (12)).

Soient F = af, + §f, une combinaison linéaire générique de
f, et f,, H 'hypersurface F1(0), et L la droite de c? d’équation
aX + Y = 0. Alors :

(A.Dy= .H), (formule des projections)
=(Z,.H), + (Z,.H),

Remarquons que si f,(0,0, z) était identiquement nulle, la droite
d’équations x = y = 0 serait une composante singuliére de f~!(0),
donc f, comporte un mondéme z” avec ya; = d,. Le calcul de (2, . H),
est immédiat, c’est v. w(f; ' (0),0).

of of

—F, F,(12)).
ox oy ( )>
I1 définit un espace V équidimensionnel de dimension 1 qui se décom-
pose en :

Pour évaluer (Z,. H), considérons l'idéal I =

) 0
— V, = X, car (12) est dans I'idéal —af?l ) %1)

— V, défini par l'idéal (F, (12)). Il est bien de dimension 1 car
9
Iidéal (F, (12) %) est de définition.
z
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fs \—
Si W est I’hypersurface (—%) 1(O) ona:
zZ

W. V), =W.V)), +W.V,),
W. V) =(y— 1. u(f;1(0),0)
Considérons I'application G, de (C*,0)dans (C*,0) :

0
G, e,y 9= (F, 02, 2)

Elle définit une intersection compléte. Donc (W. V,), n’est pas autre
chose que (2,.H),, ces deux quantités étant égales au degré local
de G, en 0.

D’autre part si dans 'expression de F on remplace f, par sa décompo-
sition sur son idéal jacobien (formule d’Euler) il vient :

of, oF’ a, a; of; of,
Npeyp —4p2,an+p2, 00
ax LN T PR YU
of, OF'  a a, of, of,
Npoyp g+l 0%
v DTy TR XU i

N dl
ou F'=af, +—1,
d2

I peut donc aussi étre engendré par :

OF' a, of, of, . oF _a, of, of
— 4 g3, 21 Y2 — 4+ g2, 2L Y2 ot (12
ox P i ey TP Py e U

1y

0
Montrons que -51 n’est pas diviseur de zéro dans 'anneau local de
z

)
dimension 1 ©=C{x,y, z}/1. Comme —af—z- constitue un systéme
z

a
de paramétre de O, l'idéal (af2> © est de définition. Supposons que
z

—6—2 soit diviseur de O : il appartient alors a I'un des idéaux premiers
z

associés a O, soit p. Pour tout élément u de I'idéal maximal de O,
ona:
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3
u" € ?fl) © Cp pourunnentier > 0.
z

Donc u € p et lidéal maximal est contenu dans p ce qui contredit
le fait que O est équidimensionnel de dimension 1. La multiplicité
d’intersection (W. V), est égale 4 la multiplicité dans O de Ilidéal
(éf_z

0z
théoréme de régularité de Samuel [11], donc 4 la colongueur dans
O'=C{x,y, z}/J de I'idéal

) O, ou encore a la colongueur de cet idéal dans © d’aprés un

2_22.) o on 1=(1, %F; fi %’“2))'

—a——z— constituant un systéme de paramétre pour @', I'espace X défini
z

par J est de dimension 1 et se décompose en :
X, défini I'idéal oF’ oF
—_ € € ]
! ini par I'idéa (ax ay)

— X, défini par I'idéal (7, , (12)).

of.

~ . . 2 P

Pour la méme raison que ci-dessus, Tn’est pas diviseur de O dans
z

9
©', donc la colongueur de (sz—) ©' dans ©' est égale 4 sa multiplicité
Z

dans ©’, ouencore 4 (W. X)o- Finalement (W. V), = (W. X),.
Soit R : (C*,0) — (C3,0) le revétement ramifié :
(x,y, 2= (1, »2, ")

Considérons I’application
G,: (C*,00—(C*,0)

—> -] o af2°
(x,y,2—=(fie R, (1D R,—2oR).

Elle définit une intersection compléte, et (W. X,), est son degré local

en 0, donc

4, d,d, +d, —a, —a,) d, — a,).
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Quant 4 (W. X,), cest u(F'"'(0),0). Si L' est la droite de C?

d
d’équation aX + 8 j— Y = 0, la formule de Lé [7] donne :
2

u(f71(0),0) = (A. L"), — w(F'7(0),0)
=(A.L), — u(F~1(0),0)
= (Z,. ), +(Z,. H), — p(F''(0),0)
= 5. u(f71(0),0) — (v — D u(f1(0),0) + (W.X,),

1
= [d,d, +d, —a; —a,)(d;, —a,;)
a, a,a;

+ a3(d1 —a,) (dl —(12)]

=M, ,d,;a,,a,,as) cqfd.

Dans le deuxiéme cas f, définit une singularité isolée de surface :

Soient (12), (13) et (23) avec une notation évidente les trois mineurs
de la matrice jacobienne, définissant le lieu critique ¥ de dimension 1.
La droite L d’équation X = 0 ne coupe la trace de A(f) dans un
petit voisinage de l'origine qu’a l'origine, puisque f, définit une sin-
gularité isolée d’hypersurface. D’aprés la formule des projections,
(A.L), = (X.H), ot H= £;1(0).

Soit R le revétement ramifié précédemment défini. On appellera
Z' et H' les revétements de 2 et H définis par les idéaux ((12) o R,
(13)0o R, (23) e R)et (f; o R).

On a évidemment (Z'. H'), = a, a,a;(Z . H),. Soient :
T N~——— B fl
(13)oR = (13)o R+ K ° R)

X

N~ f°R>

0
(23)oR=(23)oR+K(a
deux petites déformations de (13)o R et (23) o R avec K homogéne
de degré¢ d, — a,.

1
y

Considérons I'espace V' défini par ’idéal :

T N—— N
/i

(LR @er). (Lor) (135R), 230 R)
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T N—— T
Remarquons  que Tidéal I'=((12)o R,(13)o R, (23)2R) définit
un espace X' de dimension a priori au moins strictement inférieure
a 2 pour un K générique. De plus ses trois générateurs sont les trois
mineurs de la matrice :

o g g 2
ox ay 0z

?ﬁ-oR éfloR _a£2.0R+K
ox oy oz

o R

3
2 R+ K) définit
z

P o] 9. z afl
Pour un K générique, I'idéal (—5—0 R,
z

un espace de dimension 1. Supposons que (13)e R et (23)° R pos-
sédent un facteur commun A non constant. A et (12)o R n’ont pas
de facteurs communs, donc il existe un ouvert de A~1(0) ou (12) o R

) 9
f, R et ik
z a0z
sergie\rfc/simllfhg_églent nuls, ce qui est impossible. En définitive 1’idéal
((13) e R, (23) o R) définit une intersection compléte, ce que ne peut

faire I'idéal I' a cause de I'identité :
af] _ af1 TN~ _ af] T ~—
(52-(2) e R=(FEeR) @R = (FLoR) (3o R)

3 est donc de dimension 1.

n’est pas nul. En tout point de cet ouvert, cR +K

V' espace équidimensionnel de dimension 1 se décompose en :
3
of,

d
— V! défini par Iidéal (aizl °R, —LoR+ K)
d
— V!, défini par Pidéal f —LoR, f —1 R)
Mais V' peut aussi étre défini par I'idéal

(( il oR) (13)sR),

On peut donc le décomposer d’une autre maniére en :

!
_V2
—_—————— T —

— V; défini par I'idéal ((13) o R, (23) o R).

o ——

° R) ((13) o R), (23) o R).
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T ——

Choisissons maintenant une petite déformation f;, cR =f cR + €
de f, o R ou € est homogene de degré d,, telle que les idéaux

T — — a
(floR,(13)oR,(23)oR)et( 1°R,£-° ,aa_f;oR)
afl afz

soient de définition ; I'idéal (fl oR, —0o R, —~0oR + K) conte-
0z 0z

nant le premier est aussi de définition.
SiH' = (f,oR)*(0)ona:
(T'.H), = (Z'. H), = (V). H), — (V. H),

1
(A.L), =;1—a—2a—3[df +d,d, +d) - (d, +d,) (a, +a, + a,)

+a,a, +a,a; +aza) et p=MU,,d,;a,,a,,a,
cqfd.

Démonstration de la proposition. — On utilisera la classification
des singularités isolées de surfaces quasi-homogeénes donnée par Orlik-
Wagreich [10].

Remarque préliminaire. — Sous les hypothéses de la proposition,
supposons qu’il existe g dans la classe quasi-homogéne de f tel que
par exemple g, définisse une singularité isolée de surface. Cette hy-
pothése implique la partie 2) de la proposition.

En effet, il existe un ouvert de Zariski U C C tel que pour tout
tdans U :
. (1 —1)g, +1tf, définisse une singularité isolée de surface.

h= (1 —1t)g, + tf,, f,) définisse une singularité isolée d’inter-
section compléte.

Donc on supposera dorénavant que dans la classe quasi-homogéne
de filn’y a pas de tel g

Différents cas sont possibles :

1) Les trois poids divisent un des degrés, par exemple a, , a, , a,
divisent d,. Soient «, B, v les entiers tels que a, & = a,f = ayy = d,.
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Alors x* + yP + z7 est dans la classe quasi-homogéne de f, et définit
une singularité isolée de surface. C’est exclus.

2) Deux poids, a I'exclusion du troisieme, divisent un des degrés,
par exemple @, et a, divisent d,. Soient « et § les entiers tels que
a,o = a,B =d,;. L’élément le plus général définissant une singularité
non isolée de la classe quasi-homogene de f s’écrit :

g (x,y,2)=Ax*+ By + ¥ u(x,y)z"

>0
avec u,, dans le carré de 'idéal maximal de C[x, y].

En effet, si pour un v > 0, u, contenait une constante, a; diviserait
d, ce qui est interdit ; et si u, contenait un mondme du premier
degré, par exemple y, la classe contiendrait x* + y# + 27y qui est a
singularité isolée.

D’autre part si a; ne divisait pas d,, g,(0, 0, z) serait identiquement
nul pour tout g, dans la classe quasi-homogene de f, ; donc (g, , &,)
élément le plus général de la classe de f ne pourrait jamais définir
une singularité isolée car la droite x = y = 0 serait une composante
singuliére de g—1(0).

De méme s’il n’existait aucun mondme de forme zx®' y’g' '+ 8 =1)
ou x* yﬁ'(a’ + B' > 2) dans la classe quasi-homogeéne de f,, tout
élément de cette classe serait divisible par z?, donc non réduit ; ce
qui est impossible.

D’ol1 deux types possibles :

(22,27 +ax )
hx,y,z)=
(e + 8, 27 + x p87)

On vérifie qu’ils définissent une singularité isolée d’intersection
compléte.

3) Un poids, a 'exclusion des deux autres, par exemple a, divise

un des degrés, par excemple d,. Soit « I'entier tel que a, o = d,.

L’élément g, le plus général définissant une singularité non isolée dans
la classe de f, peut prendre quatre formes.
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(D g (x,y,2) = Ax* + Byfz + ¥ u,(x,y)z¥ avec
Y20

. B> 1(x* + yz est asingularité isolée)
. u,, dans le carré de I'idéal maximal de C[x, y]
. U, ne contient pas de mondme de forme o x.

Dans ce cas a,|d, par un raisonnement analogue a celui du 2).

(1D g, (x,y,2) = Ax* + Byfx + > u,(x,y)z¥ avec
¥=20
. u, dans le carré de l'idéal maximal de C[x, y]. Cette forme
implique aussi a, |d,.

() g,(x,y,2) = Ax*+ Byfx + C2'x + 2 u,(x,»)z® avec

-
620

. ug dans le carré de I'idéal maximal de C[x , y]
. u,(0, ) = 0sinon x* + yBz + z7x est a singularité isolée.
Cette forme peut encore s’écrire :

g, (x,y,z)=xK(x,y,z) +v(y,z) ol v ne comporte aucun
monodme de forme ¥z ou z7y.

(IV) gy (x,p,2) = Ax*+ X u(x,p)z" = Ax* + Y vglx, z) yf
v>0 620
avec
. u, (resp. vg) dans le carré de I'idéal maximal de C[x, y] (resp.
Clx, z]).

Cette forme impose a,|d, et a;ld,, on retombe sur les deux types
du2).

— Si g, est de la forme (1), g,, élément le plus général de la classe

de f,, pourra 4 son tour prendre les trois formes (I), (II) ou (III).
Pour g, de type (I) :

( A'zY + B'x*y + ...  mais ceci imposerait a, |d, (exclus)

7 : .

A'zY" 4+ B'yF'x C’est un type exceptionnel.

Supposons maintenant g, de type (II) ou (III) ; si aucun mondéme
de forme y*'z n’apparait dans la classe de f,, ay1d,; ce qui est exclus.
Donc g I'élément le plus général dans la classe de fs’écrit :
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(Ax* + Byfz + Zuy(x,y) 2, A2+ B Y+ Y v, (y, 2)x®)

Y>0 §>0
ou
(Ax* + Byfz +3 u (x, )27, A’z + B' 'z
v>0

+C'x¥z + Y v;(x,2)»%)
6>0
Dans le deuxiéme cas, la droite x = z = 0 est une composante sin-
guliere de g71(0), donc aucun g ne peut définir une singularité isolée.
Dans le 1°F cas, si le monome ya'x n’apparait pas, la méme droite
est singuliére ; sinon ¢’est un cas exceptionnel.

— Si g, est de type (II), g, peut prendre les deux formes (II)
ou (III). Mais si le mondme x®z apparait dans la classe de f, sans
le mondme »* z ceci impose a, |d, (exclus). D’ou le seul type

Wx,y,z)=(x*+yPx, 2" + 3%2)

que T'on vérifie définir une singularité isolée d’intersection compléte.

— Ensuite si g, est de type (IlI), ainsi que g,, on se trouve en
face de deux cas possibles :

. (x* + yPx , 2¥ + yP'z) sia, ne divise pasd,.

. Si a,1d,, g ne pourra jamais définir une singularité isolée car
la droite x = y = 0 sera toujours composante singuliére de g~ !(0).

— Enfin si g, est de forme (III) et si aucun poids ne divise d,,
des mondmesz”'y et y#'z apparaissent dans la classe quasi-homogéne
de f,, sinon il n’y aurait aucune singularité isolée dans la classe de f

d’ou le type :
(x* + ¥ + 2%, Pz + N 2'y)
que lon vérifie définir une singularité isolée d’intersection compléte
pour un A générique.

4) Les poids ne divisent aucun degré.

Remarque. — Supposons que dans la classe quasi-homogéne
de f, il n’y ait aucun mondéme de forme z?x ; alors un monome 2y
apparait dans cette classe, et un monodme z”"'x dans la classe de 5,
sinon la droite x = y = 0 serait toujours une composante singuliére
de g71(0) pour tout g élément de la classe de f
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Compte tenu de cette remarque, le seul type de singularité isolée qui
apparait dans ce cas s’écrit

(Ax®z + Byfx + Cz2'x + ..., A" Y2 + B'x*'y + C'2"'y +..)
C’est le deuxiéme type exceptionnel.
Etude du type exceptionnel (x* + yPz | z7 + y%x)
ax*~t pyf-lz P

La matrice jacobienne s’écrit

8

y §y°~t

x yz¥7!
et les trois mineurs

g (dax® — pyfz) yo~!

) a,yxa—l 271 _ yﬂ+8

2 (Byz" — 8y°x) yP!

On vérifie facilement qu’il définit une singularité isolée d’intersection
compléte.

Un systéme de coordonnées du type quasi-homogéne est :
ga1=[37+8 (d =a(By +8)
g, =ay—1  (d,=~(b+p)
( a,=od +p

I

On peut toujours supposer § << §§, quitte a échanger les roles de x et z.
Le lieu critique Z se décompose en :
— X, défini par 'idéal (»° 71, x*~1z771)

— 2,, quin’existe que si B > 6, défini par I'idéal
(yﬁ—é , xoz—l Z'y—~1 , xa).

La composante Z,, définie par 'idéal (%8, 271 x) est immergée
dans la composante Z, , intersection compléte de dimension 1 définie
par idéal (»#=%, x*~1).

- X, de dimension 1 défini par ’idéal

(08 x* — ByPz, oyx®1 ¥t — yF*8 By 27 §y8x)
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Si d; <d,, considérons I'idéal :
(¥ (@8 x* — ByPz), ayx~1 2771 — pF*0 By 2 — §y°x)
Il définit un espace V de dimension 1 qui se décompose en :
-z,

— V, défini par lidéal (%, x*~! z¥~!, z%). La composante Vi
définie par lidéal (»®, x*~', z) est immergée dans la composante
V, , de dimension 1 définie par I'idéal (3°, z771).

Mais V peut aussi étre défini par I'idéal engendré par :
Bz(ayx®=1 2771 — B*8) _ qx®~1(ByzY — §y0x), aryx®~t Z71 _ B+s
et Byz” — 8y%x ; c’est-a-dire par I’idéal

(ay x¥1 2771 — pB*8 B s _ 536 x)

Soient F = &f, + E'f2 une combinaison linéaire générique de
f, et f,, H Phypersurface F~'(0), et L la droite de C* d’équation
EX +£EY=0.0Ona:

(A. L)y =H.Z)y =(H.Z)), + (H.Z, ) + (H. Z3),
En effet la contribution des composantes immergées a la multiplicité
d’intersection avec H est nulle.
D’autre part (H. Z,), = (H. V), — (H. V_ ,),.

On termine le calcul en évaluant les diverses multiplicités d’inter-
section comme des degrés locaux d’applications.

La seule difficulté réside dans le calcul de (H. Z,), pour le terme
(H.V),. Si d, =d, cest immédiat. Si d, <d,, considérons R le
revétement précédemment défini, H' et V' les revétements de H et
V. Remarquons que le cone tangent (f; e R)™'(0) de H' ne contient
aucune composante de V', donc (H'.V'),=((f; e R)7}(0).V),.

Finalement
(A. D=6 -D(a— 1Dy + (y—Da]
+ (-8 (x— 1)y + aé + afpy

Sid, = d, considérons I'idéal

(a8 x* — ByPz, oy x*~1 zY~1 — pF*8 ax®L (ByzY — 83 x))
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11 définit un espace W de dimension 1 qui se décompose en :
-z,

— W, défini par Tidéal (y°z, y#*°, x*7'). La composante W,
définie par lidéal (z, %, x*1!) est immergée dans la composante
W, , de dimension 1 définie par I'idéal (#, x*1).

Mais W peut aussi étre défini par I'idéal engendré par :
(a8 x* — ByPz, ayx®~ 1 271 — yB*8  Br(ay x¥—1 271 — yFtE)
— »*(adx* — ByP2))
c’est-a-dire par I'idéal
(ad x* — ByPz, ay x*~1 271 — pF*e)

Si d, =d, le calcul de (H. W), est immédiat. Si d, > d,, le cone
tangent (f, o R)™!(0) de H' ne contient aucune composante du revéte-
ment W' de W, donc (H'. W"), = ((f, e R)7'(0). W'),.

Finalement
(A.1) = - D(a— 1)y +a(y - 1]

+B-8)(a—1)y+ ayd + By
Reste a calculer le nombre de Milnor de la singularité d’hypersurface

F(x,y,z) = §(x* +yf2) + £'(z" + »%x)

aF o—1 1.8

'5;=Eax +£3°=0

oF

rrE A USRS LRI R
oF ,
——:Eyﬂ-l—éfyz"/_l =0

oz

G-D@-D@-D+@-DE-DE-8) + (-1

w(F) = sid, 2 d,;

?(8~1)(a~1)(7—1)+6(7—1) sid, < d,
Danslesdeuxcasu =1+ ay(f+ 6 - 1)
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OrM,,d, ;a,,a,,a;)=

[afy+ad +ayd+ 0y —By—6 —ad —B—ay+ 1]

=1l4+ay(B+6-1) cqfd.

o

|+ —2
oy —1
Etude du cas exceptionnel

Oz + ¥8x + 2%, 0F 2z + 27y +x*'y) (@, 7)) # (1, 1)

On vérifie facilement en examinant les composantes de f ()} que
pour un A générique l’origine est une singularité isolée.

Un systéme de coordonnées homogenes peut étre donné par :
ga1=6(7—1) Sd1=ﬂ(a7—l)
a, = y(@—1) dy =(e— D' +7)=(a—1) (B +6)
2a3=3(a—1> 2 oBly — D) + y(@— 1D

D’autre part on peut toujours choisir d, < d, quitte a échanger les
deux composantes et les roles de x et y.

il

La matrice jacobienne est :

Aax®~lz + yP + 27 ByF1x Ax® + yz7 1x
a'x“'_ly NBYP =z + 27 + X AYF 4+ 47y

On notera comme d’habitude les trois mineurs (12), (13), (23) = x(23)
dont 'annulation définit le lieu critique £, F = &f, + E'f2 une combi-
naison linéaire générique de f, et f,, H 'hypersurface F~1(0) et R le
revétement précédemment défini.

Soient Z; et Z, les deux composantes de T définies par les
idéaux ((12), (13), x) et ((12),(13),(23)). Ona

(Z.H), = (Z,.H), + (Z,. H),

2, ne possédant quune composante de dimension 1, définie par
lidéal (x, y® + z¥) (les autres sont immergées) on a immédiatement
en calculant la multiplicité d’intersection sur les revétements

(Z,.H), = By + B
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Pour évaluer (Z, . H), introduisons I'idéal
(O™ + 2771 (12), Ax*~! + v 2771 (13), (23))
définissant un espace V de dimension 1 décomposable en :
— V, défini par Pidéal (x*~! + 42771 AL (\pF + 4/ 27" 1y))
-V, =2,
Mais

f1 f1

Ax* ! + 427" (12) = ~ f‘ (12) = (23)+ . (13)

= fl (23) + By*1 (13)

Donc V peut aussi étre défini par I'idéal
OF1 (13), (X + 4 2771 (13), (23))
donc se décomposer en :
— V, défini par lidéal (¥, A\x®! + yz771)
— V, défini par Iidéal ((13), (23))

(2, . H)y =(V,. H)y + (V5. H)y — (V,.H),

On calcule (V. H)y — (V,. H), = — B'(ay — 1) sur les revétements.
Si d;, =d,, on calcule immédiatement (V,. H"),. Sinon, comme les
trois formes initiales des trois fonctions (13)e R, (23)o R et Fo R
sont indépendantes, on a (V,.H"), = (V,.(f, e R)7'(0)), et dans
tous les cas :

B+B)y+y —D(ay—-1
v —1

V,.H), =

Pour calculer u(H, 0), on peut évaluer la multiplicité d’intersection

oF -1
en 0 de T’hypersurface ( 3 o ) (0) avec la courbe d’équations
y

<BF )—-aFR“OS'd—dl teul ) cdiat. Si
Ax —(az° )‘— . Si d, =d, le calcul est immédiat. Sinon,

ce nombre est encore la multiplicité d’intersection de la courbe avec
le cone tangent a I'’hypersurface, celui-ci ne contenant aucune compo-
sante de la courbe.
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Dans tous lescas u(H, 0) = 8’y + (8 — 1) ovy.

Finalement
+8) (y+y -1 ~1

#:(ﬁ BY(y+y - 1) (ay )—B’(av—l)

7v-—1

+ By +p—ay—(B-Day

+B8)(y+7y -1
=(a7_1)[([3 6)7(117 )_(B,Jfﬁ)]wy
=1+(0c7-1)|:———(ﬁ+ﬁl)7 +1]

v-—1

C’est bien un nombre entier car ceci est égal a ay + (8 + ") (ay' + &)
De plus

Blay—1) (a—1) By +7v)
By — 1) y(a— 1) B —1)

— +(a7—1)(07'+7)
iy - 1D Bla—-1)

:H(M_I)[(m +B)(6+B’—1)]

M{d,,d,;a,,a,,a;) =1+

(S—-o0)

[y(@—1) B+8' —- D]

By —1)
=1+(a7~1)[w—1—+1]
v—1

cqfd.

Le cas o = y = 1 se traite de maniére absolument analogue.
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